
1

La formula di Riemann-Von Mangoldt
Marcello Colozzo

La (8) del file precedente può essere messa nella forma:

π (x) = R (x) +G (x) +H (x) , (1)

dove H (x) è la funzione interessante, in quanto riproduce le discontinuità della distribuzione dei
primi. Riesce manifestamente (con ovvio significato dei simboli):

H (x) =
+∞
∑

k=1

µ (k)

k
fd

(

x1/k
)

, (2)

ove la componente discontinua è (vedi file precedente)

fd (x) = −
+∞
∑

n=1

{Ei [(αn + iβn) ln x] + Ei [(1− αn + iβn) ln x] + (3)

+ Ei [(αn − iβn) ln x] + Ei [(1− αn − iβn) ln x]}

Notation 1 Non abbiamo assunto l’ipotesi di Riemann, nel senso che αn ∈ (0, 1).

Scriviamo

H (x) =
+∞
∑

n=1

Tn,ρn (x) , (4)

essendo

Tn,ρn (x) =
+∞
∑

k=1

τk,ρn (x) , (5)

avendo definito:

τk,ρn (x) = Ei

(

αn + iβn

k
ln x

)

+ Ei

(

1− αn + iβn

k
ln x

)

+ (6)

+ Ei

(

αn − iβn

k
ln x

)

+ Ei

(

1− αn − iβn

k
ln x

)

In altri termini, τk,ρn (x) è il contributo proveniente dallo zero n-esimo o meglio dalla quaterna

(αn + iβn) , (1− αn + iβn) , (αn − iβn) , (1− αn − iβn)

Da [5] segue la seguente relazione approssimata:

Ei
( s

k
ln x

)

≃
e

s
k
lnx

s
k
ln x

, s ∈ C− {0} ,

che ci consente di approssimare la funzione esponenziale integrale nella (6). Ad esempio

Ei

(

αn + iβn

k
ln x

)

≃
x

αn
k ei

βn
k ln x

βn

k
ln x

Se nel denominatore passiamo alla forma polare

ρn = |ρn| e
i arg ρn ,
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si ha:

Ei

(

αn + iβn

k
ln x

)

∼
kx

αn
k

√

α2
n + β2

n

ei
βn
k
[lnx−arg(αn+iβn)]

In maniera simile gli altri termini. Quindi, otteniamo la seguente espressione per il contributo
proveniente dall’n-esima quaterna di zeri simmetrici:

τk,ρn (x) ≃
k

ln x
[

x
αn
k

√

α2
n + β2

n

ei
βn
k
[lnx−arg(αn+iβn)] (7)

+
x

1−αn
k

√

(1− αn)
2 + β2

n

ei
βn
k
[lnx−arg(1−αn+iβn)]

+
x

αn
k

√

α2
n + β2

n

ei
βn
k
[lnx−arg(αn−iβn)]

+
x

1−αn
k

√

(1− αn)
2 + β2

n

ei
βn
k
[lnx−arg(1−αn−iβn)]]
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