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Le macchine ricorsive lineari hanno un costo computazionale molto basso, giacche il corrispon-
dente sistema dinamico a tempo continuo ¢ immediatamente integrabile. Vale comunque la pena
esaminare alcuni comportamenti tipici.

Consideriamo un condensatore di capacita C' collegato in serie a una resistenza di carico R e a
un generatore di segnale di ingresso Vj, (t), come mostrato nello schema di fig. 1. Assumiamo un
segnale di ingresso costante:

Vin (1) = Vold (& = to) , (1)

dove V; € una costante, mentre U (¢) ¢ la funzione gradino unitario:

1, set >t
0, altrimenti

L{(t—to):{

Figura 1: Serie RC.

La differenza di potenziale ai capi del condensatore [1] é:

(t)
Ve (t) = —=,
c(t)="5
dove ¢ (t) e la carica elettrica al tempo t sulle armature del condensatore. La legge di Ohm ci fornisce
la caduta di tensione ai capi della resistenza, ovvero il segnale di uscita:

Vour (1) = Ri (t) ,
dove i (t) = % = ¢ ¢ l'intensita di corrente. Applicando I’equazione alla maglia (legge di Kirchoff):
Ve (t) 4+ Vout () = Vin (t), VLt € [to, +00)
Cioe:

%+Rq = Vo, Vi€ [to, +00)

La (1) implica ¢ (ty) = 0 onde la carica elettrica al tempo ¢ sulle armature del condensatore ¢ la
soluzione del problema di Cauchy:

1 W
P:{q relt R 2)
q(to) =
Il circuito in esame ¢, quindi, un sistema autonomo lineare ¢ = agq + By, essendo oy = —% <

0, B =" > 0. L'unica soluzione del problema (2) &
0(t) = [1 = =] ®)
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dove 7, “RC>0e qm =l VoC' > 0. La soluzione del problema di Cauchy (2) ¢, dunque, una
salita esponenziale; la grandezza 7, ha le dimensioni di un tempo e si chiama costante di tempo
del circuito. La grandezza q,; ¢ la carica elettrica a regime. Infatti:

lim ¢ (t) = qu

t—+o00

Ad esempio, per R =52, C = 1 uF abbiamo una costante di tempo 7, = 5 x 107%s. Se tale circuito
¢ alimentato da una f.e.m. Vj = 10V, otteniamo I’andamento riportato in fig. 2.
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Figura 2: Andamento della carica elettrica ¢ (t) sulle armature del condensatore. Il circuito viene
chiuso all’istante iniziale to = 0. Il tempo € espresso in secondi, mentre la carica elettrica in Coulomb.

L’orbita di questo sistema e il seguente luogo geometrico:

1 Vo
L) ERY| 0<q<qu, §=——==q+— ¢,
%q@ | 0<q¢<qu, ¢ RC¢+R}
cioe il segmento della retta di equazione ¢ = —%q—i— %, come illustrato in fig 3, utilizzando i precedenti

dati numerici. Da tale diagramma vediamo che il sistema evolve deterministicamente dallo stato
iniziale (%,0) allo stato finale (0,qys). Si noti che quest’ultimo viene raggiunto a t = +oo. In

simboli: "
(ﬁ, 0) — (0.9)

evoluzione determnistica

A questo punto appare chiaro il significato fisico della costante di tempo 7.: tale grandezza fissa
la scala dei tempi del transitorio. Infatti:

Q(t>>7—c) ZQM

L’intensita di corrente é: p
(1) = () = inge ™™, (1

. de - N . . . .
dove 751 =) %. Cioe, i (t) € un esponenziale smorzato con costante di tempo 7.. In fig. 4 riportiamo

I’andamento dell’intensita di corrente in funzione del tempo per la serie RC' vista in precedenza. La
tensione in uscita e:

Vour (1) = Ri ()
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Figura 3: Traiettoria nello spazio delle configurazioni per un circuito RC'. La derivata ¢ si annulla
per ¢ = qur, che ¢ il valore di regime della carica elettrica: raggiunto tale valore (a ¢t — +00) la carica
elettrica non varia, per cui la derivata si annulla.

Figura 4: Andamento dell'intensita di corrente i () = Y2e"/".



Tenendo conto della (4):
Vour (£) = Vare ™/, (5)

dove Vj; = Riy. Infine, la tensione ai capi del consentore é:
Ve (t) = Vo (1 — /") (6)

A regime troviamo:
Vour @ >71.) =0, Vo(t>71)=W

Per discutere il comportamento della corrispondente macchina ricorsiva lineare M, ¢ conveniente
adimensionalizzare il problema passando dalle variabili (¢, ¢) alle variabili (z,&) ovvero tempo adi-
mensionale e carica adimensionale: .
{ el
Te
-4 >
qam

cosicche il problema (2) si scrive:

¢ =—+1
P , 7
Lio s ®)
dove l'apice rappresenta la derivazione rispetto a x. Se F'(§) = —& + 1, la corrispondente funzione di

trasferimento di Ma ¢ fa (z) =ax+ F(x)- A= (1 —A)&+E, ed & questa che va iterata, ottenendo
I'orbita riportata in fig. 5, da cui vediamo che M “parte” dallo stato di carica iniziale nulla (£ = 0)
per convergere asintoticamente verso lo stato £ =1, i.e. ¢ = qu.
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Figura 5: Diagramma di Konig-Lemaray della macchina ricorsiva che simula il processo di carica di

un condensatore in serie ad una resistenza R. La grandezza & ¢ la carica elettrica adimensionalizzata
q
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