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Teorema 1 Teorema di unicità del limite.

Sia f : X → R, con x0 ∈ D (X) tale che |x0| ≤ +∞

f è regolare in x0) =⇒ ∃!l ∈ [−∞, +∞] | lim
x→x0

f (x) = l

Dimostrazione. Senza perdita di generalità, supponiamo che f sia convergente in x0,
punto di accumulazione al finito. Procedendo per assurdo:

lim
x→x0

f (x) = l, lim
x→x0

f (x) = l′ 6= l

lim
x→x0

f (x) = l ⇐⇒ (∀ε > 0, ∃δε > 0 | x ∈ X, 0 < |x − x0| < δε =⇒ |f (x) − l| < ε

lim
x→x0

f (x) = l′ ⇐⇒ (∀ε > 0, ∃δ′
ε
> 0 | x ∈ X, 0 < |x − x0| < δ′

ε
=⇒ |f (x) − l′| < ε

Sia σε = min {δε, δ
′

ε
}, onde:

∀ε > 0, ∃σε > 0 | x ∈ X, 0 < |x − x0| < σε =⇒ |f (x) − l| < ε, |f (x) − l′| < ε

Cioè:
{

l − ε < f (x) < l + ε

l′ − ε < f (x) < l′ + ε
⇐⇒

{

l − ε < l′ + ε

l′ − ε < l + ε
⇐⇒

⇐⇒ −2ε < l − l′ < 2ε ⇐⇒ |l − l′| < 2ε

In forza dell’arbitrarietà di ε > 0:

0 < ε <
1

2
|l − l′| =⇒ |l − l′| < 2ε < |l − l′| ,

da cui la disuguaglianza assurda |l − l′| < |l − l′|, onde la tesi.
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