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Continuiamo a considerare — senza perdita di generalita (escludendo i tensori misti) — un tensore
T covariante di rango r

T:E,xE,x..xE, —K (1)
T:(vi,Ve, ... vy) — T (v, Vo, ..., V)

Definizione 1 Il tensore (1) si dice completamente antisimmetrico se cambia di segno in sequito
a una permutazione di due argomenti consecutivi v;, v,11 presi ad arbitrio.

Tale definizione si generalizza a un tensore controvariante di rango qualsiasi. Inoltre, ha ca-
rattere intrinseco, ossia indipendente dalla base. Viceversa, il riferimento a una base restituisce la
proposizione:

Proposizione 2 Un tensore r-covariante (o r-controvariante) é completamente antisimmetrico se e
solo se comunque prendiamo una base dello spazio vettoriale a cui esso appartiene, le sue componenti
cambiano segno in sequito a una permutazione di due indici consecutivi presi ad arbitrio.

Dimostrazione. Senza perdita di generalita, consideriamo un tensore doppio covariante:

T:E,xE, —K 2)
T:(vy,vy) — T (vy,vs)
Comunque prendiamo una base {e;} di E,, ¢ univocamente determinata la base duale {6’}: (e;, ¢7) =
47 e quindi la seguente base di EY = E'® B
{0 26"},
cosicché .
T =Tyt ® 0"

Ne consegue ‘
T (vi,v2) = T, (92 & Qk) (Vi,v2)

Cioe .
T (V17V2) = Tiy, <V1, 91> <V27 9k> (3)
Permutando gli argomenti:
T (va,vi) = Ty, (va, 0% {vy, 08 = Ty (v, 0%) (vq, 0
(va, Vi) = Tix (v2,0") (v1,0%) = Ty (v1,0%) (v2,0")
=—T(v1,v2)
i, k sono indici muti e come tali posso chiamarli come mi pare. Quindi ¢ lo chiamo k, e k lo chiamo :
—T (v1,va) = T (v1,0°) (v2,60%) (4)
Sommo le (3)-(4): '
0= (T + Tii) (v1,0") (v2,6%), Vvi,vs € E,
Cioe
,—Tik: _Tki7 Z7k: 1,2,...,71
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Osservazione 3 Per un tensore di rango 2 (covariante o controvariante) la completa antisimmetria
e semplicemente una “antisimmetria”, giacche abbiamo solo 2 indici.

Denotiamo con o una permutazione degli elementi della m-pla (1,2, ...,r). Dal calcolo combinatorio
ricordiamo che il segno di o ¢

I

. +1, se o e di classe pari
signo = <o . :
—1, se o ¢ di classe dispari

rammentando che la parita (41) si riferisce alla parita del numero di permutazioni eseguite per
riportare la r-pla (i, s, ...,1,) nella r-pla “fondamentale” (1,2, ...;7) o cio che ¢ lo stesso, il numero
di permutazioni eseguite nella permutazione:

(1,2,...,7) == (i1, 49, ..y dr),  Vip € {1,2,...,7}
Ad esempio

(1,2,3,4) 2 (2,1,3,4) signo, = —1
(1,2,3,4) 2% (2,1,4,3)  signoy, = +1

Quindi

T (Viys Vigy ooy Vi) = (signo) T (vy, Vo, ..., V)

Proposizione 4 Se due qualunque degli argomenti di un tensore completamente antisimmetrico
coincidono, allora il tensore assegnato e il tensore nullo.

Dimostrazione. Senza perdita di generalita, supponiamo v; = vy, per cui
T (v, Vi, ., vp) = =T (v1,V1, ..., V),

onde l’asserto. m



