Supplementare del sottospazio delle matrici a traccia
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Sia Mg (2,2) lo spazio vettoriale delle matrici quadrate di ordine n sul campo reale.

1. Mostrare che l'insieme delle matrici a traccia nulla:

TR(z):{<x1 xQ)eMR(2,2)1x1+x4:0} (1
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e un sottospazio di Mg (2,2), e determinarne la dimensione.
2. Determinare un supplementare Vi (2) del sottospazio Tk (2).

3. Esprimere un generico vettore di Mg (2,2) come somma di un vettore di 7k (2) e di un
vettore di Wg (2).

Soluzione
Siano
X:(ii ii)eTR(Q):>$1+x4:O (2)
Yz(Z; Zj)eTR(2):>y1+y4=0
Quindi
X4y = 1+ T2t Y2
Tz3+ys Tat+ys )’

la cui traccia ¢
TT(X+Y) :x1+y1+x4+y4 = (x1+w4)—|—(y1+y4) =0= (X‘f‘Y) c TR(Q) (3)
=0 =0
Inoltre
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VAER, VX €T (2), \X = ( Arg  Ary

) = Tr(AX)=A(z1+x4) =0= (A\X) € TR (2)
(4)

Le (3)-(4) implicano che T (2) € un sottospazio vettoriale di Mg (2,2). Per determinarne
una base e, quindi, la dimensione, scriviamo un suo generico vettore come:
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Ne consegue che una base di T (2) ¢
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Per determinare un supplementare di 7T (2) scriviamo

Tk (2) € Mg (2,2) | Tx (2) @ Vi (2) = Mg (2,2),

per cui
dim Tk (2) + dim Vg (2) = dim Mg (2,2) = dim Vg (2) =1 (7)
=3 =4

La base canonica di Mg (2,2) é:

s (b0)me (1) mm () me(2) o

dj € {1,2,3,4} | {E;} € una base di Vi (2)

Segue

Per definizione di somma diretta:
T (2) N W (2) = {0} — E; ¢ Tr (2)
Dalla (6) si ottiene j = 4. Cioe
0 0
B= (g 1) #¢me) )
Ne consegue che {F4} ¢ una base di Vi (2):
0 Ty

ZeVR(2)<:>3x4eR|Z:<O O) (10)

Per rispondere all’'ultimo quesito osserviamo innanzitutto che per una nota proprieta della
somma diretta, un elemento di Mg (2,2) si esprime univocamente come somma di un vettore
di Tk (2) e di un vettore di Vg (2):

XeMp(2,2)=3Y,2)cTr(2)xWr(2)| X =Y +Z (11)
Riesce
T T2 \ [ 1 T2 0 0
(l’g ZE4)_(ZE3 —$1)+(0 ZE1+JZ4)’ <12)
ETa(2) eVa(2)

che implementa la decomposizione richiesta.



