Supplementare ortogonale
Marcello Colozzo — http://www.extrabyte.info

Sia V' uno spazio vettoriale con prodotto scalare su un campo K, di dimensione finita.

Definizione 1 Se W ¢ un sottospazio vettoriale di V', il supplementare ortogonale di V' ¢ il

sottoinsieme di 'V :
Wh={neV|({n=0 VYeW}, (1)

dove (,) denota il prodotto scalare in V.
Proposizione 2 [l supplementare ortogonale € un sottospazio vettoriale di V.

Dimostrazione. Se ,{ € W+

(n,&) =0, ((,§ =0, VEeV (2)
Segue
N+¢8=m8&+{(&=0=(n+ewW" (3)
Per N\€c Cenec W
0= (8 = (M, &) = (M) e W+ (4)

Dalle (3)-(4) segue 'asserto. m
Sussiste il seguente teorema di cui omettiamo la dimostrazione:

Teorema 3
VYW sottospazio di V, W+ (5)

Inoltre
V=WaoWw (6)

Dalla formula di Grassmann si ha
dim W+ = dim V — dim W (7)

Esercizio 4 Consideriamo lo spazio vettoriale R® strutturato come spazio euclideo con prodotto
scalare canonico. Determinare il supplementare ortogonale del sottospazio

W =L({e1,e2}), (8)
dove L denota l'operazione di inviluppo lineare, per cui W ¢é generato da {e1,e2}, mentre
e1=1(1,2,3,-1,2), g9 = (2,4,7,2,—1) (9)

Soluzione
Dalla (7):
dimW+ =3

Deve essere
new' (n,e1) =0, (n,e2) =0

Posto n = (1,72, M3, N4, M5) € sviluppando il prodotto scalare si perviene a

M+ 202+ 303 — s+ 205 =0 (10)
2+ A+ s+ 20y — 5 =0 7
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che € un sistema lineare omogeneo nelle incognite (11, 12,73, N4, 75 ), la cui matrice dei coefficienti é:
123 -1 2
M= ( 247 2 -1 > ’

il cui rango ¢ p (M) = 2 = Joo? soluzioni non banali. Assumiamo come determinante fondamentale

1 3
A“ 2 7 ‘_1
per cui
M+ 3n3 = 2m2 + 14 — 215
? v ) 9 ER
{ 201 + T3 = —4ny — 204 + 15 12, M4, M5

Risolvendo con la regola di Cramer:

(M5 M2, M3, M1y M) = (=202 + 1304 — 1705, 92, =404 + 505, 14, 15)
- (_27727 12, 07 07 O) + (137747 Oa _47747 N4, O) + (_177757 Oa 57757 O: 775)
Cioe

(77177]277737 7]47775) =12 (_27 17 07 07 0) + M4 (137 07 _47 17 O) + 5 <_177 07 57 07 1) ) \V/7727774a s € R

Quindi
W =L ({x1,x2, x3}) , (11)

dove
x1 = (—2,1,0,0,0) (12)

x2 = (13,0, —4,1,0)
X3 = (_177 Oa 57 07 1)



