Studio di un integrale

Marcello Colozzo

Studiamo la convergenza del seguente integrale

I () = / . (1)

1/k

essendo ]

g(t) = 1)t (2)

Il grafico della funzione integranda ha I’andamento riportato in fig. 1. Per i dettagli sul comporta-
mento agli estremi del campo di esistenza di g (¢) si rimanda alla seguente risorsa.
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Figura 1: Grafico di g (t) = m
Intervallo (0, 1)
Siccome la funzione integranda per ¢ — 0" ¢ un infinito di ordine indeterminato, procediamo al
calcolo tramite un’operazione di passaggio al limite. Assumiamo

l<e<dikl,
come in fig. 2. Risulta
1
g(t) —_m7 Vt € (876)7 (3)
come confermato dal grafico di fig. 3.
Segue
s 5
t)dt ~ — — = —In|Int =1
/Eg() /5 lnt [n|n|]t:5 n(|1n5|
Quindi

0 5 1
/ g(t)dt = lim g (t)dt = lim ln(|n€’) = 400
0

e—0t c e—0t
Ne concludiamo "

/ g (#)dt = +o0, Ya € (0,1) (4)
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Intervallo (1 — 4,1+ )
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Figura 2: Studio dellintegrale in (0, 1).
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Figura 3: I grafici delle restrizioni delle funzioni g (t) ¢ —7 all'intervallo (g,0) con 0 <& < < 1,

sono praticamente sovrapposti. Cio implica che in detto intervallo la funzione g (t) si comporta come
1
T tlnt-



Dal momento che per ¢t — 1 la funzione ¢ (¢) ¢ un infinito di ordine > 1, si ha

/ " =100, (5> 0) (5)

Intervallo [a, +00), con a > 1
Dalla doppia disuguaglianza

0<g(t) < , Vt e (1,400),

t(t2—1)

si ha
Conclusion 1 L’integrale

converge solo per x > 1.

Tuttavia a noi interessa il comportamento di

+oo
I (2'%) = / gt)dt, k=1,2,3,..
s1/k
D’altra parte, il calcolo numerico mostra
I(z) <1, Vr>1,
come possiamo vedere dal grafico di fig. 4.
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Figura 4: Andamento del grafico della funzione I ().

In particolare:
lim I(z)=0 (6)

T—+00

Le precedenti argomentazioni implicano che assegnato un ky € N — {0} tale che
I (xl/ko) <1, Vxe(l,+00),
si ha che per k > kg l'integrale [ (xl/k) non & piti trascurabile, giacché /% ~ 1 per k > k. Tale

comportamento e illustrato dal grafico di fig. 5. Cio si verifica in particolare, per k — +oo

+oo
lim [ (a:l/k) :/ g (t)dt =400
1

k—+o00
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Figura 5: Se I (z'/*0) < 1, riesce I (z!'/*) & 1 per k > k.



