Intersezione di due sottospazi vettoriali

Marcello Colozzo

Siano V; e V; i sottospazi di R? generati rispettivamente dai seguenti sistemi di vettori:

Y= {111,112}, Yy = {V17V2}, (1)

essendo

u = (1,1,-1), up=(2,-1,1) (2)
vi=(1,2,-1), vo = (—=1,-1,2)

Determinare una base di V3 N V5 e dim (V] + V4).
Soluzione

xeViNWh<xeV, xel;
<= I, Ao, i, pip € R | x = Ajuy + At = vy + vy
— (>\1+2)\2—M1+2M2,)\1—)\2+2M1—MQ,—)\1+/\2+,M1—2M2) = (070,0),

ovvero il sistema lineare omogeneo nelle incognite (A1, \a, ft1, i2):

AL+ 2X — iy + 2 =0
/\1_)‘2+2M1_M2:O (3)
A+ At —2p=0

La soluzione banale (0,0, 0,0) individua il vettore nullo. Tale soluzione & ovvia, giacché per
una nota proprieta il vettore nullo ¢ comunque un elemento di un qualunque sottospazio
vettoriale. Ne consegue che dobbiamo ricercare soluzioni non nulle (le cosiddette autosolu-
zioni o soluzioni proprie). A tale scopo osserviamo che il minore estratto dalla matrice A
dei coefficienti, cancellando I'ultima colonna &

1 2 -1
1 -1 2 |=-9£0,
-1 1 1

per cui p(A) = 3 = Joo! autosoluzioni. Il sistema equivale a

/\1+2)\2—/11:—204
)\1—>\2+2/,L1:Ck , Mo = A Va € R (4)
—)\1+>\2+,LL1:2@

Segue
1 —2a 2 -1 1 0 0 3
)\1:—§ (0% -1 2 :—§ a —1 2 |=—-«a
20 1 1 20 1 1
1 1 20 -1
)\2 = —§ 1 « 2 =0
-1 2a 1




Cioe
(>\17 >\27:U/17:U“2> = (—Oé, 0, Oé) ) Va € R (5)

onde
x =—auy, Ya €R (6)

In altri termini, ogni vettore di Vi N Vj; si esprime univocamente come combinazione lineare
di B ={u;} = B ¢& una base di V; NV, per cui

dim (Vi N Va) =1 (7)

La dimensione della somma V; + V5 si ricava dalla formula di Grassmann :

dim V] +dim V5 = dim (V} + V2) + dim (Vi N Vy) = dim (V; + V5) =3 (8)
=2 =2 =1


http://www.extrabyte.info/grassmann001.pdf

