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Introduzione

Si assume nota la teoria degli insiemi [1].

1 Definizione assiomatica

Definizione 1 Dicesi spazio astratto un insieme X 6= ∅. Un qualunque elemento x ∈ X si dice
punto dello spazio X.

Denotando con K il campo reale R o il campo complesso C, introduciamo nello spazio astratto
X due leggi di composizione:

+ : (x, y) ∈ X2 −→ (x+ y) ∈ X (1)

· : (λ, x) ∈ K×X −→ (λx) ∈ X

La prima delle (1) si dice addizione di elementi di X, mentre la secondamoltiplicazione di un elemento
di K per un elemento di X. Più precisamente, la prima delle (1) è una legge di composizione interna,
mentre la seconda è una legge di composizione esterna.

Definizione 2 Lo spazio astratto X munito delle leggi di composizione (1), si dice spazio vettoriale

o lineare su K, se le (1) verificano le seguenti proprietà:

I. Addizione di elementi di X

1. x+ y = y + x, ∀x, y ∈ X (proprietà commutativa)

2. (x+ y) + z = x+ (y + z) , ∀x, y ∈ X (proprietà associativa)

3. ∃0 ∈ X | x+ 0 = x, ∀x ∈ X (elemento neutro)

4. ∀x ∈ X, ∃ (−x) ∈ X | −x+ x = 0 (esistenza dell’opposto)

II. Moltiplicazione di un elemento di K per un elemento di X

• λ (µx) = (λµ) x, ∀x ∈ X, ∀λ ∈ K (proprietà associativa)

•
λ (x+ y) = λx+ λy

(λ+ µ) x = λx+ µx
(proprietà distributiva)

• ∃1 ∈ K | 1x = x, ∀x ∈ X (elemento neutro)

Gli elementi di K diconsi scalari, mentre gli elementi di X sono vettori. L’elemento neutro è il
vettore nullo . Il campo K è il sostegno dello spazio vettoriale X.

Ricapitolando, diremo che un qualunque spazio astratto (non vuoto) viene munito di una strut-
tura di spazio vettoriale (o viene strutturato come spazio vettoriale) su K, introducendo le leggi di
composizione (1) e relative proprietà [def. (2)].
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Esempio 1 Denotando con × il prodotto cartesiano tra insiemi, consideriamo

R
n = {(x1, x2, ..., xn) | xj ∈ R, j = 1, 2, ..., n} (2)

i.e. l’insieme delle n-ple ordinate di numeri reali. Posto

x = (x1, x2, ..., xn) , y = (y1, y2, ..., yn)

Definiamo una legge di composizione interna (addizione di elementi di Rn):

x+ y
def
= (x1 + y1, x2 + y2, ..., xn + yn) (3)

È facile persuadersi che la (3) verifica gli assiomi di spazio vettoriale [def. (2)]. Il vettore nullo è

0 = (0, 0, ..., 0) , 0 ∈ R
n | x+ 0 = x, ∀x ∈ R

n

L’elemento opposto a un qualunque x = (x1, x2, ..., xn) è −x = (−x1,−x2, ...,−xn).
Definiamo una legge di composizione esterna:

λ ∈ R, λx = (λx1, λx2, ..., λxn) (4)

È facile persuadersi che la (4) verifica gli assiomi di spazio vettoriale [def. (2)]. L’elemento neutro
è lo scalare 1 ∈ R

1x = (1x1, 1x2, ..., 1xn) = (x1, x2, ..., xn) = x, ∀x ∈ R
n

Ne concludiamo che introducendo in R
n le predette leggi di composizione, Rn assume la struttura di

spazio vettoriale su R.

Esempio 2 Denotiamo con M (m× n,R) l’insieme delle matrici m× n sul campo reale. Assegnate
ad arbitrio le matrici:

A = (aij)
B = (bij)

, i, j = 1, 2, ..., n

Definiamo come legge di composizione interna, l’usuale operazione di somma:

A+ B = (aij + bij)

che verifica gli assiomi di spazio vettoriale [def. (2)]. Il vettore nullo è

0 =







0 0 ... 0
0 0 ... 0
... ... ... ...

0 0 ... 0







=⇒ A+ 0 = A, ∀A ∈ M (m× n,R)

L’elemento opposto a un qualunque A = (aij) è −A = (−aij).
Definiamo come legge di composizione esterna, l’usuale operazione:

λA = (λaij) , ∀λ ∈ R

che verifica gli assiomi di spazio vettoriale [def. (2)]. L’elemento neutro è lo scalare 1 ∈ R

1A = (1aij) = (aij) = A, ∀A ∈ M (m× n,R)

Ne concludiamo che introducendo in M (m× n,R) le predette leggi di composizione, M (m× n,R)
assume la struttura di spazio vettoriale su R.
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Esempio 3 Sia Pn [x] l’insieme dei polinomi su K di grado ≤ n:

a (x) ∈ Pn [x] ⇐⇒ ∃a0, a1, ..., an−1, an ∈ K | a (x) =
n∑

k=0

akx
k (5)

Introduciamo la seguente legge di composizione interna:

+ : (a (x) , b (x)) ∈ Pn [x]
2 −→ (a (x) + b (x)) ∈ Pn [x] (6)

Precisamente, presi ad arbitrio a (x) =
∑

kakx
k, b (x) =

∑

kbkx
k, la (6) è definita da:

a (x) + b (x) =
n∑

k=0

(ak + bk) x
k (7)

ed è facile verificare che la (7) soddisfa gli assiomi di spazio vettoriale. Il vettore nullo è il polinomio
avente coefficienti nulli 0 =

∑

k0x
k. L’elemento opposto a a (x) =

∑

kakx
k è −a (x) =

∑

k (−ak) x
k

Introduciamo ora la seguente legge di composizione esterna:

· : (λ, a (x)) ∈ K× Pn [x] −→ (λa (x)) ∈ Pn [x] (8)

Precisamente, presi ad arbitrio λ ∈ K e a (x) =
∑

kakx
k ∈ Pn [x] , la (6) è definita da:

λa (x) =
n∑

k=0

(λa0) x
k (9)

ed è facile verificare che la (8) soddisfa gli assiomi di spazio vettoriale. L’elemento neutro è lo scalare
1. Ne concludiamo che le (6)-(7) conferiscono a Pn [x] la struttura di spazio vettoriale su K.

Esempio 4 Assegnato ad arbitrio l’intervallo (a, b) ⊆ R, denotiamo con C (a, b) l’insieme delle
funzioni reali di una variabile reale x continue in (a, b). Introduciamo in C (a, b) la seguente legge di
composizione interna:

+ : (f, g) ∈ C (a, b)2 =⇒ (f + g) ∈ C (a, b) , (10)

cos̀ı definita:
(f + g) (x) = f (x) + g (x) (11)

È facile verificare che la (10) soddisfa gli assiomi di spazio vettoriale. Il vettore nullo è la funzione
identicamente nulla in (a, b), mentre l’elemento opposto di f ∈ C (a, b) è −f . Introduciamo ora la
seguente legge di composizione esterna:

· : (λ, f) ∈ K× C (a, b) −→ (λ, f) ∈ C (a, b) (12)

Precisamente, presi ad arbitrio λ ∈ K e f ∈ C (a, b) , la (6) è definita da (λf) (x) = λf (x) ed è facile
verificare che la (12) soddisfa gli assiomi di spazio vettoriale. L’elemento neutro è lo scalare 1. Ne
concludiamo che le (10)-(12) conferiscono a C (a, b) la struttura di spazio vettoriale su K.

2 Conseguenze delle definizioni precedenti

2.1 Sistema di vettori linearmente indipendenti di ordine massimo. Base

di uno spazio vettoriale

Sia X uno spazio vettoriale su un campo K.
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Definizione 3 Ogni vettore x ∈ X tale che x =
∑r

i=1
λixi con λi ∈ K, xi ∈ X, dicesi combinazione

lineare su K, dei vettori x1, x2, ..., xr ∈ X.

Definizione 4 Il sistema di vettori Σ = {x1, ..., xr} ⊂ X si dice linearmente dipendente su K,
se esistono r scalari non tutti nulli λ1, λ2, ..., λr tali che

λ1x1 + λ2x2 + ...+ λrxr = 0 (13)

Diremo invece che Σ è linearmente indipendente se non è linearmente dipendente. Cioè

λ1x1 + λ2x2 + ...+ λrxr = 0 =⇒ λ1 = λ2 = ... = λr = 0 (14)

Proposizione 1 Un qualunque sistema Σ linearmente indipendente, non contiene il vettore nullo.

Dimostrazione. Per assurdo: Σ = {x1, ...xj , ..., xn} contiene il vettore nullo, ad esempio xj = 0.
Segue

λ1x1 + λ2x2 + ...+ λj−1xj−1 + λjxj
︸︷︷︸

=0

+ λj+1xj+1 + ...+ λrxr = 0

con λ1 = λ2 = ... = λj−1 = 0, λj 6= 0, λj+1 = 0, ..., λr = 0.
Abbiamo cos̀ı trovato una combinazione lineare dei vettori di Σ con λj 6= 0, per cui Σ è linearmente

dipendente. Ma ciò contraddice l’ipotesi, onde l’asserto.

Osservazione 1 La nozione di dipendenza/indipendenza linare è legata al sostegno K dello spazio
vettoriale. Ad esempio, C è uno spazio vettoriale su C, ma anche su R. Precisamente

{
+ : (z, w) ∈ C

2 −→ (z + w) ∈ C

· : (λ, z) ∈ C
2 −→ (λz) ∈ C

(15)

Ad esempio z1 = 1, z2 = i vettori di Σ i.e. Σ = {z1, z2}. Segue

λ1z1 + λ2z2 = 0, λ1, λ2 ∈ C (16)

Se prendiamo λ1 = −i, λ2 = 1, la (16) si scrive −i + i = 0 i.e. Σ è linearmente dipendente. Se
invece strutturiamo C come spazio vettoriale su R:

{
+ : (z, w) ∈ C

2 −→ (z + w) ∈ C

· : (λ, z) ∈ (R,C) −→ (λz) ∈ C
(17)

lo stesso sistema precedente è linearmente indipendente:

λ1 + iλ2 = 0, λ1, λ2 ∈ R =⇒ λ1 = λ2 = 0

Per un qualunque sistema linearmente indipendente Σ ⊂ X, poniamo r (Σ) = card (Σ) i.e. il
numero di elementi dell’insieme Σ. In simboli:

r (Σ) ∈ N, ∀Σ ⊂ X | Σ linearmente indipendente

Al variare di Σ in X, l’intero naturale r (Σ) descrive il seguente sottoinsieme di N:

N = {r (Σ) ∈ N, ∀Σ ⊂ X | Σ linearmente indipendente} 6= ∅ (18)

I casi possibili sono:
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1. N è superiormente limitato: supN < +∞.

2. N non è superiormente limitato: supN = +∞.

Nel caso 1 poniamo n = supN = maxN . Ne segue che l’intero naturale n è l’ordine massimo

di un sistema linearmente indipendente. Se Σ0 è un qualunque sistema di ordine massimo, per ogni
x ∈ X il sistema Σ′ = Σ0 ∪ {x} è linearmente dipendente.

Teorema 1 Se uno spazio vettoriale X su K ammette un sistema Σ0 di ordine massimo, ogni vettore
x ∈ X si esprime in uno e un sol modo come combinazione lineare (a coefficienti in K) dei vettori
di Σ0.

Dimostrazione. Σ0 = {e1, e2, ..., en} ⊂ X linearmente indipendente=⇒ ∀x ∈ X, Σ′ = {x, e1, e2, ..., en}
è linearmente dipendente. Cioè

λ0x+ λ1e1 + λ2e2 + ...+ λnen = 0 (19)

Σ′ è linearmente dipendente=⇒ ∃k ∈ {0, 1, ..., n} | λk 6= 0. Necessariamente è k = 0 perché nel caso
contrario il sistema Σ0 è linearmente dipendente e ciò contraddice l’ipotesi. Quindi è λ0 6= 0, che ci
consente di dividere primo e secondo membro della (19) per λ0:

x = x1e1 + x2e2 + ...+ xnen (20)

avendo posto xk = −λk

λ0

con k = 1, 2, ..., n.
Per dimostrare l’unicità della combinazione lineare (20), supponiamo che esista una seconda

combinazione lineare
x = y1e1 + y2e2 + ...+ ynen (21)

Procedendo per sottrazione tra (20) e (21):

0 = (x1 − y1) e1 + (x2 − y2) e2 + ...+ (xn − yn) en

Per ipotesi Σ0 = {e1, e2, ..., en} è linearmente indipendente, per cui

x1 − y1 = x2 − y2 = ... = xn − yn = 0

cioè l’asserto.
Il teorema (1) è invertibile:

Teorema 2 Sia X uno spazio vettoriale su un campo K.
Hp. Ogni vettore di X si può univocamente esprimere come combinazione lineare dei vettori di

un sistema Σ = {e1, e2, ..., en}.
Th. Il sistema Σ è linearmente indipendente.

Dimostrazione. Per ipotesi

x ∈ X =⇒ ∃! (λ1, λ2, ..., λn) ∈ K
n | x =

n∑

i=1

λiei (22)

Se x = 0 l’unica n-pla di scalari che verifica la (22) è (0, 0, ..., 0), da cui l’asserto.

Definizione 5 Dicesi base o riferimento di uno spazio vettoriale X, ogni sistema Σ linearmente
indipendente tale che ogni vettore di X possa esprimersi come combinazione lineare di vettori di Σ.

Definizione 6 Sia Σ = {e1, e2, ..., en} ≡ {ei} una base di X. Quale che sia x ∈ X

x = x1e1 + x2e2 + ...+ xnen

I coefficienti xk ∈ K diconsi componenti di x nella base Σ.
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2.2 Dimensione di uno spazio vettoriale

Sia Σ0 = {e1, e2, ..., en} un sistema di vettori indipendenti di ordine massimo di uno spazio vettoriale
X su un campo K. Per quanto precede:

x = x1e1 + x2e2 + ...+ xnen, ∀x ∈ X (23)

Diremo, dunque, che Σ0 genera X, o che un generatore di X. In simboli:

X = L (Σ0)

che si legge: X è l’inviluppo lineare di Σ0. Ciò premesso, sussiste il seguente teorema per la cui
dimostrazione rimandiamo a [2]:

Teorema 3 (Teorema della base )

Hp.

{
X = L (Σ0) , con Σ0 di ordine n

X = L (Σ) , con Σ di ordine r ≤ n

Th. ∀Σ′ di ordine r, X = L (Σ′)

Questo teorema ci dice che tutti i generatori di X hanno la stessa cardinalità, che è il numero
massimo di vettori indipendenti. Rammentiamo dal teorema (1) l’univocità della rappresentazione
di un qualunque x ∈ X attraverso i vettori di un sistema di ordine massimo.

Tenendo conto della definizione di base (5) e del teorema della base, si ha il seguente

Corollario 4
Σ = {e1, e2, ..., en}
è una base di X

)

⇐⇒

(
Σ è un sistema

di vettori di ordine massimo

Definizione 7 Dicesi dimensione di uno spazio vettoriale X su K, la cardinalità di una qualunque
base di X. Si indica con dimX.

È essenziale specificare il campo K. Osserviamo innanzitutto che un qualunque campo K può
essere strutturato come spazio vettoriale su K medesimo, con l’introduzione delle usuali leggi di
composizione. Denotando con 1 l’elemento neutro dell’operazione di moltiplicazione di uno scalare
per un elemento di K, si ha manifestamente

x = x1, ∀x ∈ K

cosicché Σ = {1} è una base di K per cui dimK = card (Σ) = 1. Ad esempio, dimC = 1 se C è
strutturato come spazio vettoriale su C. Tuttavia, C può essere strutturato come spazio vettoriale
su R.

C su C =⇒

{
z + w, ∀z, w ∈ C

λz, ∀λ ∈ C, ∀z ∈ C

z = z1, ∀z ∈ C =⇒{1} = base di C =⇒ dimC = 1

C su R =⇒

{
z + w, ∀z, w ∈ C

λz, ∀λ ∈ R, ∀z ∈ C

z = Re z + i Im z = λ · 1 + µ · i

{1, i} = base di C =⇒ dimC = 2

Riprendiamo l’insieme N (eq. (18)); fino ad ora abbiamo considerato il caso supN < +∞.
Tuttavia esistono spazi vettoriali X per i quali supN = +∞. Ne segue che esistono spazi X per i
quali dimX = +∞. In tal caso diremo che X ha dimensione infinita o che X è infinito-dimensionale.
È chiaro che in uno spazio siffatto esistono sistemi di vettori indipendenti di ordine comunque elevato.
In questa prima parte ci occuperemo di spazi vettoriali di dimensione finita.

6



***

Nell’esempio (3) abbiamo visto che l’insieme Pn [t] dei polinomi in t (su K) di grado ≤ n, può
essere strutturato come spazio vettoriale su K, introducendo le usuali operazioni di addizione tra
polinomi e di moltiplicazione di uno scalare per un polinomio.

a (t) ∈ Pn [t] =⇒ a (t) = a0 + a1t+ a2t
2 + ...+ ant

n

Cioè un qualunque vettore a (t) si esprime univocamente come combinazione lineaare di vettori di
Σ = {1, t, t2, ..., tn} ⊂ Pn [t]. Tale sistema è linearemente indipendente

λ0 + λ1t+ λ2t
2 + ...+ λnt

n = 0 =⇒ λ0 = λ1 = λ2 = λn = 0

per cui è una base di Pn [t], avendosi dimPn [t] = card (Σ) = n+ 1. Formalmente:

lim
n→+∞

Pn [t] = +∞ =⇒ dimP∞ [t] = +∞ (24)

essendo P∞ [t] l’insieme di tutti i polinomi in t (suK). Più precisamente, P∞ [t] è uno spazio vettoriale
e si ha:

∀a (t) ∈ P∞ [t] , a (t) =
+∞∑

k=0

akt
k = a0 + a1t+ a2t

2 + ...+ ant
n + ...

cioè ogni vettore a (t) si esprime univocamente come combinazione lineare del sistema di ordine
infinito:

Σ∞ =
{
1, t, t2, ..., tn, ...

}
⊂ P∞ [t]

per cui
dimP∞ [t] = card (Σ∞) = +∞

in accordo con la (24).
Un altro esempio di spazio vettoriale infinito-dimensionale è quello dell’esempio (4), cioè delle

funzioni continue in [a, b]:

C (a, b) = {f : [a, b] → R | f è continua in [a, b]}

Il sistema {1, t, t2, ..., tn, ...} ⊂ C (a, b) è linearmente indipendente, quale che sia n ∈ N. Ne segue
dimC (a, b) = +∞.

Esempio 5 Lo spazio vettoriale R
n ha dimensione n. Per mostrare ciò, consideriamo i vettori

ei = (δi1,δi2,, ..., δin,) (25)

dove

δik =

{
1, se i = k

0, se i 6= k

è la delta di Kronecker. È facile convincersi che {ei} è un sistema di vettori indipendenti di ordine
massimo, per cui {ei} è una base di Rn:

x = (x1, x2, ..., xn) =
n∑

i=1

xiei

Esempio 6 Mostriamo che dimM (m× n,R) = mn.
Senza perdita di generalità m = n = 2. Definiamo

E11 =

(
1 0
0 0

)

, E12 =

(
0 1
0 0

)

, E21 =

(
0 0
1 0

)

, E22 =

(
0 0
0 1

)

Σ = {Eik} è un sistema di ordine massimo =⇒ dimM (2× 2,R) = 4. In generale dimM (m× n,R) =
mn
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2.3 Sottospazi vettoriali

Sia X uno spazio vettoriale su un campo K.

Definizione 8 L’insieme non vuoto W ⊂ X è un sottospazio vettoriale di X se W è uno spazio
vettoriale su K rispetto alle leggi di composizione che conferiscono a X la struttura di spazio vettoriale.

Proposizione 2

W è un sottospazio di X ⇐⇒ (x, y ∈ W =⇒ λx+ µy ∈ W, ∀λ, µ ∈ K

Dimostrazione. L’implicazione diretta è evidente. Dimostriamo l’implicazione inversa. Per ipotesi

x, y ∈ W =⇒ (λx+ µy) ∈ W, ∀λ, µ ∈ K (26)

In particolare

x = y, λ = 1, µ = −1 =⇒ (x− x) ∈ W =⇒ 0 ∈ W

y = 0, λ = −1 =⇒ −x ∈ W, ∀x ∈ W,

cosicché l’elemento neutro dell’addizioneo e l’elemento opposto di un qualunque x ∈ W , sono elementi
di W . È poi immediato verificare che sono soddisfatti gli assiomi di spazio vettoriale.

In altri termini, un sottoinsieme non vuoto di X, è un sottospazio di X se è chiuso rispetto alle
leggi di composizione che conferiscono a X la struttura di spazio vettoriale:

x, y ∈ W =⇒ (x+ y) ∈ W

λ ∈ K, x ∈ W =⇒ (λx) ∈ W

che in forma più compatta riproducono la (26). Alcune proprietà notevoli:

• X è sottospazio di sé stesso

• {0} con 0 ∈ X (vettore nullo) è un sottospazio vettoriale di X e si dice sottospazio improprio

.

Proposizione 3

W sottospazio di X =⇒ 0 ∈ W

Dimostrazione. Segue dalla seconda parte della dimostrazione della proposizione (2).
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