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In alcune lezioni precedenti abbiamo introdotto la nozione di operatore hermitiano in uno spazio
di Hilbert H. Dimostriamo ora il seguente teorema:

Teorema 1 Gli autovalori di un operatore hermitiano sono reali:
a(A) CR, VAcend(H)|A=Af (1)
Gli autoket di un operatore hermitiano appartenenti ad autovalori distinti, sono ortogonali.

Dimostrazione. Sia A un operatore hermitiano. Scriviamo 1’equazione agli autovalori:
Ala) = ala) (2)

Ricordiamo che per definizione di autovettore, riesce |a) # 0y, dove 0y denota il vettore nullo di H.
Risulta:

A:AT:(<Q|A)-|a>:<a|- é@ (3)

ala)
Ma (a| A ¢ il bra duale del ket At |a) = A]a) = a|a), quindi:
(a| A = (a] a”, (4)

che sostituita nella (3):
a*(ala) —a{ala) =0 <= (a" —a)(ala) =0 = a" =a
(ala)7#0
Per dimostrare la seconda parte del teorema, prendiamo ad arbitrio due autoket appartenenti ad
autovalori distinti:

Aldy =d | -
i |‘a”)> _ ’|a’2> , Vd',d"eo (A) , a #ad" (5)
Segue
<CLH A CL/> _ <CLH‘ . A ‘CLI> _ a/* <a//‘a/> _ a/ <a//’a/> (6)
N—— a’eR
a’la’)
D’altra parte:
<CL// A a/> = <a//| A . |a/> _ CL// <a//|al> (7)
A=AT | N~~~
:<a//‘a//

Le (6)-(7) compongono il sistema:

CL/ <a//|a/> — <a//

a//l <a1/’a/> — <a/l

A a’>
A a’>

Sottraendo membro a membro:

(a/_a//) <a//‘a/>:0 = <a//|a/>:O’

a/ia//

onde l’asserto. m
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