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1 PARABOLA DI SICUREZZA E DOMINIO DI SICUREZZA

1 Parabola di sicurezza e dominio di sicurezza

In alcuni esercizi precedenti (1-2) bisognava determinare la massima gittata di una bocca da
fuoco non sull’asse z (del sistema di coordinate opportunatamente scelto), ma su una retta
parallela al predetto asse. Avevamo poi visto che il procedimento standard basato sulla
determinazione degli estremi relativi di una funzione, e piuttosto laborioso. Diversamente, il
metodo della parabola di sicurezza ci aveva permesso di giungere piu velocemente al risultato.

In questo lavoro cercheremo di generalizzare 1'esercizio, da un punto di vista esclusiva-
mente matematico. A tale scopo fissiamo un sistema di assi cartesiani ortogonali come in
fig. 1, in cui vediamo oltre alla retta r¢ : y = 1y, un arco di parabola:

W:y:xtan9—)\o(1+tan20)x2, x>0

dove A > 0 ¢ un coefficiente assegnato una volta per tutte (con le dimensioni di una
lunghezza). 11 lettore riconoscera la seguente grandezza:

g

N =L
0 21}87

.....

Ne consegue che Ay ha un valore estremamente piccolo. Ad esempio, per vy = 100m /s, si
ha A ~4-107*m. Incidentalmente, notiamo i due comportamenti al limite:
liIE A =0=~v:y=uztanf (retta per l'origine)
vo—>+00

lim Ay = +oo (non-sense)
’UOA>0+

X
\ o

Figura 1: Scelta degli assi coordinati.

o

11 termine tan @ e invece, il coefficiente angolare della retta tangente a v nel punto (0, 0)
(fisicamente, ¢ I’angolo di tiro noto come alzo). Assumendo 6 come parametro variabile in
[0, g], viene a definirsi la famiglia di curve piane ad un parametro:

}":{7:yzxtan@—)\o(1+tan29)$2, $20|0§9§g} (1)

Cio premesso, la parabola di sicurezza ¢ 'inviluppo della famiglia di curve piane (1). Anziché
applicare il procedimento standard per la determinazione dell’inviluppo, ragioniamo come
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1 PARABOLA DI SICUREZZA E DOMINIO DI SICUREZZA

segue: preso ad arbitrio un punto P (§,n)con £ > 0, n > 0, determiniamo quale condizione
devono verificare le coordinate £, n affinché per P passi almeno una curva della famiglia (1).
Evidentemente:

Iy e F|P(&n) €y n=_Etanf — X (1 + tan®0) &
Abbiamo cosi ottenuto un’equazione quadratica in tan 6:

Xoétan? — Etan @ +n + N\&2 =0,

£+ /A ) )

2087

A(En) =€ — 40E% (1 + XoE?)
¢ il discriminante della predetta equazione: Ne segue
An)>0=In,neF|[P(n)EnnN (3)
An)=0=3yeF[P(En) ey
A <0=FeF|P(En ey

Il caso che ci interessa ¢ il secondo

A (5777) =0+ 52 - 4)‘052 (77 + )\052) = 07

le cui radici sono
tanf =

ove

da cui
1

= — )&
n I5Y 0
Passando alle coordinate correnti x,y
1
A LY = — — A\ox? 4
Tsdo =Y =7 o 0 (4)
che ¢ la parabola di sicurezza, il cui andamento ¢ riportato in fig. 2, da cui vediamo i seguenti
particolari:

2
Lo

intersezione con l'asse z: Xy = — = 5

0 2)\0 g ( )
. . ; . . 1 v3
intersezione con I'asse y (ordinata del vertice): yy = — = —
4)\0 2g

Abbiamo cosi raggiunto il seguente risultato: Per un punto P (x,y) del piano xy (con
x,y > 0) passa almeno una curva della famiglia (1) se e solo se P € D,,, dove quest’ultimo
e il seguente dominio regolare:

1
DAOI{(I,Z/)GR”OS@’SWOgygf“(x)}’ R
essendo 1
def
o 2) ™ = das? v
Piu precisamente
e F|Pey<= PeD,, ®)

PED,\O—ﬁD,\O———>371,726.7:|P€71ﬂ72
PedDy,=—3yeF|Pey

Definizione 1 Il dominio (6) si dice dominio di sicurezza.
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3 ANGOLO DI SITO DI UN PUNTO

Figura 2: Parabola di sicurezza quale curva inviluppo della famiglia di curve piane (1).

2 DMassima gittata sull’asse x

L’ascissa X (eq. (5)) del punto di intersezione della parabola di sicurezza con l'asse x, ¢
manifestamente la massima gittata sul predetto asse. Quindi, ritroviamo il noto risultato

2
v,
Xo=-2
g

Per determinare I’angolo, dobbiamo trovare la curva 7o della famiglia (1) passante per (X, 0).
Quindi
0= Xotan6 — Ao (1 + tan®6) X§

Risolvendo rispetto a tan

tanf =1 = 0 =
Ge[o,g]

che ¢ un risultato altrettanto noto.

3 Angolo di sito di un punto

La determinazione dell’angolo # puo essere velocizzata applicando un importante teorema.
Premettiamo la seguente definizione:

Definizione 2 Dicesi angolo di sito di un punto Py (xq,yo) con xo,yo > 0, langolo

gy = arctan (@) (9)
Lo

Dimostriamo il teorema

Teorema 3 Comunque prendiamo un punto Py (xg,yo) € Dy, — D), si ha

T
01+02:§+60,
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4 MASSIMA GITTATA SU UNA RETTA PARALLELA ALL’ASSE X

dove 01,05 definiscono le curve v1,ve della famiglia (1) passanti per Py. Se Py € 0Dy, si ha

&
sz_|__0

12 (10)

Dimostrazione. Per una possibile determinazione della somma 6, + 05 applichiamo la nota
formula di addizione degli archi

tan f; + tan 6,
1+ tan 6, tan 6,

tan (91 + 02) =

Dalla (2)
+ /A
tanf, 5 = T (z, y)} A(z,y) = 22 — 4\o2? (y + )\0:1:2) (11)
’ 2)\01’2

onde .

tan (91 + 92) = ——0

Yo
Dalla (9):
tan (91 + 82) tan o = —1

Ma

tan (91 -+ 6)2) — tan o ™
tan (6, + 0y — £0) = o= 0 40y —cp =~
an (61 + 62 = <o) 1+ tan (64 + 02) tan e > R

g

1

onde l'asserto. La (10) segue osservando che se Py € 0D, passa una ed una sola curva della
predetta famiglia. Quindi

0, =6, =90,
e la formula dimostrata restituisce -
29 = 5 + €0

|

Per determinare I’angolo 6 che caratterizza la curva di “massima gittata” sull’asse x,
possiamo facilmente applicare la (10). Infatti, in tal caso 1'angolo di sito e nullo, per cui
¢ = 7, come trovato in precedenza con un procedimento piu laborioso.

4 Massima gittata su una retta parallela all’asse x

Ritorniamo al problema iniziale (fig. 1). Qui dobbiamo determinare la massima gittata sulla
retta ro := 19. Applicando il procedimento standard, si tratta di trovare I'intersezione della
generica curva 7y con la predetta retta. Quindi, dette (zo,y) le coordinate del punto di
intersezione, si ha

No = xotanfd — Ag (1 + tan? 0) x%,

da cui e facile ricavare xy che pero risultera espresso in funzione di #, per cui avremo una
funzione x (), che va ovviamente massimizzata. Quest’ultimo ¢ un procedimento laborioso,
quindi applichiamo il metodo della parabola di sicurezza seguito dal teorema precedente-
mente dimostrato. In ogni caso, osserviamo che una soluzione trovata da Fazio-Guazzoni
con la ricerca del massimo assoluto della funzione x (6) ¢

Vo
V2 (W3 —nog)
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4 MASSIMA GITTATA SU UNA RETTA PARALLELA ALL’ASSE X

da cui si evince

M < 0= 6y <

YIS

o > 0= 6y >

Applicando il metodo della parabola di sicurezza, troviamo l'intersezione di quest’ultima con
la retta ro:

1 1
=4+—/1—4\ — = —+/1 —4\
Zo 2 oTlo 2050 Zo Mg 0o,

che e la massima gittata sulla retta ry. Per determinare ’angolo di lancio, calcoliamo prima
I’angolo di sito del punto di intersezione:

€p = arctan (@) = arctan (ﬂ)
ZTo \/ 1-— 4)\0770

e quindi
T 1 2770)\0
0y = — + —arctan [ ———— 12
074 o (\/1—4%770 (12)

Per concludere, lasciamo come esercizio per il lettore, la determinazione della massima gittata
lungo la retta
Yy = xtan «,

con « angolo assegnato, determinando poi il corrispondente angolo di lancio. Non ¢ difficile

trovare la ben nota soluzione o
+ — (13)

T
0y = —
07y o
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