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Spettro dell’operatore Laplaciano
bidimensionale

Marcello Colozzo
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Risolviamo lo spettro dell’operatore differenziale:

0? 0?
2 _ —_— —
Vi=g5tan (1)

nel dominio D = {(z,y) e R?* |0 <z <a, 0 <z <b} con b > a, nei seguenti casi:

L ¢lygp =0
|
2. ‘8D 0
essendo 1) la generica autofunzione, mentre % ¢ loperatore di derivazione secondo la

direzione della normale a 0D orientata verso D.
Soluzione
In entrambi i casi e valida la fig. 1. Scriviamo 1’equazione agli autovalori per 'operatore
(1):
V4 = M) (2)

0? 0?
(55 + 55 ) v =0 )

Cioe
ox?

vale a dire un’equazione differenziale alle derivate parziali. Si osservi che deve essere \ reale
e non nullo; per A = 0 si ottiene 1’'equazione di Laplace che nelle condizioni sul bordo (1 e 2)
restituisce la soluzione banale, mentre per definizione una autofunzione non ¢ identicamente
nulla.

Figura 1: Le due differenti condizioni sul bordo. Nel caso 1 (immagine a sinistra), sul bordo
deve annullarsi 'autofunzione, mentre nel caso 2 deve annullarsi la derivata nella direzione
del versore orientato verso l’interno del dominio.

L’evidente simmetria rettangolare del problema suggerisce di integrare la (3) per separa-
zione di variabili. Cerchiamo dunque soluzioni in cui la ¢ e fattorizzata nel prodotto di due
funzioni:

U (z,y) =X (2)Y (y) (4)

Imponendo che (4) sia soluzione di (3) si ottiene:

X&) V')
X v ©)
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dove 'apice denota la derivazione rispetto alla variabile che appare come argomento. Affinché
sia verificata la (5), deve essere
X// (1:) B 5 Y// (,y)

X " Yy

= —a; tale che — o) —a) = A (6)

x_

Segue

X"(z)+a2X () =0
{ Y (z) 4+ a2y (z) =0 (7)

Osservazione 1 La posizione (6) conduce ad autovalori A < 0. Diversamente, la posizione

X" (z) » Y (y) 2 2 2
X (o) = W =aq, tale che o, +a, = A (8)

seleziona gli autovalori X\ > 0. Ne conseque che lo spettro di V* ¢ R\ {0}. Tuttavia, le
applicazioni fisiche riguardano le autofunzioni appartenenti ad autovalori A < 0.

Abbiamo cosi ridotto I'equazione alle derivate parziali (3) in sistema di due equazioni differenziali ordinarie

disaccoppiate. In particolare, si tratta di due equazioni differenziali del secondo ordine
omogenee e a coefficienti costanti. L’integrale generale di singola equazione e

X (z) = Cysin (a,z) + Cy cos ()
{ Y () = Cysin (ayy) + Cs cos (ayy) VO, G €R 9)
Quindi I'integrale generale della (3)

Y (x,y) = [Cysin (ax) + Cy cos (a,x)] [Ch sin (ayy) + Cocos (ayy)],, YC;,Co e R (10)

Dobbiamo imporre ora le condizioni sul bordo i.e. sulla frontiera 9D = 37| S; (fig. 1).

Y|pgp =0= ¢Y|g, =0, i=1,...4

Segue

Ulg, = 0= ¥ (2,y)| 40 = 0 < [Cisin (o) + Cycos (a,z)]Co =0, 0<z<a

Vlg, = 0= ¢ (2,9)],,) =0+ [Cisin(aza) + C; cos (aza)] [C1 sin (ayy) + C cos (ayy)]
Vlg, = 0= ¢ (2,y)|np) = 0 = [Cisin(azz) + C cos (aux)] [C1 sin (ayb) + Ca cos (ayb)]
Vlg, = 0= ¥ (z,y)], =0+ [Cisin(ayy) + Crcos (ayy)]C2 =0, 0<y<b

Dalla prima e la quarta segue immediatamente Cy = 0, per cui le rimanenti diventano:

{ €2 [sin (a,a) sin (ayy)]

C2 [sin () sin (ayb)] V(z,y) € D = sin(a,a) =0, sin(ayb) =0

Assumendo a,, ay, > 0, si ha

s s
Qp = M—, Oy = N—
a

7 Vm,n € N\ {0}

da cui le autofunzioni e gli autovalori:

Uy (2,y) = Asin (™22) sin (272)
)\mn - _7T2 (7(111_22 + 2_223 ’

m,n=1,23,.. (11)
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essendo A una costante arbitraria. Siccome ¢ a > b
1 1 .
Pl = = ( 25+ 3z ) = min (o}

e la corrispondente autofunzione e
T

Y11 (z,y) = Asin <%> sin <T>

il cui grafico e riportato in fig. 2, mentre in fig. 3 riportiamo 'autofunzione

ys (x,y) = Asin (47:796) sin (Eanx)

Figura 3: Andamento dell’autofunzione )4s.

Per risolvere il caso 2, dobbiamo esplicitare la derivata secondo la direzione del versore
normale a 9D orientato verso D. In generale:

o Y oY
5 = 5 + ayny (12)

3



dove n,,n, sono le componenti cartesiane del predetto vettore. Per il calcolo diretto dob-
biamo far riferimento alla fig. 1 (diagramma a destra). Abbiamo

v :O<:>8_1/1 =0 (0<z<a) (13)
on g, 9 | (2,0)

W e ¥ o n<y<

anSQ 8$(a’y)

v -0 _ % =0 (0<z<a)

ansg ay(fc,b)

W e 21 Zo (0<y<b)

anS4 8$(0’y)

Derivando la (10) ed imponendo le (13) si perviene a un sistema di equazioni simile a quello
ottenuto nel caso precedente. Dopo qualche calcolo si giunge:

{ U (2, y) = Acos (2£) cos (£)

2 . (m,n) € N*\ {0,0} (14)

)\mn - _72 (rg_; + Z_g)

Essendo a > b, si ha
2

s .
|A1o] = ol min {| A |}

a cui corrisponde 'autofunzione

1o (x,y) = Acos <H>

a

graficata in fig. 77, mentre in fig. 5 riportiamo 'autofunzione

o5 (z,y) = Acos (27ij) cos <’5an$)

Figura 4: Andamento dell’autofunzione 1.



Figura 5: Andamento dell’autofunzione os.



