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Abbiamo una funzione periodica f (x) di periodo T' = 27 (senza perdita di generalita). La serie
di Fourier associata a tale funzione é:
Z Ch ez’kx’ (1)

con coefficienti (di Fourier):

La somma parziale di ordine n:

Tenendo conto delle (2):
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Assumendo f generalmente continua in [—m, 7|, da un noto teorema [!] segue che condizione neces-
saria e sufficiente affinche abbia senso I'integrale a secondo membro della (4) & che risulti
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La condizione (5) ¢ verificata se e solo se:
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per cui assumiamo f generalmente continua in [—m, 7] e ivi assolutamente sommabile.

Definizione 1 La funzione:

st dice nucleo di Dirichlet di ordine n.

La (4) si scrive:
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Esplicitiamo la sommatoria a secondo membro della (7), ponendo k' = k + n:

+n 2n
Z eiky _ Zei(k’fn)y
k=—n k'=0
2n
— e—inyzeiky’
k=0

avendo ridefinito l'indice muto k' in k. Osserviamo che

2n 2n
E iky § k
€ . q 9
q:ely
k=0 k=0

cioe la somma di una progressione geometrica, onde:
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Quindi:
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che ha una discontinuita rimovibile in y = 0:
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che ¢ il massimo assoluto della funzione D, (y). Eseguendo nella (8) il cambio di variabile n = z — &,
otteniamo la seguente espressione per la somma parziale di ordine n:

T+

5, (2) = / Do(n) f (z—n)dn, V€ [~ ] (11)

Studiamo il comportamento della somma parziale (11) in un assegnato punto di continuita xy €
[—7, 7] della funzione f:

zo+T
Su(eo) = [ Duln)f(eo=mdn. w0 [~mi] | Jim £ (@) = f (a0 (12)

Dalla (12) vediamo che S, (z() dipende dai valori assunti da f su tutto Uintervallo [xg — m, ¢ + 7] e
detti valori sono pesati dal nucleo di Dirichlet di ordine n. Per “piccoli” valori di n, la distribuzione
D,, (n) & piuttosto ampia come confermato dalle figg. 1-2. Cio implica che i contributi dei valori
assunti da f in punti “lontani” da xy, non sono trascurabili. Al crescere di n, il nucleo D,, (1) assume
un massimo in xy progressivamente pit piccato e al contempo esibisce una coda di oscillazioni per
|z — x0| > 1, come vediamo dalle figg. 3-4-5. Inoltre, dalla (10) vediamo che

lim max D, (n) = +o0
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Figura 1: Grafico del nucleo di Dirichlet Do ().

Eseguendo nella (12) il limite per n — +o00:
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lim S, (z9) = lim D, (n)} f(xog—mn)dn, x€|—m,x| im f(z)= f(x0)
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E se la serie di Fourier converge in xg:
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Figura 3: Grafico del nucleo di Dirichlet Ds (n).

Figura 4: Grafico del nucleo di Dirichlet Dyg (n).
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essendo ¢ () la funzione delta di Dirac. Infatti:

Si tratta di verificare:

D’altra parte:

n
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Figura 5: Grafico del nucleo di Dirichlet Dy ().
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, per cui:
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In tal modo la (13) si scrive:
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