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Capitolo 1

Richiami di geometria differenziale

1.1 Curve piane

1.1.1 Rappresentazione implicita

Sia data una funzione reale di due variabili reali:

{F:A—)R

Fi(ny) - Foy), Vg ea T (1.1)

Le curve di livello di F sono i luoghi geometrici del piano coordinato xy definiti da:
{(z,y) e A| F(z,y) = C}, VO e F(A),

essendo

F(A) ={F(z,y) | (z,y) € A}
I'immagine di A attraverso F' (ovvero il codominio della funzione F'). Senza perdita di
generalita, riferiamoci alla curva di “livello 0”

v=A{(z,y) e A| F(z,y) =0} (1.2)
avendosi:
0, se0¢ F(A)
'y:{%@, se 0 € F(A) (13)

Nel secondo caso, abbiamo la rappresentazione implicita di :
v F(x,y)=0 (1.4)
Esempio 1
F(a,y) =2 +y* 1,
per cui
vt tyt=1
cioé la circonferenza di centro l’origine e raggio 1.
Esempio 2
F(l’,y) :'1.2 _y2 - 17

per cui
’y:xz—yzzl

cioe ['iperbole equilatera con asintoti y = +x.


http://www.extrabyte.info/2017/11/20/handbook-di-esercizi-sulle-curve-di-livello/
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Esempio 3
F(z,y) =xy—1,

per cusi
vyiaxy =1

cioe [iperbole equilatera con asintoti gli assi coordinati.

Definizione 4 Assegnata la curva:

v=A(z,y) € A| F(z,y) = 0} (1.5)

un punto P € 7 si dice non singolare se VF|, # (0,0). Nel caso contrario, si dice che P
¢ un punto singolare.
Una curva si dice curva regolare se ogni suo punto é non singolare.

Ne consegue che se v : F' (z,y) = 0 & regolare:
(£ (2,y) , Fy (z,y) # (0,0), V(z,y) € A (1.6)
Per il teorema del Dini, se Py (g, yo) € non singolare, l’equazione
F(z,y)=0 (1.7)

¢ localmente risolubile (i.e. in un intorno di P,) rispetto alla variabile per la quale ¢ non
nulla la derivata parziale di F' nel Ipunto Fy. Ad esempio, se Fy, (zg,yo) # 0:

F(z,y(x)) =0, ze€ls (x) (1.8)

Derivando primo e secondo membro rispetto a x:

d%;F (2,y(2)) = 0= F, (x,y) + F, (z,9) ¥/ (£) =0,

da cui F, (2.4)
/ z\L, Y
G )

Yy

s VY S ]5x (CC()) (19)

Geometricamente significa che in un intorno opportuno di F la curva v ¢ il grafico della
funzione y = y (z).

Esempio 5
F(z,y) =" — 2% + ¢, (1.10)

per cui

yiat -2+ =0 (1.11)

Determiniamo gli eventuali punti singolari. A tale scopo deriviamo:
Fx (f,y) = 41‘3 - 2:1:7 Fy(l',y) = 2y

Seque

{Fz(:c,y)zo :>{ 22 —x =0
Fy(z,y) =0 y=0

Cioé (0,0), (i‘g, O). Tuttavia, ["ultima coppia di punti non appartiene alla curva, per cui

abbiamo 'unico punto singolare (0,0). La curva é disegnata in fig. 1.1.


http://www.extrabyte.info/lezioni-online-di-analisi-matematica-2/
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Figura 1.1: Curva di rappresentazione implicita (1.11).

Classificazione dei punti singolari

Per quanto precede, un punto Py (zo,%0) € v : F (x,y) = 0 & un punto singolare se (o, yo)
risolve il sistema di equazioni:

(x,y) = (appartenenza ay)

(2,y) = (1.12)
(z,y) =

Sl

Dal momento che per ipotesi F' € CP=! fissiamo la nostra attenzione sulle derivate parziali
seconde Fy, (z,y), Fuy (2,y), Fyy (2,y), introducendo i numeri reali:

A= Fx:c (an yU) ) B = ny (an yD) y C= Fyy (.To, y0) (113)
Definizione 6 Sia Py (zo,yo) un punto singolare di vy tale che
A+ B*+C*>0

Posto
A = AC — B?

st ha:
1. A > 0= F, ¢ un punto isolato;
2. A < 0= P, ¢ un punto doppio o nodo;

3. A = 0. Abbiamo tre casi possibili: a) tecnodo di prima specie o cuspide; b)
tecnodo di seconda specie; ¢) punto di osculazione . Per stabilire quali dei tre,
occorre disegnare la curva.

Esercizio 7 Classificare i punti singolar: della curva
v y2 = ar® + 2%,

al variare del parametro reale a.
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Soluzione
La rappresentazione implicita della curva e

F(z,y) =0,
dove
F(z,y) = az® + 2° — ¢* (1.14)
Segue
F, (z,y) = 2ax + 32*, F,(z,y) = —2y (1.15)

Risolviamo il sisema

— (l’,y) = (07(])

2ax + 322 =0
y=0

Dal momento che F'(0,0), il punto (0,0) € . Quindi (0,0) & punto singolare per «. Per
classificarlo, calcoliamo
Fopw (2,y) = 2a + 6z, Fyy(z,y) =0, Fyy(z,y) = —2 (1.16)
I coefficienti che ci interessano sono
A=F,,(0,0)=2a, B=F,,(0,0)=0, F,,(0,0)=—2 (1.17)

Dunque
A=AC — B*=—4a

per cui
a>0=A<0

Cioe per a > 0, il punto singolare (0,0) ¢ un nodo (fig. 1.2).

y

a0

- :
A

Figura 1.2: Curva y? = ax® + z*, per a > 0.

Pera<0¢ A >0,ie. (0,0) ¢ un punto isolato (fig. 1.3).
Per a = 0 ¢ A = 0 per cui dobbiamo tracciare la curva per stabilire la natura di (0, 0).
Osserviamo che per a = 0 si ha
T

onde la curva & I'unione dei rami y = £2%?2 e I'origine ¢ un evidente punto cuspidale (fig.

1.4).
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Figura 1.3: Curva y? = ax? + 23, per a < 0.

Figura 1.4: Curva y? = ax® + 23, per a = 0.
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Esercizio 8 Classificare i punti singolari della curva piana:
(y* — x2)2 =1° (1.18)

Soluzione
Una rappresentazione implicita della curva assegnata ¢

F(z,y) =0,

dove ,
F(z,y) = (y°—2°)" —2° (1.19)

Calcoliamo le derivate parziali prime e seconde:

F, (z,y) = 42° — 52" — 4y?
Fop (z,y) = 122° — 200° — 49/°
Fy (x,y) = 4y° — 4’y

F,, (z,y) = 12y* — 42

Fa:y ('177 y) = —8ZL'y

Risolviamo (2.9) s A )
F,(x,y) = dx° — da* — day” =
{ F,(z.y)=0 { 4y — day = 0 (1.20)

E facile convincersi che questo sistema ammette 'unica soluzione (0,0). Calcoliamo
A=F,(0,00=0, B=1F,,(0,0)=0, C=F,(0,00=0

Dal momento che tali coefficienti sono tutti nulli, non possiamo applicare la definizione vista
in precedenza. Disegnando la curva vediamo tuttavia che (0,0) ¢ un punto di osculazione.
In fig. 1.5 riportiamo alcune curve di livello della funzione (1.19).

Retta tangente e retta normale

Sia v : F'(z,y) = 0 una curva regolare, dove F' ¢ la consueta funzione:

F:A—=R, (ACR? Fec(Cr2(A) (1.21)
Assegnato ad arbitrio Py (2o, o) € 7 si ha:

VF (Py) = F, (zo,y0)i+ Fy (z0,y0)j # 0 (1.22)
Senza perdita di generalita supponiamo F, (zg,yo) # 0. Dalla regolarita di F, (z,y)

I (Fo) | (z,y) € ANI (Fy) = Fy (z,y) #0

Segue
Fo (2, y)
") = ——=—"2, V(z,y) € ANI (P 1.23
V(0) =l V(@) € AN (R) (1.23)
In particolare
/ FI x Y
o (w) = — L (T0:80) (1.24)

Fy (zo,yo)



CAPITOLO 1. RICHIAMI DI GEOMETRIA DIFFERENZIALE 8

B

pEE

Figura 1.5: Alcune curve di livello della funzione (1.19).

che ¢ il coefficiente angoglare della retta tangente 7 a vg in Fy. Ne consegue 'equazione di
T
Fy (20, 90)
Yy—1yo=————"=(r—x0 1.25
Fy (%0, Yo) ( ) ( )

Una coppia di numeri direttori di 7 ¢ dunque
(1 R (5507%))
’ Fy (.1'0, yO)

(—=Fy (zo0,%0) » Fiz (%0, Y0)) (1.26)

Come e noto, i numeri direttori di una retta, sono le componenti cartesiane di un qualunque
vettore parallelo alla retta medesima, mentre i coseni direttori sono le componenti di uno
dei versori (unico se la retta ¢ orientata).

0 €10 che ¢ lo stesso

Il coefficiente angolare della retta normale n a vy nel punto Py (g, yo) & +%, da cui
una coppia di numeri direttori di n e
(£ (20, 90) , Fy (0, 90)) (1.27)

cioe VF' (Fy). Ne concludiamo che VF (F) ¢ orientato secondo la normale n (fig: 1.6). Cio
implica che 'equazione di 7 puo essere scritta in forma vettoriale:

(x —x0) - VF (x0) (1.28)

avendo introdotto il vettore posizione x = i + ¥oj.
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y

n Py(xp.Y0)

Figura 1.6: Il vettore VF' ¢ orientato secondo la normale alla curva v nel punto dato.

1.1.2 Rappresentazione parametrica

Definizione 9 Una curva piana v ammette una rappresentazione parametrica se esiste
una funzione vettoriale di una variabile reale t (parametro della rappresentazione):

x:(a,b) > R (1.29)
x:t€ (a,b) = x(t) € R?

tale che v & U'immagine di (a,b) attraverso l'applicazione (1.29). Cioé

v =x((a,0) = {x(t) |t € (a,b)} (1.30)
In una forma meno compatta:
vix=z(t), y=y(t), te€(a,b) (1.31)

L’intervallo (aperto o chiuso) (a,b) si dice intervallo base della rappresentazione.

Se Py (xg,y0) € v € non singolare si ha VF (Fy) # 0. Per quanto stabilito nei numeri
precedenti, la curva v € localmente rappresentata dal grafico di una funzione f:

y=f(x), x€l,(ry) (intorno assegnato di z) (1.32)

Assegnando una funzione x (t) di classe C?, si ha % (ty) # 0. Ne segue che se il punto
Py (x(to),y (to)) — ove ty tale che x (tg) = X¢ — € non singolare, necessariamente x (o) # 0.

Proposizione 10 I vettore % (ty) é tangente a v in Py.

Dimostrazione. Una rappresentazione implicita di v ¢
F(z,y)=0

Per una qualunque rapprasentazione parametrica x = x (t):

F(z(t),y(t) =0, Vte (ab)


http://www.extrabyte.info/2017/03/26/la-nozione-di-funzione-vettoriale-di-una-variabile-reale/
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da cui y
EF(x(t),y(t)) =0= F,(z,y)i+ F,(z,y)y=0
Cioe

x-VF =0

onde l’asserto. m

10

Osservazione 11 Se il parametro t e il tempo, e x(t) ¢ il vettore posizione di un punto

materiale, il vettore x (t) ¢ la velocita vettoriale del punto.

1.1.3 Lunghezza di un arco di curva

Definizione 12 Assegnata una curva piana vy di rappresentazione parametrica
z=ux(t), t€(ab), conx(t)ecCr!

st definisce lunghezza di vy, il numero reale positivo:

z:/:yfc(mdt

(1.33)

Tale definizione ¢ consistente. Ad esempio, se y¢é la circonferenza di centro O (0,0) e

raggio R, una sua rappresentazione parametrica e
x (t) = R(icost + jsint)

per cui

% (8)] = \/R? (cos? t +sin’t) = R
Quindi
2
I=R / dt = 2n R
0

Teorema 13 Il numero reale (1.33) é indipendente dalla rappresentazione parametrica.

Dimostrazione. Assegnata v : x = x(t) eseguiamo una riparametrizzazione ovvero una

sostituzione di parametro ammissibile:

t=t(0), cont(G)EC'Qe—#O

Quindi
vix(t(0)=y(0), 0€(dV),
dove dt
o — 0(a),se 9% >0 Y — 0(b),se % >0
Q(b),se—<0’ f(a), se d <0
Segue
b/
/ < (1(6))] %db, se % >0
l: a a’ :l: H_ da
_/ |dtd9 ge 4t dt <0 a’
b/
Ma

ERF

onde 'asserto. m

(1.34)

(1.35)

(1.36)
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1.1.4 Parametrizzazione naturale

Assegnata la curva regolare v di rappresentazione parametrica x = x (t), t € [a,b], intro-
duciamo un sistema di ascisse curvilinee nel modo che segue. Orientiamo v e fissiamo un
punto O € ~ che chiamiamo origine degli archi.

Definizione 14 Si dice ascissa curvilinea del punto P (corrispondente al valore t del
parametro), il numero reale

t
s(t) = i/ Ix ()| dt’, dove ty ¢ il valore del parametro corrispondente a O (1.37)
to

con il segno (+) se il verso O — P ¢é concorde al verso positivo di vy, e viceversa.

Dalla (1.37):
s(t)y==x]x({")]#0 (1.38)

onde la funzione s (t) definisce una sostituzione di parametro ammissibile:
v:x(s), s € [s1,s9] (1.39)

con
s1=s(a), so==s(b), se s(t) >0 e viceversa

Per il teorema precedente:

| d
s:/ —X/ ds'
o |ds
Derivando rispetto a s:
dx
1= | Vs € [s1, 52 (1.40)

Rammentando che in una qualunque rappresentazione parametrica x (), la derivata ‘;—;‘ e un

vettore tangente alla curva, si giustifica la seguente definizione:

Definizione 15 Assegnato un sistema di ascisse curvilinee su una curva regolare 7y, la
rappresentazione parametica

x(s), € [s1,s2] (1.41)
st dice rappresentazione naturale di v e verifica la notevole proprieta
dx
—| =1, Vs€|sy,s
ds 51, 52]
i.e.j—’s‘ ¢ il versore tangente a .

Interpretazione cinematica. Se ¢ ¢ il tempo e x (t) € il vettore posizione di un punto
materiale vincolato a muoversi sulla curva v : x = x(t), la derivata % (¢) ¢ la velocita

vettoriale del punto materiale:
dx
X (t) = — 1.42
k(=" (1.42)

Introducendo un qualunque sistema di ascisse curvilinee su -, si ha necessariamente $ (¢) # 0
onde l'invertibilita della funzione s (t) =t =t (s) e dunque

dx _ dxds
dt  ds dt



CAPITOLO 1. RICHIAMI DI GEOMETRIA DIFFERENZIALE 12

che in notazione puntata si scrive:

X = $T (1.43)
ove
def dX
T = —
ds

e il versore tangente a -, mentre $ e la velocita scalare. Segue
%] = [4] (1.44)

Cioe il modulo della velocita vettoriale ¢ il valore assoluto della velocita scalare.

Proponiamo e risolviamo alcuni esercizi il cui testo e tratto (e modificato) da [2]. Questi
esercizi mostrano il seguente fatto: comunque prendiamo una curva v di rappresentazione
parametrica x (t) = = (t)i+ y (¢) j, 'appartenenza delle funzioni z (t), y (t) alla classe C*
ovvero continuita di singola funzione e delle derivate di tutti gli ordini, ¢ una condizione
necessaria ma non sufficiente per la regolarita. I predetti esercizi contemplano funzioni di
classe C° ma non analitiche (i.e. non di classe C*). Incidentalmente, le corrispondenti curve
sono non regolari.

Esercizio 16 Disegnare la curva piana vy di rappresentazione parametrica:

x(t)=x(t)i+y(t)], e (~o0,+00) (1.45)
dove
—t" set <0
z(t) = { I e N—-{0,1} (1.46)
y(t) =1, te&(—o0,+00)
Soluzione

La funzione y (t) ¢ analitica i.e. y € C*, mentre z € C*™~!. Osservando che |z| = ¢,
si ha che v ¢ il grafico della funzione f (x) = /|z|, disegnato in fig. 1.7 dove vediamo che
(0,0) & una cuspide.

2.0r

Figura 1.7: Esercizio (16).

Si noti che x (0) = 0 i.e. Iistante ¢ = 0 & un punto di arresto per il punto materiale (se -y
¢ una traiettoria in senso cinematico). Non c’e inversione del moto giacché la funzione x (t)
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¢ monotonamente crescente. Abbiamo cosi stabilito che 1'origine (0,0) & un punto singolare
della curva assegnata. Una rappresentazione implicita e

F(z,y) =0, (1.47)

dove
F(z,y) =y — Izl (1.48)
manifestamente continua in R?. Tuttavia Fj, (z,y) non ¢ continua in (0,0) per cui non &

applicabile il teorema del Dini. Geometricamente significa che v non ¢ il grafico di una
funzione in un intorno di (0, 0).

Esercizio 17 Disegnare la curva piana v di rappresentazione parametrica:

x(t)=x@)i+y(t)j, te (—oo0,+00) (1.49)
dove 0, set<0 et set <0
I(t):{ ell/t, Se_t>0 ’ y(t):{ 0, jsetz() (1.50)
Soluzione

Eseguiamo un rapido studio di funzione per x (t), y (¢). Abbiamo

t—0t+ t—0t t—0

(hrél z(t)=0, lim 2 (t) = lim e /! = O+) = limz (t) = 0,
=0~

per cui z (t) € continua in ¢t = 0. Inoltre la funzione ¢ non negativa in tutto il suo insieme di
esistenza (R). Comportamento agli estremi:
lim z(t) =€ =17,
t—+o0

cioe la retta x = 1 e asintoto orizzontale a destra per il grafico di z (¢).

Per il calcolo delle derivate, conviene dapprima valutare la derivata in ¢ = 0, applicando
la definizione (limite del rapporto incrementale):

z (t)

t —
7 (0) = limM — lim 2\
t—0 t t=0 1

Computiamo il limite destro e il limite sinistro:

t 71/t
lim m = lim ¢ =0
t—0+ ¢ t—0+

Ovviamente

lim ﬂ =0

t—0— t
Segue

#(0)=0

Per t # 0 applichiamo le ben note regole di derivazione. Precisamente:

. _1 1/t . . .
l‘(t>0)—t26 :>tl;rgl+x(t)—0
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Similmente per ¢t — 0. Cio implica la continuita della derivata prima in ¢ = 0. Eseguendo
calcoli simili per le derivate successive, si perviene al seguente risultato:

d"x (t) d"z (%)

N
vneN, dtn dtn

¢ continua in (—o0, +00) , avendosi
t=0

In altri termini, la funzione z (¢) ¢ di classe C*. Tuttavia il fatto di avere nulle tutte le
derivate in t = 0, distrugge la possibilita di sviluppare z (¢) in serie di Taylor in un intorno
del predetto punto. Quindi la funzione x (t) non e analitica o cio che e lo stesso, non e di
classe C*. Il grafico di = (¢) ¢ in fig. 1.8.

L L L L L L | L L L L | L L L L t
-10 -5 5 10

Figura 1.8: Esercizio (17). Grafico di x ().

Passiamo alla funzione y ().
li t) = li t) = li t) =
(tlfony() 0, lim y(2) 0>:tmgy() 0,

cosicché y (t) ¢ continua in ¢ = 0. Comportamento agli estremi:

. . 1/t _
tEI—nooy(t) a tlgl—noo6 ! =1 ’

onde la retta y = 1 ¢ asintoto orizzontale a sinistra. Riguardo alla derivabilita, sussistono

le medesimi argomentazioni svolte per la funzione z (¢), per cui anche nel caso della y (t)

abbiamo una funzione di classe C*° ma con tutte le derivate nulle in £ = 0. Da qui la non

analiticita di y (¢), il cui grafico & in fig. 1.9.

Ci aspettiamo v : x(t) = (x(t),y(t)) curva regolare giacché x (t),y(t) € C*. Per
verificare la regolarita dobbiamo disegnare la curva. A tale scopo osserviamo che le predette
funzioni sono non negative, per cui la curva ¢ tracciata nel primo quadrante. Tuttavia e
facile convincersi che la curva e priva di rappresentazione cartesiana. Precisamente:

t<0=2x2=0 y=e’ — 1°
t——o0
t>0=a=ct — 17, y=0
t—+o00

Cioe
y={(z,y) ER*|2=0,1<y<0}U{(z,y) eR*|0<z <1, y=0},

come mostrato in fig. 1.10 da cui vediamo la presenza di un punto angoloso nell’origine.
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L | 1 1 1 1 | 1 1 1 1 L | t
-10 -5 5 10

Figura 1.9: Esercizio (17). Grafico di y ().

Figura 1.10: Esercizio (17). La curva assegnata ¢ I'unione dei due segmenti grassettati.
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Esercizio 18 Disegnare la curva piana vy di rappresentazione parametrica:

x(t)=xz(t)i+y(t)j, te(—o0,+00) (1.51)
dove
e/t set<0 e'/tsin (me V), set <0
x(t)=< 0, set=0 ., y(t)=< 0, set=0 (1.52)
—eVt set>0 e Visin (rel/t), set >0
Soluzione

Eseguiamo un rapido studio di funzione per z (t), y (¢). Abbiamo

lim 2 (t) = lim " = 0%, lim 2 (t) = lim (—eil/t) =0
t—0~ t—0~ t—0t t—0t

per cui x (t) ¢ continua in ¢ = 0.

lim z(t) = lim (—e_l/t) =—1, lim z(¢)= lim (el/t) =1

t—4o00 t—4o00 t——o00 t——o00
Quindi le rette x = +1 e x = —1 sono rispettivamente asintoto orizzontale a sinistra e
asintoto orizzontale a destra per il grafico di z (t). Be careful alla derivata prima in
t=0:
t)—x (0 t
i (0) i PO =2 ) 2 )
t—0 t t—0 ¢
t -1/t t 1/t
hm&:—lim6 =0, lim&:lime—:()
t—0+t L t—0t 1 t—0— 1 t—0—
Segue
#(0)=0 (1.53)
Per t # 0 applichiamo le regole di derivazione:
_ 1t
e set <0
c(t) = 2 ) 1.54
@ (1) {—t%e_l/t, set>0 (1.54)

Quindi
(lim T(t) =0, lim 2 (t) = O) — lim (t) =0

t—0+ t—0— =0
da cui la continuita della derivata @ (¢) in ¢ = 0. Medesima conclusione per le derivate
successive di ordine comunque elevato. Ne concludiamo che z (t) € C*°. Tuttavia ¢ facile
convincersi che tale funzione non e analitica poché in £ = 0 si annullano tutte le derivate di
ordine comunque elevato. Il grafico di z (¢) ¢ in fig. 1.11.
Passiamo alla funzione y ().

li t) = e “si ) =0, Il t) = e s oo
t_l}rglﬁg() e~ sin (me™™) ,t_1>1(1)1+y() e~ sin (me*™)

?

Pit rigorosamente

# lim sin (Wel/t) = lim sinT
t—0+t T=mel T—+00
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Figura 1.11: Esercizio (18). Grafico di x ().

Tuttavia stiamo cercando il limite del prodotto di una funzione infinitesima (e~'/*) per una
funzione non regolare ma comunque limitata in ogni intorno di ¢ = 0, i.e. sin (71'61/ t). Da
noti teoremi sui limiti, segue che il prodotto ¢ infinitesimo:

lim y(t) =0

t—0+ 4 ( )

Ne segue che y (¢) ¢ continua in ¢ = 0. Anche qui dobbiamo fare attenzione al calcolo della
derivata prima. Al solito, in ¢ = 0 applichiamo la definizione di derivata:

t)—y (0 t
7 (0) = i YW =y (©0) v ()
t—0 t t—=0 ¢
Si ottiene facilmente:
t t t
lim w: lim w:0:> lim m:0
t—0t ¢ t—0— 1 t—07+
Cioe
y(0)=0
Per t # 0 si applicano le usuali regole di derivazione, e non ¢ difficile stabilire che
limg (t) =0

da cui la continuita della derivata prima. Ripetendo i calcoli per le derivate successive, si
perviene alla conclusione: y € C*°. Ma le derivate (di qualunque ordine) si annullano in
t =0, per cui la funzione non ¢ analitica. Il grafico di x (¢) ¢ in fig. 1.12.

Abbiamo quindi una curva in rappresentazione parametrica in cui le funzioni x (t) , y (¢)
pur non essendo analitiche, sono dotate di derivate continue di ordine comunque elevato. Ci
aspettiamo quindi una regolarita della curva. Diversamente, tale curva ha una singolarita
in (0,0). Per convincersene basta passare alla rappresentazione cartesiana. A tale scopo
osserviamo che

t<0=z=¢Y">0, y:xsin<z>
x

t>0=2=—e"" <0, y:el/tsin( —72/t> = —xsin <l> = xsin (E)
e
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Figura 1.12: Esercizio (18). Grafico di y ().

Cioe ¢ la curva ¢ il grafico della funzione

rsin(Z),sex #0
fle)= { 0, se (xx): 0 ’ (1.55)
Risulta
lim f () =0

ovvero la funzione e continua in z = 0. Ma

7@ =g S g (7)
#limsin (=) = ' (0)

Quindi la funzione non e derivabile in x = 0, i.e. 7 e priva di retta tangente in x = 0. La
curva e tracciata in fig. 1.13.

Figura 1.13: Esercizio (18). Andamento della curva assegnata.
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1.1.5 Curvatura e raggio di curvatura

Nei numeri precedenti abbiamo visto che per un’assegnata curva regolare (orientata) v di
rappresentazione naturale x = x (), s € [s1, 89}, il versore della retta tangente in un generico
punto P (s) € v &:

dx (s)
= 1.
(o) = & (150
Se x (s) € CP22 ¢ definita la funzione vettoriale continua:
d*x (s)
1.
ds? (1.57)
Proposizione 19
d*x (s
T (s) - dsg ) =0, Vsé€[sy,s9] (1.58)

Dimostrazione. Discende da una nota proprieta. In particolare, se y (o) & una qualunque
funzione vettoriale derivabile e di modulo costante, si ha:

dy (o)
do

y(o)- =0, Vo

Infatti:
ly ()" =y (o) y(0)=C (C = constant)
Derivando ambo i membri diy (¢) -y (o) = C

dy (o)
do

Y@ty (o) 2y

Dalla proprieta commutativa del prodotto scalare:

d
2y (0) - ylo)
do
da cui I'asserto attraverso la posizione y () = d’;—(ss). [ ]

dzd’;gs) # 0, il vettore % e

L’annullarsi del prodotto scalare (1.58) significa che se
ortogonale a 7 (s). Esaminiamo dapprima il caso

d*x (s)

T =0 (1.59)

che ¢ un’equazione differenziale vettoriale, di integrazione immediata:

X (8) = Tos + X0, S € [s1, 52] (1.60)
Qui 79, Xg sono vettori costanti; in particolare 75 = d’;(ss) . La (1.60) e la rappresentazione

naturale del segmento di retta P; P, dove P; (s1) e Py (s). Senza perdita di generalita se
(s1,82) = (—o0, +00) abbiamo la rappresentazione naturale scritta per singola componente:

x(s) = Aos + o
: , sER 1.61
' {y(5)2u0x+yo ’ (161)
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dove (A, f19) sono le componenti del versore tangente T, i.e. i coseni direttori della retta 7,
X = Tol + yoj. Eliminando il parametro s dalle (1.61):

Ho
y_yozm($_x0)7 m:>\_7
0

. . . . . a2 . .
ovvero I'equazione ordinaria di t. Se invece d’j;) = 0, banalmente il luogo geometrico v non
(s

N . . d? N . . .
¢ una retta. Allora la funzione vettoriale d’;) ci da un’informazione vitale sulla curvatura

di . Cio e corroborato dalla perpendicolarita tra il predetto vettore e il versore tangente:
g g

2

d d’;(;) ci dice di quanto devia il luogo v dall’andamento rettilineo. Questa argomentazione

intuitiva giustifica la seguente definizione:

Definizione 20 Assegnata la curva piana regolare y di rappresentazione naturale x = x (s),
il versore:

x (s) i
n(s) = vers ( T2 ) =—n (s) = Baa (1.62)
ds?
si dice versore normale principale. La funzione scalare:
d*x (s)
k(s)= pE (1.63)
si dice curvatura di v. La funzione reciproca
1
R(s) = i (5) (1.64)
¢ detto raggio di curvatura di .
Si noti che tale definizione restituisce il caso dzdx% = 0. Infatti:
d*x (s) _ _
I =0=Fk(s) =0, R(s) > +0o0

giacché una retta ha curvatura nulla o cio che e lo stesso, raggio di curvatura infinito.

Proposizione 21 I versore normale principale a vy in un punto P (s) é orientato verso il
sempiano individuato dalla tangente a vy contenente la curva in un intorno di P(s) (fig.

1.14).

Dimostrazione. Siano « e § i semipiani indivuduati dalla retta tangente (fig. 1.14). Dalla
definizione di derivata di una funzione vettoriale
d’x(s)  dt(s) i T (s + As) — 7 (s)
= = lim
ds? ds As—0 As

(1.65)

Dalla fig. 1.15 vediamo che 7 (s + As) — 7 (s) ¢ contenuto in «, per cui tale sara il limite
(1.65). m

Esercizio 22 Determinare la curvatura dell’arco di curva in rappresentazione naturale:

x(s) = (e_SQ sin 3s, e~ cos 28) , S € [—2m, 27 (1.66)
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Figura 1.14: Proposizione 21.

™) g O

T(s+As)-1(s)

Figura 1.15: Proposizione 21.

21
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Soluzione
Non dobbiamo fare altro che determinare la derivata seconda della funzione vettoriale
x (s), ottenendo

d*x (s)
ds?

= ((—12scos3s + (45> — 1) sin3s) , (—6 + 45%) cos2s + 8ssin2s)  (1.67)

La curvatura ¢

d*x (s)
ds?

_ 6—\/58\/[_128 cos 3s + (452 — 1) sin 3s]”* + [(—6 + 452) cos 2s + 8s sin 2s]°
(1.68)

k(s)=

il cui andamento e riportato in fig. 1.16, mentre la curva e plottata in fig. 1.17.

-

Figura 1.16: Esercizio 22. Grafico della curvatura in funzione dell’ascissa curvilinea.

-1.0

-0.5-

Figura 1.17: Esercizio 22.
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1.1.6 Cerchio osculatore

Teorema 23 Sia v una curva piana regolare. Comunque prendiamo un punto P € v, la
migliore approssimazione a vy in un intorno di P, e ’arco di circonferenza di raggio pari al
raggio di curvatura di vy in P, centrata nel semipiano contenente il versore normale n.

Dimostrazione. Preso ad arbitrio sy appartenente alla base [s1, so| della rappresentazione
naturale di vy, denotiamo con I' la circonferenza tangente a v in P (sg), di centro C' e raggio
r, come illustrato in fig. 1.18. Dalla predetta figura:

oy

Figura 1.18: Teorema 23.

CQ=r, CP(s)=|x(s) — x|

La “deviazione” di I' dalla curva assegnata, ¢ misurata dalla lunghezza:

QP (s) = |x(s) —xc| —r
0 cid che & equivalente:
f(s)=(x(s) =xc) - (x(s) =xc) =% s €L (s0) = (50— 8,50 +0) (1.69)
La derivata prima &
fr(s)=7(s) (x(s) = xc) + (x(s) —xc) - 7 (5) (1.70)

Cioe

La derivata seconda:

1" (s) =2k (s)n(s) - (x(s) —x¢c) +27(s) - 7 () (1.71)
\T/
onde
7 (s)=2[k(s)n(s) (x(s) —xc) + 1] (1.72)

L’arco I' & la migliore approssimazione se per s — sg, la funzione (1.69) ¢ un infinitesimo
di ordine superiore al secondo. Assumendo come infinitesimo di riferimento, la funzione
u(s) = s — sg, dovra aversi:

f(s)

- =0 (1.73)

lim
S—S0 (S - SO)
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D’altra parte
On

/
tim L = S8 D T T D ()
Tenendo conto della (1.73) e della continuita della f” (s):
f"(s0) =0
Dalla (1.72):
k(so)n(so) - (x(s0) —xc) +1=0= (x¢ —x(50)) -n(s0) = R(s0),
essendo R (sg) il raggio di curvatura di v in P (sg). Cioe
xc —x(s0)| = R (s0)

|
Il teorema appena dimostrato giustifica la seguente definizione:

Definizione 24 Dicesi cerchio osculatore di una curva regolare v in un punto P, il cer-
chio wi tangente a vy, di raggio pari al raggio di curvatura di vy in P, centrato nel semipiano
contenente il versore normale n a .

Kk

Se la rappresentazione parametrica di 7 € non naturale:

x=x(t), t€la,b (1.74)
possiamo comunque istituire un sistema di ascisse curvilinee tale che $ (t) # 0, per cui:
dx dxds
dt — dsdt
o in notazione puntata rammentando che il versore tangente ¢ 7 = Z—’S‘:
X = $T (1.75)
Derivando nuovamente:
dx (57) = §r45 dr ds
— = —($7) = §T+5——
dt  dt ds dt
Ma d d? 1
T X
R n 1.76
ds ds*> R(s) (1.76)
per cui
5‘,2
X =5T+—n 1.77
; (177

da cui e possibile ricavare R e quindi, la curvatura in funzione di ¢:
L. .
k(t) = 5—2(}(—57')

Se t ¢ il tempo e s () la legge oraria che definisce il moto di un punto materiale su -, la
(1.77) restituisce la ben nota decomposizione del vettore accelerazione di un moto piano,
nelle componenti tangenziali e normale:

a=a,+a, (1.78)
essendo
a, =5sr, a,= & (1.79)

come illustrato in fig. 1.19.
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~

Figura 1.19: Decomposizione del vettore accelerazione di un punto materiale che si muove
su .

1.1.7 Teorema di Frenet

Teorema 25 (Teorema di Frenet (curve piane))
Assegnata una curva piana regolare in rappresentazione naturale v = x (s) di classe CP=3,
st ha: p p
T n
R — =k 1.80

Dimostrazione. La prima delle (1.80) discende da come abbiamo introdotto il versore

normale principale:
d2 d dr(s)
= vers (XY <y (00) -

ds

e la curvatura:

d 1 d
k(s) = | 9T) ol
ds k(s)ds
Passiamo alla seconda delle (1.80). Ricordando la solita e ben nota proprieta secondo cui la
derivata di una funzione vettoriale di modulo costante (i.e. il derivato di un vettore costante)
e ortogonale al vettore medesimo, si ha:
dn

dn dn
Ilg—O:%//T:H)\(S)GR|%—)\(S)T

Inoltre
nlr—n-r=90

Derivando rispetto a s:

i(n 7‘)—0:>d— T+nd——
ds N ds ds
1 d_T dr

onde 'asserto. m
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1.1.8 Esistenza ed unicita

Teorema 26 Assegnata una funzione k (s) continua in [s1, se] e ivi positiva, comunque fis-
siamo sy € [s1, Sa], esiste ed € unica la curva piana avente in Py (sg) versore tangente ¢ e
versore normale ng.

Dimostrazione. Dal teorema di Frenet:

fz_: =k (s)n, d_n =—k(s)T
derivando rispetto a s:

P K (s)dr

—_— = — —k 1.81
ds®>  k(s) ds (s)7 (1.81)
In notazione apicale:
7' = i (S)T/ —k*(s)T (1.82)
k(s)

che ¢ un’equazione differenziale vettoriale del secondo ordine in 7 (s). Passando alla rappre-
sentazione cartesiana:

T(s) =T (s)i+7,(5)]
la (1.82) equivale al sistema di equazioni differenziali del secondo ordine:
K (s
{ T = k((s))Tg’s — k*(s) 7

Ty = ]Z((;)) 7, — Kk (s) 7,

(1.83)

nelle funzioni 7, (s), 7, (s). Pit formalmente:

{ Talﬁl = fl (8?7-3377-2/:) (184)

"o AR
Ty = f2 (SszﬂTy)

avendo posto:

K (s K (s
fi(s, 7o, 7)) = —K*(8) 70 + %T;; fa (s, Ty,’i';) =—k*(s)1, + ’ ((s)) 7'; (1.85)
che sono funzioni reali definite rispettivamente in
[81, 82] X Az, (Am C R2) (186)

[31732] X Aya (Ay g RQ)

Dal momento che per ipotesi la funzione & (s) & continua, le funzioni fi, fo sono continue nei
rispettivi insiemi di definizione (1.86), risultando analitiche rispetto alle rimanenti variabili.
Ne segue che sono verificate le ipotesi del teorema di Cauchy— Lipschitz (che tra l’altro,
richiede la lipschitzianita e non I'analiticita), per cui assegnata una condizione iniziale del
tipo (con sy preso ad arbitrio in [sq, $9])

Ty (30) = T0x; 7'; (80) :T(l)xa (187)

esiste ed ¢ unica la soluzione 7, (s) della prima delle (1.83). In maniera anolaga, una
condizione iniziale

72 (80) = Toz, 7o (S0) = T (1.88)
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determina univocamente la soluzione 7, (s) della seconda delle (1.83). Dalla relazione 7/ (s) =
k(s)n(s) segue

7, (s0) =k (s0) na (50) , 7, (50) = Kk (50) 1y (50)
per cui assegnare 7, (so),7, (s0) equivale ad assegnare il versore normale in so: 7'(sg) =
k (sp) ng. Cio implica che una condizione iniziale per la (1.82) ¢

T (s0) = 7o, T (s0) = k (50) 1o (1.89)

Per quanto precede, la (1.89) determina univocamente la soluzione 7 (s). Ricordando che

si ha:

onde l’asserto. m

1.2 Curve in R?

1.2.1 Curva regolare. Terna intrinseca

Le nozioni esposte nei numeri precedenti si gneralizzano facilmente alle curve in R?. Ad
esempio, una rappresentazione parametrica di una curva 7 ¢ una funzione vettoriale x ()
della variabile reale ¢ (parametro della rappresentazione) definita in un intervallo (a, b):

x:(a,b) = R? (1.90)
x:te(a,b) —x(t)

Pertanto z (t) altro non ¢ che una terna ordinata di funzioni scalari:

o cio che e lo stesso, in rappresentazione cartesiana:
x(t)=z@)i+y@t)j+2z@t)k
v & una curva regolare se x (t) € CP=3 ed ¢ priva di punti singolari i.e. x (t) # 0.

Anche nel caso tridimensionale il numero reale positivo

I = /b % (t)| dt (1.91)

definisce la lunghezza dell’arco . Introducendo un sistema di ascisse curvilinee di origine
Q (t[))l

s(t) = j:/t % ()| dt' = §(t) = £ |x (t)] # 0 <= v & regolare (1.92)
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Ne consegue che la funzione s (t) ¢ invertibile e come tale determina una sostituzione di
parametro ammissibile (o riparametrizzazione) e la nuova rappresentazione ¢ detta rappre-
sentaziona naturale:

X =x(s), s€[s1,s9] (1.93)

Ne segue il versore tangente:

7 (s) =x'(s) (1.94)

per cui il vettore tangente e il derivato del vettore posizione in funzione di s, esattamente

come in Analisi 1 il coefficiente angolare della retta tangente a y = f () ¢ la derivata [’ (z).

Ecco perché il formalismo vettoriale ¢ estremamente efficace in geometria differenziale.
Riprendiamo I’equazione che definisce il versore normale principale a una curva piana:

n(s) = . (S)XH (s) (1.95)

che si estende al caso tridimensionale. Tuttavia qui la funzione k (s) (curvatura) non e
sufficiente a determinare la curva «. Nel caso di una curva piana, possiamo considerare il
prodotto vettoriale 7 A n, definendo il versore:

b=7An (1.96)

ortogonale al piano della curva e tale che la terna ortonormale (7,n,b) ¢levogira. Per una
curva piana ¢ manifestamente

b'(s) =0 (1.97)
Al contrario, per una curva in R? ci aspettiamo
b’ (s) #0 (1.98)

Chiamiamo b (s) versore binormale di v nel punto di ascissa curvilinea s; la terna (7,n, b)
si dice terna intrinseca.

1.2.2 Piano osculatore

Consideriamo il fascio F di piani avente per asse la retta tangente a v in P (so). Tale retta
¢ orientata concordemente al verso positivo di v, per cui il suo versore ¢ 7 (s9) = x’ (s9). Se
a ¢ un qualunque piano di F, denotiamo con N il versore perpendicolare a « (fig. 1.20). Ne
segue l'equazione di a:

(x —x(s9)) - N =0 (1.99)

Al variare di N la (1.99) restituisce 1’equazione di tutti e soli i piani di F, e quindi del
fascio medesimo. Se d (P (s),«a) ¢ la distanza non orientata tra P (s) € v e «, definiamo

f(s)==xd(P(s),a)=(x(s) —x(s0)) N (1.100)
La derivata prima di tale funzione ci da la rapidita con cui varia la predetta distanza:
f(8)=x'(s) N=7(s)-N (1.101)
Ovviamente sy ¢ uno zero per f (s) e f'(s). Passiamo alla derivata seconda

["(s)=x"(s) N=k(s)n(s) N (1.102)
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<y

Figura 1.20: Il piano « appartiene al fascio di piani avente per asse la retta tangente a v in
P (50).

e non ¢ detto che sia f”(sg) = 0 (per un assegnato piano «). Possiamo far variare « in F,
fino a selezionare il piano g tale che

n(s)-N=0= N=Db(s)

Cioe esiste ed e unico il piano «y il cui versore perpendicolare ¢ la binormale di v in s9. Questo
piano si chiama piano osculatore a 7 in P (sg), ed ¢ dunque individuato da 7 (sg),n (sg).
Ne segue che al variare di x su a, il vettore x —x (s¢) si esprime in tutti i modi possibili come
combinazione lineare dei predetti versori. Abbiamo quindi la rappresentazione parametrica
del piano osculatore:

X =X (89) + A7 (S0) + Aen (s0) (1.103)

ove A1, Ay € (—00, +00) sono i parametri della rappresentazione.
Osservazione 27 I piano individuato da T (sg) e b (so) € il piano tangente a 7 in P (sp).

Definizione 28 Il piano individuato da T (sg) e b(sg) si dice piano rettificante (in
P (sp)).
1.2.3 Formule di Frenet

Lemma 29 Hp: 1) Consideriamo un’applicazione che a uno scalare t € (a,b) associa un
elemento del gruppo ortogonale O (n):

A:(a,b) = O (n)
A:te€ (a,b) = A(t) € O(n)

Assumiamo A(t) € C*. 2) 3ty € (a,b) | A(tg) =1
Th: A(ty) é antisimmetrica.
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Dimostrazione. )
Aty eO(n) = AT (t)A®) =1,
per cui
d . r B dA” 7 dA
p [AT () A()] =0= 7A(1t)+A O”E =0
Segue

(EF)WA@@+%FQM<E?)M_O (1.104)

Per ipotesi

Quindi la (1.104) diviene
dAT dA
t=to t=to

La derivata della trasposta coincide ovviamente con la trasposta della derivata:

dAT dAN"
(7) = (%) (1.106)
t=to t=to

T
(%) - (%) (1.107)
dt J,_,, dt J,_,,

Teorema 30 (Teorema di Frenet)

cosicche la (1.104) si riscrive:

B L (5)7(5) — x(5) b (s) (1.108)

dove k (s) ¢ la curvatura, mente x (s) ¢ la torsione (o seconda curvatura)

Dimostrazione. La prima delle (1.108) discende dal medesimo teorema dimostrato nel
caso delle curve di R?, ed ¢ una conseguenza di una definizione di curvatura. Precisamente,
avevamo dimostrato che il versore tangente e

ds

Ed & chiaro che ‘fl—z fornisce un’informazione sulla “deviazione” della curva dall’andamento

rettilineo; inoltre, per una nota proprieta e Cé—:J_T. Quindi definiamo un versore normale
principale
dr
dr o
n(s) =vers| — | = &
ds |4z’
ds

dr
ds

ponendo
“Ik (s)
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cioe la curvatura. Ne segue immediatamente la prima delle (1.108). Ora se assegnamo ad
arbitrio s € [s1, s9], si ha che

{’7' (80) ,n (80) ,b (So)} = BO (1109)
¢ una base ortonormale di R3. Per ogni s € [s1, So]
{r(s).,n(s),b(s)} =B (1.110)
¢ ancora una base ortonormale di R?. La matrice di passaggio By — B ¢
T (s0) -7 (s) 7(s0)-m(s) 7(s0) b(s)
A(s,80) = | n(so)-7(s) n(sg) -n(s) n(sg)-b(s) |, A(s,s0)€O0(3) (1.111)
b (s0) -7 (s) b(so) -n(s) b(so)- b(s)
Orientando gli assi coordinati z, y, z come 7 (sg) , 1 (s0) , b (s0), la base By € la base canonica
R3:
1 0 0
T(s))=1 0 |, n(so)=| 1], b(so)=1| 0 (1.112)
0 0 1
Ad esempio, il versore n (s) si scrive:
0
n(s)=A(s,s) | 1 (1.113)
0
Poniamo o = s — s¢:
0 0
dn  dA do
— A 1 m_emmr
n(s)=4() ds ~ do ds
0 ~~ \ 0
=1
0
=A)| 1
0
Quindi
dn 0
(—) A0 | 1 (1.114)
ds ) _
s=sq 0
Per il lemma (29) A’ (0) ¢ antisimmetrica:
0 iz Q413
A (0) = —Qaq9 0 23

—ayjg —agzs 0

La (1.114) diviene:

dn 12 dn
(%)s:so - ’ — (E) s=50 - T (SO) —axb (SO) (1'115>

—Q23

Per quanto visto nel caso di R?, ¢ ajo = k (sg). Posto ags = x (o)

dn

(2) =kl () = sl (1.116)
5=50

Dall’arbitrarieta di sy segue la seconda delle (1.108). In modo analogo si dimostra la terza.

|
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1.2.4 Interpretazione geometrica delle formule di Frenet

Riscriviamo
“ — ki (s)n (s)
e —k(s) 7 (s) —x (s)b(s) (1.117)

@ = x(s)n(s)

Il versore b (s) individua la giacitura del piano osculatore « (s) nel punto P (s) € ~. Al
variare di s cambia la giacitura di a (s) giacché 22 = y (s)n(s) e in generale & x (s) # 0;
e la torsione misura la rapidita con cui cambia la giacitura di a/(s). La seconda equazione
¢ determinata da due contributi (a secondo membro): il primo ¢ dovuto alla rotazione nel
piano osculatore del versore normale principale, mentre il secondo contributo e dovuto al
fatto che il versore normale insegue il cambiamento della giacitura del piano osculatore.

Proposizione 31
dso € (s1,2) | x (s0) # 0=~ attraversa oy,
essendo oy il piano osculatore nel punto P (so).

Dimostrazione. Definiamo la funzione reale:

f(s) = (x(s) —x(s0)) - b(s0) (1.118)

che ha manifestamente uno zero in so. Dobbiamo far vedere che comunque prendiamo un
intorno sufficientemente piccolo I5 (sg) = (s — 9, so + ¢), la funzione (1.118) non ha ivi segno
costante. A tale scopo, approssimiamo la funzione vettoriale x (s) al suo sviluppo di Taylor
di punto iniziale x (sg), arrestto al terzo ordine:

1 [dx 1 [d?’x o 1 [(dx 3
x(s) ~x (50)+ﬂ (%) . (s — so)+§ (@) . (s — sp) +a (E) . (s —s0)”, s€Is(so)N[s1,s2]

(1.119)
Valutiamo le derivate:

<f1—j)so =7 (s0), (%>50 =k (s0) n(s0)

dx A&t d [dr d
—=—=—|—) ==k
ds® ds? ds (ds) ds k(s)n (s)]
dn
ds

Sostituendo nella (1.119):

x (s) —x(s0) = (s — s0) T (s0) + % (s — 50)2 k (so)n (so) +
+ é (s — 50)” [k (s0) 1 (s0) — K (50)° T (s0) — K (50) X (50) b (0)]
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da cui la (1.118):

£(5) = (5= 50)7 (50) - b (s0) + 5 (5 — 50k (s0) 1 (50) - b )+
T T
+ % (s — 50)3 K (so)n (so)-b(so) —k (50)2 T (s0) - b (s0) =x (05) b (s0) - b (s0)
Cioe ) _ _ _
f(s)= ~5 (s — 80)3 k(s0)x(s0), sé€Is(so) (1.120)

Siccome k (sg) > 0, la funzione non ha segno costante in Is (sg) per x (so) #0. m

Teorema 32 Comunque assegnamo una curva regolare v di rappresentazione parametrica
di classe CP=?

x=x(t), te€la,b (1.121)
il walore assoluto della curvatura é L
A\
k| = ’X. 3X| (1.122)
|X|

Dimostrazione. Abbiamo
dx dxds ,

X=—p = = 5% (1.123)
Ricordiamo che con ’apice denotiamo la derivata rispetto al parametro naturale s: x' = Z—’;.
Derivando la (1.123) rispetto a t:
izéx’—i—éd—}(/ :(ééx’—i-éd—X/-@
dt ds dt
Cioe
% == 5x' + " (1.124)

Tenendo conto delle (1.123)-(1.124) e della proprieta distributiva del prodotto vettoriale:
X A% = (sx') A (5% + §°x")
= $5x' AX + §°x A X!
=0

Abbiamo dunque l'interessante relazione
X A% =% ANx"
La (1.123) puo essere espressa in termini del versore tangente 7 = x’ (s):
X =sx' =i = |%| = 3| = § = £ %],

onde p
X A% =+ [xPr Al
ds
Ricordando che TLZ—"S'

d
KA = £ %] |7] |2
—~—~| ds

=1 ~~

=lk|

onde 'asserto. m
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Teorema 33 Condizione necessaria e sufficiente affinché la curva
vyix=x(t), te(—o0,+00)
sia una retta, é che la curvatura k (t) sia la funzione identicamente nulla.

Dimostrazione. La condizione ¢ sufficiente
Per ipotesi ¢ k (t) = 0, per ogni ¢ reale. In funzione del parametro naturale s e con ovvio
significato dei simboli:

dr

ds

dr
=0= =0= T=c, c=const

k’(S): E—

dx () n
T = —— XI(8) =cCs C
ds !

che e la rappresentazione naturale di una retta.
La condizione €& necessaria
Per ipotesi v € una retta, per cui una qualunque rappresentazione parametrica e

x (t) = at + b,
con a, b vettori costanti. Un vettore tangente ¢
x(t)=a

Dal teorema precedente
X A\ X

k== =0

[ %o
]
Corollario 34 Sia v :x=x(t) di classe CP=* su [t;,1s].

Il sistema di vettori {X (t),X (t)} € per ognit linearmente dipendendente se e solo se 7y é
una retta.

Dimostrazione.
{X(t),%(t)} ¢ linearmente dipendente <= I (a(t),5(t)) # (0,0) | a(t) X (t) + [ (t)X(t) =0
2t = — 2Dy X () AR () =
Se(/@)(:t);ox(t) =30 (1) <= x(t) "X (t) =0,

onde I’asserto per il teorema 33. m

1.3 Complementi

1.3.1 Curva regolare quale classe di equivalenza

Approfondiamo le argomentazioni della sezione 1.2.1. Sia data la seguente funzione vettoriale
della variabile reale ¢:
X:X(t), te [tl,tQ] (1125)

Tale funzione ¢ una rappresentazione parametrica regolare di un luogo geometrico v se:
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1. x () & di classe CP=! su [ty, t)].
2. x(t) #0, Vte [ty,ta].
In tal modo v & 'immagine dell'intervallo [t, t5] attraverso Iapplicazione x (t):
v =Ax(t) |t € [tr, 1]} (1.126)

D’altra parte, la (1.125) & definita a meno di una sostituzione di parametro. Tuttavia, non
e possibile eseguire una sostituzione arbitraria. Dobbiamo riferirci a una particolare classe
di sostituzioni. Invero, sussiste la seguente definizione:

Definizione 35 Dicesi sostituzione di parametro ammissibile relativa alla rappresen-
tazione parametrica (1.125), una funzione reale

t=1t(0), VO e [b,0)
tale che
1. t(0) ¢ di classe CP=1 su [0y, 05].
2. %L, Vo€ b6,

Ne segue l'invertibilita della funzione ¢ (0), ed ¢ facile convincersi che la funzione inversa
0 (t) e a sua volta una sostituzione di parametro ammissibile.
La sostituzione t (6) determina la funzione vettoriale composta:

x(t(0)=€(0), VO € l[b,0] (1.127)
ed e una nuova rappresentazione parametrica del medesimo luogo geometrico:
= {x () |t € [t ta]} = {€(0) | 0 € [61,02]) (1.128)
Abbiamo, dunque, la seguente definizione:
Definizione 36 Due rappresentazioni regolari distinte

X = X(t), t e [tl,tz] (1129)
x=£(0), 6¢clby,0]

si dicono equivalenti se esiste una sostituzione di parametro ammissibile t =t (0) tale che
1. t([@l, 92]) - [tl,tQ]
2. x(t(0) =¢&(0), VO e [b,0

Sia = 'insieme delle rappresentazioni parametriche regolari di R™ (n = 2, 3). La predetta
definizione introduce una relazione di equivalenza in =. Infatti, se R e la predetta relazione

si ha:
de t([01,0:]) = [t1, 2]
x (t) RE (0) <L 3t (0) | { x(t(0) =€(0), VO < (6,0

Teorema 37 ¢ verifica le sequenti proprieta
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1. Proprieta riflessiva
x(t)Rx(t), Vx(t) €= (1.130)

2. Proprieta simmetrica

x (1) RE(0) = € (0) Rx (t), Vx(1),£§(0) €

[1]

(1.131)

3. Proprieta transitiva
x(t)REM), §(O)Rn(¢) = x(t)Rn(¢), vx(t),£(0).n(¢) €= (1.132)

Dimostrazione. La (1.130) ¢ univocamente determinata dalla sostituzione identica ¢ = ¢
che ¢ manifestamente una sostituzione di parametro ammissibile. La (1.131) € una conse-
guenza dell’esistenza dell'inversa ¢ (#) quale sostituzione di parametro ammissibile. La terza
si dimostra osservando che assegnando le sostituzioni di parametro ammissibile ¢ (6) e 6 (¢)
si ha una nuova sostituzione ¢ (0 (¢)) data dalla composizione delle precedenti e tale che

dt  dtdf
dp — dfdo
onde l'asserto. m
Dal teorema appena dimostrato segue che R e una relazione di equivalenza in ©, e tale

insieme risulta cosi partizionato in relazione di equivalenza, ciascuna delle quali € una curva
regolare. Quindi

Definizione 38 Dicesi curva regolare una classe di equivalenza dell’insieme delle rappre-
sentaziont regolari.

1.3.2 Esistono infinite rappresentazioni naturali

La nozione di rappresentazione naturale di una curva piana esaminata in 1.1.4 si generalizza
immediatamente alle curve in R®. Abbiamo appena visto che una curva regolare v ¢ una
classe di equivalenza nell’insieme delle rappresentazioni parametriche regolari. Comunque
prendiamo una di queste, scriviamo

vix=x(t), te]t,ts] (1.133)

Introducendo un sistema di ascisse curvilinee, si ha in accordo con la definizione di lunghezza
dx

di un arco regolare:
t
s(t) = + / i
4 | dt

dove ty ¢ il valore del parametro corrispondente all’origine degli archi, mentre ¢ determina il
punto corrente su 7. Si prende il segno (+) se la curva ¢ orientata nel verso delle ¢ crescenti,
e viceversa. Derivando rispetto a t

dt’ (1.134)

$(t) =% |%x(¢)] (1.135)
Se la funzione s (t) ¢ una sostituzione di parametro ammissibile, si ha

x=x(t(s))=x(s), s€]ls,s), (1.136)
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ove abbiamo utilizzato lo stesso simbolo funzionale per evitare una proliferazione di sim-
boli. La (1.136) ¢ una rappresentazione naturale della curva assegnata. Per definizione di
lunghezza di arco regolare:

/ *ldx
s = —
o |do

Derivando primo e secondo membro rispetto a s, otteniamo la condizione che definisce una
rappresentazione naturale:

do

dx

1= | =
ds

(1.137)

Ne segue il teorema:
Teorema 39 FEsistono infinite rappresentazioni naturali di una medesima curva regolare.
Dimostrazione. Assegnata una rappresentazione naturale
X =x(s), s€[s1,59], (1.138)
la sostituzione di parametro ammissibile
s(o) =+0 + o9

determina la rappresentazione parametrica:

x=x(s(0))=€(0), o€ |o1,09], (1.139)
che ¢ manifestamente naturale:

dE _[dx| ds __dx _[dE|

do |ds|do ~ ds do|

|
In altri termini, le infinite rappresentazioni naturali di una medesima curva regolare ~,
differiscono per lorigine degli archi (oco! punti) e per il verso positivo scelto.

1.3.3 Una curva regolare puo avere una rappresentazione parame-
trica non regolare?

La risposta ¢ si. Ad esempio, consideriamo in R? la semicirconferenza di raggio unitario
centrata nell’origine e tracciata nel semipiano xy. Una rappresentazione parametrica regolare
e

xr =cost, y=sint, t € [0,7] (1.140)

Tuttavia, il medesimo luogo geometrico esibisce quest’altra rappresentazione parametrica:
r=0, y=v1-02, 0¢c[-1,1] (1.141)

che ¢ non regolare. Infatti, la derivata prima ha una discontinuita di seconda specie agli
estremi dell’intervallo base.

dy 0

dy
1m — =
6——1+ dO

T
a0 Vi@ eedd
come illustrato in fig. 1.21.

Ne concludiamo che esistono infinite rappresentazioni parametriche non regolari di un’as-
segnata curva regolare. In altri termini, la non regolarita di una rappresentazione parame-
trica ¢ condizione necessaria ma non sufficiente per la non regolarita di una curva.

—00, +o0 (1.142)
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1.5

dy

——>+00

do

L | | | X

-15 -1.0 -0.5 0.5 110 1.5

dy
— =
do

-0.5¢

-1.0-

Figura 1.21: Rappresentazione parametrica (1.141).

1.3.4 Derivate vettoriali notevoli

Assegnata una curva regolare 7, consideriamo una generica rappresentazione parametrica
regolare (di classe CP=2)
XIX(t), t e [tl,tg] (1143)

e una rappresentazione naturale
x=x(s), s€[s1,59] (1.144)

Osservazione 40 Ricordiamo che esistono infinite rappresentazioni naturali di una curva
regolare, definite a meno di un punto quale origine degli archi, e del verso di percorrenza.

Come e consuetudine, utilizziamo la notazione puntata per denotare I'operazione di de-
rivazione rispetto al parametro ¢, e la notazione apicale (o di Lagrange) per indicare 'o-
perazione di derivazione rispetto al parametro naturale s. Nei numeri precedenti abbiamo
stabilito:

x = éx/ (1.145)

k=5x" + §°x”

ove 'ultima esprime una notevole decomposizione del vettore X nel piano osculatore, con le
ben note ricadute cinematiche (accelerazione tangenziale e accelerazione normale). Moltipli-
cando vettorialmente avevamo ottenuto:

X A% =% Nx" (1.146)
che ci ha poi permesso di ricavare il valore assoluto della curvatura:

o
k] = BAX
|xr

(1.147)

Se invece eseguiamo il prodotto scalare e tenendo conto della proprieta distributiva di
quest’ultimo rispetto all’addizione di vettori, si ha:

X% =5x" - (5x' + X)) = s5x’ X' + §8°x - X"
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Ma

" dT / 1
3 X = —J_T —> X ‘X
x' =7 (tanget unit vector) = { o ds X

per cui
X X = 5§ (1.148)

Segue la notevole proprieta
X, X #0, %x-%X=0<«= $=constant
Riassumendo
. def d / def d
x(t) = pres (t), x'(s) = —x(s) (1.149)

x = §x’
%=5x" + §°x”
xA¥X =% AX

1.3.5 Curvatura e angolo di contingenza

In termini semplici ma efficaci, la curvatura di una curva esprime il suo grado di flessione.
Per una curva regolare abbiamo definito la suddetta grandezza come

dr (s)

1.1
. (1.150)

k(s)=

assumeno la rappresentazione naturale della curva v di classe CP=2. Esplicitiamo la (1.150)
applicando la definizione di derivata:

P R At e A5
come illustrato in fig. 1.22.
T(st+As)
T(S) At
T(st+As)

Figura 1.22: Determiniamo il rapporto incrementale % quando passiamo da P (s) a

P (s+ As).

Precisamente, prendiamo ad arbitrio un punto P (s) € v di ascissa curvilinea s e quindi,
di vettore posizione x (s). In seguito a un incremento As, il punto si spostera in P (s + As)
e il versore tangente subira una rotazione di A#f.
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Definizione 41 L’angolo A@ si chiama angolo di contingenza dell’arco di estremi P (s)
e P(s+ As).

Dalla 1.22 vediamo che il triangolo formato dai vettori 7 (s) , 7 (s + As) e AT = 7 (s + As)—
7 (s) ¢ isoscele con i due lati di lunghezza unitaria. Applicando il teorema di Carnot:

AT =1+1—2cos A =2(1 — cos Af)

Ma cos Af = 1 — 2sin? %, per cui

A
|AT| = 2sin a0
2
Ne segue dalla (1.151);
sin &2
— 9T 2
=2 000 As
Sviluppando il numeratore in serie di Taylor:
A6 Al
. A0 Af A
sin — 5 0 (A0)
si ha Ao (9)
5 to . Ad o (AB)
_ 2 _
) =2 i, 0 = g (142 )
Osservando che (20)
.0
A Tag 0
i ha A A0 d
PO =2 maas = M Ay = 0

Ne concludiamo che la curvatura e la derivata dell’angolo di contingenza.

1.3.6 Evoluta di una curva piana. Evolvente

Sia v una curva piana regolare di classe CP=% di rappresentazione naturale
x(s)=x(s)i+y(s)j, s€s1,59] (1.152)
per cui le formule di Frenet si scrivono, con ovvio significato dei simboli:

dr dn

— =k(s)n(s), —=—-k(s)7T(s 1.153
T kE)n(s), = k()T () (1153)
In un numero precedente abbiamo dimostrato un teorema (v. teorema 23) secondo cui la
migliore approssimazione di v in un intorno di un punto P (s) ¢ I'arco di circonferenza di
raggio pari a R (s) =k (3)71 centrata nel sempiano contenente il versore normale principale
n. Abbiamo poi denominato tale luogo geometrico cerchio osculatore di v nel punto P (s).

Definizione 42 Dicesi centro di curvatura di v in P (s), il centro del cerchio osculatore
ayin P(s).
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Figura 1.23: Cerchio osculatore e centro di curvatura.

Dalla fig. 1.23, vediamo che se (z¢,yc) sono le coordinate cartesiane del centro di
curvatura di v nel generico punto P, le componenti cartesiane del versore normale principale
Sono: . .

ny == m, = % (1.154)
onde
ro =2+ Rng, yo=x+ Rn, (1.155)

Al variare di P su «, otteniamo il luogo geometrico v* di cui una rappresentazione
parametrica regolare ¢

r=£&(s), y=mn(s), sE€E/[s,sq] (1.156)

essendo

§(s) =a(s)+ R(s)na(s), n(s)=yl(s)+ R(s)ny(s) (1.157)

*

Definizione 43 Il luogo geometrico v* si dice evoluta della curva v, e quest’ultima é

['evolvente di ~v*.
In altri termini, I'evoluta di una curva piana v ¢ il luogo dei centri di curvatura di ~.

Osservazione 44 Si badi che il parametro s nella rappresentazione parametrica dell’evoluta,
non ¢ il parametro naturale di v* (lo € solo per 7).

Teorema 45 [l versore tangente T a v* nel punto C' ¢é parallelo al versore normale n a
in P tale che C' ¢ il centro di curvatura di v nel predetto punto.

Dimostrazione. Dall’osservazione 44 s non ¢ il parametro naturale, per cui il versore
tangente a v* in un generico punto C &

P _ dg. dn,
T =wvers <£1 + %J)

Calcoliamo le singole componenti cartesiane di tale versore. Dalle (1.157)

d¢ dr dR dn,
s T T RG)
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Dalle formule di Frenet segue

dn, 1 dx g _dr dR 1 dx

ds R(S)E:> ds _EjLEnI(S)_R(S)R(S) ds

Clot A& dR
_dR 11
ds _ ds'® (s) (1.158)
In maniera analoga
dy  dR
_dR 1.1
o s) (1.139)

Le (1.158)-(1.159) implicano che 7* ¢ parallelo a n, cioe 'asserto. ®
Il teorema appena dimostrato implica che la retta tangente a v* in C', coincide con la
retta normale a v in P, ove P € « tale che C ¢ il centro di curvatura di v in P.

Teorema 46 La lunghezza di un arco di evoluta CCy ¢é data dalla differenza tra i rispettivi
raggi di curvatura.

Dimostrazione. Abbiamo la disposizione di fig. 1.24, dove

yix=x(s), y=y(s), s€[s1,8] (curva regolare) (1.160)

*

Y iz =E(s), y=n(s), s€[s1,5] (evolutadi~")

Figura 1.24: Teorema 46.

Sia s* il parametro naturale su v*, onde

ds*

ds
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Tenendo conto delle (1.158)-(1.159)

ds* dR\? ,  [dR\? ) dR
P —j:\/<£> ng (s)” + <E) ny () —j:%

s*(s) =£R(s) +c,
dove ¢ & una costante di integrazione. La misura assoluta dell’arco C'C} &

|7 (s1) = 8" (s)| = | R (s1) F R(s)| = |y — R,

Integrando

onde 1’asserto. m

1.3.7 Inviluppo di una famiglia di curve piane

Sia data una famiglia ® di curve piane regolari, di rappresentazione implicita:
F(z,y,\) =0, (1.161)

dove A & un parametro reale, i.e. A € A C R. per un assegnato A la (1.161) rappresenta la
curva piana regolare

e F(x,y,A) =0 (1.162)
La regolarita implica
(Fy (x,y,\), Fy(z,y,N) #(0,0), V (z,y) € A, VA€ A (1.163)
essendo A C R? I'insieme di definizione della funzione reale
F:(x,y) e A— F(z,y) €R
In termini vettoriali
VF#0, V(z,y) €A (1.164)
Esempio 47 Sia
O+ -~ A=0, A€ (0,+00)

cioé la famiglia di circonferenze con centro in (0,0) e raggio A%, Abbiamo F (z,y,)\) =
22 +y? — N\, per cui
VF =2(zi+yj) =2x

Risulta
VF=0<=x=0 < (z,y) = (0,0)

che ovviamente non appartiene a nessuna curva della famiglia assegnata:
(070) ¢ X VAe (07 +OO)

La regolarita di 7, implica I'esistenza della retta tangente in ogni punto P € v,. L’equa-
zione vettoriale della retta tangente a 7y in Py (xq,yo) €

(x —%¢) - VF (x9) =0 (1.165)
e quindi I’equazione cartesiana
(@ — ) Fi (20, Yo, A) + (¥ — Yo) Fy (0, Y0, A) =0 (1.166)

Cio premesso, sussiste la definizione:
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Definizione 48 Assegnata una famiglia ® di cuve piane regolari, dicesi inviluppo di P,
una curva regolare I' tale che per ogni suo punto P, passa una ed una sola curva vy € ® che
risulta ivi tangente a I

Osservazione 49 La locuzione “yy e tangente a 1" in P”, equivale a quest’altra: “le tangenti
i P rispettivamente a vy e a ', sono coincidenti”.

Cio posto, sia @ : F' (x,y, A) = 0 la famiglia per la quale ci proponiamo di determinare la
curva inviluppo. Supponendo che tale curva I' esista, immaginiamo di prendere ad arbitrio
P € I'. Segue che per tale punto P passa una ed una sola curva v, € ® tangente a ' nel
predetto punto. In simboli:

Pel—=3NeA|Pey NI en~, tangente a I' in P

Al variare di A in A, otteniamo tutte le curve di ®, anche tutti i punti di I". Ne segue che
una rappresentazione parametrica di [' e

r=xz(N), y=yA), A€A (1.167)

Per quanto precede, il parametro A determina univocamente sia la curva v, sia il punto
P ey, NT. Inoltre

Ple(A),yN] €m <= Flz(A),y(A), A =0 (1.168)

Dalla osservazione 49 si ha che I' e 7, hanno la stessa tangente in P [z (A),y (A)]. L’equazione
della tangente a 7, nel predetto punto e

w =2 ] B e ()5 ()N + [y =y (V] Fy [r (A, 5 (V) A] = 0 (1.169)
L’equazione della tangente a I nel medesimo punto e invece:

r—x(A) _y—y)

EIPVITIPY A7)

Dalle (1.169)-(1.170) segue
Folz(A) y (A, Al2" (A) + Fy [z (), y (A), Ay (A) =0 (1.171)
Derivando rispetto a A primo e secondo membro della (1.168):
Fole (V) ,y(A),Al2" (A) + Fy [z (A),y (A Ay (A) + B[z (A),y(A), Al =0 (1.172)

Tenendo conto della (1.171):

Ne segue che le funzioni x (), y (A) che compongono una rappresentazione parametrica di
I', devono verificare il sistema

Flz(A),y(A\), A\ =0
{ Exlz(\),y(N\),A\] =0 (1.174)

Questa proprieta si traduce nel seguente algoritmo di ricerca di inviluppo: assegnata una
famiglia di curve piane ® : F' (x,y,\) = 0, costruiamo il sistema

F(I7y7 >\) =0
{ Fy(z,y,A\) =0 (1.175)
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per poi studiarne la compatibilita rispetto alle incognite z,y, A. Piu precisamente, si tratta
di stabilire innanzitutto ’esistenza di un punto soluzione (f, 1, )\) tale che

{ 1€A<ZC:‘;,y yi,AX))::Oo (1.176)

dopodiché trovare un intorno di tale punto in cui sia possibile esplicitare le variabili x e y in
funzione di A\. Dobbiamo cioe applicare il Teorema del Dini per i sistemi di equazione. Nel
caso in esame, il sistema e (1.175), dove F' ¢ ora considerata come funzione reale delle tre
variabili reali (z,y, \):

F:(r,y,\) € BCR® — F(z,y,\) €R
L’enunciato del predetto teorema si particolarizza nel modo che segue

Teorema 50 Assegnato il sistema (1.175) nelle incognite x,y, supponiamo che F sia con-
tinua in B assieme alle deriwate parziali F, F,, Fyg, Fy,. Assumiamo poi non nullo z;l deter-
minante jacobiano delle funzioni F, F\ rispetto a (z,y) in un punto soluzione (:f,gj, )\) :

F, (z,57,7)  F,(z,5,))
A

TEIN=] L E ) By e |7 T

Allora il sistema (1.175) é univocamente risolubile in un intorno I di (f,gj, 5\) rispetto a
(x,y), risultando

J(z,y,\) #£0, V(x,y,\) el (1.178)

Sono quindi univocamente definite le funzioni x (), y (\) nell’intorno I (proiezione di I sul-
Uasse \), risultando i di classe C*, per cui abbiamo il luogo geometrico di rappresentazione
parametrica

r=xz(\), y=y(\), AeI, (1.179)

Evidentemente

per cui derivanado rispetto a A
Fxlz (A),y(A), AJ2" (A) + Fxy [z (V) y (V) Aly (A) + Faa [z (A),y (A), Al =0 (1.180)

Affinché T" sia regolare deve essere (2 (A),y (A)) # (0,0), e dalla precedente segue che cio ¢
automaticamente verificato imponendo la continuita di F\, e

P (7,5,0) #0 (1.181)
Riassumendo, I'algoritmo ¢ il seguente: assegnata la famiglia ® : F'(x,y, \) = 0, mettiamo

a sistema F( )\)
z,y,A) =0

che risolto rispetto a (z,y) restituisce una rappresentazione parametrica dell’inviluppo.
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Un metodo piu pratico:
(z,y) el =3 eA[(z,y) €N

con \ tale che
F)\ (.Z',y, )‘) = O

Se riusciamo a ricavare A = A (z,y), deve essere
Flz,y,A(x,y)] =0

che e 'equazione cartesiana di I'. Brevemente, I’equazione cartesiana dell’inviluppo si ottiene

eliminando A\ dal sistema ( N
F(x,y,\) =0
{ Fy (2.9, 0) = 0 (1.183)

Osserviamo che nella maggior parte dei casi non sono verificate le condizioni di regolarita
richieste dal teorema del Dini. Ad esempio, rilassando tali condizioni richiedendo solo F' €
C', consideriamo il sistema (1.183). In tal caso ¢ frequente la comparsa dei cosiddetti punti
base, ovvero soluzioni indipendenti da A. Piu precisamente, un punto Py (2o, yo) € un punto
base di ¢ se

F(l’o,y(),/\) = 0, YAeA

Derivando rispetto a A:
F)\ (x(]?y()a)\) = 07 VAeA

Ne segue che un punto base risolve il sistema (1.183 per tutti i valori di A\. Geometricamente,
le curve della famiglia si intersecano in Fy:

(0, Yo, A) € ﬂ A
AeA

Scartate queste soluzioni improprie, fissiamo la nostra attenzione su altre soluzioni x (\) , y (\)
di classe C! e con derivate non simultaneamente nulle. Non ¢ pero detto che tali soluzioni
siano rappresentazioni parametriche di curve regolari. Infatti

Fle(3),y(\),\ =0
— e (), 5 (N, A2’ )+ Fy [ (A, y (0 Ny (3 + B [e (), (A), A = 0

=0

— Fa [z (A),y (V) A2 (A) + Fy [2 (V) ,y (A), Aly' (A) =0

Tale condizione non esclude (F;, F)) = (0,0). In altri termini, non tutte le famiglie di curve
piane ammettono una curva inviluppo. Cio si verifica quando il sistema

F(x7y7 )\> :O
{ Ey(z,y,A) =0 (1.184)

non ammette soluzioni, oppure la soluzione ¢ il luogo dei punti singolari di tutte le curve
della famiglia assegnata. Piu precisamente, per un assegnato valore del parametro A, il
punto (x (A\),y(A\)) & un punto singolare per la curva «,. Tale luogo geometrico si dice
curva discriminante della famiglia .
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Esempio 51 Trovare la curva discriminante della famiglia di semicubiche:
D:yP—(z—N)"=0 (1.185)

Soluzione
Al solito poniamo

F(ﬂ?,y,)\) :yS_ (.1'—)\)2 :>F)\(x,y,)\) :2(3:_)‘)7
da cui il sistema

z—A=0

Abbiamo quindi la soluzione

3_ (1))
{y (z—A)7"=0 —’=0, —A=0

r=A y=0

che ¢ una rappresentazione parametrica dell’asse y. Siamo percio tentati a concludere: 'asse
y e I'inviluppo della famiglia assegnata. Se pero calcoliamo le derivate parziali rispetto alle
variabili x e y

Fm(‘x:ya)‘> = _2(‘T_)‘)7 Fy (J?,y,)\) = 3y2

vediamo che esse si annullano in ogni punto dell’asse x. Ne segue che ogni punto del pre-
detto asse ¢ punto singolare per la semicubica passante per il punto considerato. E facile
persuadersi che si tratta di punti cuspidali, come mostrato dal grafico di fig. 1.25.

Figura 1.25: Esempio 51.

Esempio 52 Determinare la curva discriminante della famiglia di parabole di Neil:
Py =(x—N)?

Soluzione
Scriviamo
F(Q},y,/\) = (LC—)\>2 _y3 = F)\(;C7y,)\) = 2(37_)\)

Risolviamo il sistema:

S\ U
(AT
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cioe I'asse x. Si tratta di verificare se ¢ l'inviluppo o la curva discriminante. A tale scopo
calcoliamo le derivate parziali prime rispetto alle variabili x, y:

Segue
Fy(z,y,\) = F,(z,y,\) =0<=z=\, y=0

ovvero il luogo trovato e la curva discriminante. Per classificare i punti singolari calcoliamo
le derivate parziali seconde rispetto alle variabili z,y

Fow (z,y,\) =2, Fyy(z,y,\) =0, Fy,(z,y,A) =0

Applicando il procedimento standard per la classificazione dei punti singolari, si scopre che
si tratta di cuspidi, come illustrato in fig. 1.26.

Figura 1.26: Esempio 52.
Di seguito un paio di esempi, dove il primo riguarda l'esistenza di punti singolari.
Esempio 53 Studiare la famiglia di parabole, determinandone l'inviluppo:
D:(z—y)’—22(z+y)+X2=0, IeR (1.186)

Soluzione
Vediamo subito che per A = 0 si ottiene la bisettrice del primo e terzo quadrante y = z,
che rappresenta la parabola degenere della famiglia. Procedendo al solito modo, cioe ponendo

F(z,y,0) = (x —y)" =2X (z +y) + A’
si perviene al sistema di equazioni:

{ (& —y) =2\ (z+y) + A =0 (1.187)

rT+y—A=0
Dalla seconda x + y = A, che sostituita nella prima

(x—y)* =N\
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per cui abbiamo il sistema equivalente

r—y==EA\
rTH+y=A

Prendendo il segno superiore e sommando membro a membro:
r=—-\ y=0

i.e. I'asse x. Prendendo il segno inferiore e sommando membro a membro:
r=0, y=A

che ¢ una rappresentazione parametrica dell’asse y.
Abbiamo quindi trovato due luoghi distinti: 'asse x e I'asse y. Quali dei due e I'inviluppo?
Determiniamo gli eventuali punti singolari. Calcoliamo le derivate parziali

Fo(x,y,\) =2(x—y) =2\, F,(z,y,\) =—-2(z—y)—2A
Segue che lungo 'asse x
F,(X\0,0) =0, F,(\0,X) =—4X

Quindi nell’origine (0, 0) si annullano entrambe le derivate, per cui l'origine ¢ punto singolare.
Si noti che per tale punto passa la parabola degenere (z — y)2 = 0. Per ogni punto P (A,0)
con A non nullo, passa ovviamente una ed una sola parabola. Vediamo se ¢ ivi tangente
all’asse x. L’equazione della retta tangente in tale punto e

(=N F,(A0O,N)+(y—0)F,(\0,\) =0<= —d\y=0<=y=0
—— —— AF#0
=0 —4)

per cui 'asse x inviluppa la famiglia data. Ripetendo calcoli simili per I'asse y, si perviene
alla medesima conclusione. Ne consegue che I'inviluppo della famiglia assegnata ¢ 'unione
degli assi coordinati esclusa l'origine (fig .1.27).

Esempio 54 Studiare la famiglia di circonferenze:
O :a? =20 — 4y +202 -1 =0

Soluzione
Denotiamo con 7, la singola circonferenza. Ricordiamo dalla Geometria analitica che la
generica equazione di una circonferenza di centro (£, 7) e raggio R, é:

2+ +axr+by+c=0,

dove
a=-2,b==2, c=&+1° - R

Ne segue che nel nostro caso e

E=X =2\, R=4+VM+2)2+1
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Figura 1.27: Esempio 53.
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Ora poniamo

Fa,y,\) =2% +9% =2 %0 — 4y +2)\%2 — 1
— F\ (z,y,\) = —4 Az +y—N)

da cui il sistema
{ 2?2+ =22 20 — 4 \y + 202 - 1=0

A +y—A=0
Se nella seconda poniamo = = 1 si ha y = 0, cioé la soluzione (1,0), e questa verifica anche
la prima equazione. Abbiamo percio trovato il punto base (1,0). Scartando tale soluzione

(cioé z # 1) proviamo con x = —1, per cui la seconda restituisce y = 2\. Ponendo nella
prima x = —1, y = 2\ si perviene a una identita, i.e. abbiamo trovato la soluzione

r=—1, y=2\

che ¢ manifestamente una rappresentazione parametrica della retta  + 1. Ne concludiamo
che quest’ultima e l'inviluppo della famiglia assegnata, come mostrato in fig. 1.28.

Figura 1.28: Esempio 54.

In quest’altro esempio vediamo che I'inviluppo e il luogo dei punti di flesso di singola
curva della famiglia assegnata. In altri termini, non sempre i punti di tangenza sono punti
di curvatura per le curve della famiglia.

Esempio 55 5% determini [inviluppo della famiglia di parabole cubiche:

y=(x—\)>? (1.188)
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Soluzione
Poniamo e deriviamo rispetto al parametro

Fz,y ) =(x =)’ —y= F\(z,y,\) = =3 (z — \)*

Quindi risolviamo il sistema
= r=-\ y=0,

cioe I'asse x. Potrebbe essere 'inviluppo o la curva discriminante. Verifichiamo calcolando
le derivate parziali

Fx<x?y7>‘):3(x_)‘)27 Fy(xaya)‘):_l

per cui non si annullano mai simultaneamente. Ne segue che l'asse x ¢ l'inviluppo della
famiglia assegnata. In particolare i punti di tangenza sono punti di flesso, come vediamo
dalla fig. 1.29.

Figura 1.29: Esempio 55.

Esercizi svolti sull’inviluppo di una famiglia di curve piane

Esercizio 56 Determinare [inviluppo della famaiglia di curve piane:

Py =20y +2(N 1)z =0 (1.189)
Soluzione
Il sistema di equazioni che ci interessa e
F(z,y,A\) =0
F\(x,y,\) =0
dove
Fx,y,\) =y* — 2 \zy + 2 ()\2 — 1)x
per cui

2 _ 2 _ _
{ v =2y +2(N -1z =0 (1.190)

—2zy + 4z =0
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Vediamo subito che (0,0) € una soluzione per ogni A, per cui (0,0) € un punto base per
®, i.e tutte le curve della famiglia passano per l'origine delle coordinate. Scartando questa

soluzione, procediamo:
—2xy+4)\x20<j)>y:2)\

che sostituita nella prima del sistema (1.190)

2\2

2 2 2 _ _

Abbiamo cosi ottenuto la seguente rappresentazione parametrica della curva inviluppo:

2\2

.Z’:v—_i_l, y:2>\, )\E(—OO,+OO)

Eliminando il parametro A\, si ottiene la rappresentazione cartesiana:

vy — 2y + 4 =0

L’inviluppo ¢ disegnato in fig. 1.30.
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Figura 1.30: Esercizio 56.

Esercizio 57 Determinare linviluppo della famiglia di curve piane:
(14 A2) (2% + %) — 20y — 22 = 0

Soluzione
Il sistema di equazioni che ci interessa e

F(x,y,A\)=0
F)\(flf,y,)\) =0

dove
F(z,y,\) = (1 + )\2) (:U2 + y2) —2\y — 2x
per cui
(1+ M) (@®+y?*) =2 \y—22 =0
Az +y*)—y=0

(1.191)

(1.192)
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Dalla seconda:
r=0=y=0, VAR
per cui (0,0) & un punto base. Scartando questa soluzione, procediamo:
2

2
Y Y 2 2 2y
I2+y2 |: + (172+y2)2:| (LU +y) I2+y2 X )

da cui la rappresentazione cartesiana dell’inviluppo
(2 +4%)° —y? — 22 (a2 +y°) =0

L’inviluppo e disegnato in fig. 1.31.

Figura 1.31: Esercizio 57.

Esercizio 58 Determinare linviluppo delle rette sulle quali gli assi coordinati staccano un
segmento di lunghezza costante a.

Soluzione

Scriviamo 1’equazione della generica retta della famiglia assegnata. A tale scopo guar-
diamo la fig. 1.32. Qui denotiamo con ¢ ’angolo che la predetta retta forma con l’asse x.
La sua equazione e quindi:

y=—xtanp +n=—xtanp + asiny
Ne segue I'equazione della famiglia:
F(z,y,0) =0, VpeR

dove
F(x,y,p) =xztanp +y — asinp

Derivando rispetto a ¢
x

Fy(z,y,0) = — GCos Y

cos? @
Dobbiamo risolvere il sistema

F(z,y,0)=0 rxtanp +y —asingp =0
<~ z
F,(z,y,9)=0 —acosp =0

cos?
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l\y

Figura 1.32: Esercizio 58.

Dalla seconda
T = acos’ %

Sostituendo nella prima

asinpcos® ¢ +y + asing = 0 <:>asing0(sin2g0— 1) +y+asing =0
<y =asin’p

Quindi la seguente rappresentazione parametrica dell’inviluppo:
r=acos’p, y=asin’e

Si tratta di un asteroide (fig. 1.33)

Figura 1.33: Esercizio 58.
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Esercizio 59 Determinare 'inviluppo della famiglia di curve piane:
d:xsin\+ycos’A—1=0

Soluzione
Il sistema di equazioni che ci interessa e

F(z,y,A) =0
F)\<l’,y,)\> =0

dove
F(r,y,\) =xsin A\ +ycos® A — 1

per cui
rsin A\ +ycos? A\ —1=0
xcos A —2ysin Acos A =0

Dalla seconda:
r = 2ysin A

che sostituita nella prima

y(2sin® A+ cos®N) =1 =y =

sin? X + 1
Quindi la rappresentazione parametrica dell’inviluppo:
2sin A 1
r = ——m———— = —_—
sin? A\ 41’ Y sin? \ + 1

Eliminando il parametro A si perviene alla rappresentazione cartesiana:

22+ 4y — 4y =0

L’inviluppo € dunque una ellisse ed e disegnato in fig. 1.34.

{7425
M
_27

Figura 1.34: Esercizio 59.

o6

(1.193)

(1.194)

Esercizio 60 Determinare ['inviluppo delle rette che formano con gli assi coordinati un

triangolo di area assegnata a®.



CAPITOLO 1. RICHIAMI DI GEOMETRIA DIFFERENZIALE 57

A
S
q
A
0 P T
Figura 1.35: Esercizio 60.
Soluzione
Denotiamo con A e B i punti di intersezione di una generica retta r con gli assi coordinati
(fig. 1.35).

Ne consegue che OA e OB sono oi segmenti staccati da r sui predetti assi. Se p e ¢
sono rispettivamente ’ascissa e I'ordinata di A e B, dalla Geometria analitica sappiamo che
I’equazione ordinaria di r e:

LY (1.195)

p g
L’area del triangolo rettangolo OAB e %pq, per cui la nostra richiesta si traduce in

1 ) 2a*
§pq =a =q=—
p
per cui 'equazione della famiglia di rette che formano con li assi coordinati un triangolo di
area a’ ¢ —
Q-+ = =1, e R—-H0
> a2 p {0}

avendo assunto come parametro il numero reale non nullo p. Applichiamo quindi il procedi-
mento standard per la ricerca dell’inviluppo della famiglia ®. Si ponga

r py X Yy

(z,9,p) p t 5. »(T,9,p) 2 + 5

Si tratta di risolvere il sistema di equazioni

F(z,y,p) =0 {£+P—y2—1:0
=4 P,
{ Fp(xvyyp)zo _F

La seconda puo essere scritta come

1 T py T py a?
p( p+2a2) p#0 p+2a2 T

e quindi x = §. Abbiamo cosi ottenuto la rappresentazione parametrica dell'inviluppo.

Eliminando il parametro p otteniamo la rappresentazione cartesiana

CL2

ossia un’iperbole equilatera (fig. 1.36).



CAPITOLO 1. RICHIAMI DI GEOMETRIA DIFFERENZIALE 58

Figura 1.36: Esercizio 60.

Esercizio 61 Determinare linviluppo delle ellissi coassiali con centro nell’origine, aventi
un’area assegnata wa.

Soluzione

Lellisse ) )
T Y
@ et

. . N . 2 .
forma un’area mab. La nostra richiesta ¢ mab = o, da cui b = 2-. Ne segue che lellisse

372 a2y2

eiggt o =
appartiene alla famiglia assegnata:
Yo € P: F(z,y,a) =0, a>0,

ove
2 2,2 2372

x a
F(x,y,a):§+a—ﬁ—1:Fa(x,y,a):——+—

Dobbiamo risolvere il sistema

a 9 (e} 9 _2
—w T =0
Dalla seconda ) ) s ) ) s
1 T a x ay
=4+ —= | =0= ——= =0
a ( a? at ) a#0  a? at
che sommata alla prima restituisce:
242y , at
o TV e
Sostituendo nella seconda: A
2 2 &
a” =2r = Yy = @
Cioe le iperboli equilatere:
o? a?
r =—, I'_ = ——
+ Y 2.%" Y 92

1.37.
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_ 07
Figura 1.37: Esercizio 61.
Esercizio 62 Dopo aver discusso i punti singolari dello strofoide:

(a+x)y* = (a —x) 2, per un assegnato a > 0, (1.196)

determinare la curva discriminante e [’eventuale inviluppo della famiglia di strofoidi:

d:(a+2z)(y—N = (a—z)a? (1.197)
Soluzione
Posto f(z,y) = (a —x)x? — (a+ z)y? abbiamo la rappresentazione implicita dello
strofoide:
f(2,y) =0 (1.198)

Determiniamo i punti singolari risolvendo il sistema

{ﬁA%MZU
fy (x,y) =0

scartando le soluzioni che non soddisfano la (1.198). A tale scopo calcoliamo

folw,y) = =32+ 2ax —y*,  f,(z,y) = -2(a+2)y

onde , ,
—3x° +2ar —y* =0
{(a+@y:0 (1.199)
Dalla seconda per y # 0 ¢ # = —a, che sostituita nella prima restituisce y?> = —5a? che &

priva di radici nel campo reale. Ne segue che deve essere y = 0, che sostituita nella prima
fornisce x = 0. Quindi abbiamo 'unica soluzione (0, 0). Per stabilire la natura di tale punto
singolare, calcoliamo le derivate seconde:

fxoc (xay) = —6x + 2(1, fxy (:Iﬁ,y) = 07 fyy (x>y) = -2 (CL+ l‘)

Quindi poniamo

A= f,(0,0)=2a, B=f,,(0,0)=0, C=Ff,(0,0)=-2a
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Figura 1.38: Esercizio 62.

Segue
A=AC — B* = —4a* < 0,

per cui (0,0) & un nodo, come mostrato in fig. 1.38.
Passiamo alla famiglia (1.197) definendo

F(x,y,)\):(a—x)xQ—(a+x)(y—)\)2,
per cui
F/\(I,y,)\)ZQ(CL—I—[L')(y—)\)

Quindi risolviamo

(a—z)2*—(a+z)(y—N>=0

(a+x)(y—A)=0
Per y = A ¢ x = 0, cioe 'asse y, che ¢ manifestamente la discriminante della famiglia
assegnata, giacché i nodi di singolo strofoide giacciono sul predetto asse. Se x = a il sistema

diviene )
(a+z)(y—A)"=0 _
{ (a+2)(y—A) =0 srapo? ="

Quindi la retta x = a € una soluzione, ed ¢ manifestamente I'inviluppo della famiglia, come
mostrato in fig. 1.39.

CUQ&ZUVVQ

Figura 1.39: Esercizio 62.
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Esercizio 63 (Testo tratto dal Demidovic. La soluzione é nostra)
Trovare una curva che inviluppi un segmento di lunghezza | quando gli estremi scivolano
sugli assi coordinati.

Soluzione
Facciamo riferimento alla fig. 1.40, da cui segue I’equazione della retta per i punti A e B

y=—xtanp +Isingp

Y
=

A

Figura 1.40: Esercizio 63.

Assumendo ¢ parametro variabile da 7 a 0, otteniamo la famiglia
O:F(x,y,p)=0,

essendo
F(fE,y,QO) =zrtany —y — lSngD,

quindi derivando rispetto al parametro

F,(z,y,¢) = —lcosyp

cos?

Per determinare I'inviluppo dobbiamo risolvere il sistema

rtanp —y —Ilsinp =0
— —lcosp =0

cos? p

Dalla seconda

z =1lcos®
che sostituita nella prima

y = Isin® o

ovvero una rappresentazione parametrica dell’inviluppo. Liberiamoci dal parametro in modo
da pervenire alla rappresentazione cartesiana del predetto luogo geometrico. Scriviamo:

2/3
x =1 (1 —Sin2gp)3/27 Y = lsjnggp _— Sjn290 = <%)

Quindi

y*? i 2 2/3\3/2 2 2 2


https://tinyurl.com/y8f2efjf
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Finalmente
2213 4 y2/3 _ 23

cioe un arco di asteroide, giacché dobbiamo considerare la restrizione a x,y > 0.

Esercizio 64 Studiare la famiglia di curve piane:
d:xre—y=0 (A>0, =>0) (1.200)

Soluzione
Osserviamo innanzitutto che la generica curva v, della famiglia assegnata e il grafico

della funzione
fr(z) =a2te™ (1.201)

xT

data dal prodotto della funzione potenza di esponente reale per la funzione esponenziale e™*.
Dobbiamo considerare I'intervallo [0, +00).

Intersezioni con gli assi

Dal momento che I’esponente ¢ maggiore di zero, si ha:

S(0)=0, YA>0 (1.202)

Cioe, il grafico 7, passa per l'origine. Piu precisamente, “parte” dall’origine.

Segno

Dal momento che la funzione e definita per x > 0 ed € ivi non negativa, il grafico e
contenuto nel primo quadrante.

Comportamento all’infinito

La funzione e manifestamente infinitesima:

2
li = lim — =
Quindi l'asse = ¢ asintoto orizzontale (a destra).
Derivata prima
Calcolando si trova )
—x
R) = B 2

Riesce
@) =0 2z=2)\

A —x

H(@)>0 —

>0<=0<x <A,
A@)>0 x x>0

cosicché la funzione ¢ strettamente crescente in (0, \) e strettamente decrescente in (\, +00).
Ne segue che x = A ¢ punto di massimo relativo, anzi assoluto.

My (A, A\e™?) (1.203)

Stabiliamo il comportamento della derivata prima in un intorno destro di x = 0. A tale
scopo calcoliamo:

lim f} (z) = lim (Az*e™™ —2¢™) = lim e ® (\a*! — 2?)

z—0t z—0+ z—0+
= lim e™* - lim ()\:L’)‘*l - x’\)
z—0t z—0t

J/

v~

=1 =L


http://www.extrabyte.info/2014/11/27/la-funzione-potenza-di-esponente-reale/
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lim, o+ (25 —2t) =3 —0=+o00, fO<A<1
L=lim (A" —2Y) =< 1, if A=1
o lim, or (A2?! —22) =0, if A>1
Ne segue
+oo, fO< A<
lim fi(z)=4 1, if A=1 (1.204)
w0 0, if A>1

Cioe il grafico “parte” da (0,0) con: 1) tangente verticale se 0 < A < 1; 2) tangente
orizzontale se A > 1; 3) tangente con coefficiente angolare 1, se A = 1, come illustrato in fig.
1.41.

Figura 1.41: Andamento di fy () = 2*¢™ in un intorno destro di z = 0, per diversi valori
del parametro \.

Derivata seconda

Abbiamo:
d
V(z) = . (A te ™ —ate™™)
= A A=1)2M 2™ =AM le ™ — At e fate
_ a:’\e’“””)\ (A=1) —22)\x + 22
x
2 =2+ A(A—1)
(@)= h @) :
Segue
22+ A(A—1
;’(az)>0<:>x ‘%; ( )>0
x
Cioe

:v<3:1:)\—\/X, T> 29 =X+ VA

Bisogna pero tener conto del fatto che la funzione non ¢ definita per x < 0. Infatti, per
0 < A<1lex <0, per cuideve essere verificata solo x > x9. Vediamo che x5 € un flesso
discendente e che il grafico ¢ convesso in (0, x2) e concavo in (3, +00), come vediamo in fig.
1.42.

Per A > 1 & ovviamente z; = A++/X > 0, per cui il grafico & concaco in (0, z1)U (x4, +00).
Quindi abbiamo due punti di flesso:

Fiy ()\ + VA, ()\ + \/X)A 6—Aiﬁ>
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Figura 1.42: Andamento di fy () = 2e % per 0 < A < 1.

come vediamo in fig. 1.43.

Figura 1.43: Andamento di fy (z) = 2*e™® per A > 1.

Per A = 1, abbiamo un solo punto di flesso:

2
visibile nel grafico di fig. 1.44.
Studiamo le intersezioni delle curve per differenti valori del parametro.

e =Ne = 2=0 ORz=1
Cioe le curve della famiglia si interesecano nell’origine e in F (1, %) Sono questi i punti
base della famiglia. Cio puo essere visto applicando il procedimento standard:

F(x,y,\) = e — y = F\(z,y,\) = e lnzx

Dobbiamo risolvere il sistema:

Ap=T _ 5 —
{iéﬂﬁ—(? , eliminiamo e
ylmhr=0«<=y=0 ORzx =1

La prima implica x = 0, mentre la seconda y = e~ !, cio¢ i punti base. Ne concludiamo che

la famiglia assegnata non ammette curva inviluppo. In fig. 1.45 I’andamento di alcune curve
della famiglia, in cui sono visibili i punti base.
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Figura 1.44: Andamento di fy—; (z) = ze ™.

2 4 6 8

Figura 1.45: Esercizio 64.

10

65
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Esercizio 65 Studiare la famiglia di curve piane
o[+ (y—N](@—2)+2=0 (1.205)

Soluzione
Dopo aver definito la funzione

risolviamo il sistema

F(z,y,\) =0 2+ (y—N] (-2 +2=0
{RGzs = {5

La seconda e verificata per x = 2. Pero sostituendo questo valore nella prima, otteniamo
x = 0. D’altra parte la seconda ¢ verificata per y = A. In tal modo la prima diviene

P (r—-2)+r=0<=2=0,1
Iniziamo con x = 1. Immettendo questo valore nella seconda, otteniamo il luogo geometrico
F:xz=1, y=X\

o meglio, una rappresentazione parametrica della retta verticale x = 1. Potrebbe essere
I'inviluppo o una curva discriminante. Verifichiamo calcolando il valore assunto dalle derivate
parziali di F' rispetto alle variabili z,y:

Fm(.fL',y,A):3$2—4$+1+(y—>\)2
Fy(x,y,)\)Z—Q(y—/\)

Risulta
F, (LA X)) =0, F,(z,y,A\) =0

Ne segue che I' ¢ il luogo dei punti singolari delle curve di @, i.e. ¢ la curva discriminante per
tale famiglia. Applicando il procedimento standard per la classificazione dei punti singolari
delle curve piane, scopriamo che il generico punto di I' € un nodo per la curva corrispondente.
Passiamo ora all’altra soluzione x = 0. Si trova facilmente la curva soluzione:

IM:x=0 y=2\

cioe 'asse y. Questa volta le derivate rispetto a z, y, non si annullano, per cui il luogo trovato
e l'inviluppo, come mostrato in fig. 1.46.

Esercizi svolti sull’evoluta di una curva piana
Esercizio 66 Assegnata ellisse:
x =acost, y=bsint, 0<t<2rw (1.206)

Determinare: 1) le coordinate cartesiane del centro di curvatura e il raggio di curvatura in
un generico punto dell’ellisse. 2) L’equazione dell’evoluta.


http://www.extrabyte.info/2020/11/30/classificazione-dei-punti-singolari-delle-curve-piane-punto-doppio-tecnodo-punto-di-osculazione/
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Figura 1.46: Esercizio 65.
Soluzione
Abbiamo dimostrato in precedenza che la curvatura e

s
LA

[”

Ricordiamo che la notazione puntata denota la derivazione rispetto al parametro ¢. Il raggio

di curvatura e
P
ko xAK|

Nel caso di una curva piana:

C . . o 1/2
X AX| = |ty — Zy|, ]x|:(x2—|—y2)/

Ne segue

(& + 42"
[ — 9]

Per quanto riguarda le coordinate cartesiane del centro di curvatura, avevamo detto che

R = (1.207)
rc =x+ Rn,, yc =x+ Rn,
dove ng, n, sono le componenti cartesiane del versore curvatura
n = Rx"

dove l'apice denota la derivazione rispetto al parametro naturale s. Passando da una
rappresentazione all’altra, si trova:

9 | 9 9 | 2
LT+ L To+
$o=$—y...—g./.., ?JC:y—FSB...—Zi. (1.208)
ry — Yy Ty — 1Y
Nel nostro caso ¢
T = —asint, y = bcost

Z = —acost, §j = —bsint
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Segue
(a2 sin? t + b? cos? t) 3/2

ab

R =
mentre

a’sin?t + b% cos®t

ro = acost — bcost -

ab
1
= — (a2 cost — a’sin®t cost — b? cos® t)
a
a? —b?
= cos®t
a

a’sin®t + b? cos®t
ab

1
= 5 (62 sint — a’sin®t — b cos® t sin t)

Yo = bsint — asint -

Per rispondere al secondo quesito, basta applicare la definizione di evoluta di una curva

piana, per cui
ad—b a’ —?
cos’t, y=—

sin® ¢,
a

che & tracciata in 1.47 ove abbiamo considerato a > bv/2.

Figura 1.47: Esercizio 66.

Kokok

In base al teorema 45, la retta tangente all’evoluta +* in un generico punto C, ¢ la
normale all’evolvente v nel punto P tale che C' ¢ centro di curvatura in quel punto. In altri
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termini, la normale a una curva e la tangente alla sua evoluta. Ne consegue che 'evoluta
di una curva v e l'inviluppo delle normali a 7. Questa notevole proprieta dell’evoluta si
traduce in un efficace algoritmo per la determinazione di tale luogo geometrico. Ad esempio,
nel caso dell’esercizio precedente proviamo a scrivere I'equazione della famiglia delle normali
all’ellisse:

r=acost, y=bsint, 0<t<2rx (1.209)

Nel frattempo guardando la fig. 1.48 constatiamo quanto appena asserito e cioe: la normale
all’ellisse ¢ la tangente alla sua evoluta.

Figura 1.48: La normale all’ellisse ¢ la tangente alla sua evoluta.

Per determinare l'equazione della normale all’ellisse procediamo nel seguente modo:
scriviamo 'equazione della tangente in un generico punto, ossia

r—acost y—bsint

—asint  bcost

dopodiché scriviamo l’equazione della retta perpendicolare alla tangente. A tale scopo
osserviamo che una coppia di numeri direttori della tangente e

A= —asint, p=bcost

Dalla geometria analitica sappiamo che una coppia di numeri direttori (N, p’) della retta
perpendicolare deve essere tale che

AN + ' =0

asint
L,
( bcost)

(bcost,asint)

Ad esempio

e una tale coppia. E anche
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per cui 'equazione della normale e

r—acost y—bsint

bcost asint

Abbiamo dunque 'equazione della famiglia di normali a ~:
O F(x,y,t)=0,
avendo definito:
F(z,y,t) =asint (z —acost) —bcost (y — bsint)
A questo punto, componiamo il sistema

F(z,y,t)=0
Fy(z,y,1) =0

le cui soluzioni restituiscono 1’equazione dell’evoluta trovata nell’esercizio precedente. Prima
di concludere, applichiamo il teorema 46 per determinare la lunghezza dell’evoluta (senza
calcolare un fastidioso integrale!). A tale scopo, facciamo riferimento alla fig. 1.49, nonché
alla rappresentazione parametrica dell’evoluta e del raggio di curvatura dell’ellisse, ricavati
dall’esercizio precedente:

a? — b?

v x = cos’t, y=— sin®t
a
R (a?sin®t + b* cos® t) 3/2
B ab
y
B
S X
B

Figura 1.49: Calcoliamo la lunghezza dell’arco di evoluta di estremi A’ e B’.

La retta tangente all’evoluta nel punto A’ & I’asse x, che a sua volta e la normale all’ellisse
nel punto A. In tale punto e t = 0, per cui il raggio di curvatura dell’ellisse e:

bQ

a

Ry
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La retta tangente all’evoluta nel punto B’ ¢ I'asse y, che a sua volta ¢ la normale all’ellisse
nel punto B. In tale punto ¢ ¢ = 7, per cui il raggio di curvatura dell’ellisse ¢:

a2

RB:?

Per il predetto teorema, la lunghezza dell’arco di estremi A’, B’ e

a3 _ b3
ab

Rp— Ra =

Ne consegue che la lunghezza dell’intera evoluta e

a® — b3
L=14
ab
Esercizio 67 Assegnata l'iperbole
22 g
——==1 1.210
— =5 (1.210)

Determinare: 1) le coordinate cartesiane del centro di curvatura e il raggio di curvatura in
un generico punto dell’iperbole. 2) L’equazione dell’evoluta.

Soluzione

E sufficiente riferirsi al ramo tracciato nel semipiano x > 0. Qui I'iperbole ammette la
seguente rappresentazione parametrica:

x =acosht, y=bsinht, —oo<t<+00

Dobbiamo applicare le seguenti formule per il raggio di curvatura e le coordinate del centro
di curvatura:

) .9 1/2
Jr Gt/
|23 — &yl
#8242 32 -2
xczx—y...—‘q{., yc=y+x...—‘1{. (1-211)
ry —xy ry —xy

Nel caso in esame ¢

T = asinht, y=bcosht
Z =acosht, ¢ =bsinht

Segue
(a2 sinh? t + b2 cosh? t) 3/2
ab
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mentre

2sinh®¢ + b? cosh?
xczacosht+bcosht~a S f+ 0 cos

ab
1
= — (oz2 cosht + a®sinh?t cosh ¢ + b? cosh® t)
a
2 b2
¢ + cosh®t
a

2sinh?t + b? cosh? t
yC:bsinht—asinht~a Sy ¥+ 07 €0

ab
1
= i (b2 sinht — a® sinh®t — b2 cosh? ¢ sinh t)
2 b2
= — ¢ ;)L sin®t

Quindi una rappresentazione parametrica dell’evoluta e

2 b2 2 b2
ot cosh® t, y:—a i
a b

T =

sin®t, —oo <t < 400

Entrambe le curve sono tracciate in fig. 1.50.

y
4~

Figura 1.50: Esercizio 67.

Esercizio 68 Trovare l’evoluta della parabola y? = 2px.

72
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Soluzione
Una rappresentazione parametrica della parabola assegnata ¢

r=2pt?, y=2t, —o00o<t<+0o0

Dobbiamo utilizzare le ben note equazioni per calcolare le coordinate del centro di curvatura:

i+ g i 4y
Z’C:CE—Z/...—?{., yc:y+:r;...—?{. (1-212)
ry —xYy ry —xYy
Abbiamo
T =dApt, y=2p
Quindi

To =P (6152 + 1) . yo = —8pt?

Siccome 'evoluta ¢ il luogo dei centri di curvatura, le equazioni appena scritte costituiscono
una rappresentazione parametrica di tale curva. Riscriviamole per chiarezza nella forma
consueta:

x:p(6t2+1), y = —8pt®

Per vedere di quale curva si tratta, eliminiamo il parametro t. Ad esempio, dalla prima

ricaviamo
(@-p)"?

()
che sostituito nella seconda, dopo qualche passaggio:

27py* = 8 (x — p)°

cio¢ una semicubica con cuspide in (p,0), e che interseca la parabola nei punti (4p, i?ﬂp),
come vediamo dalla 1.51.

Teorema 69 L’evoluta di un asteroide é un asteroide di ampiezza doppia, ruotato di /4.

Dimostrazione. Una rappresentazione parametrica di un asteroide di ampiezza a, ¢ data
da
x:acos3t, y:asin3t, 0<t<2m

Dobbiamo determinare le coordinate del centro di curvatura nel punto corrente (z () ,y (t)):

L@ g 2P+
a?c:w—y...—?{., yo=y+x...—g./.. (1.213)
Yy — Y Yy — Y
A tale scopo, calcoliamo le derivate rispetto al parametro ¢:
@ =3a(sin®t —sint), ¢ =3a(cost— cos’t) (1.214)

T =3a (35in3tcost — cost) , U =3a (3COSZtSint — sint)
Sostituendo le (1.214) nelle (1.213) ed eseguendo i dovuti passaggi, si perviene:

xc =acost(2—cos2t), yc = asint(2+ cos2t)
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Zﬁp **************

—Zﬁp **************

Figura 1.51: Esercizio 68.

Quindi una rappresentazione parametrica dell’evoluta e
x=acost(2—cos2t), y=asint(2+cos2t), 0<t<2rm

Per stabilire I'andamento di questa curva, eseguiamo dapprima la sostituzione di parametro
ammissibile, definita dalla funzione:

t=0+"
+ 7

ottenendo

x:i(cosﬁ—siné’)(Q—l—sinQ@), ¢ (cosf —sinf) (2+sin20), 0<60 <27

V2 G
(1.215)

Quindi eseguiamo una rotazione di /4 (in senso anti-orario) degli assi coordinati. In genera-
le, il passaggio dal riferimento cartesiano ortogonale Oxy al riferimento cartesiano ortogonale
O¢&n, ruotato di un angolo ¢, ¢ rappresenato dalla matrice ortogonale:

i i
R = (51 57) (1.216)

dove {i,j} e {i',j'} sono i versori degli assi x,y e &, 7, rispettivamente, i.e. sono due basi
ortonormali distinte di R?. Risulta:

i'“i=cosp, i-j=singp, j-i=—siny, j-j =cosy,
onde '
[ cosp  sing
R(p) = ( _sing cosg ) (1.217)

Il vettore colonna delle nuove coordinate (£,7) &

§\ cosy  sinp x
n ) \ —singp cosy Yy
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Nel caso in esame ¢

rR(T) = %21 ?5 1.218
0-(% %) 12
da cui 1 1

£=E(fc+y), nzﬁ(:ﬁ—y) (1.219)

Tenendo conto delle (1.215), ed eseguendo le dovute semplificazioni, si ottiene:
£ =2acos®h, n=2asin*h, 0<6<2r,

onde I'asserto (1.52). =

2a 2a

Figura 1.52: Teorema 69.

1.3.8 Piani notevoli

In un generico punto x(s) di una curva -, ¢ univocamente definita la terna intrinseca
{7 (s),n(s),b(s)} e tre piani mutuamente ortogonali:

e Piano osculatore:

a:(x—x(s))-b(s)=0 (1.220)
e Piano normale:

i (x—x(s))-7T(s)=0 (1.221)
e Piano rettificante:

" (x—x(s))-n(s)=0 (1.222)

Questi piani notevoli sono disegnati in fig. 1.53.
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b

normal plane

grinding plane

"

o

0

Figura 1.53: Plano osculatore, piano normale e piano rettificante.

1.4 Esercizi svolti

1.4.1 Curve piane

Esercizio 70 Assegnata la curva
viz (2P 4+y®) =297 =0
1. Scrivere l'equazione della tangente in P (1,1).

2. Classificare gli eventuali punti singolari.

Soluzione
Quesito 1
Poniamo

F(x,y) =z (2* +y%) — 2

L’equazione della retta tangente e
F,(L1)(z—1)+F,(1,1)(y—1)=0
Calcoliamo le derivate parziali:
F, (z,y) = 32° +v*, F,(z,y) = 2zy — 4y

Segue
F,(1,1)=4, F,(1,1)=-2
Quindi I'’equazione richiesta:
20 —y—1=0

Quesito 2
I punti singolari risolvono il sistema

76

(1.223)

(1.224)
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che ammette I'unica soluzione (0,0). Tale punto appartiene alla curva assegnata, per cui e
un punto singolare. Per classificarlo dobbiamo calcolare

A = AC — B?,

dove
A=F, (1,1), B:Fw(l,l), C:Fyy(l,l)

A tale scopo determiniamo le derivate parziali seconde:
me (J],y) = 61:7 F:vy (l’,y) = 2y’ Fyy (Z)’J,y) = QZL' - 4)

per cui
A=0,B=0,C=—-4=—A=0

Ne consegue che non possiamo asserire nulla al riguardo, se non disegnando la curva (fig.
(1.54), da cui vediamo che (0,0) ¢ un punto cuspidale.

Figura 1.54: Esercizio 70.

Esercizio 71 Assegnata la curva
yiy (d—y) -2 =0 (1.225)
1. Scrivere l'equazione della tangente in P (\/g, 1).

2. Classificare gli eventuali punti singolari.

Soluzione
Quesito 1
Poniamo

F(z,y) =y’ (4—y) —a? (1.226)

L’equazione della retta tangente e

Fo(vV3,1) (2= v3) + £, (VB1) (y- 1) =0
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Calcoliamo le derivate parziali:
Fz (xay) = —21‘, Fy (l‘,y) = 12y2 - 43/3

Segue

F, (\/3 1) — 23, F, (\/5 1) _3

Quindi ’equazione richiesta:
V3r —dy+1=0

Quesito 2
I punti singolari risolvono il sistema

{Fy(:c,y)ZO <:>{ ¥ (3—-y)=0

che ammette le soluzioni (0,0), (0,3), di cui solo la prima ¢ un punto della curva. Per
classificare tale singolaritta dobbiamo calcolare

A= AC - B

dove

A=F,, <\/§1) B=F, (\/§1> C=F, <\/§1>
A tale scopo determiniamo le derivate parziali seconde:
Frop (2,y) = =2, Fyy (,y) = 24y — 12¢°, Fy, (2,y) =0,

per cui

A=-2 B=0,C=0=A=0

Ne consegue che non possiamo asserire nulla al riguardo, se non disegnando la curva (fig.
(1.55), da cui vediamo che (0,0) ¢ un punto cuspidale.

-1t

Figura 1.55: Esercizio 71.
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Esercizio 72 Assegnata la curva
vixe +ysin(z—1)—2z—4y+1=0 (1.227)
1. Scrivere l'equazione della tangente in P (1,0).

2. Classificare gli eventuali punti singolari.

Soluzione
Quesito 1
Poniamo
F(z,y) =ze'+ysin(z —1) — 2z — 4y + 1 (1.228)

L’equazione della retta tangente e
F,(1,0)(z—1)+ F,(1,0)y =0
Calcoliamo le derivate parziali:
F,(x,y)=¢e"+ycos(z—1)—2, F,(r,y) =xe’ +sin(x —1)—4
Segue
F,(1,0)=-1, F,(1,0)= -3
Quindi I'equazione richiesta:
r+3y—1=0
Quesito 2
I punti singolari risolvono il sistema

F,(z,y)=0 eV +ycos(xr—1)—2=0
{ = <:>{xey—l—sin(:)c—l)—4:0

di non facile soluzione. In generale, il sistema di equazioni

{ F.(z,y)=0
Fy([E,y) :O

non ¢ facile da risolvere. Ricordiamo che tale sistema restituisce gli zeri del gradiente di
F (x,y). Infatti, dall’Analisi vettoriale sappiamo che a un campo scalare F (z,y) possiamo
associare il campo vettoriale <gradientes:

grad F =VF =F, (z,y)i+ F,(z,9) ]
Alternativamente, il predetto sistema risolve I'intersezione delle superfici
z:Fx(x,y), Z:Fy(:pay)a

per cui ci aspettiamo che tale intersezione sia una curva I'. Tuttavia, a noi interessano gli
zeri del gradiente appartenenti alla curva assegnata. Ne segue che il sistema da risolvere ¢
in realta:

F(z,y)=0
F,(z,y)=0
Fy(l',y) :0


http://www.extrabyte.info/2019/12/02/appunti-di-analisi-vettoriale-con-esercizi-svolti/
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10+

Figura 1.56: Esercizio 72.

y
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-10 r 10 20 30
Sl
10}
15l

Figura 1.57: Esercizio 72.
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che nel caso di funzioni troppo “complicate” puo essere risolto con un software del tipo
Mathematica, tracciando le curve di livello delle singole funzioni per poi studiarne l'interse-
zione. Nel caso in esame, abbiamo ’andamento riportato in fig. 1.56, dove i singoli colori
si riferiscono alla curva di livello 0 di singola funzione. Da qui vediamo che non esistono
intersezioni. Ne concludiamo che la curva assegnata non ha punti singolari. Uno dei rami e
tracciato in fig. 1.57.

Esercizio 73 Assegnata la curva
vixsiny+ze? —2=0 (1.229)
1. Scrivere l'equazione della tangente in P (2,0).

2. Classificare gli eventuali punti singolari.

Soluzione
Quesito 1
Poniamo
F(z,y) =zsiny + xe’ — 2 (1.230)

L’equazione della retta tangente e
F,(2,0)(z—2)+ F,(2,0)y=0
Calcoliamo le derivate parziali:
F,(x,y) =ycosz+ €Y, F,(x,y)=sinx+ ze’

Segue
F,(2,0)=1, F,(2,0)=2+sin2

Quindi ’equazione richiesta:
r+ (2+sin2)y—2=0

Quesito 2
I punti singolari risolvono il sistema

F,(x,y)=0 PN ycosx +eY =0
F,(z,y)=0 sinx + ze? =0

che ¢ privo di soluzioni, per cui la curva e regolare. In fig. 1.58 e tracciato 'andamento della
curva. Si noti che abbiamo disegnato con Mathematica, le curve di livello della funzione
F (x,y), e la curva assegnata ¢ la curva di livello 0.

Esercizio 74 Assegnata la curva

y ow m
earctan Y — Tev 1+ 6T _ 0 1.231
7 :earctan = — Je +e4 ( )

1. Scrivere 'equazione della tangente in P (—1,—1).

2. Classificare gli eventuali punti singolari.


http://www.extrabyte.info/2017/11/20/handbook-di-esercizi-sulle-curve-di-livello/
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Figura 1.58: Esercizio 73.

Soluzione
Quesito 1
Poniamo
F(z,y) = earctan% — ge’”y + eg (1.232)

L’equazione della retta tangente e
F,(-1,-1)(z+1)+F,(-1,-1)(y+1)=0

Calcoliamo le derivate parziali:

0 0
F,(z,y)=e- Ep (arctan %) - g(?_x (e™)
Y T
:e.(_l)xQ—ky? 2yey
x4+ y? 2Y
0 0
F,(z,y)=e ay (arctan —) - ga—y (™)
ex L
= —xe
2 +y?r 2

Segue
e e
Fx(_lv_l) = 5(7T+1)7 Fy(_lv_l) = 5(7‘-_1)
Quindi ’equazione richiesta:
(r+Dz+(r—1y+2r=0

Quesito 2
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I punti singolari risolvono il sistema

(Benss —{Frho

F, (,y) =0 xzefr/yz - %yexy =

Si noti che la funzione F'(z,y) non e definita sull’asse y, mentre le derivate parziali F,, F,
sono ivi definite con esclusione dell’origine (0,0). Ne segue che dobbiamo escludere dalle
eventuali soluzioni i punti dell’asse y. Risolvendo con Mathematica otteniamo i seguenti

punti singolari:
2
Py <i,/—e,o>
s

A = AC — B?

[2 /2 /2
A = mef <:|: _67()) ) B = ny (Zl: _6,O> y C - Fyy (:l: —670)
m ™ ™

A tale scopo determiniamo le derivate parziali seconde:

Per classificarli dobbiamo valutare

dove

2exy T 5
Fa::c X, = T -9 5 ea:y
(z,y) 1 2V
12 + y2 B 2y2 T
2 _ .2
—e 7T Ty
_6(x2+y2)2 5e (1+zy)
2exy T o
F,(v,y) = ———""—5 — —ax"e"
wy (7, 9) (x2+y2)2 9

Segue
A=0, B=—-m, O =—=A=—71 <0,

per cui i predetti punti sono nodi. Sfortunatamente non & possibile tracciare la curva via
software. Ne possiamo avere un’idea da come il grafico z = F'(z,y) interseca il piano z = 0

(fig. 1.59).

Esercizio 75 Deteminare la curvatura della cicloide:

x=a(t—sint)i+a(l—cost)j, (a>0) (1.233)
Soluzione
La curvatura e L
A\
k(t) = |X| : |3X| (1.234)
x

Calcoliamo
x=a(l—cost)it+a(sint)j, x=a(sint)i+ a(cost)j


http://www.extrabyte.info/2017/10/20/guida-a-mathematica-aggiornamento-cumulativo/
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1.0 -1.0

Figura 1.59: Esercizio 74.

per cui
i j k
%xA%=]|a(l—cost) asint 0 |=a*(l—cost)k
asint acost 0

= X A %X| = a*V/1 — cost
[%I* = [a® (1 = cost)® + a®sin® ¢] W2 g3 (1= cost)*?

Segue

a? (1 — cost)"/? 1
k(t) = 3/2 .3 32 3/2 1/2
23/2a3 (1 — cost) 23/2q, (1 — cost)
Cioe
1

4a|sin%‘

k(t)
La cicloide e disegnata in fig. 1.60.

y

n 2 3 4n

Figura 1.60: Esercizio 75.

Esercizio 76 Determinare la curvatura e la torsione dell’elica circolare cilindrica:

x=Rcosp, y=Rsing, z=XAp, ¢ € (—00,+x)

dove R, \ > 0 sono parametri assegnati.

84

(1.235)

(1.236)
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Soluzione
Come ¢ noto, la grandezza A > 0 ¢ il passo dell’elica (7). Infatti, comunque prendiamo
@o € (—00,+00) il punto corrispondente &

Py (rg = Rcos po, yo = Rsin g, 20 = Apo)
Per g + 27 il punto e
Fy (wg = Reos o, yp = Rsinpg, 25 = A (o + 2))
per cui le coordinate x,y sono invariate mentre
zo =20+ 21\ = Az =27\

che giustifica la predetta denominazione.
Ciod premesso, introduciamo un sistema di ascisse curvilinee di origine Q (R,0,0) (fig.
1.61). Orientando v nel verso delle ¢ crescenti:
_|dx

dz \? dy 2 5 2 5 o
I i - - s — : A2
i iz \/(dgp) +(d(p) \/R sin“ ¢ + R? cos? ¢ +

= VR?+ \?

ds

onde:

)
s(p)=VR?+ )\2/ do' =V R?+ Ny (1.237)

z
A
P E——
< '
n P
9 >y
0
X

Figura 1.61: Esercizio 76.

Ne segue la rappresentazione naturale di v:

S S SA
x(s) = Reos [ ——— )i+ Rsin [ ——— ) j+ -2k 1.238
(=) < R2+)\2) (\/R2+>\2>J NizEwe (1.238)
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Quindi il versore tangente:
dx 1 5 5
T(§)=—=——==|—Rsin| ———= )i+ Rcos | ————=)j+ Xk 1.239
(s) ds  R?+ N2 { ( R2+A2> (\/R2+A2)J 1 ( )

A questo punto calcoliamo la curvatura:

La derivata del versore tangente e

dr R S S
e — i — ] 1.24
s (e {cos ( (Y )\2> i+ sin < (Y )\2) J:| (1.240)

per cui
R
Per calcolare la torsione x (s) utilizziamo la terza formula di Frenet:
db
7o =X (s)n(s) (1.242)

I versore normale principale n (s) & il versore di 2, quindi dalla (1.240):

S . . S .
n(s)=—cos| ———=|i—sin|—1,]j
0= (Jrs) i (7Frs)
Dobbiamo ora determinare il versore binormale b (s). Sfruttiamo I'ortonormalita della terna
intrinseca, cosicché

i j k
b(s)=7(s)An(s)=|7 7 T (1.243)
Ny Ny Ny

Segue
db(s) _ ! A Ccos i i+ A cos [ ——— ) j
Is VR ViR \VEix) VEix \VREEix)!

A
= e

onde \
= 1.244
X (s) Y ( )

Esercizio 77 (Tratto da [1]. La soluzione é nostra)
Show that the rappresentation

t
x =1+ cost, y =sint, ZZQSini, t € [—2m, 27| (1.245)

is reqular and lies on the sphere of radius 2 about the origin and the cylinder (x — 1)2—|—y2 =1
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Soluzione
Quesito 1
Posto x (t) =z (t)i+y(t)j+ 2z (t)k, si ha

x (t) € C* ([—2m, 27]) i.e. analitica

x () = (—sint)i+ (cost) j + (cos%) k0

da cui la regolarita della rappresentazione e quindi della curva v : x = z ().
Quesito 2
In generale, una curva

vyix=x(t), y=y(t), z=2(t), t € [a,b]
e tracciata su una superficie S : f (z,y,2) = 0 se
fa(t),y(t),z(t) =0, vt € [a,b]
Nel nostro caso abbiamo la sfera
Sy +22=2
Verifichiamo se la curva assegnata ¢ tracciata su S:

t
(1) 4y ) + 2 (1) =1+2cost + cos’t + sin’ £ + 4 sin’ 5 (1.246)
—_———
Dalle formule di bisezione

cosicché la (1.246) restituisce
z(t)’+y )’ +2(t)° =2+ 2cost +2—2cost =4,
quindi v e tracciata su S. Ripetiamo il procedimento per il cilindro:
C:(z—17+y>=1

Precisamente, il cilindro circolare retto di base la circonferenza del piano coordinato xy di
centro (1,0,0) e raggio 1. Segue

(z(t) —1)*+y(t)> = (1 +cost —1)* +sin’t = 1,

quindi ~ e tracciata su C, ovvero e I'intersezione di tali superfici. Alcune perplessita su come
viene tracciata la curva nel testo citato. In fig. 1.62 riportiamo la pagina dello svolgimento,
mentre in fig. 1.63 e riportata la curva tracciata con Mathematica, da cui vediamo che
somiglia a una “curva a otto” sulla sfera. Ne consegue 'esistenza di punti multipli, dovuta
alla non iniettivita dell’applicazione x (t). Ad esempio, il punto (2,0,0) ¢ individuato dai
valori del parametro ¢t = 0, 2.
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Figura 1.62: Esercizio 77.

Figura 1.63: Esercizio 77.

88
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Esercizio 78 (Tratto da [1]. La soluzione é nostra)

The equation of the cissoid of Diocles in polar coordinates is

r = 2sin ¢ tan p, —g << g (1.247)

Sketch the curve and find a parametric representation in rectangular coordinates.
Soluzione

E preferibile passare alle coordinate cartesiane x = rcosp, y = rsing, ottenendo la
seguente rappresentazione parametrica ove il parametro e I’anomalia ¢

z (@) = 2sin? ¢, y (p) = 2sin® p tan o, —g <p< g (1.248)

Riesce
lim y(p) =+o0, lim z(p)=-2,

™ — ™ —
g =3

per cui la retta x = 2 ¢ asintoto verticale a sinistra, tenendo poi presente che la curva e
manifestamente simmetrica rispetto all’asse x. Per disegnare la curva conviene passare alla
rappresentazione cartesiana. Eliminando il parametro ¢ tra le (1.248)

Y=7 U

dove v, 1y = fi(z), %2 :y=—fi(z) con

X

filz)==z 5 & (1.249)
Eseguiamo uno studio di questa funzione. L’insieme di definizione e tale che
x
>0
2—zx
cioe X = [0,2), riuscendo f; () >0, Vo € X . In particolare:
f1(0)=0, lim f;(z)=+o0 (1.250)
T—27

Calcoliamo la derivata prima:

HOENE

fi1(0)=0
cosicché ~; parte da (0,0) con tangente orizzontale. Dal momento che v = ~; U 75 il punto
(0,0) € in realta un punto singolare. La curva ¢ disegnata in fig. 7
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Esercizio 79 (Tratto da [1]. La soluzione é nostra)

Introdurre il parametro t = 2sin ¢ nella cissoide (es. 78)

s s
r = 2sin®p, y = 2sin® ptangp, 5 <¥<j3 (1.251)
e trovarei primi due termint non nulli dello sviluppo in serie di potenze di x ey in un intorno

del punto singolare t = 0.

Soluzione
In (—%,%) la funzione ¢ (p) = 2siny & invertibile, per cui definisce una sostituzione di

parametro ammissibile. Precisamente, dal momento che ¢ (¢) & strettamente crescente nel
predetto intervallo, si ha:

T T
<< = —2<t <2
2 2
Eseguendo la sostituzione otteniamo la nuova rappresentazione:
12 t3

2 o0/4 — 12’

Per rispondere al secondo quesito, dobbiamo svilppare y () in serie di potenze intorno a
t = 0. A tale scopo sviluppiamo la funzione

n(t)=(4—)""
Cioe ' ,
n () =n(0)+ﬂ7‘7(0)t+5ﬁ(0)t2+...

Calcoliamo i singoli termini:

1
0)=4"12="=
1 (0) 5

Per gli altri termini dobbiamo valutare la derivata prima e seconda

e =t (1= =i =0

i) =(4—2) 7 432 (4—12) " =i (0) = 0

per cui

1 1
)= =+ —t>+ ...
n (t) 5t gt t

Quindi lo sviluppo di Taylor di y (¢) di punto iniziale t = 0 ¢

Dalla x = % ricaviamo t = v/2x per sostituirlo nella precedente. Otteniamo cosi lo sviluppo
di Taylor di y (x) in un intorno destro di z = 0:

3 5 3/2
y (o) o~ —2 gtz 20

e ol z € (0,0) (1.252)
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Esercizio 80 (Tratto da [1]. La soluzione é nostra)

Show that

02
241
s an allowable change of parameter on 0 < 8 < 400 and takes the interval 0 < 6 < 400 on

to 0 <t <1.
Mostrare che

t (1.253)

92
RS
e una sostituzione di parametro ammissibile definita su 0 < 8 < +o00 e che fa corrispondere
all’intervallo 0 < 6 < 400 l'intervallo 0 <t < 1.

t (1.254)

Soluzione
La funzione ¢ () verifica le condizioni di regolarita affinché sia una sostituzione di para-
metro. Dobbiamo ora far vedere che % # 0. Calcoliamo

2 241)—-6%-2 2
dt 200 FD-07-20 2 g e (0, +00)
d 6+ 1) 6 +1)

Segue che la (1.254) ¢ una sostituzione di parametro ammissibile. Risulta

t(0)=0, lim t(6)=1

—+o00

E dal momento che la funzione ¢ () ¢ strettamente crescente, si ha
0<f<too=0<t<1

come vediamo dalla fig. 1.64.

Figura 1.64: Esercizio (80).

Esercizio 81 (Tratto da [1]. La soluzione é nostra)

Testo in inglese:
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Introduce

t = tan% (1.255)

as a parameter algon the circle v = Rcosp, y = Rsingp, —m < <.
Assegnata la sequente rappresentazione parametrica della circonferenza di centro (0,0) e
raggio R
x=Rcosyp, y=Rsinp, —m<p <,

esequire la sostituzione di parametro ammissibile

t = tan% (1.256)
Soluzione
Innanzitutto osserviamo che
T o T
<l p< T " —< - < -—-= —-1<t<1
T=YsT 4 — 4 — 4 - =

Dobbiamo esprimere cos ¢ e sin ¢ in termini di tan £. A tale scopo ci serviamo delle formule
di bisezione: 1 ]
COS2§ =3 (1 4+ cosep), sin2§ =3 (1 —cosyp)

s 1 1+ cosy .o 1 1+ cosy
L Y el L O Y e i
cos4 2<+ 5 ,sm4 5 5

Quadrando e sommando

Quindi

1P 4%0_1

cos” + sin 1= 1 (34 cosp) (1.257)
Dalle relazioni
cos® o = 1 sin® o = tan® o
tanZa+ 1’ ~ tan?a+ 1
seguono
1 tt
cos4£ =—7, sin4£ =—"7
4 (2+1) 4 (2+1)

Sommando e tenendo conto della (1.257):

5 4[ Lo }
COS = —
v ©@+1° (211

Sviluppando e semplificando:
—t' + 6t — 1

COS =
Tty

sin ¢ in funzione di ¢ si ricava da

—t + 6t —1]°
sin@:\/l—cos2cp:\/1— {+—}

(£ +1)°

Eseguendo i dovuti passaggi
4t (1 —t%)

sinp = ————~
TN
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Finalmente la rappresentazione parametrica richiesta:

—t* 4+ 6t—1 t(1—¢t2
popotr6t-t gt =t

—, —, —1<t<1 (1.258)
(t2+1) (t2+1)

Esercizio 82 (Tratto da [1]. La soluzione é nostra)

Determinare una rappresentazione parametrica della curva intersezione del cilindro x* +
y? =1 con il piano v +y + 2z = 1 che non comporti l'uso di radicali.

Soluzione
Se v e la curva intersezione:

|l r4+y+z=1
da cui

v f(y,2)=0
dove

2
flyz)=1-y—2)+y —1
In questo modo abbiamo trovato una rappresentazione implicita dove non compaiono radicali.

Tuttavia 'esercizio chiede una rappresentazione parametrica. A tale scopo scriviamo una
rappresentazione parametrica del cilindro:

xr =sint, y = cost, t € [0,2n]

Dal momento che ~ ¢ tracciata sul piano z +y + z = 1, deve essere z = 1 —sint — cost. Ne
concludiamo che la rappresentazione richiesta e

xr =sint, y =cost, z=1—sint—cost, t e [0,2n]
La curva ¢ disegnata in fig. 1.65.

Esercizio 83 (Tratto da [1]. La soluzione é nostra)

Calcolare la lunghezza dell’arco di curva

x (t) = 3 (cosh2t)i+ 3 (sinh 2t) j + 6tk, ¢ € [0,7] (1.259)

l:/ow|>'<(t)|dt

% (t) = 6 (sinh 2¢) i+ 6 (cosh 2t) j + 6k
= |%x(t)| = 6/sinh® 2¢ + cosh? 2¢ + 1

Soluzione

Calcoliamo la derivata

Dalla relazione fondamentale cosh? 2¢ — sinh? 2t = 1

% (t)| = 6V/2sinh?® 2t + 2 = 6\/2 (sinh®2¢ + 1) = 6V 2 cosh? 2 = 6v/2 cosh 2t
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Figura 1.65: Esercizio 82.

In tal modo l'integrale ¢ immediato:
[ = 3\/5/ cosh 2td (2t) = 3v/2 sinh 2t[.=7
0
Cioe
I = 3v/2sinh (27)
La curva e disegnata in fig. 1.66.

Esercizio 84 (Tratto da [1]. La soluzione é nostra)

Determinare la rappresentazione naturale della curva
x (t) = (et cos t) i+ (et sint)j +e'k, t€ (—oo,+00) (1.260)

Soluzione

Dobbiamo istituire sulla curva v un sistema di ascisse curvilinee. Orientando la curva nel
verso delle t crescenti e assumendo come origine degli archi il punto corrispondente a t = 0,
si ha:

5 (1) = /t % ()] dt (1.261)
Calcoliamo la derivata i
x (t) = €' (cost —sint)i+ e’ (sint + cost)j+ e'k
Quindi

% (t)| = \/€2t (cost — sin t)2 + €2 (sint + cos t)2 4+ 2t

= et\/cos%—QSintcost+sin2t+sin2t+2sintcost—|—c032t—|— 1

—_= \/get
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Figura 1.66: Esercizio 83.

11 calcolo dell'integrale (1.261) & immediato

/:t

¢
s(t) = \/5/ e'dt = /3 e
0

t
t'=0

che verifica le condizioni agli estremi

lim s(t)=—v3, lim s(t) =400

t——o00 t—+00
ed ¢ plottata in fig. 1.67.
40,
a0l
20l

10

Figura 1.67: Esercizio 84. Digramma cartesiano della funzione s (¢) (ascissa curvilinea). Per
t variabile da —oo a +00., il parametro naturale s varia monotonamente da —V/3 a +o0.

A questo punto dobbiamo trovare I'inversa della funzione s (t):

t(s) = In (1 + %) (1.262)
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e quindi esprimere le componenti cartesiane della funzione vettoriale x (¢) attraverso la

(1.262). Otteniamo le funzioni composte:

z(t(s)) = (1 + %) €os {1“ (1 i %)}
y(t(s) = (1 + %) s {m (1 " %ﬂ
20 = (14 %)

Finalmente la rappresentazione naturale
x (t(s)) = X (s) = (1 T i) [m (1 i _)} i+ (1 T i) sin [m (1 N _)} i+
B V3 V3 V3 V3l
s
+ (1 + ﬁ) k, se <—\/§, +oo>

La curva e disegnata in fig. 1.68.

Figura 1.68: Esercizio 84.

Esercizio 85 (Tratto da [1]. La soluzione é nostra)

Mostrare che
1 .1 5\ "',
X(s):§(5+ V32+1>1+§<S+ 52‘|‘1> J‘l’ (1263)
2
+—\g_ln(s+\/82+1>k

¢ una rappresentazione naturale
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Soluzione
Dobbiamo mostrare che |x'(s)| =1, Vs. A differenza della soluzione proposta nel testo
citato, noi utilizzeremo le funzioni iperboliche inverse:

arcsinh (s) = In (s +Vs? + 1) : (1.264)

per cui le funzioni componenti sono

1 . 1 . 1
T (8) _ §earcsmh(8)7 Y (S) — 567 aurcsmh(s)7 z (8) = E arcsin h (3) (1265)
Derivando:
arcsin h(s) —arcsin h(s) 1
(s = ey (s) = — e Y (s) = (1.266)

21 + 52

Quadrando e sommando:

21+ 52’ 2(1+ s2)

p2arcsin h(s) + p—2arcsin h(s) +92

() + o (s +2(s) = N (1.267)
Per esplicitare il numeratore a secondo membro, eseguiamo il cambio di variabile:
¢ = arcsinh (s), (1.268)
per cui il predetto numeratore diviene:
e* e %42 (1.269)

D’altra parte
cosh (2€) = cosh® ¢ 4 sinh® ¢ = 1 + 2sinh*¢
——

14sinh? ¢
= 1 + 2[sinh (arcsinh (s))]* = 1 + 2s?,
che sostituita nella (1.269):
X e 42=4(1+5"),
cosicché la (1.267) si riscrive:

o 4(1+s%)

2 ()2 + ¢ (s)P + 2 (s) )]

=1= |x(9)| =1,
onde la rappresentazione parametrica (1.263) e la rappresentazione naturale della curva

assegnata.

Esercizio 86 (Tratto da [1]. La soluzione é nostra)

Trovare una rappresentazione della curva intersezione dei cilindri:
Ci:2%=um Co:iyP=1-x (1.270)

che non coinvolga radicali.
Testo orginale: Find a representation of the intersection of the cylinders (1.270) that
does not involve radicals.
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Figura 1.69: Esercizio 86. Cilindro parabolico C; : 2% = x.

Soluzione

Dall’equazione di C; vediamo che 0 < x < 400, mentre —oo < y < 4+o00. Dalla geometria
analitica sappiamo che si tratta di un cilindro parabolico. Piu precisamente, ’asse del cilindro
e l'asse y, le generatrici appartengono a un fascio di rette parallele al predetto asse, e la
direttrice ¢ la parabola del piano coordinato zz di equazione 2% = z (fig. 1.69) .

Alla stessa maniera, vediamo che C, & un cilindro parabolico di asse z e direttrice y? =
1 —z. (fig. 1.70) .

Cio premesso, 'intersezione ~ ¢ data dal sistema di equazioni:

{ s= (1.271)

Y =1—x
Eliminando x tra queste equazioni, si trova:
y2 4 22 — 1,

che potrebbe farci credere y=circonferenza del piano coordinato yz di centro l'origine e raggio
1. Cio e falso, perché implicherebbe z = 0, mentre dalla prima delle (1.271) vediamo che
x = 22 > 0. Possiamo comunque rappresentare parametricamente tale luogo. La scelta pitl
ovvia del parametro e tale che

y=sint, z=cost, te|0,2n]
Dal momento che x = 22 si ha finalmente
vix = cos2t, y =sint, z=cost, t€[0,2n]

plottata in fig. 1.71.
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Figura 1.70: Esercizio 86. Cilindro parabolico Cs : y

=1-=.

99
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Figura 1.71: Esercizio 86. Intersezione di C; e C,.

Esercizio 87 (Tratto da [1]. La soluzione é nostra)
Mostrare che 0 = 3t° 4+ 10t3 + 15t + 1 ¢ una rappresentazione di parametro ammissibile
per ogni t.

Soluzione
La funzione 6 (¢) ¢ un polinomio per cui sono verificate le condizioni di regolarita. La
derivata prima e

6 (t) = 15t* + 3062 + 15 = 15 (2 + 1)°,

ed ¢ manifestamente 6 () # 0, per cui la funzione assegnata ¢ una sostituzione di parametro
ammissibile.

Esercizio 88 (Tratto da [1]. La soluzione é nostra)

Determinare la lunghezza dell’arco di curva:

x (t) = (e'cost) i+ (e'sint) j+e'k, te[0,7] (1.272)

l:/ow|5<(t)|dt

% (t)] = V/3¢€!

Soluzione
La lunghezza ¢

Dall’esercizio 84:

per cui
l:\/g/ etdt = V3 (e" — 1)
0

La curva e plottata in fig. 1.72.
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Figura 1.72: Esercizio 88.

Esercizio 89 (Tratto da [1]. La soluzione é nostra)

Mostrare che

X =ti+ (sint)j+e'k, t€ (—o0,+00) (1.273)
x = (Int)i+sin(lnt)j+tk, te (0,400)

sono due rappresentaziont parametriche della stessa curva orientata.

Soluzione
La funzione 6 (t) = €', Vt € (—o0, +00) & una sostituzione di parametro ammissibile, per
cui
x = (Inf)i+sin(lndh)j+ 0k, 6 € (0,+00)

e una rappresentazione parametrica della stessa curva. Dal momento che il parametro ¢ una
variabile muta, la precedente si riscrive:

x = (Int)i+sin(lnt)j+tk, te (0,+00)
La curva e plottata in fig.1.73.

Esercizio 90 Determinare il versore tangente, il versore normale e la curvatura della se-
guente curva piana:

1
x(t) =t + gf"j, t € (—o0,+00) (1.274)

orientata nel verso delle t crescenti.

Soluzione
Un vettore tangente alla curva e

% (t) =1+ t% (1.275)



CAPITOLO 1. RICHIAMI DI GEOMETRIA DIFFERENZIALE

Figura 1.73: Esercizio 89.

Il versore tangente ¢ dunque

La curvatura e k (s) = ‘fl—g‘ per cui calcoliamo dapprima

dr B dr dt

ds — dt ds

Siccome la curva e orientata nel verso delle ¢ crescenti:

$(t) = +[%(1)]
Dalla (1.275):
. dt 1

Calcoliamo il primo termine a secondo membro della (1.277):

dr d —1/2] . d t? .
o (144 -
di {dt< +t) ]1+{dt\/—1+t4b

Eseguendo le operazioni di derivazione, si ha:

dr 2t ..
T i)
(1+14)°

Finalmente

dr [ 2t
ds (14 t4)°
dr
ds

(—t% +j)}
[z

+t4)

t=t(s)

k(s) =

t=t(s)

102

(1.276)

(1.277)

(1.278)

(1.279)
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A questo punto ¢ conveniente lavorare sul parametro ¢ anziché s, per cui la curvatura si

scrive: o
k(t)= —2\/1—1—154 (1.280)
(1+1t4)

Il versore normale principale

dr 1 ( 24 )
n=wvers| — = —U'1
ds 1+t !

Notiamo che tale espressione e inesatta per t < 0. Innanzitutto osserviamo che la curva in
questione in rappresentazione cartesiana si scrive:

o
Yy = 3 )
giacché © =t. Ne consegue
t2
Ny = — <0, Vt#0 1.281
VIt ’ ( )
Ny = >0, VteR

come illustrato in fig. 1.74.

1
V14t
¥
0
10

-10

Figura 1.74: Esercizio 90.

Ma per quanto stabilito nel paragrafo 1.1.5, comunque prendiamo un punto P € -, in
un intorno di tale punto il versore n & tracciato nel sempiano contenente ’arco di curva
relativo al predetto intorno. Cio invece non accade come possiamo vedere nella fig. 1.74 (per
r =1t <0). Il verso “sbhagliato” del versore normale ¢ dovuto al fatto che avremmo dovuto
esplicitare la funzione ¢ (s) in modo da esprimere il tutto in funzione dell’ascissa curvilinea.
Infatti dalla (1.280) risulta k (t) < 0 per ¢ < 0, mentre per definizione ¢

dr

k(t) = o >0, Vt

L’errore viene rimosso, scrivendo

k<t>:{ 28 T+ 1%, set+0

|t (1-+24)*

, glacché abbiamo un flesso per ¢t =0 (1.282)
0,set=0
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Ne consegue la giusta orientazione del versore normale

t 420 .
n(t) = .‘t'“““( i+, sei#0 (1.283)
J,set=0

come illustrato in fig. 1.75.

-10

Figura 1.75: Esercizio 90.

Esercizio 91 Studiare la curva:

tite ?k, t<0
x(t)=4 0, t=0 (1.284)
Hite#j, t>0

Soluzione
Dobbiamo studiare le singole componenti cartesiane della funzione vettoriale x ().

z(t)=t, te(—o0,+00) (1.285)

0, t<0 e <0
t) = 1 t) = ’ 1.286
ORI U R S R (1.256)

Le y (t), z (t) potrebbero essere patologiche in ¢t = 0. Tuttavia

1
li t)= lime 2 =07
ARy = e =0

per cui y (t) & continua in ¢t = 0. Vediamo la derivata prima:

() 0, t<0
yt: _ 1
2, >0

Si calcola facilmente (per confronto tra infiniti dopo aver posto & = t71)

e 2

lim =0
t0+ 13
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Ne segue che  (t) € continua in ¢ = 0. Derivando successivamente si trova la continuita delle
derivate di ordine comunque elevato. Ne consegue che y (¢) ¢ di classe C*. Il procedimento
puo essere ripetuto per la funzione z (t) che in tal modo risulta essere di classe C*°. Tuttavia
queste funzioni non sono analitiche. Infatti, in un intorno di £ = 0 non sono sviluppabili in
serie di Taylor in quanto in quel punto le derivate sono tutte nulle. Per avere un’idea del-
I'andamento della curva ¢ istruttivo graficare le componenti cartesiane y (t) , z (t), ottenendo
i grafici di figg. 1.76-1.77.

Figura 1.76: Esercizio 91. Andamento della funzione y (t).

Figura 1.77: Esercizio 91. Andamento della funzione z (t).

Si noti che nelle figg. 1.76-1.77 compare = come variabile indipendente, giacché nella
rappresentazione parametrica ¢ © = t, Vt € (—o0,+00). In tal modo ¢ facile intuire ’anda-
mento della curva. Per x > 0 la curva ¢ tracciata nel piano coordinato xy, mentre per x < 0
¢ tracciata nel piano zz, come illustrato in fig. 1.78

Esercizio 92 Determinare la curvatura e il versore normale principale per la curva dell’e-
sercizio precedente.

Soluzione
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Figura 1.78: Esercizio 91.

Ricordiamo che la curva in questione non ¢ analitica, ma ¢ comunque di classe C*°.

fite ik, t<0
x(t)={ 0, t=0 (1.287)
fit+e #j, t>0

La derivata di questa funzione vettoriale definisce, come ¢ noto, un vettore tangente alla

curva. Abbiamo )
X i+ 2e 2k, t<0
JUER (1.288)
i+ 5e 2, t>0
Studiamone il comportamento in un intorno di t = 0.
1

e 2 .
=1

limx (t) = i+ 2klim

t—0 t—0 13

=0

onde t = 0 e un punto di discontinuita eliminabile. Segue la funzione vettoriale continua in
(—o0, +00):
i+2e 7k, t<0
x(t)=< 1, t=0 (1.289)
i+ t%e_t% j, t>0
Quindi il vettore tangente alla curva varia con continuita. E cio vale ovviamente per il
versore tangente
. 1
ﬁ(l-l—t%e t2k>, t<0
T(t) = = =< i, t=0 (1.290)
. _a.
%(th%e t23>, t>0
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def | . 4 7%
f@) = X<t>|:”1+t_6€ t (1.291)

dr (s) dr(s) drdt

ds |’ ds — dtds
Dobbiamo quindi derivare la funzione (1.290). Conviene derivare le singole componenti
cartesiane, giacché

essendo

La curvatura di v e

k(s) = (1.202)

dr dr,,  dr,, dr,

D P ] 1.2
@ a A T w (1.293)
Derivando la componente 7,
4 2 —%
dre _ T <3+ € f2> , set#0 (1.294)
dt 0, set=0

Tuttavia, i calcoli sono molto laboriosi per cui e preferibile utilizzare un software del tipo
Mathematica. Ad esempio, per la curvatura k (t) otteniamo I’andamento plottato in fig.
1.79, in cui vediamo che la curvatura si annulla identicamente in un intorno di ¢ = 0.

k
2.5;
2.0f
15)

1.0p

Figura 1.79: Esercizio 92.

Con Mathematica ¢ possibile calcolare il versore normale n (t), anche se in questo caso
restituisce il risultato
limn(t) =k, limn(t) =]

t—0— t—0t

per cui il predetto versore non tende ad alcuna posizione limite per ¢ — 0. Cio e visibile
dall’andamento della curva disegnaata in fig. 1.80. L’impossibilita di definire il versore
normale in ¢ = 0 discende dalla non analiticita della curva.
Esercizio 93 Assegnata l’elica cilindrica:

1 1 . 1
X = —=CO0S Y, = =81y, z2=—7=0,
8 NG v,y ) 2 \/§<P

scrivere ’equazione del piano osculatore nel punto (O, \/Li’ ﬁ)
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0.0 T
0.0 -
- -y

04

e,
06

y

Figura 1.80: Esercizio 92.

Soluzione
Nel caso generale (esercizio 76)

x = Rcosy, y= Rsingp, z = Ay,

la rappresentazione naturale ¢

S S
XS :RCOS — i—f—RSlIl — .+—k
(=) <\/R2+)\2) (\/R2+)\2>J NizEwe

Il versore binormale b (s):

b(s) = ——

(x — x (50)) - b (s0) = 0
Con 1 dati dell’esercizio:

x (s) :—cos(s)i—kisin(s)j—i-—k

V2

S
= Isinf —2 )i .
NiEwe [ Sm(\/RQnLA?) A <\/32+A2

L’equazione del piano osculatore aq in un punto di ascissa curvilinea sq e:

108

(1.295)

(1.296)

(1.297)

(1.298)
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I1 punto nel quale dobbiamo scrivere la (1.297) & (0, LQ, ﬁ), onde dalla prima delle (1.298)
vediamo che so = 7. Quindi:

1 T 1
—i+——=j, ,bo=b(s)) = =i+ —=
230 Po=Pbls)=—7

V2

Xo =X (S0) =

S

Segue

(X—XO)-bonﬁ)%Jr%(z—JW):O

da cui I'equazione ordinaria (o cartesiana) del piano ay:
V2 +2V2z — 1 =0 (1.299)

La curva e tracciata in fig. 1.81.

Figura 1.81: Esercizio 93

Esercizio 94 Determinare [’equazione del piano normale alla curva
vix=(1+t)i-j+ (1+t*)k (1.300)
nel punto corrispondente al valore tg = 1 del parametro.

Soluzione
La derivata prima della funzione vettoriale x (¢) ¢

% (t) =1i—2tj + 3t’k (1.301)
ed ¢ un vettore tangente alla curva. Il suo versore ¢
X (t i—2tj+ 3t°k
% ()] 1+ 482+ 9t

A noi interessa nel punto tq = 1:

0= (ty) = Ll (i—2j+ 3k) (1.302)

N
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Quindi ’equazione del piano normale
(x —x0) - 10=0

Qui xg = x (tp) = 2i — j + 2k. Eseguo il prodotto scalare

(x—x%0) 70=[(x—2)i+(y+1)j+(z—2)k]- (i—2j+ 3k)

2l
=~

[t—2-2(y+1)+3(z—2)]

2l
H~

Ne concludiamo che ’equazione cercata e
r—2y+32—-10=0
La curva e disegnata in fig. 1.82

0mo

—05 " ‘ TVW'T"""[""’* — 1.0
/// i ;[*T—_;15

- 1‘/-0‘/ ‘ 20
qac
715
710

J05

700

Figura 1.82: Curva 1.300.

Esercizio 95 Mostrare che il luogo geometrico dei punti di intersezione del piano coordinato
xy con la retta tangente nel punto di coordinate correnti (x,y,z) a un’elica cilindrica di asse
z e passo A, € indipendente da .

Soluzione
La piu generale equazione di un’elica cilindrica di asse z e passo A\, ¢

x (¢) = R(cosp)i+ R (siny)j+ gk (1.303)

Ne consegue che un vettore tangente e

d

@x(gp) = —R(sinp)i+ R(cosp)j+ Ak
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Dalla geometria analitica, sappiamo che le componenti di un tale vettore compongono una
terna ordinata di numeri direttori della retta tangente a ~:

[=—Rsinp, m= Rcosp, n=A\

Siamo quindi in grado di scrivere ’equazione della predetta retta nella forma dei rapporti
uguali:
r—z(p) _y—yly)  z2—z(p)

[ m n
Cioe .
r— Rcosp y—Rsing z-—Ap

= = 1.304
Rsin g Rcosp A ( )

Il piano coordinato xy ¢ z = 0, per cui dobbiamo risolvere il sistema:

Rsinp Rcosp A _—
z=0

— (x — Rcosp)cosp = — (y — Rsinp)sinp = Rsinpcos g

{ _z—Rcosp _ y—Rsing __ z—Ap

Ridifinendo il parametro ¢ in ¢, otteniamo la rappresentazione parametrica del luogo richie-
sto:
[':z=R(cost+tsint), y= R(sint—tcost), z=0 (1.305)

che dipende da R, ma non dal passo A. Nelle figg. ?7-1.84 sono disegnati I’elica e il luogo T'.

Figura 1.83: Elica cilindrica di passo A = 3.
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Figura 1.84: Curva di rappresentazione parametrica (1.305).

Esercizio 96 Mostrare che i vettori tangenti alla curva
X = ati + bt’j + t°k (1.306)

formano un angolo costante con il vettore w = i + k. [ coefficienti a,b sono assegnati e
verificano la condizione 2b* = 3a.

Soluzione
Un vettore tangente alla curva nel generico punto corrispondente a t, e

% = ai + 2btj + 3t’k
L’angolo tra tale vettore e il vettore assegnato w ¢

X-W

cosf) = X Twl (1.307)
Abbiamo
% = Va2 + 4212 4 9t* =V (@t 3t2)* = a + 3t2
X-w=a+3t |wl=Vv2
Conclusione .

cosf) = —

V2

™ La curva ¢ disegnata in fig. 1.85.

. - -
I valori possibili sono 6 = 7, .
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Figura 1.85: Esercizio 96.



Capitolo 2

Dinamica unidimensionale

2.1 Generalita

Consideriamo un punto materiale di massa m vincolato a muoversi sull’asse z. Per ipotesi
il punto materiale e soggetto a una forza

F(t,z,2) = F(t,x,2)i (2.1)
dove i e il versore del predetto asse. Per il secondo principio della dinamica:
mi = F (t,x, &) (2.2)
Inoltre, per assegnate condizioni iniziali
x (to) = xo, & (to) =0 (2.3)

viene istituito il seguente problema di Cauchy

fi=LF(ta )
P { x (to) = xo, @ (to) = vo (2.4)

Se la funzione F'(t,x,%) e sufficientemente regolare, il predetto problema ¢ compatibile e
determinato i.e. ammette una ed una sola soluzione x (t). In altri termini, le condizioni
iniziali (2.3) determinano univocamente la soluzione.

Il problema proposto si risolve facilmente in due casi particolari:

1. Forze posizionali F' ().

2. Forze dipendenti unicamente dalla velocita: F ().

Nel caso 1 la forza ¢ conservativa. Piu precisamente, se F'(z) & continua nel proprio
insieme di definizione, e definito il potenziale

e quindi, I'energia potenziale V' (x) = —U (z), definita a meno di una inessenziale costante
additiva. Per il principio di conservazione dell’energia meccanica:
1,
E = gmd + V (x) = costante (2.5)

114
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Piu precisamente, se x (t) € 'unica soluzione del problema di Cauchy

P { &= F (x) (2.6)

T (to) = Xy, CL’ (to) = Vo

si ha
1
E = émi" (t)* +V [z (t)] = costante, Yt >t (2.7)
Ne segue che I'energia meccanica ¢ univocamente determinata dalle condizioni iniziali (2.3):
L o
E = 5™MY% + V (20),
o cio che ¢ lo stesso
1 1
S ) +Vizt) = §mv[2) +V (z0), Vt>to (2.8)
Dalla (2.5):
dz 2
— =3/—|E-V 2.9
b2 v ) 29

ovvero la velocita in funzione dell’ascissa x

o) =1y 2 BV @)
Determiniamo l'insieme di definizione di tale funzione reale della variabile reale x:
v(r) eR<= E -V (2)
Cioe
AE)={zeR|E—-V(z)>0} (2.10)

Definizione 97 L’insieme di definizione della funzione v (x) si chiama regione classica-
mente accessibile.

Osservazione 98 Il termine “classicamente” si riferisce al comportamento di un punto ma-
teriale/particella che obbedisce la meccanica classica. Diversamente, in meccanica quantistica
una particella puo attraversare una regione tale che E —V (x) < 0.

D’altra parte, la (2.9) puo essere integrata per separazione di variabili:

dt = + d (2.11)

w (B =V (2)]

Passiamo al caso 2. Qui il problema di Cauchy si scrive:

P { &= o F (&) (2.12)

€T (to) = Xy, T (to) = Vo

Ad esempio, la forza esercitata da un mezzo (fluido) viscoso dipende unicamente dalla
velocita. In regime lineare si ha

F (i) =—bi, (b>0)
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Nel caso contrario, F' (4) non ¢ lineare ma & comunque una funzione sufficientemente regolare.
Anche in questo caso si procede per separazione di variabili:
dz dt

(2.13)

Scrivendo z = v
mG (v) =t+C, VC eR (2.14)

1

Fyr L

Oy F%

La (2.14) ¢ l'integrale generale della (2.14) in forma implicita. Se & possibile esplicitare tale
funzione, integrando nuovamente otteniamo la legge oraria x ().

essendo G (v) una primitiva di

Osservazione 99 Le conclusioni a cui stamo giunti relativamente ai casi particolari 1 e 2,
st generalizzano immediatamente ai moti unidimensionali su traiettoria qualsiasi in cui €
istituito un sistema di ascisse curvilinee. L’equazione oraria avra pertanto la forma s (t),
essendo s la predetta ascissa curvilinea.

Abbiamo cosi dimostrato il teorema:

Teorema 100 Per un punto materiale che compie un moto unidimensionale in una regione
sede di forze posizionali o dipendenti unicamente dalla velocita, I’equazione differenziale del
moto si integra per separazione di variabili.

2.2 Analisi qualitativa dei moti unidimensionali con
forza posizionale

Per quanto precede, nel caso di una forza posizionale, I'equazione differenziale del moto
assume la forma:

32 = \/% E—V (2) (2.15)

Ricordiamo che la regione classicamente accessibile e il sottoinsieme di R:

A(B)={x €R| f(x) > 0} (2.16)
dove
f@) 2 E-v ), (217)
per cui la predetta equazione differenziale si riscrive
i? = f(x) (2.18)

La funzione f (z) & —a meno della costante moltiplicativa 2/m — ’energia cinetica in funzione
dell’ascissa della particella:

fz) = %T@) . VzeA(E) (2.19)

Si noti che I'insieme di definizione di f () ¢ quello dell’energia potenziale V' (x) che nei casi
di interesse fisico ¢ X = (—o00,+00). Ne consegue che in termini rigorosi, ¢ la restrizione di
f a A(E) che coincide (a meno del termine 2/m) con 'energia cinetica.
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Conclusione 101 La regione classicamente accessibile A (E) ¢é il sottoinsieme di X in cui
f € mon negativa.

Se x (t) ¢ un’integrale della (2.18), si ha

Flz(t) = %T (0], V>t

con ty istante iniziale comunque assegnato. Precisamente, abbiamo il problema di Cauchy:
i? = f (z)
{ + (to) = o (2.20)

che determina univocamente le seguenti classi di moti possibili:

& =4/ f (x) = moto progressivo (2.21)
& = —+/ f (r) = moto retrogrado

Se ci riferiamo a una sola delle due classi (2.21), la funzione x (¢) risultera monotona e
quindi, invertibile. Il codominio di x (¢) ¢ manifestamente A (F) che a sua volta ¢ 'insieme
di definizione della funzione inversa ¢ (x). Quest’ultima risolve il problema di Cauchy:

dt _ 1
{ e /() (2.22)

t ({L'()) = t()

dove, senza perdita di generalita, abbiamo considerato la prima classe delle (2.21). Integran-
do per separazione di variabili:

Per quanto precede ¢ f (x) > 0, per cui gli eventuali zeri della restrizione di f (z) a A (E),
sono singolarita della funzione integranda a secondo membro della (2.23). Ma gli zeri di
f (x) sono gli zeri dell’energia cinetica, onde:

Conclusione 102 Le singolarita della funzione integranda in (2.23) sono punti di arresto
per il moto in istudio.

Poniamo

definita in
N(E)={x€eR| f(zx) >0}

Si tratta, dunque, di studiare il seguente integrale generalizzato
tw) = [ g (220
Zo

nell’ipotesi di esistenza di almeno uno zero della funzione f (). Per essere piu precisi:

g e AE) | f(&) =0, dove A(E) denota Dinterno di A (E)


http://www.extrabyte.info/2019/03/26/integrali-generalizzati-e-book/

CAPITOLO 2. DINAMICA UNIDIMENSIONALE 118

Deve essere

f/ (61) = 07
cioe & € punto di minimo relativo per f (z). Nel caso contrario, la derivata prima f’(x) ha
ivi una discontinuita, e ci aspettiamo una funzione f di classe C' (come I’energia potenziale
V (z)). Senza perdita di generalita, supponiamo & > zp e denotiamo con 7 il tempo
impiegato (se ty = 0) dalla particella per raggiungere il punto di ascissa &;. Cioe

S
n=t(&)= / g (v)dx (2.25)

o

La funzione g (z) & comunque integrabile in [z, &;] giacche ha ivi segno costante. Quindi

&1
0</ g (z)dr < 400

zo
Per la sommabilita applichiamo un noto criterio
Criterio 103 Sia g (z) una funzione reale definita in [a,b] — {£}, dove & (non necessaria-

mente punto interno) é una singolarita. Se in un intorno di tale punto, g (x) verifica una
limitazione del tipo

M
’9($)|SW, M>0, 0<a<l,

allora g (x) ¢ sommabile in [a,b]. Se invece, verifica una limitazione del tipo
M
‘x _ £|O[7

allora g (z) non é sommabile in [a,b].

g ()] = M>0, a>1,

Nel nostro caso la funzione in esame ¢ ——, avendosi = 0, per cui
V@) f (&) p

Iy (& —6,&) | f(x) < (f1-9€)a/2, a>1

Ne segue
1 1

>
fla) ~ e =&l
Riferiamoci a una generica funzione f ()
Sia f () > 0 una funzione continua in [a,b], derivabile due volte in (a,b) con derivate
continue. Se § € (a,b) € uno zero di f (x), necessariamente ¢ un punto di minimo relativo,
con f" (&) > 0.

Preso ad arbitrio xy € (a,&) ci proponiamo di studiare il comportamento del seguente

integrale generalizzato
SN
/ (2.26)
o f(z)

il cui estremo superiore di integrazione ¢ un’evidentne punto di discontinuita di seconda
specie per la funzione integranda. Quest’ultima ¢ comunque integrabile in [z, £] giacché ha
ivi segno costante. Per essere piu specifici:

>1

) Of_

o dr
0< < +o0
o \/ f (95)
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Per discutere la sommabilita applichiamo un noto criterio, che consiste nel determinare
I’eventuale ordine di infinito dell’integrando nel predetto punto di discontinuita. Si tratta di
studiare la seguente operazione di passaggio al limite:

1
R/ (DN et § (2.27)
e o =70 e \/f (x)
Poniamo ] ,
AY 2 = lim flo _Opl ., J@ (2.28)
) T—E~ (q; — f) « 0 200 z—E— (x 5) «
ea=t Ly, M@0l 1
H
1 — 1
Quindi

1. L’integrando e per x — £, un infinito del primo ordine:

") >0=A>0=1= fffz(g):” + f”()#o

2. L’integrando ¢ per x — &, un infinito di ordine maggiore di 1

") =0=A=0" = 1" = too = [ = Fo00

Segue che I'integrando ¢ e per x — £, un infinito di ordine maggiore o uguale di 1.
Ne concludiamo che tale funzione non ¢ sommabile in [z, {]

¢ d
/ C = 4o (2.29)
z V f (%)
Nel nostro caso, il tempo impiegato dalla particella per raggiungere il punto di ascissa &, e
¢ dx n
= 400
zo \/ f ()
o cio che e lo stesso
lim z(t) =¢ (2.30)

t—+00

Pertanto il diagramma orario = x (t) del moto in istudio, ha un asintoto orizzontale dato
dalla retta x = £. Abbiamo cosi dimostrato il teorema

Teorema 104 Gli zeri dell’energia cinetica appartenenti all’interno della regione classica-
mente accessibile, sono punti di arresto asintotici.

Esempio 105 Una particella si muove sull’asse x sede di un campo di forze di energia
potenziale (in unita adimensionali)

V(z) =sinx (2.31)
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Figura 2.1: Energia potenziale (2.31). L’energia totale & F = 1.

! X

5n 3 n n
Br-g 2n-3 -n -3 0 3 > 2

Figura 2.2: Grafico della funzione (2.32)
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Se l'energia meccanica totale della particella ¢ E = 1 (unita adimensionali), la regione

classicamente accessibile ¢ A (E) = (—00,4+00) come si deduce dal grafico di fig. (2.1).
Supponendo m = 2 (unita adimensionali), si ha

f(z)=1—sinz, (2.32)
graficata in fig. (2.2).
Gli zeri della funzione (2.32) sono

sk:gwm, Vk € Z

Consideriamo in particolare § = 5. Assumendo xo = 0, to = 0, il tempo richiesto dalla
particella per raggiungere il punto di ascissa &g, €

w/2 dr
T0 = —_—
’ /0 V1 —sinz’
in cui l'integrando ha una evidente singolarita in 7 /2. Calcoliamo 'ordine di infinito

N
n=z—% n—0- /1 —cosn

0?2
= lim 4/ —m— = \/5,
n—0—\l 1 —cosn

cioé (come ci si aspettava) 'integrale diverge, per cui

. ™=

Ricordiamo che zy = x (ty) ¢ la posizione iniziale della particella. Precisamente, avevamo
impostato il problema di Cauchy

dt _

dx T ) = ! dT}
{t(mo)ﬁ — 1 (2) / (2.33)

()
Dal momento che f(z) = 2 [E —V ()], si ha

2

/
_—
Fa)=2F @),
dove F'(x) = =V’ (z) ¢ la forza agente sulla particella. Supponiamo che la posizione iniziale
xq sia uno zero di f (x) i.e. f(x9) =0. Quindi I'integrale generalizzato

| vim wa

Se si annulla anche la derivata prima:

0= f (z0) = %F (z0) = 0,
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cioe ¢ nulla anche la forza. Ne segue che x (t) = xg € 'unica soluzione del predetto problema di
Cauchy. Cio discende da una nota proprieta delle equazioni differenziali a variabili separabili.
Infatti, 'equazione differenziale in istudio equivale a quest’altra

&=/ f(z)

Prima di separare le variabili, si ricercano gli eventuali zeri del secondo membro, cioe zq
giacche stiamo ipotizzando proprio questo. D’altra parte, xg ¢ la condizione iniziale del
problema, onde I'unica soluzione z (t) = zo. Ne concludiamo che la particella rimane in
quiete in tale punto, che prende il nome di posizione di equilibrio.

Koksk

Nei casi di interesse fisico, la regione accessibile A (F) ¢ I'unione di un numero finito di
intervalli. Ad esempio, per una particella soggetta a una forza elastica con costante k = 2
(in unita adimensionali), 'energia potenziale ¢

V(1) = 2 (2.35)
Per m = 2 (massa della particella) e E = 1 (energia meccanica totale), si ha
flz)=1-2a"
per cui la regione accessibile ¢ A = [—1, 1], 1 cui estremi sono zeri semplici per f (x):
(1) =0, f/(£1) #0

Gli zeri semplici sono, dunque, i punti di frontiera della zona accessibile. Mostriamo che
essi sono raggiunti in un tempo finito.

Corollario 106

¢ dx

/ < +o00, Ty < 5 € 0N\
v V[ ()

Dimostrazione. Per quanto visto in precedenza, dobbiamo valutare il limite:

1

def . i@ | —gf
P ) 230
Poniamo /(@) 0 . (@)
def ST T _ Y E IRT —«T
A Q}E?, (=& 0 2a zlir?f (z— &)t (2:37)
et L S@ 1
A
)\_ixl—%*x—g 5 0— =%

giacché £ ¢ uno zero semplice. Ne segue [ = 0, i.e. I'integrando ¢ un infinito di ordine minore
di 1, per cui l'integrale converge. m
Y

Teorema 107 Il moto tra due punti di inversione consecutivi & < &, € periodico di periodo

£ dr
T=2 /51 ) (2.38)
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Dimostrazione. Senza perdita di generalita, spponiamo che la regione accessibile sia A =
(€1, &) (escludiamo, cioe, altri zeri semplici). Osserviamo preliminarmente che la funzione

}( ; e sommabile in A. Se & e la posizione iniziale della particella, il moto & progressivo
x
per cui I'equazione differenziale da prendere in considerazione e

&=/ f(z)

L’istante di arrivo in &, € percio

S
&V f ()

Qui la particella inverte il moto, per cui 'equazione differenziale del moto e

AT

Ne segue che per giungere nuovamente in &;, passera un intervallo di tempo

_/; ?() :/: jf() 240

Confrontando i due integrali (2.39)-(2.40) vediamo che il tempo impiegato per andare da &;
a & e pari al tempo impiegato per andare da & a &;. In quest’ultimo punto il moto si inverte
ripetendosi con le modalita precedenti. Ne consegue che il moto ¢ periodico con periodo
(2.38). m

t(&) = (2.39)

Esempio 108 Per l’energia potenziale (2.35), riesce

27

1
T:2/‘—ﬁi—:
1V 1-— .’L'2
2.2.1 Punti critici e punti di equilibrio. Piano delle fasi
Riprendiamo 'equazione differenziale del moto
i— L P (i) (2.41)
T = - X, T .

rammentando che F'(¢,z,) € la forza (in modulo) agente sulla particella. La sostituzione
& = y restituisce il sistema di equazioni differenziali del primo ordine:

{?:y (2.42)

y==F(txvy)

Esempio 109 Per un campo di forze elastiche F (x) = —ky, il sistema (2.42) si scrive

{¢:yk (2.43)

Yy=—nt

Definizione 110 [l piano xy si dice piano delle fasi dell’equazione differenziale (2.41).
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Il sistema (2.42) ¢ un caso particolare di

=X (t,x,y)
{ - Y(M,g) (2.44)

dove X (t,z,y) e Y (t,x,y) sono funzioni reali assegnate definite in un aperto A di R3,
ivi continue e lipchitziane nelle variabili x,y. Il sistema (2.44) puo essere scritto in forma
vettoriale:

x =V (t,x) (2.45)

essendo x = (x,y) e V (t,x) = (X (t,x),Y (t,x)).
Definizione 111 Se x (t) é un integrale di 2.45, la curva di rappresentazione parametrica
x=x(t), Vteltot]|(t,x(t) €A (2.46)
si dice curva integrale del campo vettoriale V (t,x). Cioé
x(t) =V (t,x(t)), Vte to,t1] (2.47)
Esempio 112 Determiniamo le curve integrali del campo vettoriale
V(zy) =(y,—2), Y(z,y) R’

cosicché il sistema di equazioni differenziali che dobbiamo risolvere é

T=1y
j=—u

equivalente a © + x = 0, e risulta piu semplice integrare tale equazione. Notiamo che e
I’equazione differenziale del moto di una particella di massa unitaria soggetta a un campo di
forze elastiche con costante unitaria. F facile trovare l'integrale generale:

x(t) = Cycost+ Cysint,
essendo C1, Cy costanti di integrazione. Derivando
y(t) =12 (t) = —C;sint + Cycost
Abbiamo quindi una famiglia di curve piane a due parametri:
x = (Cycost + Cysint, —Cysint + Cycost), VieR
Quadrando e sommando le componenti di tale vettore:
2’ +y*=Ci+ C3

Ne concludiamo che le curve integrali del campo vettoriale assegnato, sono circonferenze
concentriche di centro (0,0) e ragggio (C? + C2)'* (fig. 2.3).
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/
/
/

s

Figura 2.3: Alcune curve integrali del campo vettoriale V' (z,y) = (y, —x).

Riprendiamo il caso particolare

{ Y ey (2.48)
che in forma vettoriale si scrive
x =V (t,x) (2.49)
dove
V(t,x) = (y %F(t,x,y)) (2.50)

Definizione 113 Le curve integrali del campo vettoriale (2.50) diconsi curve di fase del
sistema (2.48).

Con le precedenti ipotesi di regolarita delle funzioni coinvolte, possiamo applicare il
teorema di Cauchy—Lipschitz (o teorema di esistenza ed unicita), per cui comunque prendia-
mo un punto del piano delle fasi, per tale punto passa una ed una sola curva di fase.

Un ulteriore caso particolare ¢ il sistema autonomo

T=1
. 2.51

{ g = F(zy) (251)
che descrive il moto unidimensionale di una particella soggetta a una forza dipendente dalla
posizione e dalla velocita, ma non dal tempo. Sopprimendo la dipendenza dalla velocita,
ritroviamo le forze posizionali quale caso speciale di sistema autonomo:

=y

Assumiamo F'(x) lipchitziana in A C R (quindi uniformemente continua). In tale ipotesi,
una qualunque forza posizionale unidimensionale ¢ conservativa. Ne consegue che I’energia
meccanica della particella e costante. Piu precisamente, 1’energia meccanica ¢ la seguente
funzione reale delle variabili reali x,y

1
E(wy) = ymf +V (@),
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definita in
B:{(x,y)6R2|ac€R, —oo<y<+oo}

essendo R l'insieme di definizione dell’energia potenziale V' (z). Per la conservazione dell’e-
nergia meccanica, se * = x (t) & una qualunque curva di fase, si ha

E (z(t),y(t)) = costante, Vt € R

Ne consegue che le curve di fase sono archi di curve di livello:

7€) ={(z,y) eR*| E(z,y) = £} (2.53)

Ricapitolando, per un sistema conservativo unidimensionale, ¢ univocamente determinata
la funzione “energia meccanica” F (x,y), definita in un sottoinsieme del piano delle fasi.
Risulta

or oE

per cui il gradiente della predetta funzione e

my

VE = (V' (z),my)

Come e noto, il gradiente ¢ ortogonale alle curve di livello, e i punti in cui si annulla sono punti
singolari della corrispondente curva di livello. Queste ultime sono date in forma implicita:

E(x,y)—&=0

e se sono verificate le ipotesi del teorema del Dini, e possibile esplicitare localmente una delle
variabili. Intuitivamente:

E(z,y(z))—€=0

Derivando rispetto a x

d oFE OF
—E — _— _— ! —
FE@y @) =0= G2+ 5oy @) =0,
onde o
W_ o
OE
dx e

che ha senso solo se VE # (0,0) per cui la richiesta di regolarita di (&) si traduce
automaticamente nella richiesta dell’assenza di zeri del gradiente di E (z,y).

Definizione 114 [ punti critici dell’energia sono gli zeri di VE.

In generale
VE = (V' (z),my) =(0,0) <= V'(z) =0, y=0
Cioe, i punti critici dell’energia hanno necessariamente ordinata nulla, e sono punti estremali

dell’energia potenziale.

Esercizio 115 Determinare i punti critici dell’energia se

1
E(z,y) = §y2 +e (2.54)


http://www.extrabyte.info/2017/11/16/curve-di-livello-di-funzione-reale-di-due-variabili-reali/
http://www.extrabyte.info/2019/12/02/appunti-di-analisi-vettoriale-con-esercizi-svolti/
http://www.extrabyte.info/2017/11/12/il-gradiente-e-ortogonale-alle-curve-di-livello/
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Soluzione
La funzione energia ¢ definita in tutto R? (il grafico ¢ in fig. 2.4). Calcoliamo le derivate
parziali

OF > OF

— =2z, —=2

Ox e oy 4
Quindi

VE = (—23:6 v ,2y>
Segue
—2ze " =0
VE =(0,0) <= y— 0 = r=y=0

cioe I"unico punto critico e l'origine (0,0). Alternativamente, basta ricordare che & comunque
y = 0, mentre l'ascissa ¢ punto estremale di V' (z).

Figura 2.4: Andamento di E (z,y) = 1y? + e .

KKk

E istruttivo scrivere le equazioni del moto (2.52) in forma integrale. A tale scopo
impostiamo il seguente problema di Cauchy:

P { l’i ::inF (.T) s T (to) = To, Y (to) = Yo, (255)

Assumendo F' (z) lipchitziana, tale problema ¢ compatibile e determinato. Denotando con
(x (t),y(t)) soluzione, si ha

%y (1) = %F(x (), ¥t > to (2.56)

Integrando primo e secondo membro

| g == [ Fa@yar (257)

to
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Ma
V(@) =-F @)= 4V (e (0) = ~F @) = ~y () F (1)
onde
/to F o (t)) dt = / (1 )d‘iy( ©(t)) dt

Ne segue t

y(t) =yo— % L (1t’) %V (z (') dt’ (2.58)
Dal momento che =y

d 1 /M1 d R

Gt =w— [tV w)a

Integrando primo e secondo membro

[aro= [ o= g cea] o
_ﬁw—m——/ﬁ/ﬁ”ﬂ V (x ("))

Abbiamo cosi ottenuto le equazioni del moto in forma integrale

l’(t)—mo—i‘yo t—to ——/dt/
to

dt, (z (t')) dt’

! V(")) (2.59)

Definizione 116 Dicesi punto di equilibrio del sistema di equazioni differenziali

{iThre

un punto (&y,0) del piano delle fasi, tale che assegnata una condizione iniziale
2 (0) =&, y(0) =0,

1l predetto sistema ammette ['unica soluzione
() =&, y(t) =0

Osservazione 117 La lipchitzianita di F (x) ¢ condizione sufficiente per ['unicita della
suddetta soluzione.

Cio premesso, dimostriamo il teorema:

Teorema 118 Assegnato il sistema di equazioni differenziali

=y

con F (x) lipchitziana, il punto (&y,0) e di equilibrio se e solo se ¢ un punto critico dell’e-
Nergia.
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Dimostrazione. La condizione ¢ sufficiente
Per ipotesi (£y,0) ¢ punto di equilibrio. La lipchitzianita di F'(z) implica che 1'unica
soluzione del sistema per una condizione iniziale x (ty) = &, y (to) =0 &

z(t) =&, y(t) =0
Dalla seconda delle (2.60):

d 1 1 1
Sy ()= —F(x(t) < 0= —F(&) o V) — V(&)

Cioe (£, 0) € punto critico.

La condizione € necessaria

Per ipotesi (£,0) ¢ un punto critico dell’energia, onde V' (&) = 0. Impostiamo il
problema di Cauchy

L) E=y _ _
P{y:%F(az) , 2 (to) =&, y(to) =0 (2.61)

Segue immediatamente che = (t) = &, y () = 0 & una soluzione di P. Dal momento che
F (x) & lipchitziana, non esistono altre soluzioni, per cui (§y,0) & punto di equilibrio. =

Corollario 119 Se (&,0) ¢é punto di equilibrio

t
/to ﬁ%‘/ (x () dt' =0, Vit € [ty, +00) (2.62)
Dimostrazione. Segue immediatamente dalla seconda delle (2.59). m
Osservazione 120 Il corollario 119 ha un significato puramente formale, giacché le (2.59)
sono inapplicabili quando la posizione iniziale € un punto di equilibrio.
Stabilita secondo Lyapunov
Rammentiamo la definizione di intorno rettangolare di un punto (&g, 19) € R%:

Rayn, (So,m0) = {(2,9) € R? | |z — 20| < Ay, |y — ol < Az}
Come caso particolare abbiamo ’intorno quadrato

RA (&0,m0) = {(x,y) ER? ||z — 20| <A, Jy—10| < A}

Cio premesso, sussiste la seguente definizione:

Definizione 121 Un punto di equilibrio (&y,0) del sistema

{ ;: y%F (x) x (to) = o, y (o) = Yo, (2.63)

si dice stabile (secondo Lyapunov) se

VR, (£,0), 3Rs. (0,0) C Re(£0,0) | (w0,90) € Rs. (&,0) = (2 (t),y (1)) € R (&,0), Vt >t

Cioé, comunque prendiamo un intorno quadrato R.(&y,0) avente ampiezza 2¢, esiste un
intorno quadrato Rs. (£0,0) contenunto in R. (&,0), tale che se il punto iniziale (xo, o)
appartiene a Rs_ (£o,0), il punto (z (t),y (t)) appartiene a R. (&,0) a tutti i tempi.
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Dal momento che la curva
’)/ZZE:QT(t), y:y(t)> te [t0,+OO)

¢ I'unica curva di fase passante per il punto iniziale (g, yo), la definizione di stabilita (secondo
Lyapunov) si traduce nell’appartenenza di ya R. (§y,0). Diremo, quindi, che la curva di fase
del sistema ¢ tracciata in R, (&,0) (fig. 2.5).

y

Vo)

—
il

e ) Sote

Figura 2.5: Intepretazione geometrica della stabilita di una posizione di equilibrio.

Numericamente, la definizione 121 si scrive:

|z (t) — &l <€

>
) <e =t

(2.64)

Ve >0, 36. > 0 (zo,90) € R?, |zo — &| < 0e, |yo| < 0. = {

Intepretazione fisica

.....

cientemente piccole, la particella e confinata in un preassegnato intorno di &.

Studio dell’oscillatore armonico unidimensionale

Ricerca della curva di fase per un assegnata condizione iniziale

L’oscillatore armonico unidimensionale ¢ una particella di massa m che si muove sull’asse
x ed ¢ ivi soggetta a una forza elastica F' (z) = —kx con k > 0 (costante elastica). Quindi il
nostro problema di Cauchy si scrive:

-
PV e O - (269
Segue
.9 k
I4+wx=0, conw=4/— (2.66)
m

il cui integrale generale e
x (t) = Acoswt + Bsinwt,

Derivando
T (t) =y (t) = —wAsinwt + wB cos wt
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Imponendo le condizioni iniziali, troviamo 'unica soluzione del predetto problema di Cauchy

x (t) = zpcoswt + R sinwt (2.67)
w
y (1) = —wzg sin wt + yo cos wt

che costituisce una rappresentazione parametrica della curva di fase del sistema.

Ricerca di punti di equilibrio

In virtu del teorema 118 i punti di equilibrio sono tutti e soli i punti critici dell’energia.
Per scrivere la funzione E (x,y), calcoliamo 'energia potenziale

V(x):—/F(x)dx:%kﬁJrC’

Ponendo lo zero dell’energia potenziale in & = 0 e facendo intervenire la pulsazione w:

Vi(z)= §mw2$2,

per cui
1 1
E(z,y) = Emy2 + §mw2x2
I punti critici sono gli zeri del gradiente di tale funzione:

VE = (mw’z,0) = (0,0) <= (z,y) = (0,0)

Ne consegue che esiste un solo punto di equilibrio posto nell’origine (0, 0) del piano delle fasi.
Studio della stabilita secondo Lyapunov
Deve essere

[z ()] <e

<o o 20 (2.68)

Ve s 0, 30> 0 (20,0) € B2, |ao] <3, Jyo] < 6. —> {

Dobbiamo studiare le disuguaglianze

{ix(t)\<5

y(t) <e
Dalle (2.67)

|z ()] = ‘mo coswt + @sinwt‘
w
1
< |xg coswt| + — |yo sin wt|
w
1 : , :
< |xo| + — |yo|, giacché |coswt|, |sinwt| < 1
w

Operando in modo simile per |y ()| otteniamo

{ [zol + 5 lyol <€
w[xo| + yo| <€
La prima ¢ verificata per |xo| < d, |yo| < ds, con

we

). =
w1l
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La seconda invece ¢ verificata per un

Affinché siano verificate entrambe:
5 . WE €
= min
: w+1l w+1

5 — Sse 0 <w<l
< sew>1

Cioe

€
w+1?

In definitiva:

Ve >0, 3662{ s sel<w<l

| (0, y0) € R?, |zo| < d:, |yo| < 0:

WLH, sew>1
)] <e WS 0
ly ()| <e

Ne concludiamo che (0, 0) & un punto di equilibrio stabile (secondo Lyapunov) per 'oscillatore
armonico. Geometricamente, troviamo che la curva di fase e tracciata nel quadrato R. di
fig. 2.6.

Figura 2.6: Curva di fase dell’oscillatore armonico.

Kokk

Per studiare la stabilita di un punto di equilibrio bisogna innanzitutto ricercare tali punti
che per quanto visto, sono tutti e soli i punti critici dell’energia E (z,y):

VE=(0,0)<=V'(z)=0, y=0
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ovvero i punti estremali della funzione energia potenziale V' (x). Per poter applicare la defini-
zione 121 dobbiamo conoscere la soluzione (z (t),y (t)) del sistema per assegnate condizioni
iniziali. Cio e possibile solo nei casi piu semplici ossia in quelli in cui il predetto sistema
di equazioni differenziali e integrabile per quadrature, come nell’esempio dell’oscillatore ar-
monico. In generale, € necessario un criterio di stbilita che non richiede I'integrazione del
suddetto sistema. Nel 1644 Torricelli sapeva che la posizione di un sistema di corpi sotto-
posto alla gravita sarebbe stata stabile se il centro di gravita del sistema avesse occupato
le posizioni piu basse possibili. Lagrange generalizzo il principio di Torricelli enunciando un
criterio di stabilita:

Teorema 122 (Teorema di Lagrange)

& € punto di minimo — & € una posizione di equilibrio
relativo proprio per V (z) <& stabile secondo Lyapunov

Dimostrazione. Per ipotesi V' (&) = 0, e senza perdita di generalita V" (&) > 0. E facile
verificare che (&p,0) € punto di minimo relativo proprio per I’energia meccanica

1
E(z,y) = gmy* +V (z)

Basta applicare il test dell’hessiano, calcolando dapprima:

0’FE *FE 0O’F 0’FE
7 1 (€0,0) LOY |(g,0) Y9 1 (¢0,0) Y7 o0
Quindi
9’FE O’E
Ox2 Oz0y
H(&.0) = | ’“0’0) | 0 | =MV (&) >0
Oy (£0,0) oy? (£0,0)
Abbiamo allora
0’E y
H(£0,0)>O, —_— =V (fg)>0,
922 | ¢, o)
05

per cui (§,0) ¢ punto di minimo relativo proprio per E (z,y). Qui il valore assunto dalla
funzione e

E(&,0) =V (&%) = Ey

Per un assegnato € > 0, consideriamo l'insieme di punti del piano delle fasi:
J: (§0.0) = {(z,y) €ER* | E(z,y) < By + ¢}

che ¢ manifestamente un intorno di (&g, 0) di raggio &, dove per raggio intendiamo il massimo
della funzione distanza d(x,y) tra un generico punto (z,y) € J. (§,0) e la frontiera 0.,
ove quest’ultima e la curva di fase se l'energia ¢ Ey + €. In corrispondenza di € > 0 esiste
d: € (0,¢) tale che

Is. (6,0) = {(z,y) €R* | E(2,y) < Eo+ 6} C J: (§.,0)

che & un intorno di (&, 0) e di raggio 6. (fig. 2.7).
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X

Figura 2.7: Dimostrazione del teorema di Lagrange.

Segue necessariamente

(xo,yg) € I55 (507 0) = (x (t) Y (t)) S JE (&)7 0) ) vt Z tO;

onde l'asserto. m
Il teorema di Lagrange non ¢ invertibile:

& € un punto & € punto di minimo relativo
di equilibrio stabile per V (x)

In altri termini, la condizione “{y ¢ punto di minimo relativo per V (z)” ¢ sufficiente ma
non necessaria affinché &, sia di equilibrio stabile. L’esempio seguente mostra che la predet-
ta condizione diviene necessaria aggiungendo l'ipotesi di analiticita della funzione energia
potenziale.

Determiniamo gli eventuali punti di equilibrio stabile del seguente sistema di equazioni
differenziali (in unita adimensionali):

(Tt v 0= @ = (2:69)

dove F'(z) deriva dall’energia potenziale

—1/22 ;. 10
e/ sin =, se x # 0

0, sex=0 (2.70)

v ={
Da questo studio di funzione vediamo che V (z) non ¢ analitica (¢ di classe C*°) e che il
punto estremale £ = 0 non ¢ un punto estremante (i.e. di max o minimo relativo), ma ¢
comunque punto critico dell’energia
2

E(z,y) = % +V () (2.71)


http://www.extrabyte.info/non_analiticita.pdf
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Figura 2.8: Andamento dell’energia potenziale V (z).

Figura 2.9: Andamento dell’energia meccanica E (z,vy).
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In fig. 2.8 tracciamo il grafico della funzione, mentre in fig. 2.9 e plottata ’energia meccanica

Per studiare la natura di & non e possibile applicare la definizione di stabilita secondo
Lyaponuv, giacché il sistema non e integrabile per quadrature. Assumiamo quindi, come pa-
rametro libero il valore dell’energia meccanica F, in quanto costante del moto, distinguendo
i due casi:

1. 0<FE<1

2. 1< E<QO

Nel primo caso abbiamo la configurazione di fig. 2.10, ove con xr > 0 denotiamo la
radice dell’equazione V' (z) = E piu vicina a &.

Figura 2.10: Intervallo (in grassetto) contenuto nella regione classicamente accessibile.

Precisamente, stiamo determinando per un assegnato valore dell’energia meccanica FE €
(0,1) la regione classicamente accessibile:

AE)={(z,y) eR* | E-V (z) >0}
Ne consegue (—zg,zp) C A (F), per cui

z(0) € (—xp,xp) = x(t) € (—xp,xE), Yt >t

Inoltre
2
:ce(—xE,xE):>E(x,y):%—i—V(:{:):E, con —E<V(x)<FE
2
V():>EE>%—E:>y2—4E<o:>yy|<2\/E, VE € (0,1)
x)>—

Denotando con Rg l'intorno rettangolare dell’origine, dato da
Ry = {(z,y) € B | |a| < ap, |yl < 2VE},
si ha

VE € (0,1), 305 € (O,min {IE,z yE|}) | (2 (0),y(0)) € Ry, = (¢ (t),y () € Ry, V>0
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Passiamo al caso —1 < E < 0. Denotiamo con 2, z% > 0 due radici consecutive
dell’equazione V (z) = E, osservando preliminarmente che dal momento che |E| puo essere
arbitrariamente piccolo, I'intervallo (2, z/;) riesce arbitrariamente vicino all’origine (0, 0).
Abbiamo

/

(27, 27%) CA(F) = 2 (0) € (25,27%) = x(t) € (25, 27), VEt>0

come illustrato in fig. 2.11.

Figura 2.11: Intervallo (in grassetto) contenuto nella regione classicamente accessibile.

Osservando che
12

z € (2, 2l)) =V (x) > —e V/oF
si ha
2
!

7€ (@ ah) = By =5 +V(@) =B

y2 1/g72 y2 1/22
— E>——e*/xE:>5<E+e*/xE

V(e)>—e V7F 2

— [yl < /2 (E + Vo)

Consideriamo il seguente intorno rettangolare di (0, 0)

e {(x’y) ER? | ap <w <k, [yl < \2(E+ e—l/x'g)}

Riesce

VIE| € (0,1), 305 € (O,min{Mﬂ/Q (E+e—1/w;§)}) | (£(0),5(0) € Ry = (x(1),y (1)) € R,

Ne concludiamo che &, = 0 & una posizione di equilibrio stabile, pur non essendo punto di
minimo relativo per V (z). Riportiamo infine il diagramma orario, la velocita in funzione
del tempo, e la curva di fase, ottenuti per integrazione numerica con le condizioni iniziali

z(0)=1,y(0) =1 (figg. 2.12-2.13)
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Figura 2.12: Grafico di z (t).

Figura 2.13: Grafico di y ().

Figura 2.14: Curva di fase per la condizione iniziale z (0) = 1,y (0) = 1.

138
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Esercizio 123 Studiare la stabilita del sistema
. , x(0) =xp, y(0) =
{y:F(x) (0) 0, ¥(0) =yo

dove F (x) deriva dall’energia potenziale (adimensionale)

1

V(x):{ efmsin(a—o), sex #0

0, sex=0

Soluzione
Studiamo preliminarmente la funzione:

f(x) =€
Insieme di definizione
f ¢ definita in

X =R- [ {kn}

kEZ

139

(2.72)

(2.73)

(2.74)

La funzione e periodica di periodo 7, per cui limitiamoci a [—g, g] — {0}.Intersezione con

gli assi

f (z) > 0 Vz per cui non esistono intersezioni con l'asse x. In = = 0 non & definita, onde

non ci poniamo il problema dell’intersezione con I’asse y.
Simmetrie
La funzione ¢ pari

f(=z)=f(x)

Quindi il grafico e simmetrico rispetto all’asse y. Inoltre f (j:E) =

2
Comportamento agli estremi

. 1 __1 _ +
Iim e sin2z — ¢ of = e =0
z—0t

Ne consegue che x = 0 ¢ un punto di discontinuita eliminabile. Prolungando per continuita

f(x):{ efﬁ, sex #0

0, sex=0

Derivata prima
cos T

fiw) =250 f (@)

Non e definita in z = 0. Applichiamo la definizione di derivata:

nd@=fO 1
z—0 T z—0 I

1

sin x

Eseguiamo la sostituzione t =

1
. P S . arcsin +
lim —e sin?z = lim o
¢
z—0 o t—o00 e

Quindi
f1(0)=0

=0 (per confronto tra infiniti)

(2.75)

(2.76)
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Dalla (2.76)
1
(& sin? z
li ! =21 - i

v~ v~

=1 =)

Per calcolare A poniamo t =

sin x

A= lim i:0

t—+oo et

Allo stesso modo lim, ,o- f' () = 0, per cui

lim f' () =0

z—0
Conclusione: la derivata f’(x) é continua in 2 = 0. Studiamo il segno

Cozx >0 <= =€ <0,g>

/' (z) >0 —
SR ee(-55)

Ne segue che f e strettamente crescente in (O, g) e strettamente decrescente in (—g, 0). I

punto z = 0 & di minimo relativo proprio. Inoltre f’ (:I:%) = 0, cioe il grafico di f parte dai
punti (ig, %) con tangente orizzontale.
Derivata seconda

sinz sin® x + 3sin’ z cos? x cosT

[ (@) = =2f (x) +2

sin® sin®

(z)
Facendo i dovuti passaggi e semplificazioni:

2+ 2sin* x — Hsin®
f"(x)z?e_ﬁ +2sin"x sin” x

sin®
Calcoliamo
lim /" () =0- 0

z—0

Per rimuovere I'indeterminazione, poniamo ¢t =

sinx

=0

t* (2t* — 5t 4 2
lim /" (xz) =2 lim ( 5t°+2)
T—

t—o0 et

Quindi
£ (x) =0

Derivata di ordine n
Calcolando le derivate di ordine successivo, si perviene

f™0)=0, YneN

cosicché la funzione assegnata pur essendo di classe C*° non e analitica.
Punti di flesso
Dobbiamo trovare le radici dell’equazione

f"(x)=0
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Cioe
2+ 2sin*x — 5sin’x =0

Ponendo ¢ = sin® z e risolvendo
1 = —

NS

che sono punti di flesso a tangente obliqua

T 1 T 1
F . F I
1( 4’€2>7 2(4762)

Tracciamento del grafico
E in fig. 2.15.

Rl

1

Figura 2.15: Grafico di f (z) = e sin?z.

Ora siamo in grado di graficare I’energia potenziale, in quanto oscilla tra le curve y =
1
+e sinZz, come mostrato in fig. 2.16.

[oRi
T

Figura 2.16: Grafico dell’energia potenziale V' (x) data dalla (2.73).

Per quanto riguarda il comportamento all’infinito:

lim V(z) = lim (e_sir}?x sin E) =0,

r—+o0 r—+o00 x
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in quanto abbiamo il prodotto di una funzione non regolare (e*ﬁ) e di una funzione
infinitesima. Tenendo conto della non analiticita di e_ﬁ, si ha che V (x) non ¢ analitica,
ma comunque di classe C*°. Il punto £, = 0 non e di minimo relativo, giacché in ogni intorno
di & cadono punti in cui f (z) > f (&) e punti z tali che f (z) < f (§). Tuttavia, & & punto
di equilibrio stabile, come mostra ’argomentazione seguente. Fissiamo innanzitutto i valori
dell’energia meccanica; precisamente consideriamo i casi:

L.LO<E<1?

2. -1 <E<0

Nel caso 1 denotiamo con zx > 0 la radice dell’equazione E — V (z) = 0 piu prossima a
& = 0. Dalla fig. 2.17 vediamo che il particolare valore scelto implica (—xg,z5) = A (F)
regione classicamente accessibile. Ne segue che il punto materiale compie un moto periodico
tra —xp e +x g con periodo

dx
Tzz/ V2IE -V (2)]

z(0) € (—zp,2p) = x(t) € (—zp,xg), Yt >0

Quindi

Figura 2.17: Assegnato un valore di E € (0,%), possiamo determinare la regione
classicamente accessibile A (E). L'intervallo grassettato (—zpg,zg) = A (E).

Riguardo alla grandezza y:
v’ 1
v € (—zp,ap) = E(zv,y) = o +V(z)=FEc¢€ 0,g>
y? 2
—= —E<V(@)<E = FE= 5+V(:c)>
— |y < 2VE

Consideriamo 'intorno rettangolare del punto (0, 0)

Ry = {(v,y) € R | la| < s, |yl < 2VE}
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Segue
VE € (0, é) L 3op € (o,min {mEQ\/ED | (2 (0),y(0)) € Rs, = (x(1),y (1) € Rp, ¥t >0

dove
Rs, = {(xa?/) € R? | |z| < dg, |yl < 5E}

i.e. un intorno quadrato di (0,0) di ampiezza dg. Ne consegue che per E € (07 %) il punto
& = 0 ¢ di equilibrio stabile. Passiamo al caso 2. Siano 0 < 2, < 2, due radici consecutive
dell’equazione E — V (z) = 0, che individuano la regione accessibile (fig. 2.18). Seguendo
le stesse argomentazioni dell’esempio precedente, si giunge alla conclusione che & = 0 ¢ un
punto di equilibrio stabile.

\ /sy N
‘yz_e /sir? (xg)) \
[E N N_7/

Figura 2.18: Caso F € (—%,0}.

Abbiamo quindi provato la stabilita del punto di equilibrio senza integrare le equazioni
del moto, formando in tal modo un controesempio all’invertibilita del teorema di Lagran-
ge. Volendo e possibile integrare numericamente le predette equazioni, con una condizione
iniziale

2 (0) = zo, y(0) = o
che in tal modo determina univocamente ’energia meccanica del sistema:

y2
E:?O—H/(xo),

potendo discutere i due casi F € (O, %) ed ' € (—%, O] , mostrando la stabilita dell’equilibrio
attraverso il tracciamento della curva di fase del sistema. Ad esempio, utilizzando il software
Mathematica e integrando con condizioni iniziali

2(0) =03, y(0) =04, (2.77)

otteniamo la curva di fase plottata in fig. 2.19.

Stabilita asintotica

Definizione 124 Un punto di equilibrio stabile & si dice asintoticamente stabile se esiste
un intorno I (&y,0) tale che

lim (z(t),y () = (§,0), V(z(to),y(to)) € I (&,0) (2.78)

t——+00
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Figura 2.19: Andamento della curva di fase per condizioni iniziali (2.77).

Dicesi bacino di attrazione di &, il pit grande intorno di (£y,0) che verifica la (2.78).

Teorema 125 Un qualunque sistema conservativo e privo di posizioni di equilibrio asinto-
ticamente stabili. In simboli:

A1 (60,0) | Jim (2 (1), 5 (1) = (€,0), ¥ (20, 50) € T (€,0) (2.79)
Dimostrazione. Procediamo per assurdo negando la tesi:
31 (60,0) | lim (2 (t),y(1) = (60,0, ¥ (x0,30) € I (&,0) (2:80)
Nell’istante iniziale £y ’energia meccanica del sistema ¢
E (zo,%0) = %myg + V() (2.81)
Per t = +o00
E (§,0) =V (&) (2.82)

D’altra parte & ¢ un punto di equilibrio stabile, cosicché E (£y,0) = min £ (x,y), onde

E (w0,y0) > E (&,0), V(zo,%0) € I(£,0) —{(,0)},

i.e. il sistema non e conservativo. Ma cio e contro l'ipotesi, da cui I'asserto. m

Instabilita di una posizione di equilibrio. Il secondo teorema di Lyapunov

Definizione 126 Un punto di equilibrio (&y,0) del sistema

T =1 . y
. ., F'(x) lpschitziana, (x (ty) = xo, y (tg) = 2.83
{02 o Pt (el =m0 yl)=w0) (289
st dice instabile se
B >0, It >t | 3. € (0,2) | w0 — &o| < 6o [10] <5€:>{ T () Gl >2 gy oy
ly ()] > €
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La generalizzazione del teorema di Lagrange alle posizioni di equilibrio instabile ¢ fornita
dal teorema seguente

Teorema 127 (Secondo teorema di Lyapunov)

§o € punto di > — (& € una posizione di equilibrio stabile

minimo relativo per V (x) &
La dimostrazione e analoga a quella del teorema di Lagrange 122.

Esercizio 128 Studiare la stabilita del sistema (in unita adimensionali):

{ z: % @) (2.84)

dove F (x) ha energia potenziale
V(r)=1—cosz (2.85)

Soluzione
Deteriminiamo i punti estremali della funzione V (z). A tale scopo calcoliamo prelimi-

narmente
V' (x) =sinz, V" (x) = cosx

Segue
V' (z) =0<=sine =0<= x, =km, Yhke Z
Riesce
V" () = (-1)",

onde

& = 2km,  punti di minimo relativo, Vk € Z

& = (2k+1)7, punti di massimo relativo, Vk € Z
OVVero

& = 2km,  punti di equilibrio stabile, Vk € Z
& = (2k+ 1) 7, punti di equilibrio instabile, Vk € Z

Instabilita dell’equilibrio. Separatrici

Sia dato il sistema di equazioni differenziali

T=1y C
. ., F(z) lipchitziana 2.86
{820, Fa (2:56)
e quindi la funzione energia meccanica:
1
E(w,y) = gmy’ +V () (2.87)
Cioe
E:A—R (2.88)

E:(r,y) — E(x,y), V(zr,y) € A



CAPITOLO 2. DINAMICA UNIDIMENSIONALE 146

dove A C R? ¢ il campo di esisenza della funzione F (z,y):
A={(z,y) eR’ |z € X, —o0<y<+o0} (2.89)

essndo X C R l'insieme di esistenza della funzione energia potenziale V (x). L’immagine di
A attraverso E (z,y) (i.e. il codominio della funzione E (x,y)) ¢

E(A) ={E(x,y)| (.y) € A} CR (2.90)

Ne segue che le curve di livello (ovvero le curve di fase del sistema (2.86) sono tutti e soli i
luoghi del piano coordinato xy

v E(z,y)=E, £€E(A) (2.91)

Abbiamo dunque una famiglia di curve piano ad un parametro, ciascuna delle quali e data
in forma implicita:

e ! %my2 LV (2) =€, EeE(A) (2.92)

Sia (&y,0) un punto critico della funzione F (z,y) e quindi, un punto di equilibrio del
sistema (2.86):

E(ﬁoao) =V (50)

e dunque la curva di livello

DK %my? +V(z) =V (&) (2.93)

Definizione 129 Se il punto di equilibrio & e instabile, la curva di livello si dice separa-
trice..

Nell’esempio precedente, avevamo visto che il sistema di energia potenziale
Vi(r)=1-—cosz (2.94)
esibisce un’infinita numerabili di posizioni di equilibrio instabile:
&e=02k+1)m, VkeZ (2.95)

riuscendo

V(&)=2, VkeZ (2.96)

Ne segue che I'unica separatrice di tale sistema e la curva piana di rappresentazione implicita
y* =2(1+cosx), (2.97)

plotatta in fig. 2.20.


http://www.extrabyte.info/2017/11/20/handbook-di-esercizi-sulle-curve-di-livello/
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Figura 2.20: Separatrice del sistema conservativo di energia potenziale V' (z) = 1 — cosx.

\%
.
P
-
/4 -
€ -7
~ I
P I
/20 | -7 |
e r-7 \
o I I
-7 I I
-0 I I
1 3{ 5\ X
T JT Ve
- T Ul o7
-—— > 2 > 37
T I
T~ I
~~_ \u
7{,311/20, ~
\\

Figura 2.21: Andamento dell’energia potenziale (2.99).
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Interpretazione fisica delle separatrici

Consideriamo il sistema (in unita adimensionali):

sk (258

dove F'(z) ha energia potenziale

/10 0< <3
e Vsine, se 0 <x <3rm
Viz) = { 0, altrimenti (2.99)
graficata in fig. 2.21.
Segue
& = g punto di equilibrio instabile V (&) = e
3w . o . 3r
& = > punto di equilibrio stabile V (&)= —e2
5 x
& = g punto di equilibrio instabile V(&) =e*
Questo sistema ammette due separatrici:
Yo : E(x,y) = e :>E+V(a:):e%, (2.100)
37 y2 3r
Yo B (x,y) = e — §+V(:E) =e0
Riferiamoci alla prima
2
Yo : %+V(x) — e%
supponendo che I'energia meccanica del sistema sia Fy = ez. In tal caso la regione
classicamente accessibile ¢
A (Ep) = (—o0, 2] U [2, +0) (2.101)
dove @'y, 2, sono due radici consecutive dell’equazione trascendente
y2 x s
5 + el sine = e20 (2.102)
come vediamo in fig. 2.22.
Le predette radici possono essere determinate numericamente
Ty ~6.91, 2 ~ 8.92 (2.103)

Il sistema ammette una ed una sola soluzione in corrispondenza di una condizione iniziale
del tipo
z(0) = o, y(0) = yo
Se xg < ', y < 0 si ha
lim z(t) = —o0 (2.104)

t——+o0
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T4 |

EoF-p-—-----f--

INTESTN B
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7(,3 /20 |

Figura 2.22: Regione classicamente accessibile se I'energia ¢ Ej.

Se x € (%, Z+ 5) con 0 < 6 < 7eyy >0, la particella compie un moto progressivo fino a
raggiungere il punto di ascissa 2’5, che ¢ un punto di arresto con inversione del moto. Quindi
si muovera di moto retrogrado verso —oo.

Se x > z', yo > 0 la particella compie un moto progressivo verso +o0o. Se zo > 7,
Yo < 0 la particella compie un moto retrogrado verso x, dove inverte il moto allontanandosi

verso +oo. Graficando 'energia meccanica F (x,y) vediamo che il luogo geometrico

E(z,y) = e®
T
{G0)}on
Abbiamo cioe un insieme di livello, di cui la separatrice 7y ne € un sottoinsieme.

2.2.2 Controesempio per il teorema 107

Promemoria
Nella trattazione svolta nei numeri precedenti, il ruolo cruciale & svolto dalla funzione
2
f@)==[E-V @], (2.105)

che ¢ l'energia cinetica! della particella in funzione dell’ascissa z. Il segno della (2.105)
determina univocamente la regione classicamente accessibile:

AE)={zeR]| f(z) >0} (2.106)

Avevamo poi dimostrato che se € € A & uno zero di f (z) e se I'energia potenziale V (z) e di
classe C"=!] si ha per un’assegnata condizione iniziale z (teorema 104)

t(¢) = 5d—mz—l—oo (2.107)
T \/ f(x) '
o cio che ¢ lo stesso
&= lim x(t) (2.108)

t——+00

1A meno del termine moltiplicativo % Quindi ¢ la velocita al quadrato espressa in funzione dell’ascissa.
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Ne segue che £ e un punto di arresto asintotico.
Cio premesso, il teorema citato nel titolo (teorema 107) afferma che comunque prendiamo
due punti di inversione consecutivi 1, xo, il moto tra essi e periodico di periodo

2 dx
T=2 _— 2.109
ST ( )

Come controesempio, consideriamo 1’energia potenziale (unita adimensionali):

Vi) =1+ P (x—g) (2.110)

dove P, (z) sono i polinomi di Legendre. Nel caso in esame abbiamo:

V() 5602" — 3360z + 70802 — 6120z + 1931) (2.111)

Eseguendo uno studio di funzione troviamo il grafico di fig. 2.23. In particolare, &, = % e

un punto di massimo relativo, ovvero £, € una posizione di equilibrio instabile. Studiamo il
moto nel caso in cui I'energia meccanica della particella e

11
E=V (&)= < (2.112)
Segue
2
fla)=— V(&) = V()] (2.113)
cosicché
Vi(z) <V (&), Vaelr,m]) = AV (&) = |21, 2], (2.114)
come vediamo dalla predetta figura. Per essere piu specifici, esprimiamo tutto cio numeri-
camente: a1 Vo
11 21 — 2421 21 + 2421
Assumiamo come condizioni iniziali
x(0) =z9 € [21,&), ©(0)= 29 >0 (2.116)

Cioe, la particella inizia a muoversi da xy di moto progressivo i.e. verso la posizione di
equilibrio instabile. Per quanto precede, la sua energia meccanica totale ¢ £ = V (§). E
chiaro che inizialmente ha il medesimo valore

1

Em:irz +V(z)=E=V(&) (2.117)
Siccome V (z) < V (&), Vz € [x0,&), la particella ha un contenuto non nullo di energia
cinetica f (z). Tuttavia dal momento che &, ¢ uno zero di f (z) interno a A (F) (fig. 2.24),
per il teorema della convergenza/divergenza dell’integrale che misura il tempo ¢ in funzione
di x, si ha:

o
To =1t () = / ?@(az) = 400 (2.118)
ossia
lim z(t) =& (2.119)

t——+00


http://www.extrabyte.info/armoniche_sferiche.pdf
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Ne consegue che la posizione di equilibrio instabile &, viene raggiunta asintoticamente. Si
noti che possiamo lasciare cadere 'ipotesi restrittiva sulle condizioni iniziali (2.116) a patto
di assegnare xy € [z1,x3]. Ad esempio, se zg € [r1,&), @ (0) = &y < 0, la particella compie
un moto retrogrado verso x; che ¢ un evidente punto di arresto con inversione del moto, per
cui compie successivamente un moto progressivo verso &y, raggiungendo tale punto dopo un
intervallo di tempo infinito.

Ec=V(&o)+e

E=V(%0)

Figura 2.24:  Andamento dell’energia cinetica in fnzione dell’ascissa, f(x) =
2 [V (&) — V (2)], ove abbiamo posto m = 2 (unita adimensionali).

La conclusione a cui siamo giunti ¢ una conseguenza del principio di conservazione del-
I’energia meccanica: la particella non ha energia sufficiente per attraversare la posizione di
equilibrio instabile. Incidentalmente, se ’energia meccanica e

E.=V(&)+¢e, (6>0) (2.120)
si ha 5
fe(z) = - e+ V(&) —V (v)] (2.121)
Ne segue )
e>0= P eA(E)|[f()=0
Inoltre

A(EE) = [xll’xIQ] - [x17$2]>
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come mostrato in fig. 2.23. In tal caso il moto e periodico di periodo

$2 d
ngz/ L < io0, (¢>0)
) fe (2)

Per quanto precede:
Iim 7T, = 400
e—0

152

(2.122)

(2.123)



Appendice A

Esercizi svolti

A.1 Posizioni di equilibrio
Esercizio 130 Un punto materiale di massa unitaria st muove lungo l’asse x sotto l’azione
di un campo di forze conservativo con energia potenziale
72
Vi(x) = -t Az? (A1)

Dopo aver determinato le posiziont di equilibrio, calcolare il periodo del moto intorno a una
posizione di equilibrio stabile.

Soluzione
Eseguiamo dapprima un veloce studio di funzione. Gli zeri sono:

1

-0 r=——
T , X o\

Riesce .
V(r) >0<=zx¢€ (—5,0) U (0, +00)
Comportamento agli estremi:
lim V (z) =400, lim V (z)=—oc0
r—r+00 T—r—00

Derivate prima e seconda:
V' (z) =2+ 3\2? V" (z) =1+ 6A\x

Punti estremali:
Studiando il segno della derivata prima:

1
Vi(z)>0<=1z€ (—oo, —3—)\) U (0, +00)

153
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Figura A.1: Andamento dell’energia potenziale (A.1).

cosicché la funzione e strettamente crescente in (—oo, —i) U (0, +00) e strettamente decre-

3
scente in (—%, 0). Ne segue
& =0 punto di minimo relativo = equilibrio stabile

1
& = Y punto di massimo relativo = equilibrio instabile

La derivata seconda si annulla in x = —é evidente punto di flesso. Il grafico ¢ in fig. A.1.
Per studiare il moto in prossimita dell’'unica posizione di equilibrio stabile &, = 0, fissiamo
un valore dell’energia F/ € (O, V(&)= 54%), come illustrato in fig. A.2, da cui vediamo che la
regione che ci interessa ¢ [/, 2], essendo gli estremi di tale intervallo due radici consecutive
dell’equazione di terzo grado
oA + 22 — F =0,

che si puo risolvere numericamente per un assegnato valore di .

\Y

N

=
e
o

Figura A.2: Un sottoinsieme della regione classicamente accessibile.

I1 moto e periodico con periodo (eq. 2.38)

TIQ/;% o

E
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dove
f(z)=2[E =V (z)], perx € [z, 2]
Cioe
22
f(x)y=2 (E— 5 —)\$3) , per x € [z, 2]
Quindi

T, =2 / 2 dx
ve (2 (B -2 - Ar?)
Per A = 0 abbiamo un potenziale di oscillatore armonico:
Ty =27
Per 0 < A < 1 ci aspettiamo la comparsa di termini correttivi:
T\ =27+ O ()N (A.2)

Utilizzando 'ambiente di calcolo Mathematica, otteniamo:

AT |
10.01\2w+545 1079 |
1002 [ 2m+220-107° |
| 0.03 | 2m +50.00 - 10~* |
10.04 [ 2 +0.09- 1072 |
1 0.05 [ 2 +1.48-107" |
| |
| |
| |
| |
| |

10.06 [ 2 +2.23-10""
007 [ 27 +321-107"
1 0.08 [ 2 +4.50- 107"
10.09 | 2r+6.25-10"
1 0.1

2m 4+ 8.75- 1071

Le curve di fase sono
20z® + 2% 4+ 9 = 28, (A.3)

per un assegnato valore di E. Per A — 0
2? +y* =2F

ciod una famiglia di circonferenze di centro 'origine e raggio v/2E con E > 0. Ovviamente
questo ¢ il caso dell’oscillatore armonico che solitamente ha per curve di fase una famiglia
di ellissi. Qui invece, dal momento che la massa della particella e la costante elastiche sono
entrambe pari a 1, le ellissi sono circonferenze. Sinoti che per F = 0 la curva di fase degenera
nell’origine, glacche x = 0 e di equilibrio stabile. Per A > 0 abbiamo la famiglia di curve del
terzo ordine (A.3).

L’unica separatrice e

Il nome deriva dal fatto che ogni separatrice ¢ composta da due rami divergenti. Al variare
del coefficiente perturbativo otteniamo una famiglia di curve in parte plottata in fig. A.3.


http://www.extrabyte.info/guida-a-mathematica/
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<

151

10

-15

Figura A.3: Alcune curve separatrici al variare di \.

Esercizio 131 Un punto materiale di massa m = 2 (unita adimensionali) si muove lungo
l’asse x sotto l'azione di un campo di forze conservativo con energia potenziale

[ 1=2% sexe[-1,1]
Viw) = { 0, altrimenti (A4)

1. Determanare le posiziont di equilibrio e discutere la stabilita.

2. Scrivere le equazioni delle curve di fase e delle curve separatrici.

Soluzione

Quesito 1

Il grafico dell’energia potenziale ¢ in fig. A.4. Si osservi che V (z) € C° (R), presentando
una discontinuita di prima specie della derivata prima in z = +1:

by =227 sex e [-1,1]
Vi) = { 0, altrimenti (A.5)

per cui ci aspettiamo dei punti angolosi nelle curve di fase e nelle curve separatrici.
L’energia meccanica e

—2?+y*+1, sexe[-1,1], y € (—oo, +0)
y?, altrimenti

E(x,y)=9y"+V(z) = { (A.6)

Ne segue E (x,y) >0, V(z,y) € R
Riguardo ai punti estremali, troviamo { = 0 punto di massimo relativo i.e. &, & una
posizione di equilibrio instabile. Inoltre, comunque prendiamo z € (—oo, —1) U (1, 400) si

trova che tale punto ¢ una posizione di equilibrio indifferente.
Quesito 2
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Nl

Figura A.4: Andamento dell’energia potenziale (A.4).

Curve di fase:
v’ +V (z) = E,

con F > ( parametro libero. Precisamente:

{ y?> = E, altrimenti (A7)
Discutiamo la prima delle (A.7) distinguendo i due casi: 1) 0 < E <0, 2) E > 1
Nel caso 1
?—y=1-F xe|[-1,1] (A.8)

che ¢ manifestamente ’equazione di un arco di iperbole equilatera di asintoti y = 4+x, come
vediamo dalla fig. A.5. E chiaro che gli asintoti hanno senso solo se consideriamo l'intera
iperbole, qui invece I’arco ¢ troncato in corrispondenza degli estremi z = £1.

Figura A.5: Andamento delle curve di fase nella regione x € [—1, 1] e per valori dell’energia
0<E<I

Nel caso 2 (£ > 1) la prima delle (A.7) diviene

v —2*=FE—1, sex €[-1,1] (A.9)
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Figura A.6: Andamento delle curve di fase nella regione x € [—1, 1] e per valori dell’energia
E>1.

ovvero archi di iperbole, come mostrato in fig. A.6.
Y¥=E>0—=y=+VE, z¢[-1,1] (A.10)

Discutiamo la seconda delle (A.7)cio¢ I'unione di semirette, come mostrato in fig. A.7.

Figura A.7: Andamento delle curve di fase nella regione x ¢ [—1,1].

A questo punto non ci resta che raccodare le soluzioni trovate. Per 0 < E < 1

?—y*=+1—F sexe€[-1,1]
: ’ A1l
B { y = +VE, altrimenti ( )
come vediamo dalla fig. A.7.
Per £ >1 ) ,
-y =+v1—FE sexe|—-1,1
ye:d Y £ sezel-L1 (A.12)
y = +VE, altrimenti
come vediamo dalla fig. A.9.
L’unica curva separatrice si ottiene per £ =V (0) = 1:
. Jy==xx sexe[-1,1]
TE { y = £1, altrimenti (A.13)
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Figura A.9: Andamento della generica curva di fase per £ > 1.

1.0f

0.5

0.5

~1.0F

Figura A.10: Andamento della curva separatrice.



APPENDICE A. ESERCIZI SVOLTI 160

come mostrato in fig. A.9.

Esercizio 132 (Instabilita asintotica) Nel caso dell’esercizio precedente, discutere il mo-
to del punto materiale per un wvalore dell’energia meccanica E = 1 e per una condizione
miziale

z(0) =z0 € (0,1), y(0) =wo (A.14)

Soluzione
L’esercizio chiede di studiare il moto se la curva di fase ¢ una separatrice. Ricordiamo
infatti che 'energia potenziale &

1—2% sexe[-1,1]

0, altrimenti (A.15)

v ={
da cui segue I'unico punto di equilibrio instabile §, = 0, in cui V' (§) = 1. Rammentiamo
che in un numero precedente avevamo definito una funzione f (x) ovvero l'energia cinetica
in funzione dell’ascissa

2 B [ 2% sexe[-1,1]
f )= m B =V () m=2 E-V(z)= { 1, altrimenti (A.16)
Ne segue la regione classicamente accessibile
AE=1) = {(z.y) € R?| [ (2) > 0} = (~00, +00) (A.17)

L’equazione differenziale del moto e

i’ =f(z) =1 =+/f (1) (A.18)

Distinguiamo i due casi: 1) y(0) = ©(0) = @9 > 0; 2) y(0) = @ (0) = &9 < 0. Nel primo
caso dobbiamo integrare

dx x, sex € [—1,1]
dat { 1, altrimenti (A.19)
Per z € [-1,1]
z(t)=Ce', VCeR
Deve essere z (0) = zg, onde
z(t) = zoe', sete0,ty], (A.20)
dove t; ¢ l'istante in cui il punto materiale ha ascissa +1:
t1 = —Inzg ricordiamo che zq € (0,1)
Pert >ty ie z>1
d
d—f:1=>x(t):t+c’, VC' € R (A.21)

La costante di integrazione ¢ tale da raccordare le due soluzioni nell’istante t;. Troviamo

t
| woet, sete]0,t]
@ (t) = { t+1—Inzg, set >t (A.22)
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Si noti che
lim z(t) = +o0

t——+o0

Cioe il punto materiale si allontana a +oc. Precisamente, nel’intervallo di tempo [0,%] si
ha un allontanamento esponenziale, mentre per ¢t > t; ’allontanamento ¢ lineare giacché il
moto e rettilineo ed uniforme.

Caso 2: y (0) = &9 < 0. Il moto e retrogrado e dal momento che inizialmente ¢ xy € (0, 1),
il punto materiale si avvicina alla posizione di equilibrio instabile £ = 0. Impostando
I’equazione differenziale del moto:

i e A2
In questo caso basta integrare la prima
x(t) = zpe”" (A.24)
per vedere che
lim xz(t)=0, lim &(¢)=0 (A.25)

t—+o0 t——+o0

Ne consegue che la posizione di equilibrio instabile {; = 0 ¢ un punto di arresto asintotico.

Esercizio 133 Discutere il moto di un punto materiale di massa m vincolato a muoversi
lungo l'asse x sede di un campo di forze conservativo con energia potenziale:

T\ 2n
Vi) =V (5) - (A.26)
dove Vo > 0 e A > 0 sono due costanti aventi rispettivamente le dimensioni di una energia
e di una lunghezza, mentre n ¢ un intero positivo > 1.

Soluzione

Il grafico della funzione V () ¢ in fig. ??. Il punto x = 0 definisce manifestamente una
posizione di equilibrio stabile, mentre il minimo assoluto di V' (x) & zero, per cui I'energia
meccanica € non negativa:

T 2n 2
E(x,y):VO(X> +2y—m20

Per un assegnato valore dell’energia £/ > 0 otteniamo la regione classicamente accessibile

AN(E) =[—xg,xg] (A.27)
essendo N
Tp =\ (%) " (A.28)

Le curve di fase sono:
T 2n Y
7E>05V0<—> +-—=F

Non esistono curve separatrici giacché il sistema e privo di posizioni di equilibrio instabile.
Per il teorema 107 il moto e periodico di periodo

=2 /_Z jlfx(x)’
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essendo

)= 2B~V @)= {E_vo(fﬂ

m

Dal momento che la funzione integranda e pari:

T, — 4 /0 v \/ (A.29)

Eseguiamo il cambio di variabile

O Y s dr=\(—) d
= (5) 5=ea(n) e ama(y) e

Vediamo come cambiano gli estremi di integrazione:
0<z=\(— <A —= —0<¢<1
- (Vo) ‘= (Vo) =6=

Quindi

~[m (ENT [P de

L’integrale puo essere calcolato in forma chiusa solo per n = 1 (oscillatore armonico). Per
n > 1 e esprimibile attraverso la funzione euleriana I"

N D
o VI-en ()

(A.31)

Ne segue

%+ 2n+1
T, = 4\ 2 (E) ) (A.32)
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Esercizio 134 Discutere il moto di una particella di massa m vincolata a muoversi lungo
l’asse x sede di un campo di forze conservativo di energia potenziale:

x
V (z) = Vj tan® (X) , (A.33)
dove Vo > 0 e A > 0 sono due costanti aventi rispettivamente le dimensioni di una energia
e di una lunghezza.

Soluzione
La funzione V (x) & periodica di periodo Ar. I punti zp = ’\—2” + kAw, Vk € Z sono di
discontinuita di seconda specie:
lim V (z) = 400

T—rT

La funzione e non negativa nel suo campo di esistenza

X =R— | {z}

kEZ

La derivata prima
3 x
Vo=
)

si annulla in z = 0 ed ¢ facile verificare che tale punto € di minimo relativo per la funzione
assegnata. Anzi, ¢ di massimo assoluto. Ne segue che il predetto punto definisce una
posizione di equilibrio stabile e che i valori dell’energia meccanica sono £ > 0. Il grafico e
in fig. A.12

5rA 3 A
- T -4 om =

Figura A.12: Andamento della funzione V (z) (eq. (A.33)).

Escludendo il caso £ = 0 in cui la particella ¢ in quiete nella posizione di equilibrio,
calcoliamo la regione classicamente accessibile per un dato valore di E. Scriviamo come al
solito:

F@) = 2[E-V @) == [F-Vtan® (1]

m m

Deve essere
A(E) = {x € X | E— Vj tan? (;) > o} (A.34)
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Figura A.13: La retta di equazione V' = E interseca in infiniti punti il grafico della funzione
V (z) = Vj tan? (f) Le ascisse di tali punti sono le radici dell’equazione trascendente £ =
Vo tan? (£).

Risolviamo .
Vy tan? <X) -5 (A.35)
che ha un’infinita numerabile di radici, alcune delle quali graficamente visibili in A.13.
Determiniamo le radici della (A.35) nell’intervallo di periodicita (—2Z,2X). Abbiamo

tan <£> =+ £:>:c:j:arctan E
A Vo V Vo
FE
rp = Aarctan 4/ o TIE (A.36)
0

sono le radici nel predetto intervallo, come mostrato in fig. A.14.

Cioe

\Y

m
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|
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- —Xe Xe

O < S
)

Figura A.14: Radici dell’equazione E = tan? (%) nell’intervallo (—%’r, )‘7“)
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Tenendo conto della periodicita di V' (x) si perviene alla regione classicamente accessibile:

AE) = [A (— arctan \/go + k7r> A (arctan \/go + /ﬂr)

kEZ

(A.37)

Siccome il testo si riferisce al periodo dei moti corrispondenti, significa che dobbiamo consi-
derare uno degli infiniti intervalli contenuti in A (E). Senza perdita di generalita, mettiamoci
in quello corrispondente a k = 0, i.e. [—x g, zg| con xp dato dalla (A.36). Il periodo &

B dx e dx
T= 2/ ——— = (integrando pari) = 4/
—zp \/ f(%) 0 f(:L‘)
Sostituendo 'espressione di f (x):
TE
Ty / dz (A.38)
o VEE Vot (3)]
Poniamo y =  per cui
def TR
dxr = A\dy, Ogas:)\nyE:OﬁygyE:T (A.39)
Quindi
YE d
T =4\ / Y (A.40)
o +/A— Btan’y

avendo definito le costanti positive:

L’intgrale indefinito

| s
A — Btan®y

si calcola nel seguente modo, cosicché

/ dy 1 VA+ Btany
= arctan
VA— Btan’y VA+B VA — Btan?y

Pertanto la (A.40) diventa:

e 4\ tam VA + Btany e
= —— |arcta
VA+ DB VA — Btan?y
4\ VA+ Btanyg
= ————arctan
vVA+B VA — Btan?yg

TE . FE ¢ FE
= — =arctan/ — = tanyp = |/ —
YE \ A YE Vo’

y=0

D’altra parte


http://www.extrabyte.info/2020/11/29/integrale-trigonometrico/
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onde
E | 2V E
- 4N . 5+ %
= ——— arctan
vVA+ B 2E 2WW E
~0
dmA AmA T
= arctan (+00) = —
V2m (E + Vj) 2m (B + Vp) 2
Cioe
2mTt

V2m (E 4+ Vp)

essendo 7 = A7 il periodo dell’energia potenziale.

Esercizio 135 (1l testo é tratto da [2]. La soluzione é nostra)
Un punto materiale di massa unitaria si muove lungo l’asse x soggetto a una forza
conservativa con energia potenziale:

(z+1)%, sex<—1
V)= 0, se —1<x<1 (A.41)
(z—1)°, sex>1

1. Disegnare le curve di fase corrispondenti ai valori E = 0, %, 1.

2. Dimostrare che il periodo T del moto corrispondente a un valore E > 0 dell’energia
del sistema vale
1 1 /2
T=2n|—+—\/—= A .42
s ( NG + p E) ( )
Soluzione
Quesito 1

La funzione V (z) ¢ graficata in fig. A.15, da cui vediamo che i valori dell’energia mecca-
nica sono £ > 0. Per un assegnato £ > 0 la regione classicamente accessibile e un intervallo
i cui estremi sono gli zeri della funzione

fx) =2[E =V (z)]

Per x > 0
(z2—1)?=E=2-1=+VE
Dobbiamo prendere il segno (+)
g5 =VE+1 (A.43)

Per z <0
(z+1)°?=E=2+1=+VFE

Dobbiamo prendere il segno (—)

2y =—VE—-1=—zp (A.44)
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Figura A.15: Grafico della funzione (A.41).

Figura A.16: Alcune curve di fase del sistema.
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come mostrato in fig.A.15.

Le curve di fase per alcuni valori dell’energia sono disegnate in fig. A.16.
Quesito 2

Il periodo e

T = 2/ dx = (integrando pari) = 4/ dr
-z f(:lj') 0 f(l’)

: [ | (xf_ 1)} ' arcsin (1) = ="
= —— |arcsi | —— = ——= arcsin = —
2 E )], V2 2v/2

1 1 1 /2
T=4 —+— =21 | —=+—\/ & A.45
<\/ 22 ) <\/§ m E) (A.45)
Esercizio 136 (Il testo é tratto da [2]. La soluzione é nostra)

Un punto materiale di massa unitaria st muove lungo l’asse x soggetto a una forza
conservativa con energia potenziale V (x) periodica di periodo 2w in x e tale che

Segue

Vix)= % |z|, sex € [—m, 7] (A.46)

dove Vi > 0 € una costante fissata.

1. Disegnare le curve di fase del sistema corrispondenti ai valori dell’energia E = %, Vo, 2Vy

(Attenzione! L’energia potenziale ¢ una funzione continua ma non di classe C1,
quindi...).

2. Calcolare il periodo del moto come funzione dell’energia corrispondente ai moti di
librazione.

Soluzione
Quesito 1
La funzione e continua ma la sua derivata ha infiniti punti di discontinuita di prima
specie
xy =km, Yk e Z

che definiscono un’infinita numerabile di punti angolosi del grafico della funzione, come
mostrato in fig. A.17.
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| | | | X
-3n -2n - Vi 2n 3n

Figura A.17: Grafico della funzione (A.46).

I punti 2}, = 2k7m, Vk € Z sono posizioni di equilibrio stabile per il punto materiale.

L’energia meccanica e
2

E(x,y):V(x)+%20,

per cui i valori possibili dell’energia non non negativi. Per £ = % la curva di fase e

2
y_ W
Mo/ V(ﬂﬂ)"‘? =5
Se ci limitiamo all'intervallo x € [—m, 7]
Ve 2
olel (v _ Vo (A.47)
T 2 2

Per V5 = 1 otteniamo la curva di fig. A.18.

Figura A.18: Curva di fase 7y, /2 per Vp = 1.

Dal momento che £ = V; corrisponde a una posizione di equilibrio instabile, la corri-
spondente curva di fase & una separatrice:

2
oV (@) + 5 = Vo (A.48)
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Figura A.19: Curva separatrice -y, per Vo = 1.

ed e rappresentata in fig. A.19.
Per £ = 2V,

2
vy V(@) + % =2V, (A.49)

ed e rappresentata in fig. A.20.

Figura A.20: Curva di fase 79y, per Vy = 1.

Quesito 2

I moti di librazione sono tutti e soli i moti che si realizzano in un intorno di una posizione
di equilibrio stabile. Senza perdita di generalita consideriamo un intorno di x = 0. Per
individuare tale intorno fissiamo 0 < E < Vj, per cui otteniamo l'intervallo [—z g, x|, dove
gli estremi sono le radici dell’equazione:

Vo E
- || x 7TV0
e dunque
E
Tp=T—
TV

come mostrato in fig. A.21.
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Figura A.21: Valore dell’energia corrispondente a un moto di librazione.

Calcoliamo il periodo:

(integrando pari)

TZQ/_Z Q[EdiEV(x)] / V2[E -V (2
_ /ffE dz /wE d[2(E - Vog;)]
0\ J2(E - %x) % J2 (B = Yop

Cioe
T = 167— (A.50)
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