
Matematica Open Source

Estremi relativi ed assoluti di funzioni 
di più variabili

Grafici di funzioni di due variabili
Sia f una funzione reale di due variabili reali x,y definita in un sottoinsieme A (campo o dominio) di R2. Ad esempio:

In[1]:= SetOptions@

8Plot, ContourPlot, Plot3D, DensityPlot, ContourPlot3D<,

BaseStyle -> 8FontFamily -> "Georgia", FontSize ® 9<

D;

In[2]:= f@x_, y_D := Hx^2 + 3 y^2L * Exp@1 - x^2 - y^2D

Disegnamo il grafico della funzione:

In[3]:= graf = Plot3D@

f@x, yD, 8x, -2, 2<, 8y, -2, 2<,

ColorFunction ® Function@8x, y, z<, Hue@.65 H1 - zLDD

D

Out[3]=
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Vediamo alcune opzioni:



In[4]:= Show@graf,

BoxStyle ® Dashed,

BoxRatios -> 84, 5, 3<,

AxesLabel ® 8"x", "y", "z"<,

AxesEdge ® 8Automatic, Automatic, Automatic<,

ViewPoint ® Top

D

Out[4]=
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In[5]:= Show@graf,

BoxStyle ® Dashed,

BoxRatios -> 84, 5, 3<,

AxesEdge ® 8Automatic, Automatic, Automatic<,

AxesLabel ® 8"x", "y", "z"<,

ViewPoint ® Front

D

Out[5]=
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In[6]:= Show@graf,

BoxStyle ® Dashed,

BoxRatios -> 84, 5, 3<,

AxesLabel ® 8"x", "y", "z"<,

AxesEdge ® 8Automatic, Automatic, Automatic<,

ViewPoint ® 8-2, 2, 2<

D

Out[6]=
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Ricerca dei punti critici
Attraverso  la  nozione  di  pattern  possiamo  costruire  funzioni  che  agiscono  su  funzioni  e,  mediante  il  comando

Block[], definire variabili locali. Definiamo una funzione denominata PuntiCritici che restituisce i punti critici

di una assegnata funzione f(x,y). Qui vediamo all'opera tutta la potenza di Mathematica:

In[7]:= PuntiCritici@f_D := Block@

8x, y<,

Solve@8¶xf@x, yD, ¶yf@x, yD< � 80, 0<, 8x, y<

D

D

In[8]:= pc = PuntiCritici@fD

InverseFunction::ifun :  Inversefunctionsarebeingused.Valuesmay belostformultivaluedinverses.�

InverseFunction::ifun :  Inversefunctionsarebeingused.Valuesmay belostformultivaluedinverses.�

Solve::incnst :  Inconsistentorredundanttranscendentalequation.Afterreduction,

thebadequationis-2-3InverseFunctionAð1ã
ð1
&,1,1EB

1

3
ã

�1� I1-x
2

-3y
2MF == 0.�

Solve::ifun :  InversefunctionsarebeingusedbySolve,so

some solutionsmay notbefound;useReduceforcompletesolutioninformation.�

Solve::svars :  Equationsmay notgivesolutionsforall"solve"variables.�

Out[8]= 88x ® -1, y ® 0<, 8x ® 0, y ® 0<, 8x ® 1, y ® 0<, 8y ® -1, x ® 0<, 8y ® 1, x ® 0<<

Verifichiamo tale risultato calcolando il gradiente di f nei punti trovati:

In[9]:= grad@f_D := 8¶xf@x, yD, ¶yf@x, yD< �� Simplify

In[10]:= grad@fD

Out[10]= 9-2 ã1-x
2
-y2 x I-1 + x2 + 3 y2M, -2 ã1-x2-y2 y I-3 + x2 + 3 y2M=

In[11]:= grad@fD �. pc

Out[11]= 880, 0<, 80, 0<, 80, 0<, 80, 0<, 80, 0<<

Il programma seguente calcola l'hessiano di f nei punti critici, nonchè la derivata parziale seconda fxx  nei suddetti punti.

In[12]:= TestDerivataSeconda@f_, 8x0_, y0_<D := Block@

8x, y, der2fxx, hessiano<,

der2fxx = N@¶x¶xf@x, yD �. 8x ® x0, y ® y0<D;

hessiano = N@der2fxx ¶y¶yf@x, yD - ¶x¶yf@x, yD^2 �. 8x ® x0, y ® y0<D;

Which@

hessiano > 0 && der2fxx < 0, "Massimo relativo",

hessiano > 0 && der2fxx > 0, "Minimo relativo",

hessiano < 0, "Punto di sella",

hessiano � 0, "Indeterminato"D

D

Ad esempio:
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In[13]:= TestDerivataSeconda@f, 80, 0<D

Out[13]= Minimo relativo

In[14]:= TestDerivataSeconda@f, 81, 0<D

Out[14]= Punto di sella

Il programma seguente fornisce la lista dei punti.

In[15]:= Map@

8TestDerivataSeconda@f, ðD, ð, Apply@f, ðD< &, 8x, y< �. pc

D �� TableForm

Out[15]//TableForm=

Punto di sella -1
0 1

Minimo relativo 0
0 0

Punto di sella 1
0 1

Massimo relativo 0
-1 3

Massimo relativo 0
1 3

Tracciamo alcune curve di livello della funzione data

In[16]:= ContourPlot@

f@x, yD, 8x, -2, 2<, 8y, -2.5, 2.5<,

ContourShading ® False,

Axes ® True,

Frame ® False,

AxesLabel ® 8"x", "y"<

D

Out[16]=
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L'opzione Contours fornisce la cardinalità dell'insieme di curve di livello. Ad esempio:
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In[17]:= livello = ContourPlot@

f@x, yD, 8x, -2, 2<, 8y, -2.5, 2.5<,

Axes ® True,

Frame ® False,

AxesLabel ® 8"x", "y"<,

Contours ® 8,

ContourLabels ® HText@Framed@ð3D, 8ð1, ð2<, Background ® WhiteD &L,

ContourStyle ® 8Red, Orange, Yellow<

D

Out[17]=
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Tracciamo un density plot:
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In[18]:= densita = DensityPlot@

f@x, yD, 8x, -2, 2<, 8y, -2.5, 2.5<,

Frame ® False,

Axes ® True,

AxesLabel ® 8"x", "y"<

D

Out[18]=

-2 -1 1 2

x

-2

-1

1

2

y

Grafichiamo le sezioni della superficie z=f(x,y) con i piani coordinati yz e xz rispettivamente.

In[19]:= syz = Plot@f@0, yD, 8y, -2.5, 2.5<, AxesLabel ® 8"y", "z"<,

Ticks ® 88-5 � 2, -1, 5 � 2, 1<, Automatic<D

Out[19]=
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In[20]:= sxz = Plot@f@x, 0D, 8x, -2, 2<, AxesLabel ® 8"x", "z"<,

Ticks ® 88-2, -1, 2, 1<, Automatic<D

Out[20]=
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Riprendiamo il grafico della funzione, cioè la superficie di equazione z=f(x,y).

In[21]:= Show@graf,

BoxStyle ® Dashed,

BoxRatios -> 84, 5, 3<,

AxesLabel ® 8"x", "y", "z"<,

AxesEdge ® 8Automatic, Automatic, Automatic<

D

Out[21]=
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ViewPoint è  l'opzione  che  fornisce  le  coordinate  del  punto  di  vista,  ma  non  nel  sistema  di  coordinate  Oxyz.  Più

precisamente, nel sistema di coordinate del centro di vista il centro della "scatola" ha coordinate (0,0,0):
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In[22]:= Show@graf,

BoxStyle ® Dashed,

BoxRatios -> 84, 5, 3<,

AxesLabel ® 8"x", "y", "z"<,

AxesEdge ® 8Automatic, Automatic, Automatic<,

ViewPoint ® 80, 0, 0<

D

Out[22]=

Se invece V(0.8,-1,0.6):
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In[23]:= Show@graf,

BoxStyle ® Dashed,

BoxRatios -> 84, 5, 3<,

AxesLabel ® 8"x", "y", "z"<,

AxesEdge ® 8Automatic, Automatic, Automatic<,

ViewPoint ® 80.8, -1, 0.6<

D

Out[23]=
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Mettiamoci in V(1.6,0,0):

In[24]:= Show@graf,

BoxStyle ® Dashed,

BoxRatios -> 84, 5, 3<,

AxesLabel ® 8"x", "y", "z"<,

AxesEdge ® 8Automatic, Automatic, Automatic<,

ViewPoint ® 81.6, 0, 0<

D

Out[24]=
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Aumentando la quota possiamo metterci sulla sommità della scatola:
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In[25]:= Show@graf,

BoxStyle ® Dashed,

BoxRatios -> 84, 5, 3<,

AxesLabel ® 8"x", "y", "z"<,

AxesEdge ® 8Automatic, Automatic, Automatic<,

ViewPoint ® 81.6, 0, 0.3<

D

Out[25]=
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Svincoliamoci dalla scatola, in modo da visualizzare meglio il minimo nell'origine (buca):

In[26]:= graficodefinitivo = Show@graf,

BoxStyle ® Dashed,

BoxRatios -> 84, 5, 3<,

AxesLabel ® 8"x", "y", "z"<,

AxesEdge ® 8Automatic, Automatic, Automatic<,

ViewPoint ® 81.6, 0, 0.3<,

Boxed ® False,

Axes ® False

D

Out[26]=

mathematica_estremi_relativi_assoluti_funzioni01.nb  11



In[27]:= Animate@Plot3D@f@x, yD, 8x, -2, 2<, 8y, -2, 2<, ViewPoint ® 8a + 1, a, a<D,

8a, 0, 15<D

Out[27]=
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