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Sommario

In quest’articolo proponiamo un approccio alternativo per la dimostrazione dell’ipotesi di
Riemann.
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1 Serie di Dirichlet

Definizione 1 Sia data la funzione:

χ : N − {0} → C (1)

χ : n→ χ (n) , ∀n ∈ N − {0}
Si definisce serie di Dirichlet associata alla (1) la serie:

+∞
∑

n=1

χ (n)

nz
, (2)

che denotiamo con Zχ (z), dove z = x+ iy è l’usuale variabile complessa. Poniamo quindi1:

Zχ (z)
def
=

+∞
∑

n=1

χ (n)

nz
(3)

Enunciamo alcuni teoremi e proprietà per la cui dimostrazione si rimanda alla bibliografia.

Teorema 2 Hp. ∃z0 ∈ C | Zχ (z0) converge
Th. Zχ (z) converge in {z ∈ C | Re z > Re z0}

Posto x0
def
= Re z0, la serie (3) converge nel campo semplicemente connesso:

Λ (x0) = {z ∈ C | Re z > x0} (4)

Definizione 3 Il numero reale x0 è l’ascissa di convergenza della serie di Dirichlet (3).

Per quanto riguarda la convergenza della (3) abbiamo due casi limite:

x0 → −∞ =⇒ Λ (−∞) = C,

cioè la serie converge in C. L’altro caso limite è:

x0 → +∞ =⇒ Λ (+∞) = ∅,
cioè la serie non converge mai. In tutti gli altri casi, per cos̀ı dire, intermedi, resta univocamente
definita la regione (4).

Alla serie (3) possiamo associare la seguente serie di Dirichlet:

Z|χ| (z) =
+∞
∑

n=1

|χ (n)|
nz

, (5)

Proprietà 4 La serie (3) è assolutamente convergente se e solo se la serie (5) è convergente.

Definizione 5 L’ascissa di convergenza di (5) si chiama ascissa di convergenza assoluta della
serie (3). Denotando tale ascissa con x′0 si ha che la regione di convergenza assoluta della serie (3)
è:

Λ (x′0) = {z ∈ C | Re z > x′0}
Riguardo alla convergenza uniforme, sussiste il seguente teorema:

Teorema 6 Sia x0 ∈ (−∞,+∞) l’ascissa di conrgenza della serie (3). Per un assegnato δ > 0 la
serie (3) converge uniformemente in Λδ>0 (x0) = {z ∈ C | Re z ≥ x0 + δ}, e la funzione Zχ (z) riesce
ivi analitica con

− d

dz
Zχ (z) =

+∞
∑

n=1

χ (n) ln (n)

nz

Teorema 7 Nelle ipotesi del teorema 6, ∀y ∈ R, z = x0 + iy è una singolarità polare per Zχ (z).

1Si badi che con il simbolo Zχ (z) non indichiamo l’eventuale somma della serie Σn

χ(n)
nz

, bens̀ı la serie medesima.
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2 La funzione zeta di Riemann

Definizione 8 La serie di Dirichlet (3) con χ (n) = 1, ∀n ∈ N−{0}, si chiama funzione zeta di

Riemann-Eulero o semplicemente funzione zeta di Riemann. Cioè:

ζ (z)
def
= Z1 (z) =

+∞
∑

n=1

1

nz
(6)

Si dimostra che le ascisse di convergenza e di convergenza assoluta sono x0 = 1, x′0 = 1. Quindi
la serie converge in

Λ (1) = {z ∈ C | Re z > 1}
La funzione ζ (z) può essere estesa alla regione

C − Λ (1) = {z ∈ C | Re z ≤ 1} ,

ottenendo una funzione meromorfa con una singolarità polare semplice in z = 1.
La funzione di Riemann Siegel è:

ζ̃ (z) =
1

2
z (z − 1)π− z

2 Γ
(z

2

)

ζ (z) ,

ed ha gli stessi zeri (con parte immaginaria non nulla) della funzione ζ (z).

***

Nel sistema di computer algebra Mathematica, la funzione zeta di Riemann è built-in, per cui
è possibile eseguire esperimenti computazionali con tale funzione. Ad esempio, possiamo tracciare
un grafico particolareggiato per valori reali della variabile, come quello riportato in fig. 1, da cui
vediamo alcuni zeri sull’asse x per x < 0.
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x

-0.10

-0.05

0.05

0.10

Figura 1: Grafico di ζ (x) per x ∈ [−10, 0].

Gli zeri della ζ (x) sono i cosiddetti zeri banali della zeta di Riemann, mentre gli zeri z0 = x0 + iy0

con y0 6= 0 sono gli zeri non banali. E sono proprio questi ultimi ad entrare nella famosa Congettura
(o Ipotesi) di Riemann che è l’argomento del paragrafo successivo.
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3 La congettura di Riemann

Congettura 9 (Congettura di Riemann)

Re z0 =
1

2
, ∀z0 ∈ S,

dove S è l’insieme degli zeri della ζ (z). Inoltre, S è infinito numerabile.

Per studiare l’andamento della funzione zeta per valori non nulli della parte immaginaria della
variabile indipendente, dobbiamo riferirci al modulo |ζ (z)|, come riportato in fig.2.
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Figura 2: Grafico di |ζ (z)| per (x, y) ∈ [−4, 4] × [−10, 40].

Nel grafico è visibile la singolarità in z = 1 e una successione di zeri. Un metodo alternativo
consiste nel separare la parte complessa dalla parte immaginaria della funzione medesima. Si tratta
di una procedura che può essere applicata a una qualunque funzione complessa. Nel caso generale,
sia f (z) definita nel campo A, quindi poniamo:

φ (x, y) = Re f (z) , ψ (x, y) = Im f (x, y) (7)

Denotiamo con C una curva regolare contenuta inA. Scriviamo una sua rappresentazione parametrica
di parametro t e intervallo base [a, b]:

x = x (t) , y = y (t) , t ∈ [a, b] (8)

I valori assunti dalla parte reale φ (x, y) e dalla parte immaginaria ψ (x, y) di f (z) sulla curva C,
danno luogo alle funzioni composte della variabile reale t definite nell’intervallo [a, b]:

ξ (t) = φ [x (t) , y (t)] , η (t) = ψ [x (t) , y (t)]

Cioè:
ξ (t) = Re f [x (t) + iy (t)] , η (t) = Im f [x (t) + iy (t)] (9)

Supponiamo che C contenga almeno uno zero di f (z) che denotiamo con z0 = x0 + iy0. Si ha:

(x0, y0) ∈ C =⇒ ∃!t0 ∈ [a, b] | x0 = x (t0) , y0 = y (t0) ,

in quanto C è per ipotesi regolare, per cui l’applicazione vettoriale

t ∈ [a, b] → (x (t) , y (t)) ,

è iniettiva. Inoltre:
ξ (t0) = 0, η (t0) = 0 (10)
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Per stabilire la presenza di zeri di f (z) lungo la curva regolare C, si possono graficare le funzioni
reali (9), determinando gli eventuali zeri comuni ad entrambe le funzioni. Alternativamente, possiamo
considerare il piano cartesiano Oξη che chiamiamo piano di Riemann relativo a f (z). In tal modo,
le funzioni (9) compongono una rappresentazione parametrica di una curva γ del suddetto piano:

γ : ξ = ξ (t) , η = η (t) , t ∈ [a, b]

Dalle (10) segue che se esiste almeno uno zero di f (z) sulla curva C, la corrispondente curva γ passa
per l’origine del piano cartesiano Oξη. Supponiamo ora che C contenga N zeri di f (z) dati da
zk = xk + iyk per k = 1, 2, ..., N . Quindi:

(xk, yk) ∈ C =⇒ ∃! (t1, t2, ..., tN) ∈ [a, b]N | xk = x (tk) , yk = y (tk) , k = 1, 2, ..., N

Sulla curva γ:
ξ (tk) = 0, η (tk) = 0, k = 1, 2, ..., N (11)

In altri termini, se C contiene N > 1 zeri di f (z), necessariamente la curva γ ha un punto multiplo
di ordine N nell’origine del piano cartesiano Oξη.

Nel caso della zeta di Riemann, la corrispondente ipotesi afferma che gli zeri appartengono alla
cosiddetta linea critica, cioè alla retta di equazione x = 1

2
. Una sua rappresentazione parametrica è:

x =
1

2
, y = t, t ∈ (−∞,+∞)

Con le posizioni (9) definiamo nel piano di Riemann Oξη la curva γ di rappresentazione parametrica:

γ : ξ = ξ (t) , η = η (t) , t ∈ (−∞,+∞) , (12)

dove:

ξ (t) = Re

[

ζ

(

1

2
+ it

)]

, η (t) = Im

[

ζ

(

1

2
+ it

)]

, t ∈ (−∞,+∞) (13)

Le funzioni ξ (t) e η (t) definite dalla (13) sono rispettivamente pari e dispari, come confemato dai
grafici di figg. 3-4. In virtù di tale simmetria segue che gli zeri lungo la curva critica si distribuiscono
a coppie complesse coniugate. In altri termini, se z0 = x0 + iy0 è uno zero, anche z∗0 = x0 − iy0 è uno
zero. Ciò suggerisce di studiare le varie funzioni per t ∈ [0,+∞), onde riscriviamo:

ξ (t) = Re

[

ζ

(

1

2
+ it

)]

, η (t) = Im

[

ζ

(

1

2
+ it

)]

, t ∈ [0,+∞) (14)

Per quanto precede, l’origine O (0, 0) del piano ausiliario è un punto multiplo di ordine infinito
per la curva (12). In fig. 5 sono graficate le funzioni ξ (t) = Re

[

ζ
(

1
2

+ it
)]

e η (t) = Im
[

ζ
(

1
2

+ it
)]

.
Qui vediamo 3 zeri successivi.

4 Le componenti della zeta di Riemann e il moto piano di

una particella

È istruttivo considerare la curva γ alla stregua della traiettoria di una particella che compie un moto
piano con equazioni orarie ξ = ξ (t) e η = η (t), dove t è il tempo e ξ (t), η (t) sono date dalla (14).
Ad esempio, nell’intervallo di tempo [0, 10] la particella percorre l’arco di curva disegnato in fig. 6
partendo dal punto A

(

ζ
(

1
2

)

, 0
)

, giungendo al punto B
(

Re ζ
(

1
2

+ 10i
)

, Im ζ
(

1
2

+ 10i
))

.
Per t ∈ [0, 26] la traiettoria inizia ad intrecciarsi nell’origine come vediamo dalla fig. 7). Più

precisamente, vediamo che la particella transita per l’origine per tre volte consecutive.
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Figura 3: Grafico della funzione ξ (t) = Re
[

ζ
(

1
2

+ it
)]

per t ∈ [−30, 30]. Il grafico è simmetrico
rispetto all’asse delle ordinate.
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Figura 4: Grafico della funzione η (t) = Re
[

ζ
(

1
2

+ it
)]

per t ∈ [−30, 30]. Il grafico è simmetrico
rispetto all’origine.
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Figura 5: Grafico delle funzioni (13) per t ∈ [0, 26].
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Figura 6: Traiettoria di una particella che compie un moto piano di equazioni orarie ξ = ξ (t),
η = η (t), dove ξ (t) e η (t) sono la parte reale e la parte immaginaria della zeta di Riemann calcolata
lungo la linea critica.
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Figura 7: Traiettoria della particella per t ∈ [0, 26] ,
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Figura 8: Traiettoria della particella per t ∈ [0, 150] ,
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Figura 9: Grafico dell’arco di curva γ di rappresentazione parametrica (13) per t ∈ [7004.3, 7005.32].

Al crescere indefinito di t si osservano ulteriori passaggi per l’origine, il che prova l’esistenza
di ulteriori zeri della zeta di Riemann. Ad esempio, nell’intervallo [0, 150] la particella percorre la
traiettoria di fig. 8.

Per t ∈ [7004.3, 7005.32] ottenendo la traiettoria di fig. 9, da cui vediamo la presenza di una
cuspide nell’origine, a cui corrisponde una coppia di zeri “ravvicinati”.

Per avere conferma degli zeri ravvicinati, plottiamo ξ (t) e η (t) per t ∈ [7004.3, 7005.32] ottenendo
la fig. 10, da cui vediamo i due zeri ravvicinati. Il primo a t ≃ 7004, il secondo a t ≃ 7005. Tale
comportamento è noto come fenomeno di Lehmer.
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t
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HL

Figura 10: Grafico di ξ (t) , η (t) per t ∈ [7005.4, 7005.15].

Per una ulteiore conferma in fig. 11 riportiamo il grafico di
∣

∣ζ
(

1
2

+ iy
)∣

∣ da cui vediamo gli zeri
ravvicinati z1 ≃ 1

2
+ i7004 e z2 ≃ 1

2
+ i7005.
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Figura 11: Zeri ravvicinati della funzione zeta di Riemann.

5 Analisi di Fourier

Per quanto visto nel paragrafo precedente, le funzioni ξ (t) e η (t) hanno un comportamento oscillante
il che suggerisce l’utilizzo dell’analisi di Fourier. È preferibile graficare tali funzioni non solo sulla
retta critica ma su una qualunque retta parallela all’asse delle ordinate. A tale scopo scriviamo

ξ (t;x0) = Re [ζ (x0 + it)] , η (t;x0) = Im [ζ (x0 + it)] , t ∈ (−∞,+∞) ,

dove l’ascissa x0 varia parametricamente in R − {1}. In fig. 12 riportiamo l’andamento di ξ
(

t; 1
3

)

e
η
(

t; 1
3

)

per t ∈ [0, 40].
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Figura 12: Grafico della parte reale e della parte immaginaria della zeta di Riemann calcolata lungo
la retta 3x− 1 = 0.

Per diversi valori di x0 si ottengono andamenti simili.
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A L’oscillatore armonico

Come è noto, in Meccanica Classica l’oscillatore armonico unidimensionale è una particella di massa
m sottoposta a un campo di forze elastiche. Nel caso unidimensionale, la particella è vincolata a
muoversi su una retta e assumendo quest’ultima come asse delle ascisse2 ξ. Per quanto detto, la
particella è sottoposta a una forza posizionale:

F (ξ) = −kξ, (15)

da cui per la seconda legge di Newton otteniamo la famosa equazione dell’oscillatore armonico
unidimensionale:

ξ̈ + ω2ξ = 0, (16)

dove ω = +
√

k
m

è la pulsazione o frequenza angolare. Lo stato meccanico iniziale è del tipo

ξ (t0) = ξ0, ξ̇ (t0) = ξ̇0, (17)

dove t0 è l’istante iniziale. La soluzione della (16) con le condizioni iniziali (17) è:

ξ (t) = A sin (ωt+ φ) ,

cioè la particella compie un moto armonico semplice di ampiezza A, pulsazione ω e fase φ. Per quanto
precede, la particella è sottoposta al campo di forze (15) che è manifestamente conservativo. Il suo
potenziale è:

U (ξ) =

∫

F (ξ) dξ = −1

2
kξ2 = −1

2
mω2ξ2,

onde l’energia potenziale della particella è:

V (ξ) =
1

2
mω2ξ2

Ovviamente il sistema conserva l’energia meccanica, fissata dalle condizioni iniziali (17). Precisa-
mente:

E0 =
1

2
mξ̇2

0 + V (ξ0) , (18)

e a tutti i tempi dovrà aversi:
E (t) = E0, ∀t ∈ [t0,+∞)

In fig. 13 riportiamo il grafico della funzione V = V (ξ), cioè l’energia potenziale della particella in
funzione dell’ascissa ξ. Tale grafico è una parabola con vertice nell’origine e concavità verso l’alto.
Nel piano cartesiano OξV tracciamo quindi la retta di equazione V = E0, con E0 data dalla (18) che
individua la regione classicamente accessibile della particella Λ (E0) = [−A,A].

L’oscillatore armonico unidimensionale è, in sostanza, una particella collegata a una molla di
costante elastica k e vincolata a muoversi su una retta. Tale sistema si generalizza immediatamente
a 2 o 3 dimensioni. Nel caso di due dimensioni (oscillatore armonico bidimensionale) la particella è
collegata a due coppie di molle lungo due direzioni ortogonali che individua un sistema di assi ξ, η
la cui origine, per ipotesi, è nella posizione di equilibrio della particella (le molle non si accorciano e
non si annullano). Se all’istante t0 llontaniamo la particella da tale posizione portandola in P0 (ξ0, η0)

e lasciandola a velocità
(

ξ̇0, η̇0

)

, la particella seguirà una traiettoria governata dalla seconda legge

di Newton che porge:

{

mξ̈ = −kξξ

mη̈ = −kηη
, (19)

2Per uniformità di simboli denotiamo con ξ l’ascissa, anzichè con il simbolo usuale x.
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Figura 13: La regione classicamente accessibile a una particella di massa m sottoposta al campo di
forze F (ξ) = −kξ e di energia meccanica iniziale E0 è l’intervallo [−A,A] rappresentato dal segmento
in grassetto.

dove kξ e kη sono le costanti elastiche delle molle (una coppia omonima, cioè con molle lungo la stessa
direzione, ha costanti elastiche identiche). Il sistema (19) ci porta al problema di Cauchy:

P :







ξ̈ + ω2
ξξ = 0

η̈ + ω2
ηη = 0

ξ (t0) = ξ0, η (t0) = η0, ξ̇ (t0) = ξ̇0, η̇ (t0) = η̇0

, (20)

avendo definito le pulsazioni ωξ =
√

kξ

m
, ωη =

√

kη

m
. Per il teorema di esistenza ed unicità si ha che

il problema (20) è compatibile e determinato, i.e. ammette una ed una sola soluzione. Cioè:

ξ = Aξ cos (ωξt+ φξ) , η = Aη cos (ωηt+ φη) , t ∈ [t0,+∞) (21)

La (21) compone una rappresentazione parametrica della traiettoria della particella. Inoltre, le
funzioni ξ (t) e η (t) definiscono i moti componenti lungo gli assi coordinati, da cui vediamo che
si tratta di due moti armonici con ampiezza e pulsazione generalmente differenti con periodi Tξ =
2π
ωξ
, Tη = 2π

ωη
. Appare poi chiaro che il moto risultante si svolge nel rettangolo [−Aξ, Aξ]× [−Aη, Aη].

Riesce:
Il moto risultante è periodico ⇐⇒ ∃nξ, nη ∈ N − {0} | Tξnξ = Tηnη

def
= T,

essendo T il periodo del moto risultante. Per particolare combinazioni di valori delle frequenze ωξ, ωη

si ottengono traiettorie suggestive che prendono il nome di figure di Lissajous. Nel caso particolare
ωξ = ωη, φξ = φη, la traiettoria degenera in un segmento della retta passante per (−Aξ,−Aη) e
(Aξ, Aη) , come illustrato in fig. 14.

I casi più interessanti si verificano quando i moti componenti sono sfasati di π
4
, π

2
, 3

4
π, ... (il moto

sull’asse ξ deve essere in anticipo di fase) con frequenze ωη = qωξ, dove q è un numero razionale
positivo. Ad esempio, per ωη = 2

3
ωξ, φξ = 0 φη = 3

8
π e Aξ = 2, Aη = 1, otteniamo la traiettoria di

fig.15.
Per concludere, anche questo sistema è manifestamente conservativo. L’energia potenziale è:

V (ξ, η) =
1

2
m
(

ω2
ξξ

2 + ω2
ηη

2
)

,
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Figura 14: Se ωξ = ωη e φx = φη la figura di Lissajous è il segmento grassettato. Ciò è una
conseguenza del fatto che i moti componenti differiscono solo per l’ampiezza. Se anche le ampiezze
coincidono, la traiettoria è un segemento della bisettrice del primo e terzo quadrante.
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Ξ

-AΗ
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Η

Figura 15: Figura di Lissajous per ωη = 2
3
ωξ, φξ = 0 φη = 3

8
π e Aξ = 2, Aη = 1.
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il cui grafico è riportato in fig. 16.

Ξ

Η

V

Figura 16: Energia potenziale dell’oscillatore armonico bidimensionale.

B Oscillatore a frequenza variabile

Riprendiamo l’equazione differenziale (16) supponendo che la frequenza dell’oscillatore sia variabile
del tempo, cioè ω = ω (t). Tale circostanza dà luogo a un’equazione differenziale del secondo ordine
lineare e a coefficienti variabili:

ξ̈ + ω (t)2
ξ = 0,

per cui sarà complicato integrarla. Tuttavia, disponendo di un opportuno software possiamo inte-
grarla numericamente. Ad esempio, supponiamo che sia ω (t) = α

√
t, dove α è una costante con le

appropriate dimensioni. Integrando numericamente l’equazione differenziale:

ξ̈ + α2tξ = 0, (22)

con le condizioni iniziali ξ (0) = ξ0, ξ̇ (0) = 0, otteniamo la soluzione grafica in fig. 17. Tale soluzione
è fisicamente ovvia, perchè la pulsazione è una funzione monotonamente crescente del tempo, per
cui ci aspettiamo delle oscillazioni più rapide. Nel caso dell’oscillatore bidimensionale con frequenze
variabili, le equazioni differenziali danno luogo al problema di Cauchy

P :







ξ̈ + ω2
ξ (t) ξ = 0

η̈ + ω2
η (t) η = 0

ξ (t0) = ξ0, η (t0) = η0, ξ̇ (t0) = ξ̇0, η̇ (t0) = η̇0

Ad esempio, per ωξ (t) = α
√
t e ωη (t) = βt, con le condizioni iniziali ξ (t0) = ξ0, η (t0) = η0, ξ̇ (t0) =

0, η̇ (t0) = 0, otteniamo la traiettoria di fig. 18.
I moti componenti sono invece graficati in fig. 19.
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Figura 17: Grafico della soluzione della (22) con le condizioni iniziali ξ (0) = ξ0, ξ̇ (0) = 0.

C L’oscillatore di Riemann

Ritornando al caso della funzione zeta di Riemann e, nello specifico, alla traiettoria della particella
di Riemann, ricordiamo che i moti componenti sono dati da:

ξ (t) = Re

[

ζ

(

1

2
+ it

)]

, η (t) = Im

[

ζ

(

1

2
+ it

)]

, t ∈ [0,+∞) (23)

Nell’intervallo di tempo [0, 150] la particella descrive la traiettoria riportata in fig. 8. Il grafico delle
funzioni ξ (t) e η (t) che descrivono i moti componenti lungo gli assi coordinati sono rappresentati in
fig. 20

Il comportamento oscillante delle funzioni ξ (t) e η (t) suggeriscono che queste ultime siano
soluzioni di un sistema di equazioni differenziali

{

ξ̈ + ω2
ξ (t) ξ = 0

η̈ + ω2
η (t) η = 0

,

che governa l’evoluzione dinamica di un oscillatore bidimensionale che chiamiamo oscillatore di Rie-
mann. Dalle equazioni vediamo che si tratta di un oscillatore bidimensionale a frequenze variabili.
Più precisamente, i moti componenti sono dati dalla parte reale e dalla parte immaginaria della
funzione zeta calcolata lungo la retta critica, mentre il modulo del vettore posizione dell’oscillatore
è il modulo della funzione zeta calcolata lungo la retta critica. Dal momento che la funzione zeta di
Riemann non è esprimibile in forma chiusa, ci aspettiamo che le frequenze ωξ (t) e ωη (t) non siano
elementarmente esprimibili. Inoltre, il fenomeno di Lehmar suggerisce la presenza di discontinuità
di prima specie in tali funzioni. Più precisamente, se τ è l’istante in cui si verifica il fenomeno di
Lehmar3, si ha:

lim
t→τ−

ωξ (t) = ω
(−)
ξ , lim

t→τ−

ωξ (t) = ω
(+)
ξ 6= ω

(−)
ξ ,

da cui segue che τ è un punto di discontinuità di prima specie per ωξ (t). Un comportamento simile
è esibito dalla funzione ωη (t). In altri termini, all’istante τ le frequenze di oscillazione subiscono una
variazione istantanea che si traduce in una rapida oscillazione delle funzioni ξ (t) e η (t) e, in ultima
istanza, in due passaggi forzati della particella per l’origine. La traiettoria avrà, quindi, un punto

3Per quanto precede, il primo istante di tempo in cui si verifica il fenomeno di Lehmar è τ = 7004.3.
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Figura 18: Traiettoria di un oscillatore bidimensionale con frequenze variabili nel tempo.
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Figura 19: Grafico delle funzioni che definiscono i moti componenti lungo gli assi coordinati di un
oscillatore bidimensionale a frequenza variabile.
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Figura 20: Grafico delle funzioni che definiscono i moti componenti lungo gli assi coordinati
dell’oscillatore di Riemann.
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cuspidale. Infine, il fenomeno di Lehmar potrebbe gettar luce sugli effetti della distribuzione degli
zeri della zeta di Riemann sulla disribuzione dei numeri primi, nel senso che il suddetto fenomeno
riproduce le discontinuità della distribuzione dei primi, come riportato in fig.21.

20 40 60 80 100
x

5

10

15

20

25

y

Figura 21: La curva a gradini è il grafico della funzione π (x) che esprime la legge di distribuzione
dei numeri primi. La curva continua, invece, è il grafico dell’approssimazione R (x) trovata da
Riemann. Quest’ultima è un’approssimazione globale ma non locale della π (x). Un approssimazione
locale, cioè che tenga conto delle discontinuità della π (x), è data dalla distribuzione degli zeri della
funzione zeta di Riemann. Il fenomeno di Lehmar e, quindi, della discontinuità finita delle frequenze
dell’oscillatore di Riemann, potrebbe rappresentare il contributo alla correzione R (x) in modo da
riprodurre le discontinuità della π (x).

Alternativamente:

ωξ (t)
def
=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−

d2

dt2

(

Re
+∞
∑

n=1

n− 1

2
−it

)

Re
+∞
∑

n=1

n− 1

2
−it

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1/2

, ωη (t)
def
=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−

d2

dt2

(

Im
+∞
∑

n=1

n− 1

2
−it

)

Re
+∞
∑

n=1

n− 1

2
−it

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1/2

(24)

Dallo studio dei grafici delle funzioni

ξ (t) = Re
+∞
∑

n=1

n− 1

2
−it, η (t) = Im

+∞
∑

n=1

n− 1

2
−it

, vediamo che ωξ (t) e ωη (t) sono funzioni reali positive. Quindi, possiamo scrivere:
{

ξ̈ + ω2
ξ (t) ξ = 0

η̈ + ω2
η (t) η = 0

,

in cui riconosciamo le equazioni differenziali che regolano l’evoluzione dinamica di un oscillatore
armonico bidimensionale a frequenze variabili. Le funzioni (24) non sono elementarmente esprimibili
e ci aspettiamo che siano esprimibili attraverso una serie di Dirichlet, onde:

ωξ (t) = Re
+∞
∑

n=1

fξ (n)

n
1

2
+it

, ωη (t) = Im
+∞
∑

n=1

fη (n)

n
1

2
+it
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