Limiti di funzioni trigonometriche
Marcello Colozzo — http://www.extrabyte.info

Esercizio 1 Calcolare:
z—7 cotr — 1

Soluzione. Il limite si presenta nella forma indeterminata %:

Procediamo nel seguente modo:

tanx — 1
1

tanx

tanz (tanx — 1)

A = lim

us
=%

= 111m

o 1 —tanzx
= — lim tanx = —1
=7

Esercizio 2 Calcolare:
r—1

)\:hm(l—x)tang—x

Soluzione. Il limite si presenta nella forma indeterminata 0-co. Eseguendo il cambio di variabile

tzl—xsihatan%:tan(g—%t) :cot%t, onde:

t
A= limtcot%

t—0

2 mt
= = lim —2 —

T t—=0 tan 5

2

m

Esercizio 3 Calcolare: -
A = lim cot 2z cot <§ — :L‘)

x—0

Soluzione. Il limite si presenta nella forma indeterminata 0 - co. Osservando che cot (g — ZL’) =
tan z, si ha:

ta
A = lim ne
z—0 tan 2z
1. tanz . 2x
= —lim - lim
220 z—0 tan 2x
B 1
2
Esercizio 4 Calcolare:
. coszx
A= lim —
a—Z sin 2z
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Soluzione. Il limite si presenta nella forma indeterminata %:

)\:cosgzg

sin 7 0

Per rimuovere la forma indeterminata sviluppiamo sin 2z con le formule di duplicazione degli archi:

, cos
A=lim ——
a—% 2sinw cosw

1. 1
= — lim —
222 sinx

1
2

Esercizio 5 Calcolare: )
. sine — 1
A= lim

23 cos (§ + )

Soluzione. Il limite si presenta nella forma indeterminata g. Per rimuovere I'indeterminazione
sviluppiamo il numeratore sinx — 1 = sinz — sin § con le formule di prostafaresi:

) 0T o (x 7T> <x n 7r)
sinz —sin — =2sin (- — — ) cos | = + —
2 2 4 2 4/’

per cui:
r T
\ = 2 lim si <___>
x;rgsm 2 4

2
=2sin0=2-0=0

Esercizio 6 Calcolare:

. sinax
A=lig 2 (@ e R - {0)
Soluzione. II limite si calcola a partire dal limite fondamentale lim,_, % = 1, eseguendo il
cambio di variabile ¢t = ax: ]
sin sin ¢
A=lim—— =alim— =a
t—0 ” t—0 ¢
Esercizio 7 Calcolare: )
sin ax
A = li . (a,b e R - {0}, b
250 50 b (a {0}, a7b)

sin x =1

Soluzione. Anche questo limite si calcola a partire dal limite fondamentale lim, o *=

) = Jim (smax.g‘ bx )

ax b sinbx

a (.. sinax . bx
= (hm > (hm - )
z—=0 ax z—0 sin bz




Esercizio 8 Cualcolare:

1—t
A= lim e

a—% SINx — cos T

Soluzione
Il rapporto si presenta nella forma indeterminata %:

Scriviamo:

)= lim( 1 cosx—smx)

z—% \ COS T SInx — coS T
= — lim = —Vv2
@—T COS T
Esercizio 9 Calcolare: ) )
. sin“x — sin” xg
A= lim . (20 €R)
T—T0 T — g

Soluzione. Il limite si presenta nella forma indeterminata %. Per rimuovere I'indeterminazione
espandiamo il numeratore:

)\ = lim (sinx — sinzg) (sinx + sin zg)

T—T0 T — X

Il termine che produce I'indeterminazione ¢ sin x — sin g che puo essere sviluppato con le formule di

prostaferesi:
. . . T — X T+ xg
sinx — sinxg = 2sin —5 CoS 5 )

2sin (£52) cos (£5) (

per cui

A= lim 2 2
T—T0 €T — xo

sin (57
= 2lim % - lim [cos <m) (sinz + sin xo)]
T—T0 20 T—T0 2

sinz + sin )

N

Il secondo limite a secondo membro

. T+ To . . . .
lim |cos | —— ) (sinz + sinxg) | = 2 cos xq sin zg = sin 2x
T—IQ 2
Quindi:
sin z — sin?
lim =sin2xy, VrgeR
T—rT0 T — 1'0

Esercizio 10 Calcolare )
1—cosz —sinxz

A = lim

=01 —cosx +sinx




Soluzione
Il limite si presenta nella forma indeterminata %, giacche

1-1-0 0

C1—-140 0

Dalle formule di duplicazione:

) LT
cost:1—231n2x:>cosx:1—2sm2§

sin2z = 2sinzcosxr = sinx = 2S1H§COS§,

onde:

1—1+4+2sin?2 —2sinZcos Z
A = lim — 2 2
z=01 — 1+ 2sin §+281n§cos§

‘T P T T

i st (Sln2 —COSQ)
0sin £ (sin £ z

T 81n2(51n2+cos2)

z—0 81N 5 + cos =

C0+1

N8

. . . . . . . def .
Alternativamente, possiamo esprimere sinz e cosx come funzione razionale di tan 3 = ¢. In altri

termini, utilizziamo le formule parametriche:

1=t 2t
. 1+¢2 1442

A = lim e +
t—>0 1 _ 1—t + Qt
142 142

1+t =14+t =2t
= 111N
=0 1+ 12— 1+ t2+ 2t
t—1

im ——
=0t 41

Esercizio 11 Calcolare

. 1l—sinx —cosx +sinxcoszx
A = lim - -
a—2 1 —sinx + cosz — sinx cosx

Soluzione
Il limite si presenta nella forma indeterminata %, giacche

1-0-140 0

C1-0+1-0 0

T _

Eseguendo il cambio di variabile ¢ = 7 — x:
. . T s .
sinx = sin (5 — t> = cost, COST = COS (5 — t> = sint,

per cui
1 —cost —sint + costsint

A = lim - -
t—01 — cost+sint — costsint

1 —cost —sint (1 — cost)
im
t—0 1 — cost + sint (1 — cost)
l—sint 1-0
t=01+4+sint 1+0




Esercizio 12 Calcolare:

1 —sinx —cosx +sinxcosx

A = lim - -
z—0 1 —sinx + cosx — sinx cos x

Soluzione.
Anche qui il rapporto si presenta nella forma indeterminata %. Scriviamo:
) = lim 1-— s?nx —cosz (1 — s%nx)
=0 1 —sinz + cosz (1 + sinx)
1 —si 1-—
— lim ( s%n x) (1 — cosx)
=0 (1 —sinz) (1 + cos z)
l—cosz 1-1
m = =
=01 +cosx 141

0

Esercizio 13 Calcolare:

.1l —sinx —cosxz +sinxcosx
A = lim - -
z—0 ] 4+ sinx — cosx — SIN & CoS &

Soluzione.
Per rimuovere la forma indeterminata 8 scriviamo:

. 1l—sinz —cosz (1 —sinx)
A = lim - -
=0 1 +sinz — cosz (1 + sinz)
 lim (1-— s%nx) (1 — cosx)
=0 (1 +sinz) (1 — cosz)
. 1 —sinz 1-0
= lim — = =
e—=01+4sinz 140

Esercizio 14 Calcolare:
A= lim

=0 r +sinx

Soluzione.
Il rapporto si presenta nella forma indeterminata 8:

O—sinO_O

T 0+sn0 0

Scriviamo

1 — lim, 22

1+ lim_o S22
_1—1_0
141




Esercizio 15 Clalcolare: )
. x —sinx
A=lim ——

x—0 €T

Soluzione.
Il rapporto si presenta nella forma indeterminata g:

0—sin0 O
Ne oY Y
0 0

Scriviamo

A= lim—x(1_¥)
x—0 x

_ lim (1 B sinx)
x—0 €x

. sinzx
=1-—lim =
r—0 g

=1-1=0

Esercizio 16 Dimostrare
Y (A—=1)z +tanz
im

2—0  sinz + tan?x

=\ VIeR
Soluzione.

Il rapporto si presenta nella forma indeterminata g. Scriviamo:

(/\—1)$+ sin

Cos T

A= lir% —
T— : n“ x
six + P

i 1)z 4 L
= lim SHLx [()\ 1) sinx + cosr]

o0 sin (]‘ + cst:;l;jx)

A—1) £ + =

sin x cosT __

2—0 1 sin x

cos?
A—1+1
_ ATty
1

Esercizio 17 Calcolare:

2
)\ — lim 3cos” x

e~ 2sinx (1 —sinx)

Soluzione
Anche qui abbiamo la forma indeterminata 0/0. Eseguiamo il cambio di variabile t = § — z, per
cui cosx = sint, sinx = cost:

. 3sin?t
A = lim
t—0 2 cost (1 — cost)
3 sint
-5 llIIl 1—cost
2 t—0 cost (t—Q)
sint) 2
_3 limgo ()
2 1limy_,g cost - lims_sq (1 g’”)
31
g ——1 —
21-3



Esercizio 18 Cualcolare:

Soluzione

Il rapporto si presenta nella forma indeterminata %. Dividiamo numeratore e denominatore per
2

x°
Lo g, e
A= 1111(1) = B
r— sin x : sin x
( x ) hmz_>0 ( T )
Ma
2
1—cosx 1 sin sin x
lim = —, lim = [ lim =1,
x—0 1’2 2 x—0 X x—0
per cui
1
A= -
2
Esercizio 19 Clalcolare: )
rsinx

A=lim —
=01 — cosx

Soluzione

Il rapporto si presenta nella forma indeterminata %. Dividiamo numeratore e denominatore per
2

x : . .
A= lim Iilgx = im0 SH;»T 1 2
- l—cosz ~ 1: l—cosz 1
=0 —235 lim, o —5* 3
Esercizio 20 Calcolare: )
. 1 —cos“z
A = lim

z—0 I SIN T COS &

Soluzione
Il rapporto si presenta nella forma indeterminata %. Ci conviene espandere il numeratore in

1 —cosx) (1 + cosz), comprimere il denominatore in 25=£ 2z er poi dividere numeratore e denomi-
’ 2
natore per $2Z

(1 —cosz)(1+ cosz)

A = lim —
r—0 xT - SHITJC
1—cosx)(1+cosx
2
= lim z
2—0 sin 2z
2x
lim, o 1=52% lim, o (1 + cos z)
- : sin 2x
hmx—)O 20
1
22 _ 1
1
Esercizio 21 Calcolare: ;
1—rcos’z
A=lm-——

z—0 I SIN T COS &



Soluzione

Il rapporto si presenta nella forma indeterminata g. Ci conviene espandere il numeratore in

(1 —cosz) (1 + cosz + cosz?), comprimere il denominatore in #222 per poi dividere numeratore e
denominatore per z%:

(1 —cosz) (1 + cosz + cosz?)

20 T - sinQQz

(1—cosx) ( 1+cos z+-cos :1:2)

. 2
= lim —
2—0 sin 2z
2z

lim,_, 1’;‘2)” lim, o (1 + cos z + cos x?)

sin 2x
2x

hmm—)O

-3

1
_ 2
1

2

Esercizio 22 Calcolare:

A= lim

x—0 1’2

Soluzione
Il rapporto si presenta nella forma indeterminata 8. Scriviamo:

A= lim -——3

Esercizio 23 Calcolare:

Soluzione
Il rapporto si presenta nella forma indeterminata %. Scriviamo:

1
A= lim ——
z—0 1—cosx
CE2
B 1
lim, g /125522
1
V2
Esercizio 24 Calcolare:
) 1—2cosx
A = lim
z—7% sin (m — %)



Soluzione

Il rapporto si presenta nella forma indeterminata %. Infatti ricordando I’arco notevole cos § = %:
1-1 0
)\ = — = —
0 0

Eseguiamo il cambio di variabile ¢ = z — %:

1—2cos(t+Z
A = lim - ( 3)
t—0 sint

Espandiamo cos (t + %) con le formule di addizione:

1 —2COStCOS§+QSil’ltSiHE

A = lim - 3
t—0 sint
Ma sin § = %\/§, per cui
. 1—cost+\/§sint
A = lim -
t—0 sint
. 1 —cost
=lim(—— ) +V3
t—0 sint
Il limite a secondo membro e:
1 — cost 1—cost
lim—— =lim—t— = - =0,
t—0 Ssint t—0 sint 1

t
per cui

A=0+V3=vV3

Esercizio 25 Calcolare: .
. tanw-sin g
A=lim—=
z—=0 1 —cosx

Soluzione

Il rapporto si presenta nella forma indeterminata %. Dividiamo numeratore e denominatore per
2.

xr-:
tanz lsiH%
. T 2 Z
A= hi% l—cosa:2

T o2

. tanz 1 1: sin%

hmx~>0 z 2 hmx%O Tz
= : l—cosz

lim, o 22
1
_ 2 __
= = 1
2

Alternativamente tenendo conto della relazione 1 — cosx = QSiHQ% che si ottiene dalle formule di
duplicazione del coseno, si ha:
tanx - sin

A= lim 2

z—0 251n2§
tanx

=lim -%- =1
r—0 S35
z/2



Esercizio 26 Calcolare:

) — lim 14 cosx — 2cos®x
Soluzione

z—0

Trsinx

Il rapporto si presenta nella forma indeterminata g. Riduciamo in fattori il numeratore:
per cui:

1 +cosz —2cos’x = (2cosx + 1) (1 — cosx),

2 1) (1 —
/\:lim( cosz + 1) (1 —cosx)

z—0 rsinx
(2cosz+1)(1—cosx)
. 2
= lim L
20 sinz
22
1

1

3
2

Alternativamente, possiamo scrivere 1 = sin® x + cos® z, onde:

~ sin®z 4+ cos?x + cosx — 2cos
A = lim
x—0

2z

rsinx

. sin?z — cos?x + cosx

= lim
x—0

Trsinzx

sin®z + cos® x (1 — cos x)
im
z—0

rsinx
.92 _
1' 5122:1: + COS2I‘ 1 ;gsx
- xli% sin x
X
1+1-5 3
1 2
Esercizio 27 Calcolare: ,
. sinx+cosxr—1
A = lim
x—0
Soluzione

T

Il rapporto si presenta nella forma indeterminata g. Scriviamo:

. sinz 1—cosx
A = lim —
x—0

T T )
. sinz
= lim

.1 —coszx
— lim
z—0 g x—0 x
=1-0=1
Esercizio 28 Calcolare:
. x?
A = lim

z—0tanx — sinx

10



Scriviamo:

Soluzione
Il rapporto si presenta nella forma indeterminata g.
23

COS ™

Esercizio 29 Cualcolare: ) 9
) — lim (1 —sinx)

e—T  COST

Soluzione
Il rapporto si presenta nella forma indeterminata %. Conviene eseguire il cambio di variabile:

™ . .
t=— —x=>sInx = cost, coOST = sInt,

2
et — 0 per x — 7, cosicche il limite diventa:
1 — cost)?
A= lim ( - )
t—0 sint
(lfcosz‘/)2
= lim —¢
t—0 St
t
2
<l—cost>
= lim \/i
=0 sint
¢
Calcoliamo a parte
1 —cost 1 —cost
lim _} <—\/z>
t—0 \/% t—0 t
i 1 —cost) ..
= lim lim v/t
t—0 t—0
=0,
onde A = 0. Alternativamente, possiamo utilizzare le formule parametriche
—tan L 2t 1—¢?
=tan—, sinxr = —— r=-—-——
2’ 14 t% 1+¢2

et — 1 perz — 7, sicche:

2t \2

\ = lim (1 B 1+t2)
) 1—t2
1+t2

ot —AB 6P -4t +1
= —lim
(t—1)(t+1)

11



Ma t* —4t3 + 6t — 4t + 1= (3 — 3t> + 3t — 1) (t — 1), per cui

=32+ 3t—1
A= —lim
i—1 t+1
1-3+3-1
S — |
2

Esercizio 30 Cualcolare:

)\ = lim 1 —sinx

™ T _qinZ
z—Z COS T (cos 5 — sin 2)
Soluzione

Il rapporto si presenta nella forma indeterminata 8. Scriviamo:

\ L (1 —sinz) (cos % + sin %)
=3 COST (C082 5 — sin? %)

Osservando che cos x = cos? £ — sin?

M

\ L (1 —sinz) (cos £ + sin %)

2
T cos?
. (1—sinz) (cos% +sin %)
= lim
% 3
z—Z 1 —sin“z

1 —si T gne
— lim (1 —sinz) (cosZ +sin %)

(1 —sinx) (1 + sinx)
cos 5 + sin 3

1+sinz

1 1
ity V2

T 111 2
Esercizio 31 Calcolare:

A= lim (Inz — Insin 2x)

z—0*
Soluzione

Il rapporto si presenta nella forma indeterminata oo — oco. Scriviamo

AﬁmM?)ﬁmm@
z—0t sin 2x z—0+ sin 2x
. 2 1
=In lim ( - ~—>
z—0+ \ sin2x 2
1
=In-=—-In2
2

Esercizio 32 Calcolare:

z—Z

A = lim tanz (1 — sinxz)
2

12



Soluzione
Il rapporto si presenta nella forma indeterminata 0 - co. Conviene eseguire il cambio di variabile:

m ™ . . ™
t:E—x:>tanx:tan<§—t> = cott, sinx = sin <§—t> = cost

cosicche

A =limcott (1 — cost)
t—0
I —cost 0

t—0 tant 0
Dividendo numeratore e denominatore per t:

l—cost

)\:lim;zgzO

t—0 —ta;lt 1

Alternativamente:

tanx (1 —sinz) (1 + sina)

A = lim 8
o 1 +sinz

tanx (1 — sin? x)

a2 1+sinz
tan z cos? x
a—% 1+sinz
sin x cos x
a—% 1+ sinw

—— =9
1+1

Esercizio 33 Cualcolare:

. 3sin’z +sinz —4

A= lim
z—Z r—Zz

2 2

Soluzione
Il rapporto si presenta nella forma indeterminata %. Conviene eseguire il cambio di variabile:

T ) .
t = 5~ T = sInx = cost, cosT = sint,
cosicche
. 3cos’t+cost —4
A= lim
t—0 t

Il numeratore ¢ un polinomio di secondo grado in cost e riducendo in fattori: 3cos®t + cost — 4 =
(3cost+4) (cost — 1), onde:

(3cost +4) (cost — 1)

A =lim
t—0 t
11— t
= lim ——2" i (3cost+4) =0
E—)O t At%O 5
=0 =7

13



Esercizio 34 Calcolare:

A= lim tanz (1 — sinx)

s
=3

Soluzione

Il rapporto si presenta nella forma indeterminata 0 - co. Conviene eseguire il cambio di variabile:

T
t= 5 —x = tanx = cott, sinx = cost?

per cui

A = limcott (1 — cost)
t—0

. 1—cost O
= lim = —
t—0 tant 0
1—cost
N t
- 15% tant
0
= - = O
1

Esercizio 35 Calcolare:
A= lim (1 — tanz) tan 2z

s
r—%

Soluzione
Il rapporto si presenta nella forma indeterminata 0 - co. Dalle formule di duplicazione:

2tanx
tan 2z = ————,
1 —tan“zx
si ha:
2t
A= lim |(1—tanx) #
=T 1 —tan*z
2t
= lim |(1 — tanx) ma
T (1 —tanz) (1 + tanx)
— 9 fipy AT
a—% 1 +tanx
1
—9.— =1
1+1
Esercizio 36 Cualcolare L
lim — T (g e R) (1)
a—too qx — sinx
Soluzione.
Poniamo per definizione:
T +sinx
() = ——M—, 2
fo () ar — sinx )

distinguendo i due casi:

1.a#0

14



2. a=0
Nel primo caso scriviamo:

) T +sinz . (1 + %)
llm ——— = lim ———% <~
r—+oo ar — SIN T z—+oo (a _ sm:c)
X
1 + sin x
= lim —%
r—4oo q — SBE

140
a—~0

1
a

Y

giacche:
) sin
lim =0,
r—too I

sinx

S22 ¢ definitivamente limitata (in un intorno
e %, che sono entrambe infinitesime per x — £o0o0. Tenendo conto della (3),
sz — (), Pin precisamente:

sin x

in forza del teorema dei carabinieri. Infatti, la funzione
di 400 0 di —oc0) tra —1

per a = 0 siamo tentati a scrivere lim,_,4

. . T +sinx
lim fy(z)=— lim ———
r—+o0 r—+o00 Sinx
o 20
=— lim ——%~
r—+o00 Sin x

. T . sin x
= — lim — - lim (14
r—+o0 SIN L x—+oo x

J

-~

=1

Ma lim, 1o 2= non esiste. Infatti, =*—¢ definitivamente limitata (in un intorno di +o00 o di —o0)

tra —z e x, per cui detta funzione assume infinite volte (in ogni intorno di +o0o o di —oo) tutti i
valori tra —oo e +00. Ne concludiamo che il limite proposto non esiste per a = 0.
Nelle fig. 1-2. riportiamo il grafico di f,—s (z) e f,—o (x) rispettivamente.

Esercizio 37 Calcolare:

o Iny/1—sin’z
A = lim

x—0 3;'2

Soluzione
Il rapporto si presenta nella forma indeterminata g:

In(1—-0) 0
N o ) F
0

Osseviamo che

quindi:

15
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Figura 1: Grafico della funzione (2) per a = 2.

Figura 2: Grafico della funzione (2) per a = 0.

16



che suggerisce 1'utilizzo del limite fondamentale:

lim lg, (14 )

lim ==——= =lg,e¢,
e in particolare:
In (1
i L)
x—0 x€x

Per ricondurci a questo limite, scriviamo:

) — llim In (1 — s;n2x) ' —sin’z
2 20 —sin“x 2

1. In (1 — sin? :v) ) sin? z
= —-lim | —————=| - lim
2x—0 —sin“x z—0 72

N ————
-\ =1
Calcoliamo A; con il cambio di variabile t = —sin?z —O> 0:
Tr—r
In(1+t¢
A\ = lim M =1,
t—0 t
per cui
1
A= —=
2

Esercizio 38 Cualcolare:

. sinx —xcosx
A=lm ———

z—0 x

Soluzione
Si calcola facilmente:

x
. sinx .
= lim — lim cosx
x—0 x—0
—1-1=
Esercizio 39 Calcolare: .
. l—sing
A= lim

Soluzione
Il rapporto si presenta nella forma indeterminata 8. Eseguendo il cambio di variabile t = 7 — x:

Eseguendo un secondo cambio di variabile 7 = %:
1. 1—sin7 1
Aspm e =00

17



Esercizio 40 Calcolare:

sin?z + 2cos?z — 2

A = lim 5 —
z—=0 1 — cos?x + sin“x

Soluzione
Il rapporto si presenta nella forma indeterminata g. Scriviamo:

A= lim —
z—0 2sin“x
~ gin’x — 2sin’x
= lim —
z—0 2sin“ x

L 11
e\ T2) T 2

1 1
A= lim ( . B )
z—0+t \ sinx  sin 2z

Esercizio 41 Calcolare:

Soluzione
Qui abbiamo la forma indeterminata oo — co. Scriviamo

\ i 2cosx — 1 1 L
=lim —m = — =+
z—0+t 28Inx cosx 0t

Esercizio 42 Calcolare:

. sin x
A=lim —
=01 — cosx

Soluzione
La forma indeterminata % puo essere rimossa dividendo numeratore e denominatore per x:

sinz
— | X
A= ig% 1—cosz
T

hmx%ﬂ %
- hmxﬁo l—cosz
1
0
In particolare:
1 —-cosz . sin x 1
r—>0F= — 530" = lim—m = — =400
x =01 —cosz OF
1 —coszx sinx

1
r =0 — =20 =lm—=—=—-
T z—01 — cosx 0

Esercizio 43 Calcolare:

) Ccos T
A=Ilim ———
z—% cotx + cos

18



Soluzione
La forma indeterminata % puo essere rimossa eseguendo il cambio di variabile t = 7 — @

. sint
A=lim———,
t—0 tant + sint

per poi dividere numeratore e denominatore per t:

sint

—1; t
)\_%E)% tant+sint
t t

B 1 _1

C14+1 2

Esercizio 44 Calcolare:

1
/\zlim( - —COtZL’)
z—0 \ SInx

Soluzione
0

Qui abbiamo la forma indeterminata oo — oo che puo essere ricondotta alla forma g

che a sua volta puo essere rimossa dividendo numeratore e denominatore per z:

l—cosz

A= lim —=£
x~>0 S T
xr

:—:O
1

Esercizio 45 Calcolare:

. cosx —sinxcosx
A= lim —5
=7 Sin

rx—1

Soluzione
La forma indeterminata % si risolve facilmente:

, Cos
=—lim —
z—%Z sinx + 1

0

:——:O

1+1

Esercizio 46 Calcolare:

1
A = lim ( — tan :17)
e—T \ COST
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Soluzione.

Qui abbiamo la forma indeterminata oo — co che puo essere ricondotta alla forma

. 1—sinz
A= lim ——
x—)% COST

che a sua volta puo essere rimossa eseguendo il cambio di variabile t =

in quanto gia calcolato in precedenza.

Esercizio 47 Dimostrare:

sin (z + xg) + sin (x — z9)

20 cos (¢ + xg) — cos (x — o)

lim —

—cot xg

Soluzione.
Riesce:

sin (z + xo) +sin (v — o)  sinwg + sin (o)

20 cos (x + xg) — cos (x — xy)  cosxy — cos (o)

avendo tenuto conto della parita (—1) della funzione seno, e della parita (

Ricordiamo le formule di prostaferesi:

a+p a—pf

sin v + sin = 2sin cos

2
o+

2
a—p

cos — cos [ = —2sin sin

2

per cui

2 sin (ZE0EE=20) cog

2 bl

( m+10;x+zo )

7—0 —24in (eronerfxo) sin (x-l—:r:ogx—i-:r:o)

Esercizio 48 Calcolare:

. tan2x —sinzx
A=Ilim—m———
z—0 sin 2x

Soluzione

Il rapporto si presenta manifestamente nella forma indeterminata

esplicitando tan 2x:

sin 2x

)\ = lim <os 2z
=0  sin2x

sin 2x — sin x cos 2z

—sinx

= lim -
z—0 sin 2x cos 2x
. 2sinxcosx — sinx cos 2x
= lim -
z—0 2 SIn & COoS & COS 2x
. 2cosx — cos2x
= lim
z—0 2¢0ST cos2x
2—-1 1
2 2
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Esercizio 49 Calcolare:

1 —sin2z
A=lim ——M—
z—% SINT — coST

Soluzione

Il rapporto si presenta manifestamente nella forma indeterminata 8 che puo essere rimossa
moltiplicando numeratore e denominatore per sin x + cos x:

5= lim( 1 —sin2x ‘smx—l—cosx)

z—2 \Sinx — cosx SNz + cosw

i (1 —sin2z) (sinx + cos )
= lim
T sin? z — cos? z

A questo punto osserviamo che possiamo isolare il termine sinz + cosz, in quanto non produce
indeterminazione:

. 1 —sin 2z . .
= lim ————— lim (sinz + cosx)
=7 SIN° T — COS“ T z—7F
A\ NS g
WV Vv
=\ —/2
Calcoliamo \; osservando che sin? 2 — cos®> x = — (cos2 x — sin? 95) = — cos 2z, per cui:
.1 —sin2z
A =—lim ——

a—Z OS2

Eseguiamo il cambio di variabile ¢ = 7 — @
1— t
A = — lim — ¢
t—0 sint
1—cost
= — lim —¢
+—0 sint
t
0
= —— = 0
1
Esercizio 50 Cualcolare :
. 1+ cos2x
A = lim

a—2 14 cosx —sinx

Soluzione

Per risolvere la forma indeterminata %, eseguiamo il cambio di variabile ¢ = 7 — z, per cui:
cos 2z = cos (m — 2t) = —cos2t, cosx =sint, sinx = cost,

e il limite diventa:
1 — cos2t
A=1i

m :
t—0 1+ sint — cost

Scrivendo a numeratore 1 = sin? ¢ + cos? t:

. 1 —cos2t
A =lim — -
t—0 sin“t + cos? t + sint — cost
. 1 — cos2t
= lim — -

t=0 sint (sint + 1) + cost (cost — 1)
1—cos 2t
1-cos2t 9

2t

lim —
=0 L (ging + 1) — cost - 1=t

. 1—cos 2t
. hmt%O ot

(Slnt + 1) limt_>0 (Si?t) — COS t hmt_>0 1—(;05t
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Ovviamente

onde
A=2

O0O+1)-1—-1-0

Esercizio 51 Calcolare:

sin? x + cos 2z

A= lim .
=% 1 —sinx

Soluzione
Possiamo rimuovere l'evidente forma indeterminata % ricordando la formula di duplicazione
cos2x = 1 — 2sin’ z, per cui:

sinzx+1—2sin’z

A = lim -
z—Z 1 —sinzx
. 1—sin’x
= lim —

z—»Z 1 —sinz
(1 —sinx) (1 + sinx)

= lim -
a7z 1 —sinz
= lim (1 +sinz)
T3
=14+1=2
Esercizio 52 Calcolare:
. CcOoST — cos2x
A=lim —m———
z—=0 1 —cosx

Soluzione
Possiamo rimuovere 'evidente forma indeterminata 8 ricordando la formula di duplicazione
cos 2x = 2 cos® x — 1, per cui:
cosx + 1 — 2cos? 2x

A = lim
2—0 1 —cosx

Riduciamo in fattori —2 cos? x + cosx + 1:

—2cos’x +cosz+1=(2cosx+1) (1 —cosz),

quindi:
) = lim (2cosx + 1) (1 — cosx)
z—0 1—cosz
= lim (2cosx + 1)
x—0
=3
Esercizio 53 Calcolare:
.1 —sin2xz — cos2x
A = lim

a—7% 1 —sin2x + cos 2w
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Soluzione

Possiamo rimuovere 'evidente forma indeterminata % eseguendo il cambio di variabile t = § — x,
per cui 2z = 7 — 2t e quindi:
. . ™
sin 2x = sin <§ — 2t> = cos 2t
71' .
cos 2x = cos (5 — 2t> = sin 2¢
Pertanto il limite diventa: ]
. 1 —cos2t —sin2t
A = lim g
t—0 1 — cos 2t + sin 2t
Eseguiamo ['ulteriore cambio di variabile 7 = 2¢:
1 —cosT — sin
A = lim TR
=01 —cosT +sinT
che abbiamo gia calcolato (cfr. esercizio 10) per cui ¢ A = —1.
Esercizio 54 Clalcolare:
. sinz + cos2x
A=lim —
=2 1 —sinx
Soluzione
Possiamo rimuovere 'evidente forma indeterminata % eseguendo il cambio di variabile ¢ = 7 —x,

per cui 2x = 7w — 2t e quindi:
cos2x = cos (m — 2t) = —cos2t, sinx = cost

Pertanto il limite diventa:

cost — cos 2t

t—0 1 —cost
cost — 2cos?t + 1
t—0 1 — cost

Ma cost — 2cos’t +1 = (2cost + 1) (1 — cost), per cui

A=lim(2cost+1) =3

t—0

Esercizio 55 Calcolare:

\ = lim \/ﬁ—tan2x

=5 1 — \/gtanx

Soluzione

Il rapporto si presenta nella forma indeterminata 2

- Infatti, rammentiamo che tan § = 5=

tan (2 . %) = tam;—r = \/g, per cui A = —‘/3_@ . Per rimuovere l'indeterminazione utilizziamo la
1=V3 3
formula di duplicazione:

2tanx
tan 2z = —
1 —tan“x

23



Quindi:
\/g _ _2tancz
\ = lim 1—tan?
=g 1 — \/gtanx

Eseguendo il cambio di variabile t = tanz — —=:
:c—)% V3
V3 2
A= lim —=
sl 1— /3t

. V3(1—1%) =2t
-1 (1—V/3t) (1-¢)
lim V3t 2t = V3
-1 (V3t—1) (1 -2
Ma V/3t2 + 2t — /3 = (V3t — 1) (t +v/3), per cui:
o iy (D (V)
-t (V3t—1) (1 —t2)

:lin} 5
t— X 1-1t
1

_ BtV
=
4

:@:2\/5
3

Esercizio 56 Cualcolare:

\ = lim S111 2T sSinx (6)

=2 COS 2T + coS T

Soluzione.
Ricordiamo gli archi notevoli:

sinﬁ = V3 cosﬂ !
3 27 3 2
quindi:
. 2m . s LT
Sll’l? = Sin <7T—§) :Slﬂg
2 T T 1
COS?:COS<W—§>:—COS§:—§,

per cui il rapporto si presenta nella forma indeterminata %. Sviluppando con le formule di duplica-
zione: ] .

sinx (cosx —

A= lim ( )

a1 cos’x + cosx — 1

e riducendo in fattori il numeratore:
)\ = lim sinz (cosx — 1)
-7 (cosx + 1) (2cosx — 1)
sinx \/3

=lm — = —
z—% cosx + 1 3
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Esercizio 57 Calcolare:

. 1 —cosx—tan3
A = lim (7)
v=0 1 —cosx — tan

Soluzione.
Per rimuovere la forma indeterminata g utilizziamo la formula di duplicazione del coseno:

.o .9 X
cosx =1 —231n2§ — 1 —cosx = 2811125,

per cui
. sin Z
2 sin? % ——2
. COs 5
A= lim 5 ==
z—0 : x 2
2sin” § + cos &
T 1
_ 2sinj cos T
= lim Sz 1
z—0 2sin £ -
2 cos 5
2-0—-1
2-0+1
Esercizio 58 Calcolare:
. Ccos &
A= lim ————— (8)
r—)% COS 5= S1n 5

Soluzione.

Per rimuovere la forma indeterminata (Q) moltiplichiamo numeratore e denominatore per cos 3 +
3 xZ .
sin 3: ( )
x : xr
~cosx (cosE +sin =
A= lim 2 5 2

s 22 Z
e—=35  Ccos? 5 —sin” g

dopodiche utilizziamo la formula di duplicazione del coseno: cosz = cos? 5= sin? 5, quindi

2 2
= lim (cosg—i—sin{) :£+\/7—:\/§

z—Z 2 2

2

Esercizio 59 Cualcolare:

—
A= lim — ot 9)

T A
z—35 COS 5 — sy

Soluzione.
Anche qui conviene moltiplicare numeratore e denominatore per cos 5 + sin 3:

(1 —sinz) (cosZ + sin %)

A = lim 2
a2 cosS T
. 1l—sinx . T .
= lim —— lim (cos = + sin —
z—T  COST  z—% 2 2
N ~~ J \G ~~ J/
=1 =2

Per calcolare A eseguiamo il cambio di variabile t = 7 — z, onde:

1— cost
A o=lim— g A =0
t—0 sint
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Esercizio 60 Risolvere [’equazione inn € N — {0}:

. s.in (2nx) + sin (nx) 3 (10)
e=0sin[(n+ 1)z +sinx 2
Soluzione.
Innanzitutto calcoliamo il limite a primo membro:
% i s.in (2nx) 4 sin (nx)
z—0sin [(n 4 1) z] 4+ sinz
Applicando le formule di prostaferesi:
: . . [ 3nx nw
sin (2nz) + sin (nz) = 2sin —— ) cos <7>
2
sin[(n + 1) z] + sinx = 2sin (n i x) cos <%> :
per cui:
3nz
sin ( =5+ 3
An = lim <n+22> =
w0 sin (22z)  n+2
Deve essere
3n 3
n+2 2
da cui n = 2.
Esercizio 61 Risolvere [’equazione inn € N — {0}:
1—(n—-1 1
lip L= (0= Deosz 1 (11)
o T —nx V3

Soluzione.
Eseguendo il cambio di variabile ¢ = m — nx, si ha:

T 1 us t .om ot
COST = COS | — — — | = oS — Cos — + sin — sin —,
n o n n n n n

per cui il limite diventa:

1—(n—1)cosTcost —(n—1)sinTsint
t—0 t

. 1—(n—1)cosZcost .7 . sint
= lim — (n—1)sin— - lim
1—0 t n t=0 ¢
Il secondo limite a secondo membro e: .
. sin— 1
lim = —,
t—0 n
per cui I'equazione assegnata si scrive:
l1—(n—1)cosZcost n—-1 1
lim n L sin — = ———
=0 t n n V3

26



L’altro limite ¢

. 1—(n—1)cosZcost 00, se (n—1)cosT # 1
lim = "
t—0 t 0, se (n—1)cos™ =1

Infatti per (n — 1) cos T = 1, ponendo 7 = £:

. 1l—(n—1)cosZcost = 1—cost
lim n n=1lim ——2
t—0 t t—0 t
1 . 1-—cosTt
= — lim
n 7—0 T

Ne consegue che deve essere

(n—l)cosz:1<:>cosz: 1<:>n:3
n noon-

La (11) equivale a dire che tra le infinite funzioni

~1—(n—1)cosx

Jn () :

™ — Ny

I'unica che converge in x = = & quella con n = 3.
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Esercizio 62 Determinare i valori del parametro n € N — {0} per i quali la sequente equazione in
a,beR
cos ax — cos bz
lim — 4, (12)

z—0 "

ammette ool soluzioni.

Svolgimento
Dal momento che il limite a primo membro della (12) si presenta nella forma indeterminata %,
conviene sviluppare il numeratore attraverso le formule di prostaferesi:
a+p6 . a—p

cosa — cos 3 = —2sin 5 sin——,

che nel nostro caso si scrivono:

. (a+b o (a—0
cos axr — cosbr = —2sin 5 | sin 5 )

cosicche: , ,
. cosax — cosbx ~ sin (%x) sin (%x)
im = —21lim
z—0 xn z—0 xn
Pern=1
. b . 7b
. cosax — cosbx ~sin (%a:) sin (“T:U)
lim = —2lim (13)
z—0 x z—0 x
. sin (—“;rba:) o (a—=b
= —2lim ———=—* - lim sin T
z—0 T z—0 2
NG J/
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Riesce:

lim sin(aTibx) _ atb i Sin(“Tibx) _ atb
z—0 x 2 z—0 x 2

Quindi la (13) diventa:
— +
limcosax cosba::_Qa b-O:O
x—0 xT 2

Cio implica che deve essere n > 2. Proviamo prima per ogni n > 2:

cosaxr — cos bx B sin (“TH’:E) sin (“T_bzv)

lim = —21lim
z—0 T z—0 ™
~ sin (“T*%) ~ sin (“T_ba:) ) 1
= —2lim -lim Jlim
x—0 x x—0 €T —0 ZL‘"72
N ~ N ~ N——
_atb —_a=b =00
2 2
=00
Deve allora essere necessariamente n = 2. Infatti:
. b . _b
cos ax — cos bx ~sin (%x) ~sin (“Tx)
im = —2lim ——=—2.lim
2—0 T2 z—0 x z—0 x
N ~~ J N\ ~~ J/
a+tb —a=b
- 2 - 2
b? — a?
2
Il problema chiede di determinare a,b € R tali che lim,_,q COS”I;QCOSW = —4, per cui:
b? — a?
=4
2
Cioe
a®— b —8=0, (14)

che ¢ un’equazione di secondo grado in a,b e come tale ammette co! soluzioni. Assumendo b € R
come parametro, la soluzione generale della (14) si scrive:

a=+V>+8, VbeER, (15)

o cio che ¢ lo stesso:

(a,b) = (im, b) , YheR

Osservando che cos (:I:\/ b2 + Sx) = cos (\/ b2 + 8:10), segue che alla soluzione generale (15) corrisponde
la famiglia di funzioni:

F = {f:i:\/b2+8,b (95)} ) (16)
essendo: ( )
cos (Vb?% + 8x) — cos bx
fj:\/b2+8,b (z) = 22 (17)

Per quanto precede, comunque prendiamo b € R, la funzione f, =3, (x) converge a —4 per z — 0.
In fig. 3 sono graficate alcune funzioni della famiglia (16).
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Figura 3: Grafico di (17) per b =1,2,4,6, 8, 10.

Esercizio 63 Calcolare: _
sin (x — xg)

A= lim 5 5
z—zo COS? T — COS? Xg
Svolgimento
Il rapporto si presenta nella forma indeterminata 8. Espandendo il denominatore otteniamo:
sin (x — x
A= lim (z — @)

z—wo (COS T — cos xg) (cos z + cos )’

da cui vediamo che cosx + coszy non da luogo a indeterminazione, quindi lo lasciamo cosi com’e.
Lavoriamo, dunque, sui termini sin (z — ) e cosx — coszg. Il primo pud essere espanso con le

formule di duplicazione:
. . T —Xo T — Zo
sin (x — o) = 2sin 5 COs—

Il rimanente termine cosx — cos zy puo essere trasformato in prodotto tramite prostaferesi:

T+x9 . T— o

COST — CcOSxy = —2sin sin
2 2
Quindi:
)= i 2sin 5% cos 50
T 245k sin £E20 §in 255 (cos & + oS T)
I cos #5

T 5% sin L0 (cos 4 cos xp)
B 1

~ sinag (cos x + cos )
B 1
T 2sin T COS g
B 1
" sin 220
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Esercizio 64 Dimostrare:

. sinz —sinxy ncosxg
lim ————— = —, VYneN-{0,1}
z—zo SIN - — sin ~* cos “¥

Svolgimento

Conviene utilizzare le formule di prostaferesi per trasformare numeratore e denominatore in pro-
dotti di funzioni trigonometriche, giacche il rapporto cosi come e scritto, si presenta nella forma
indeterminata 8. Abbiamo:

. . . T — To T — To
sinx — sinzg = 2sin cosS
2 2
. T . Xy . X — X r — X9
sin — — sin — = 2sin cos ,
n n 2n 2n

cosicche
def .. sinx —sinxg . sin 5% cos F570
)\n = lim r a0 lim -

r—x0 S11 n S1n f r—x0 S1N

T—x0 r—xQ
2n cos 2n

Eseguendo il cambio di variabile ¢ = #=%:
sint cos (xg + t)

xo+t
n

Ap = lim ——
t—0 sIn - COS

Dividiamo numeratore e denominatore per t:

. lcos (zg+t)
Ap = lim ——
sin —
120 Sy 1o ot
— n n

n

1-cosxg
1-Lcoszo

n n
N COS T

cos &
n

Esercizio 65 Calcolare:

! vV1-+sinz—1
im

x—0 €T

Soluzione
Il limite si presenta nella forma indeterminata %:

. V14 sinx—1 0
A= lim = —
x—0 o 0

Scriviamo:

. V1+sinz —1sinx
A = lim -
z—0 sin x T
. V1+4sinx—1 . sinz
= lim - - lim
§—>O SsIinx , z—0 g
vV
=\ =1
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Calcoliamo il limite A\; eseguendo il cambio di variabile ¢t = sin x —O> 0:
T—>

1+H)Y" -1
A\ = th
t—0 t

(14+z)*—1
x

VvV1+sine —1 B

Tenendo presente il limite fondamentale lim,_,

= q, si ha \; = %, onde:

lim 0
x—0 X
Esercizio 66 Dimostrare
1+2"sini)* —1
lim( 1“5) =0, VYaeR, VneN-{0,1}
z—0 xn—

Soluzione
Tenendo presente che

1
lim (x"sin—) =0, Yne N—{0,1},
z—0 x

si ha che il limite proposto si presenta nella forma indeterminata %. Scriviamo:

1+ 2"sint)" —1 14+ 2"sin)" — 1 1
lim< ) = lim ( - ’”) cxsin—| =
2—0 a1 z—0 " sin % x
1+ a2"sini)* -1
= lim ( xl) lim (:v sin —)
r—0 " sin P z—0 x
N 0
Per calcolare il limite A\ eseguiamo il cambio di variabile:
1
t=2a"sin— — 0,
€r x—0
onde ) o_q
t _
t—0
Rammentando il limite fondamentale
1 |
lim —( + :1:) = q,
x—0 x
si ha A\ = a e quindi
1+ 2"sini)* -1
lim ( z) =0
z—0 g1

In fig. (4) riportiamo il grafico della funzione per assegnati valori di n, a.
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)’ per (o, n) = (v/5,4).



