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Proposizione 1

lim
|x|→+∞

(

1 +
1

x

)x

= e (1)

Dimostrazione. Omessa.

Proposizione 2

lim
x→0

(1 + x)
1

x = e (2)

Dimostrazione. Basta eseguire nella (1) la sostituzione t = 1
x
.

Proposizione 3

lim
x→0

lga (1 + x)

x
= lga e =

1

ln a
(3)

Dimostrazione. Riesce:
lga (1 + x)

x
= lga (1 + x)

1

x ,

Quindi:

lim
x→0

lga (1 + x)

x
= lim

x→0
lga (1 + x)

1

x

= lga lim
x→0

(1 + x)
1

x =

= lga e =
ln e

ln a
=

1

ln a

In particolare:

lim
x→0

ln (1 + x)

x
= 1 (4)

Proposizione 4

lim
x→0

ax − 1

x
= ln a (5)

Dimostrazione. Eseguiamo il cambio di variabile t = ax−1, da cui x = lga (t+ 1). Quindi, tenendo
conto della (3):

lim
x→0

ax − 1

x
= lim

t→0

t

lga (t+ 1)

= lim
t→0

1
lg

a
(t+1)
t

=
1

limt→0
lg

a
(t+1)
t

= ln a

Osservazione 5 In particolare:

lim
x→0

ex − 1

x
= 1 (6)
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Proposizione 6

lim
x→0

(1 + x)α − 1

x
= α, (α ∈ R)

Dimostrazione. Poniamo per definizione:

fα (x) =
(1 + x)α − 1

x

Distinguiamo i due casi:

1. α = 0

2. α 6= 0

Nel primo caso
fα=0 (x) = 0, ∀x ∈ R− {−1} ,

cosicchè
lim
x→0

fα=0 (x) = 0

Nel secondo caso scriviamo

fα (x) =
ga (x)

x
,

dove:
gα (x) = (1 + x)α − 1,

per cui:
ln [1 + gα (x)] = ln (1 + x)α = α ln (x+ 1) ,

e:
lim
x→0

gα (x) = 0 (7)

Inoltre:
(1 + x)α − 1

x
=

g (x)

x
=

g (x)

ln [1 + gα (x)]
· α

ln (1 + x)

x

Ne segue:

λ = α lim
x→0

g (x)

ln [1 + gα (x)]
· lim
x→0

ln (1 + x)

x

Eseguendo nel primo limite a secondo membro il cambio di variabile y = gα (x) e tenendo conto della
(7):

λ = αlim
y→0

y

ln (1 + y)
︸ ︷︷ ︸

=1

· lim
x→0

ln (1 + x)

x
︸ ︷︷ ︸

=1

= α

Riassumendo:

limx→0
sinx

x
= 1 limx→0

1−cosx
x

= 0

lim|x|→+∞

(
1 + 1

x

)x
= e limx→0 (1 + x)

1

x = e

limx→0
lg

a
(1+x)
x

= 1
ln a

limx→0
ax−1
x

= ln a

limx→0
(1+x)α−1

x
= α
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