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Integrali indefiniti
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0.1 Integrali indefiniti

Per quanto visto nelle altre dispense, la pitl generale primitiva di una funzione f continua nell’inter-
vallo X (limitato o non) ¢:
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Definizione 1 Dicesi integrale indefinito di f, una sua qualunque primitiva e si denota con il
stmbolo

[ #ia)as 0
Evidentemente:
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La primitiva F (x) é una determinazione dell’integrale indefinito (1), mentre ¢ é una costante
di integrazione.

Per definizione di funzione primitiva, deve aversi:

/f’(x)dx=f<x>+c, veeR

Il simbolo [ denota l'operazione di integrazione indefinita, che risulta essere I'operazione inversa
dell’operazione di derivazione. In simboli:
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0.1.1 Integrali indefiniti fondamentali

Dalla conoscenza delle derivate delle funzioni elementari, si ottengono gli integrali indefiniti delle
funzioni elementari. Ad esempio, nel caso della funzione potenza di esponente reale:
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Per A = —1:
c;_x =lnz+c (4)

Osserviamo che nella (4) la funzione integranda ¢ definita in R — {0}, mentre la funzione a secondo
membro, cioe Inz, & definita in (0,400). Tuttavia, osservando che % In|z| = %, si perviene

dx
— =1 +
. n|z| + ¢, (5)

valida per x € R — {0}. Integrali fondamentali di funzioni trigonometriche:

/Cosmda::sinx—i—c, /sinxdx: —coszT+c¢ (6)

dx dx
5 = tanz + ¢, —— = —cotx +c¢
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Integrali fondamentali di funzioni iperboliche:

/cosh xdr = sinhx + ¢, /sinh xdxr = coshx + ¢

/ v _ b+ / du tha +
———— =tanhz + ¢, ——— =cothx +¢
cosh? sinh?

Per le funzioni trigonometriche inverse, ricordiamo che:

d . 1 d 1
—aresing = ——, —arccosT = ————
dx V1—22 dx V1—=2?2
per cui:
dz . /
————— = arcsinx + ¢ = —arccosT + ¢
V1—a?
Cio implica:
Vo € [—1,1], arcsinz 4 ¢ = —arccosz + ¢/ = arcsinz + arccosx = ¢ — ¢

In virtu della relazione fondamentale

. m
arcsi x + arccosr = 5

si ha:

uindi dr__ o esprime:
V1—z2

dx T
———— =arcsinz + c= —arccosx + c+ —
/ V1— 22 2
Passiamo alle funzioni arctan x e arccot x:
1 d 1

——, —arccotxr = —
14+ 22" dr 14 22

— arctanx =
dx

Percio

dz ,
= arctanx + ¢ = —arccotx + ¢
1+ 22

Ricordando la relazione fondamentale arctan xz + arccot z = g:

dx T
= arctanx +c = —arccotr +c+ —
1+ a2 2

Passiamo alle funzioni iperboliche inverse:

e Larcsinhz = —= Ricordando la relazione arcsinhz = In (x +v1+ ZL‘Q), segue:
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o Larccoshz = ——~—. Ma arccoshz = In (x + V22 — 1), onde:
dx Va2-1

/ dx

Va2 —1

o Larctanhr = —5. Ma arctanhz = % In (32), per cui:
1—x 2 1—x

dx
d 1 1
/ * :arctanhx+c:§ln( +x)—|—c

1 —22 1—ux

:arcsinhx—i—c:ln(a:—i—\/l—i—x?) +c

= arccoshz +c¢=In <x+\/:r;2—1) +c
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