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Teorema 1 Se V,W sono due sottospazi di uno spazio vettoriale E finito-dimensionale su
un campo K, si ha:

dimV 4+ dim W = dim (V + W) + dim (VN W) (1)

Dimostrazione. Poniamo:

dim(VNW)=m

Sia {v1, Vg, ..., Vi, } una base di VNW. Per il corrolario al teorema di completamento della base:

VAW CV = 3{vy,Va, ..., Vi, Uy, U, ..., U,y } base di V
VAW CW = 3{vy,Va, ..., Vi, W1, Wa, ..., W,n } base di W,

essendo m +m’' =dimV, m +m” = dimW.

Posto 3 = {v1,Va, ..., Vi, Uy, Ug, ..., Wy, Wi, Wo, ..., Wy} € manifestamente V + W =
L(X), essendo X = {vy,Va, ..., Vpp, Uy, Uy, ...y Uy, Wi, Wo, ..oy, Wy . Dimostriamo che X e
una base di V' + W. A tale scopo consideriamo la relazione vettoriale:

i=1 =1 i=1

Da cui:
m m//

Z/Mlli = Z (=) vi + Z (—v;) w;
i=1 i=1 i=1

E chiaro che Z,uiui e VNW, per cui 35; € K| Zuiui = Zﬁivi
i=1 i=1 i=1
Quindi:

ZﬁiVi + Z (—pi)u; =0
i—1 i1

Ma {v1, Vg, ..., Vi, Uy, Ug, ..., U,y } € linearmente indipendente, quindi:

S Vit Y ()W =0= 1= . = B = 1 = e = i =0
=1 =1
:>M1:"':Mm’:

La (2) diventa:
Z)\ivi + Zuiwi = 0
=1 =1

Ma {v1, Vo, ..., Vi, Wi, Wa, ..., W,y } € linearmente indipendente, quindi:
m m//
E)\ivi—{’gViwi:0:>)\l:---:)\m:Vlz---:Vm”:O
i=1 i=1
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Ne concludiamo che {vy, Vg, ..., Vjp, Uy, U, ..oy Uy, W1, Wa, ..., Wy } € linearmente indipen-
dente.

Abbiamo cosi dimostrato che ¥ e una base di V' 4+ W. Siamo ora in grado calcolare la
dimensione di V + W:

dim (V4 W) =m+m' +m" = (m+m)+ (m+m’)=  m
=dimV =dim W =dim(VNW)

donde l'asserto. m



