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Capitolo 1

Funzioni reali di1 n variabili reali

1.1 Definizione di funzione

Sia X un sottoinsieme non vuoto di R™.

Definizione 1 Una funzione reale f delle n variabili reali zy, (k= 1,2,....,n) € una legge:
f: X —R, (1.1)

che ad ogni P (x1,2,...,x,) € X associa univocamente il numero reale f(xq1,xa,...,Ty,).
L’insieme X ¢ ['insieme di definizione della funzione.

Osservazione 2 Una funzione viene indicata con una lettera del tipo f, g, mentre il valore
assunto in un punto P (x1,xq,...,x,) € X, con f(x1,x9,...,2,) 0 con f(P).

Definizione 3 Dicesi diagramma cartesiano o grafico di una funzione f definita in
X CR", linsteme di punti:

G(f)= {(xl,x2, oy Ty Tpy1) € R (2, 20, 0 20) € X, g1 = f (21, 79, ,xn)} (1.2)
Ad esempio, pern=1¢ f: X — R con X C R. Il grafico e:
G(f)={zy) eR?|zeX, y=[(2)}, (1.3)
cio¢ la curva di equazione y = f (x). Pern=2¢ f: X — R con X C R? Tl grafico &:
G(f)={(z.y.2) eR’ | 2= f (x,y)}, (1.4)
cioe la superficie di equazione z = f (z,y).

Definizione 4 Dicesi ipersuperficie di livello di una funzione f definita in X C R"22,
l'insieme di punti:

U (f)={(z1,22, ..., 2,,0) € R" | f (21,22, ....2,) } =, (1.5)

essendo ¢ una costante reale assegnata.
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Ad esempio, per n = 2 abbiamo le curve di livello:

L(f)={(z.9,0) eR’| f(z,y) = c} (1.6)
Per n = 3 abbiamo le superfici di livello:
L(f)={(2.y,2,0) eR| f(2,y,2)} =, (1.7)

Vediamo quindi che a differenza del caso 1-dimensionale ci si preoccupa esclusivamente di
tracciare il grafico di f, nel caso 2-dimensionale dobbiamo cercare di visualizzare sia il grafico
che le curve di livello. Per n > 3 si procede esclusivamente per via analitica, giacche non
¢ possibile visualizzare oggetti in R"Z*. L’ambiente di calcolo Mathematica implementa un
set di istruzioni grafiche riassunte nel seguente schema:

f:R—R = Plot
f:R?* - R = Plot3D, ContourPlot, DensityPlot

Esempio 5
f(zy) =2+ ¢

Qui ¢ X = R?, mentre il grafico é un paraboloide di rivoluzione', come mostrato in fig.
1.1 Le curve di livello sono T'(f) : 2® +y?> = ¢ > 0, cioé circonferenze centrate nell origine

e di raggio \/c.

Esempio 6
flay)=a"—y°

Qui ¢ X = R2%, mentre il grafico ¢ un paraboloide iperbolico. Le curve di livello sono
L (f):a?—y*=c>0, cioé iperboli equilatere, come mostrato in fig. 1.2.

Esempio 7
flry) = (27 +y°)
Questa funzione ¢ definita in

X ={(z,y) eR*| —c0 <z < +00, y > —x}

1l grafico e in fig. 1.5.
Le curve di livello sono
L(f):In(2®+¢°)=K=212"+y*=€" e,
plottate in fig. 1.4.

Esempio 8
Sz y) =In(z+y)

L’insieme di definizione ¢ il semipiano
X ={(z,y) ER*| —c0 < < 400, y > —1x},

che e un campo illimitato e connesso.

'E una superficie di rotazione, in questo caso generata dalla rotazione di una parabola attorno all’asse z.
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Figura 1.1: Grafico di f (z,y) = 2% + ¢?
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Figura 1.2: Grafico di f (z,y) = 2% — ¢*
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Figura 1.3: Grafico di f (z,y) = In (z® + 3°)



CAPITOLO 1. FUNZIONI REALI DI N VARIABILI REALI

Figura 1.4: Curve di livello di f (z,y) = In (23 + y3)

1.2 Limite di una funzione di piu variabili

Assegnato lo spazio euclideo R", denotiamo con I5 (O) il campo circolare di centro 'origine
e raggio 0:

I5(0) = {(33'1,33’2, @) € R in < (52}
k=1

Definizione 9

I (00) CR" ¢ un intorno del punto all’infinito) Ly (c0)NC (I5(0)) £ 0, ¥6 >0
(1.8)
essendo C' (15 (0)) = R™ — I5(0), i.e. il complementare in R™ di I5 (O).

La definizione di punto di accumulazione si estende immediatamente al punto all’infinito
che possiamo denotare con 'usuale simbolo convenzionale oco:

Definizione 10 ] punto all’infinito ¢ di accumulazione per X C R™, se in ogni suo intorno
cade almeno un punto di X. In simboli:

oo € di accumulazione per X C R" &g (c0), 3P € X NI (c0)

Sia f definita in X C R". Se il punto all’infinito e di accumulazione per X, sussiste la
definizione seguente:
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Definizione 11 La funzione f é convergente per P — oo, se esiste [ € R tale che
VJ. (1), 3 (c0) | P € X NI (c0) = f(P) € J.(I),
essendo J. (1) = (I — e,l 4+ €) un intorno di l. Quindi scriviamo:

lim f(P) =1

P—oo

La definizione precedente puo essere riscritta:

;imf(P):l@»(VE>0,355>O\PeX p>0.—= |f(P)—1Il<e
—00

essendo p = OP =

n
2
Dt
k=1

Definizione 12 La funzione f ¢ divergente positivamente per P — oo, se
VJ. (+00),31 (00) | P€ X NI (00) = f(P) € J. (+0),

essendo J. (+00) = (g, +00).
Quindi scriviamo:
lim f (P) = 400

P—oo

La definizione precedente puo essere riscritta:

lim f(P)=4c0<= (Ve>0,3.>0|Pe X p>6.= f(P)>¢

P—oo

Definizione 13 La funzione f ¢ divergente negativamente per P — oo, se
VJe (—o0),3l (0) | PE X NI (0) = f(P) € J.(—00),

essendo J. (—o0) = (—o0, —¢).
Quindi scriviamo:
lim f (P) = —o0

P—oo

La definizione precedente puo essere riscritta:

lim f(P)=—-c0<= (Ve>0,35. >0|Pe X, p>d.—= f(P) < —¢

P—o0

Consideriamo ora un punto P che sia di accumulazione al finito per X, cioe By € D (X),
ove D (X) ¢ il derivato di X.

Definizione 14 La funzione f : X — R é convergente in F,, se esiste [ € R tale che

VJ. (1), 35 (Py) | Pe X N1 (Py) —{R} = f(P) e J-(I)
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Quindi scriviamo:

li P)=1
A S (P)
La definizione precedente puo essere riscritta:

Plirrjlgf(P):l<:>(V€>O,E|(55>O|P€X, O<p<ée=|f(P)—1Il<e
— 10

Qui e p = dist (P, Py) = i <$k — x,go))Q, essendo (xgo), xgo), s x%0)> le coordinate carte-
siane di Fj. .
Definizione 15 La funzione f ¢ divergente positivamente in Fy, se

V. (+o00), 35, (Py) | P e X N5 (Ry) —{FP} = f(P) € J.(+)

Quindi scriviamo:

A S (P) = o

La definizione precedente puo essere riscritta:

Plirl}jf(P):+oo<:>(V€>0,EI(S€>O|P€X, 0<p<i.=— f(P)>c¢
— 10

Definizione 16 La funzione f ¢ divergente negativamente in F, se
VJE(—OO)7 El]ge (P()) | PEXHL;E (Po)—{Po}:f(P) S Jg(—OO)

Quindi scriviamo:

A f(P) = —oo

La definizione precedente puo essere riscritta:

lim f(P)=—-c0<= (Ve>0,3).>0|PeX, 0<p<i.= f(P)<—c¢

P—Py

Nel caso di una funzione di due variabili, si usa scrivere:

lim  f(x,y) =1,

(z,y)—(z0,y0)
Am f (z,y) =1

Y—Yo
anziche:
A f () =1
Esempio 17
fla,y) =2+
Risulta:
Ve>0,30.=ve | (z,y) eR®, VVal+y2 > 0. = 2> +1> >«
Quindi:

lim ($2 + y2) =+

(z,y)—o0
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Esempio 18

.172

f(xay)zm

Questa funzione ¢ definita in X = R* — {(0,0)}, con O(0,0) punto di accumulazione, per
cui studiamo il comportamento nel limite per (xz,y) — (0,0). A tale scopo osserviamo che:

VyE]R—{O}, f(O,y):O

Cioé f ¢ identicamente nulla se calcolata lungo l'asse z, ed é una costante (= 1) sull’asse y,
giacché

(1.9)

Ve e R—{0}, f(z,0)=1
Ne conseque che in ogni intorno di (0,0) cadono infiniti punti in cui f é nulla, e infiniti
punti in cut vale 1. Chio implica:

lim x,
(wvy)—>(0,0)f (@9)

Alternativamente, passiamo a coordinate polari nel piano xy:
T=Tcosyp, y=rsingy
Seque g (r, o) = f[(r, )] = cos? . Il limite ¢é:

li — 2 _ 2
o Jm f(@y) = limcos” p = cos®
Cioé il valore dipende dalla direzione (@) secondo cui P (x,y) si avvicina all’origine. Da cio
seque che il limite non esiste. Si noti che i valori 0 e 1 vengono riprodotti ponendo ¢ = /2
(P (z,y) si avvicina all’origine lungo l'asse y) e ¢ =0 (P (x,y) si avvicina all’origine lungo
Uasse ). 1l grafico é riportato in fig 1.5.

_a?
Z‘2 +y2

Figura 1.5: Grafico di f (z,y) =

Osservazione 19 [ teoremi sui limiti delle funzioni di una variabile che non coinvolgono
proprieta di monotonia, si estendono al caso din > 1 variabili.

10
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1.3 Funzioni continue
Sia f: X — R, con X C R" tale che D (X) # 0.

Definizione 20

f ¢ continua in F) &, (PILH}DDJC (P) = f(FR) (1.10)

Nel caso contrario diremo che P, ¢ punto di discontinuita per f. In questa circostanza
i casi possibili sono:

1. BeD(X), By ¢ X (cioe la funzione non ¢ definita in F).

2. Py € XND(X), cioe la funzione ¢ definita in F,, ma si verifica una delle seguenti
circostanze:

(a) 3 lim f (P)
(b) lim f(P)=1€R, conl# f(R)

(¢) lim f(P)=+o0

P*)PO

Counsideriamo il caso 2b:
lim f(P)=1€R, conl# f(F),
P—P

cioe la funzione e convergente in Py, ma il limite e diverso dal valore assunto da f in F,. In
tal caso, possiamo definire la funzione:

f(P), se P#+ B
[, se P=F,

Diremo che la funzione (1.11) & ottenuta modificando il valore di f in Py. Consideriamo ora
il caso 1. Anche qui si verifica uno dei sottocasi a, b, c¢. Precisamente:

g:PGX%{ (1.11)

a. 3 lim f(P)

P—Py

b. lim f(P)=1€R

P—Py

c. Ph—>H1130f (P) = +o0

Riferiamoci al caso b:
lim f(P)=1€R, con BheD(X), P ¢ X,
P—>P0

cioe la funzione ¢ convergente in Py ma non ¢ ivi definita. Possiamo comunque definire la
funzione seguente:

f(P)7 SGP#PO
l, SeP:P()

Diremo che la funzione (1.12) ¢ il prolungamento continuo di f su Fy. In entrambi i
casi (1.11)-(1.12), Py & una discontinuita eliminabile per f.

h:PeXU{PO}—>{ (1.12)

11
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Esempio 21 Sia

.174

f(ﬂ?ay)zm

La funzione ¢ definita in X = R? — { Py}, essendo Py (0,0) € D (X). Per il calcolo del limite
per P — Py, ¢ conveniente passare a coordinate polari nel piano xy:

T =Tcosp, y=rsing
Quindi

rtcost ¢ 5 4
=r?cos’ ¢

g(r,e)=flz(r.p),y(r,e)] = 2 (COSQ o+ sin? S0)

Cosicché
lim f (x,y) = limr? cos* o = 0-cos* p =0, Vo € [0,7]
?3538 r—0

Da cio seque che Py € una discontinuita eliminabile. La funzione é resa continua prolungando
per continuita:

f (@, y) :{ s se (,y) # (0,0)

1l grafico é riportato in fig 1.6.

-1

_at
:L‘2 +y2

Figura 1.6: Grafico di f (z,y) =

In tutti gli altri casi Iy ¢ un punto di discontinuita non eliminabile o che ¢ una
singolarita per f. Cio si verifica se f ¢ divergente in P o se il limite non esiste. Ad esempio,
il punto F, (0,0) € una singolarita per la funzione (1.9).

Definizione 22 Una funzione f: X — R é continua in X, se é continua in ogni P € X.

12
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1.4 Esercizi svolti

Esercizio 23 Assegnata la funzione:

f(xay) =V 1_:E2_y27 (113)
determinare 'insieme di definizione e le curve di livello. La funzione é continua?

Soluzione. Deve essere 1 — 22 — y? > 0, per cui:
D={(z,y) e R* | 2® +y*> < 1}, (1.14)

cioe il dominio circolare di centro (0,0) e raggio 1. La generica curva di livello ha equazione

V22— =c>0=1-* -y’ == 2> +y*=1-¢

Osserviamo che deve risultare ¢ > 0 e 1 —¢? > 0, i.e. 0 < ¢ < 1. Ne consegue che la piit
generale curva di livello e

eyt =1-¢c* Veel0,1],

ossia 7. appartiene alla famiglia di circonferenze concentriche di centro O (0,0) e raggio
V1—¢2 Veel0,1].

Riguardo all'ultimo quesito, la funzione ¢ manifestamente continua in D.

Esercizio 24 Determinare l'insieme di definizione e le curve di livello della funzione:

flay) =1+~ (x—y)’ (1.15)
Soluzione. Deve essere
— -y’ 20<e= (r-1) <0e=a-—y=0=a=y
onde:
A={(z,y) eR*| —co <z < +o0, y =z} (1.16)
Cioe la funzione e definita sulla bisettrice del primo e terzo quadrante. Piu precisamente:
fley) =1, V(ry) €A,

ovvero la funzione € una costante. Ne conseque che ['unica curva di livello é l'insieme di
definizione.

Esercizio 25 Determinare l'insieme di definizione della funzione:

f(x,y) =In(x +y) (1.17)

Soluzione. Deve essere
T+y>0<=y>—x

onde:
A={(z,y) eR*| —c0o <z < +00, —z <y < +00} (1.18)

Cioe la funzione e definita nella regione al di sopra dalla bisettrice del secondo e quarto
quadrante. Le curve di livello sono definite implicitamente dall’equazione

n(z+y)=K=1+y=c¢e" “eso
Segue che le curve di livello della funzione assegnata compongono il fascio improprio di rette

y=—-2x+c¢, 0<c<+4o0 (1.19)
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Esercizio 26 Determinare l'insieme di definizione e le curve di livello della funzione:
f(x,y) = |z| + arccosy (1.20)

Soluzione. Deve essere
lyl <1l<=yel-11]

onde:
A={(z,y) eR*| —co <z < 400, —1<y<1} (1.21)

Cioe la striscia orizzontale R x [—1,1]. L’equazione della generica curva di livello si scrive:
|z| + arccosy = ¢ <= y = cos (¢ — |z|)
Per ¢ = 0 otteniamo il luogo degli zeri
y = cos (— |z|) = cos (|z]) = cosx,
ovvero la cosinusoide e il luogo degli zeri della funzione assegnata.

Esercizio 27 Determinare l'insieme di definizione della funzione:

flay) =vV1—a?—/1—y?

Soluzione. Deve essere

{1—x220 b}{xe[—u]

1—42>>0 y e [-1,1]

onde:
A={(z,y) eR?*|-1<2<1, -1<y<1}

Cioé il quadrato [—1,1] x [—1,1].
Esercizio 28 Determinare l'insieme di definizione della funzione:

flry) =vVa2 =1+ -1

Soluzione. Deve essere

2 —1>0 z € (—oo, —1] U [1,400)
y?—1>0 00

onde:

dove R = [—1,1] x [-1,1].

Esercizio 29 Determinare linsieme di definizione della funzione:
o (Y
f(x,y) = arcsin | =
x

Soluzione. Deve essere

‘%‘ §1<:>{ (1.22)

SEESEES
IV IA
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Indichiamo con Ay linsieme delle soluzioni della prima delle (1.22) e con Ay linsieme delle
soluzioni della seconda delle (1.22).

y—x
T

<1<

<0

SHES

Risolviamo quindi la disequazione *=* < 0:

r>0=—=y—or<0=y<z
r<0=—y—ax>20=y>z

Abbiamo:

Xi={(z,y) eER*|0<z < +00, —0<y<z}
Xo={(z,y) eR*| —c0 <z <0, 2 <y < +oo},

cosicche Ay = X7 U Xy. Passiamo ora alle soluzioni della seconda delle (1.22):

y—x

g2—1<:> <0
xXr xXr
Cioe:
r>0=y+r>0=y>—x
r<0=y+2r<0=y< —2x
Abbiamo:

Vi={(z,y) eR*|0 <z < +o0, —x <y < +0}
Yo ={(z,y) ER’| —co <z <0, —00 <y < —z},

cosicche Ay = Y, UYs. Finalmente:

A=A NA,
:{(a:,y) c R? | —00 < & < 400, —xﬁygaz}—{(0,0)}

Ne concludiamo che linsieme di definizione della funzione proposta ¢ la regione compresa
tra le due bisettrici y = v e y = —x, esclusa l'origine (0,0).

Esercizio 30 Determinare l'insieme di definizione della funzione:

f(x,y) = arcsin (E) (1.23)
Y
Soluzione. Deve essere
<t , S1 1.24
M — Lo (1.24)
Linsieme di definizione é:
X =X UXy, (1.25)

15
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dove:
X = {(x,y) € R?| < 1}
Yy
X, = {(m,y) eR?|Z > —1}
Yy
Abbiamo: .
(x,y)€X1<:>Ty§O
Risolvendo:

y>0—=zor—y<0=—=2a<y
y<0=zov—-—y>20=2x2>y,

per cui X1 = A1 U Ay, essendo:

Ar ={(z,y) eR* |0 <y < +00, —0c0 <z <y}
Ay ={(z,y) eER* | —0 <y <0, y<z<+o0}

Determiniamo l'insieme Xs:

(:c,y)eX2<:>$—+y20

Y

Risolvendo:

y>0=a2+y>0=22>—y
y<0=ar+y<0=z< —y,

per cut Xo = B1 U By, essendo:

By ={(z,y) eR*|0 <y < +o0, —y <z < +o0}
By ={(z,y) eR*| —c0o <y <0 —oo<z<—y},

Finalmente, dalla (1.25):
X = {(e,y) € R | 00 < o < +00, —|al >y > lal} \{(0,0)}
come illustrato in fig 1.7.

Esercizio 31 Determinare linsieme di definizione della funzione:

fa,y) = V(@ +y? —a?) (202 — 2% — y?), (1.26)

essendo a > 0.
Soluzione. Deve essere:

(@ 4y — ) (20> — 2 — ) >
= (2®+y* —a®) (2* +y° — 2d°)

0 (1.27)
<0

16
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Figura 1.7: Campo di esistenza della funzione f (z,y) = arcsin <§> Si badi che il campo
¢ illimitato. In figura appare limitato, in quanto per tracciarlo con il programma di calcolo
Mathematica, abbiamo fissato gli intervalli [—2,2] sui rispettivi assi coordinati. IL’origine

(0,0) non appartiene all'insieme di definizione.

Poniamo per definizione:
Xp={(x,y) eR* | 2* +y* > a’}
Affinché sia verificata la (1.27), deve essere:

v(‘rvy> € X17 (.Cl],y) € X27

dove:

Xo = {(z,y) e R?*| 2” + y* < 2%}
Sia

Al = X1 N X2

={(z,y) e R? | a® < 2”4+ y* < 2a°}
Poniamo:

Vi ={(z,y) e R* | 2* +y* < a’}
Quindi:

Ay ={(z,y) V1| 2” +y* > 2a°} =0

Pertanto, l'insieme di definizione della funzione assegnata é:

A:A1UA2:A1U®:A1
={(z,y) e R’ | &> < 2* +¢* < 2d°}

cioe la corona circolare di raggi a e 2a, circonferenze incluse.

17



CAPITOLO 1. FUNZIONI REALI DI N VARIABILI REALI

Esercizio 32 Determinare l'insieme di definizione della funzione:

f(z,y) = \/ysinx (1.28)

Soluzione. Deve essere:

y20:>sin1:20:>:c€U[2k7r,(2k—|—1)7r]
keZ

y<0=sinr <0=zx¢€ U[(2k+1)7r,27r(k+1)]
keZ

La funzione ¢ definita in A = X1 U Xy, dove:

Xlz{(m,y)€R2|x€ U[Qkﬂ',(Qk‘-'-l)Tl’], O§y<+oo}

keZ

X, = {(a:,y)GR2|$€ U[(2k+1)7r,27r(k:—|—1)], —oo<y§0},

kEZ

come illustrato in fig. 1.8

Figura 1.8: Insieme di definizione della funzione (1.28).

Esercizio 33

f(5,9) =/t (1.29)
lir%ln Va2 +y2 =In0" = —o00
T

y—0

Cioe Py (0,0) ¢ una singolarita per f. Il grafico é riportato in fig 1.9.
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—10!

107t

Figura 1.9: Grafico di f(x,y) = In\/2?2+y2 Per ( — (0,0) la funzione diverge
negativamente.

Esercizio 34 Determinare l'insieme di definizione della funzione:

f(z,y) =1In (ZE2 + y) (1.30)

Soluzione. Deve essere:

2
y>_xa

onde la funzione é definita in
A= {(z,y) e R*| —0co <z < +00, —2° <y < +o0}

Esercizio 35 Determinare l'insieme di definizione della funzione:

f(zy) = S (1.31)
-

B

Soluzione. Deve essere:

x>0
3/—\/E>O:>{y>\/E

Quindi la funzione ¢ definita in

A={(z,y) eR*|0 <z < +o0, VT <y < 400}
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Esercizio 36 Determinare l'insieme di definizione della funzione:
(o) = ——— (132
T
Soluzione. Deve essere:

>0
x—\/§>oz>{zzx2

Quindi la funzione e definita in
A:{(x,y)€R2|—oo<:B<+oo, 0§y<—|—oo}

Esercizio 37 Determinare ['insieme di definizione della funzione:

1

fzy) = —F—— (1.33)
Vy—vz
Soluzione. Deve essere:
T —y#0= { z20
y# VT
Quindi la funzione é definita in
A={(z,y) eR*|0< 2z < +o0, —00 <y < +00, y #Vz}
Esercizio 38 Determinare l'insieme di definizione della funzione:
1 1
= - 1.34
Soluzione. Deve essere:
y#0,z#1

Cioé tutto il piano escluso l'asse x e la retta verticale x = 1.
Esercizio 39 Determinare l'insieme di definizione della funzione:
f(x,y) = +/sin (2% + y?) (1.35)
Soluzione. Deve essere sin (2% + y?) > 0, cioeé:
ont <2 +y* <7 (1+2n),VneN
Quindi la funzione ¢ definita in:
n=0
dove:
Cpn={(z,y) eR* | 2nr < 2> +¢y* <7 (1+2n), Vn € N}
Esercizio 40 Determinare ['insieme di definizione della funzione:
fly) =vr+y (1.36)
Soluzione. Deve essere x > 0, y > 0, per cui la funzione € definita in

A={(z,y) ER*|0< 2 < 400, —00 < y < +00}
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Esercizio 41 Assegnata la funzione:

f(zy)=1/Vy—2|z|+In(2z - 1), (1.37)

determinare il suo insieme di definizione A C R?, nonché il comportamento nei punti O (0,0)
e PO (%, 1) .
Soluzione. Deve essere:

20 —y >0

{\/@—Mlzo

Risolviamo la prima disequazione.

y=0
- >

Cioe:

VY =2z > 0= (z,y) € 4 = {(z,y) e R* | 0 <z < +o0, 42” < y < +o0}
Risolviamo la seconda disequazione.

2 —y >0 <= (x,y) € Ay = {(x,y) € R?| —oo<3:<+oo,—oo<y<2x}

Insieme di definizione
Risulta:
A=ANA,

Per determinare lintersezione tra i due campi Ay e As, troviamo le coordinate dei punti
comuni alla retta v : y = 2x e alla parabola 7 : 422, cioé le coppie (x,y) tali che:

y = 42
y=2x '’

0 (0,0), Fy (%,1) eErny

A questo punto risulta facile determinare A:

da cui:

1
A:{(x,y)€R2|0<x<5,4x2§y<2x},

che ¢ riportato in fig. 1.10
Comportamento nei punti O (0,0), P, (%, 1).
Abbiamo i punti O (0,0), Py (%, 1) ¢ A, O, Py € D(A). Risulta:

: o _ 0t +_
lim £(P) = lim f(z,y) =07 +In0" = —oo

y—071
lim f(P)= lim f(z,y)=0"+In0" = -0
P—PFPy $—>%7

y—1~

Ne concludiamo che O e Py sono punti di discontinuita di seconda specie (i.e. singolarita)
per f.
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L
1
2

Figura 1.10: Insieme di definizione della funzione f (z,y) = \/\/¥ — 2[z[ +In (22 —1). 1l

segmento appartenente alla retta y = 2z, di estremi O (0,0) e Py (;, 1) e escluso.

Esercizio 42 Determinare linsieme di definizione della funzione:

fey) = /vE—2lal + V2T -1

Soluzione. Deve essere:
{ VY =2z >0

20—-12>0

la cui soluzione porge:

—_

D:{(x,y)€R2|0§x§§,4x2§y<2x}

Come vedremo pit avanti, l'insieme D & un dominio normale rispetto a entrambi gli assi

coordinati.

Esercizio 43 Determinare ['insieme di definizione della funzione:

_ 2=
[z y) = (2 1 %) (1.38)

Soluzione. Deve essere:
M>0<:>ln(a:2+y2) >0« 2> +y> > 1,
In (22 +y2) —

onde:
A={(z,y) eR*|2* +y* > 1}
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Esercizio 44 Detto A, linsieme di definizione della funzione:

fa(z,y) =Vid—224+ /1 -2+ Va—z—y, (1.39)

determinare il valore del parametro reale o che massimizza ['area di A,.
Soluzione. Deve essere:

4—22>0
1—942>0
a—xr—y >0

Risolviamo la prima disequazione.
41— >0 (z,y) € Xi ={(z,y) eR? | 2<2 <2, —c0 <y < +o0}
= [—2,2] X (—o0, +00)
Risolviamo la seconda disequazione.
1—y* >0« (z,y) € Xo ={(z,y) e R* | 00 <z < 00, -1 <y <1}
= (—o00, +00) X [—1,1]
Risolviamo la terza disequazione.
a—r—y>0>0< (,y) eng{(x,y) cR?*| —00 <z < +00, —oo§y§—x+a}
L’insieme di definizione é:
Ao =X1NXoN X3
Distinguiamo 1 vari casi:
1. 0<a<1
Linsieme di definizione é illustrato in fig. 1.11.

Risulta:
Ao={(z,y) eR*| -1<y<1, —co<y< —z+a}

Nelle figg. 1.12-1.13 sono riportati i casi speciali « =0 e v = 1.
2 1<a<?2

Linsieme di definizione é illustrato in fig. 1.14. In fig. 1.15 e riportato il caso speciale
a=2.

3. 2<a<3

L’insieme di definizione ¢ illustrato in fig. 1.16. In fig. 1.17 é riportato il caso speciale
a = 3. Risulta
Ap—z = [—2,2] x [1,1]

4. >3

L’insieme di definizione é illustrato in fig. 1.18. Risulta:
Aa>3 - [_27 2] X [17 1]
Indicando con S (o) Uarea di A, si ha:

S(a) =8, Ya >3
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Figura 1.11: Insieme di definizione di f, (z,y) = V4 — 22+ /1 —y® + Ja —x —y per
0<a<l.

] N

Figura 1.12: Insieme di definizione di f,, (,y) = V4 — 224/1 — 12+ /o — 2 — y per a = 0.
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=] k)

Figura 1.13: Insieme di definizione di f, (z,y) = V4 — 22 ++/1 — 12+ Ya — 2 — y per a = 1.

\ @.1)

y
-2 \2 -

-

Figura 1.14: Insieme di definizione di f, (z,y) = V4 — 22+ /1 —y2 + Ja—x — y per
l<a<2.
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o AV
\,
\\\ 2
1 2,1
>
2 BN %

-1

Figura 1.15: Insieme di definizione di f,, (,y) = V4 — 224+/1 — 12+ /o — 2 — y per a = 2.

Ay
3
\\\
\\\
2
1 (2,1)
\\
S )
-2 2 \\ X
-1

Figura 1.16: Insieme di definizione di f, (z,y) = V4 — 22+ /1 —y2 + Ja—x —y per

2<a<3.
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45

1 (2,1)

1

-1

Figura 1.18: Insieme di definizione di f,, (,y) = V4 — 224+/1 — y2+/a — 2 — y per a > 3.
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5 —1<a<0

Linsieme di definizione é illustrato in fig. 1.19.

AV

\\\
\\ 1
y
) 2 X
-1 N
('27' 1) \\

Figura 1.19: Insieme di definizione di f, (z,y) = V4 — 22+ /1 —y?2 + Ja—x —y per
-1 <a<O.

6. v =—3
L’insieme di definizione é illustrato in fig. 1.20. Risulta Ape—3 = {(—2,-1)} =
S(=3)=0.

7 a< =3

E manifestamente Ape_5 =0, ovvero S () =0, Va < =3.

Conclusione 45 Risulta:
Ay # D<= a>-3
S(a)#0 <= a> -3
S(a) =maxS(a) =8 <= a >3
Esercizio 46 Determinare linsieme di definizione della funzione:

r—y

f (x,y) = arctan o

Soluzione. Deve essere:
1+ 2y* # 0,

che ¢ verificata per ogni (x,y) € R?, per cui:

A=R?
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AV

) 2

(-2,-1) -1

Figura 1.20: Insieme di definizione di f, (z,y) = V4 — 22+ /1 —y?2 + Ja —x — y per

a = —3.

Esercizio 47 Sia

(1.40)

tale funzione & definita in:
X ={(z,y) e R* | x # y} = campo illimitato non connesso
Insieme delle singolarita:
S:{(x,y) €R2|:E:y}
Cioe la retta del piano xy di equazione y = x (bisettrice del I e III quadrante).

VB €S, lim f(P)=+o0

P—>P0
In fig 1.21. riportiamo il grafico per x € [—2,—1071, y € [1071, 3].
Esercizio 48

1

f(%y):m

Tale funzione ¢ definita in X = R2\I', essendo I' la circonferenza x* +vy*> = 1. Risulta:

VQET, lim f(P)=oc
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Figura 1.21: Grafico di f (x,y) = ﬁ per (z,y) € [-2,—1071] x [1071,3]. La funzione

diverge positivamente lungo la bisettrice del I e del III quadrante.
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Passando a coordinate polari:

400, 7 —= 1"
—o0, T— 1T

lim f(P)=lim ! :{

P—Q r—=11 — 72
Si conclude che I' ¢ una curva di singolarita per f.

Esercizio 49 Dopo aver determinato l'insieme di definizione della funzione:

f ( ) r+y—1
x? y = —7
Vi—VT=y
calcolare il limite:
lim f(z,y)
z—0t
y—1"
Soluzione. Deve essere:
x>0
Vi—\/1-y#0+=<{ 1—-y>0
r#1—y

onde:

X={(z,y) eR*|0< <400, —co<y <1, y#—-z+1}
cioé il campo illimitato e non connesso X = [0, +00) X (—00, 1]\ S, essendo S = {(z,y) € R* | 0 < x < +00, 1
Da cio seque che Py (0,1) ¢ X, Py € D(X).

1
lim f(P)= lim — Y

P—=Po :p~>0+\/_—\/1—y

y—1-

- hm( rty-1 .\/5+m>
o \VE—VI—y VEtVioy
y—1-

= lim (\/E—i-\/l—y)
x—07T
y—1"

=0

Quindi Py e una discontinuita eliminabile. Prolungando per continuita:

Esercizio 50 Determinare l'insieme di definizione della funzione:

f(z,y) = arcsing +/xy (1.41)
Soluzione. Deve essere:
5] <1
xy >0

La prima disequazione é tale che:
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Quindi:
X={(z,y) eR*| —2<2 <2, zy >0}
Cioe:
X = ([=2,0] x (=00,0]) U ((0,2] x [0, +00))
Esercizio 51 Determinare linsieme di definizione e le curve di livello delle funzioni:

2

_ a2
P =m (20, (1.42)

g(x,y) =6 —2x— 3y (1.43)

essendo a > b > 0.
Soluzione. Per la funzione f Deve essere:

2 9
“=rT 7Y
2+y?—0

Abbiamo:

a—1* -y >0=2"+9°—b>0 (1.44)
Posto Yy = {(z,y) € R* | a — 2* — y* > 0} = {(z,y) € R? | 22 + y? < a}, si ha che la (1.44)
¢ verificata in:

Xi={(z,y) eR*|b< 2’ + ¢ <a}
Consideriamo ora:

a—2? -y <0= 2" +1y* - b<0, (1.45)
il cui insieme di soluzioni € manifestamente [’insieme vuoto. Quindi l'insieme di definizione
di f é:

X=XUlbl=X;

cioé la corona circolare di centro lorigine e raggi \/a, Vb, circonferenze escluse. Le curve
di livello sono:

2 2 2 2
a— I — a— I — d
ln(—y):q(:)—y—ecl oS0

2 +y?—b 24y —b
Quindi:
24— 2a + be
4= c+1
Ne concludiamo che le curve di livello della funzione f sono circonferenze concentriche
nell’origine e di raggio 231;”, al variare di ¢ in (0,400), come mostrato in fig. 1.22.

Per la funzione g (x,y) deve essere
6 —2x — 3y >0,
cioe:
X:{(x,y)eRZ\—oo<:c<+oo, —oo<y§—§:c—|—2},
ovvero l'insieme dei punti sotteso dalla retta 20 + 3y — 6 = 0. Le curve di livello sono:
20+ 3y + (¢c—6) =0, perce|0,+00) (1.46)
Ne concludiamo che l'insieme delle curve di livello della funzione g é il fascio improprio di

rette di equazione (1.46).
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-2+

Figura 1.22: Curve dilivellodi f (x,y) = In (%) pera =2, b= 1. Le curve “irregolari”

corrispondono alle circonferenze di centro l'origine e raggi a e b, rispettivamente (su tali
circonferenze la funzione non ¢ definita).
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Esercizio 52 Assegnata la funzione di due variabili:

22 — 2

f(zy) =

1.47
o (1.47)

dimostrare i sequenti punti:
1. la funzione é pari;

2. la funzione ¢ antisimmetrica rispetto alla permutazione delle variabili indipendenti;

3. la funzione ¢ antisimmetrica rispetto alla sostituzione (x,y) — (l l).

z)y

Soluzione

1. L’insieme di definizione della funzione ¢ X = {(x,y) € R?* | zy # 0}, cio¢ il piano
cartesiano privato degli assi coordinati.

22— o2
V(r,y) € X, f(-2,—y) = W f(zy),
da cui la parita della funzione.
2. o
X - -
V(z,y) € X, fly,x) o f(zy),

da cui 'antisimmetria rispetto alla permutazione delle variabili indipendenti.
Esercizio 53 Assegnata la funzione di due variabili:

flzy) = —

(1.48)

determinare i valori assunti da f lungo la circonferenza del piano xy di centro l'origine e
raggio R, discutendone l'andamento al variare di R.
Soluzione. L’espressione analitica della funzione puo essere riscritta come:

(@)
f(i,y) - 1— (.T2+y2)
La funzione é definita in

X ={(z,y) eR* |2’ +y* #1},

cioé e definita in tutto il piano xy, ad esclusione della circonferenza di centro [’origine
e raggio 1. La circonferenza I' del piano xy di centro l'origine e raggio R ha equazione
22 +y* = R?, per cui:
R4
v ’ € F) ) = T 5o
(z,9) f(z,y) 1
cioeé la funzione assume un valore costante su I'. Ora, se facciamo variare il raggio R, si
ottiene la funzione:
R4
R) = ——,
che ¢ definita per R € [0,1) U (1, +00). Notiamo che per R — 1 la funzione diverge:
lim f(R)=—o0, lim f(R)=+oc0
R—1—

R—1t
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Esercizio 54 Assegnata la funzione di due variabili:

studiare 'andamento di f lungo la parabola y = x°
Soluzione. Per y = a? resta definita la funzione

g(x) Y f(2,2?) =142 —2°

il cui grafico € una parabola che volge la concavita verso il basso, ed interseca l’asse x nei

punti %‘?’, come riportato in figura 1.23

y

/ y=9(%)

Figura 1.23: Grafico di g (z) = f (z,2?).

Esercizio 55 Determinare l'insieme di definizione della funzione:
f(z,y)=1In (y2 —z® - 1) +In (4—x2 —y2) (1.50)

Soluzione. L’insieme di definizione e linsieme delle soluzioni del sistema di disequa-
zioni in due variabili:
{ y?—a22—-1>0

L2ty (1.51)

Risolviamo la prima delle (1.51). Abbiamo:
V-2t —1>0=y>Vat+1l, y< Va2 +1

Detto Xy Uinsieme delle soluzioni della prima delle (1.51), si ha:

X1={(x,y)€R3|—oo<x<+oo, —\/962+1>y>\/x2+1} (1.52)
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Risolviamo la seconda delle (1.51). Abbiamo:
4—a? =P >0= 2 +19° <4
Detto Xy linsieme delle soluzioni della seconda delle (1.51), si ha:
Xo={(z,y) eR® | 2” +y* < 4} (1.53)

Linsieme di definizione ¢ dunque X = X1NXy. Per esplicitare ['intersezione, determiniamo
le coordinate dei punti:
Py, Py € 71 N,

dove v 1y = Va2 + 1, vy : 22 +y?> = 4, e le coordinate dei punti:
P{, Py € 41 N,

dove v} 1 y = —vx%2 4+ 1. Per la prima coppia di punti risolviamo il sistema:

y=+vat+1
cloe:

222 —3 =0,
onde:

\/§ \/3
TV TV,

\/§ \F
TV 2T

Quindi Py (x1,11), P2 (22,y2). Per la seconda coppia di punti, procediamo per simmetria
ottenendo P| (x1,—y1), Py (22, —ya). Tracciando le curve (fig. 1.24), vediamo che X =
Ay U Ay, dove:

Alz{(m,y)ERQI—\/g<x<\/§, \/x2+1<y<\/4—x2} (1.54)

AQ:{(“”y)ERQ’—\/g<$<\/§, —V4—IE2<?J<—\/JT+1}

Esercizio 56 Determinare l'insieme di definizione della funzione:

flay) =V —a? =14+ /d—a? -y (1.55)
Soluzione. L’insieme di definizione e l'insieme delle soluzioni del sistema di disequa-
ziont in due variabili: , )
Yy —ax°—12>0
{4—m2—y220 (1.56)
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X, X

Figura 1.24: L’insieme di definizione della funzione (1.50) ¢ la zona ombreggiata. Si tratta
dell’unione dei due campi connessi espressi dalle (1.54).

Confrontando con l’esercizio precedente, vediamo che l'insieme di definizione ¢é la chiusura
del campo X = A; U Ay, dove Ay e Ay sono i campi connessi dati dalle (1.54). Quindi
D = Dy U D», essendo:

Dlz{(x,y)ER2|—\/§§x§\/§, Vx2+1§y§\/4—m2} (1.57)

3 3
Dzz{(%y)€R2|—\/;Sx§\/;7 —v4—x2§y§—vx2+1}

D1 e Dy sono domini internamente connesst.

Esercizio 57 Determinare l'insieme di definizione della funzione:

3 —y
f(z,y)=n (m) (1.58)
Soluzione. L’insieme di definizione é l'insieme delle soluzioni della disequazione in due

variabili: 5
=y
——>0
4 — a2 —y?

Abbiamo:

-2y >0=2"—y>0

37



CAPITOLO 1. FUNZIONI REALI DI N VARIABILI REALI

Poniamo per definizione:

X, = {(:E,y) ER®|4—2% —¢* > O}
= {(z,y) € R? | 2% 4+ 9% < 4}
Imponiamo:
V(z,y) € X1, 2° —y >0

Poniamo:
Xo={(z,y) eR*| —00 <z < +00, —0 <y < 2"}

cio¢ la regione sottesa dalla parabola cubicay = 2* (curva esclusa). Determiniamo A; = XN
X,. A tale scopo calcoliamo le coordinate dei punti di intersezione delle curve v; : y = 3,
Yo 1 22 4+ y? = 4. Dobbiamo risolvere il sistema:

y=ua’

242 —4=0

Clioe:

Tale equazione puo essere risolta solo per via numerica, ottenendo:

vy~ 1.174, 29 = —x1

da cui le coordinate dei punti di intersezione: Py (x1,y1), Py (22,y2) € 71 N Y2, dove y; = 3

, Y2 = x5. Graficando i campi X, e X, vediamo che la loro intersezione A; = XiNnX;e

data da A} U AY, dove:

Al = {(x,y) ER® | -z <z <71, —V4— 22 <y<x3}
A, = {(x,y) ER |z <z<2 —Vi-22<y< \/4—x2}
Dobbiamo ora considerare il caso 4 — x* — y? < 0:
4—2? -yt <0=2"—-y<0

Percio poniamo:
Vi ={(z,y) e R*| 2 + ¢* > 4}

Deve essere:
V(.’L‘,y) € va (x,y) S l,3 —y< 0,

essendo:
Yo ={(z,y) €R®| —00 < & < +o0, 2 < y < +oo}

cio¢ la regione al di sopra dalla parabola cubica y = x° (curva esclusa). Poniamo Ay =
Y1 NYs. Graficando i campi Yy e Yo, vediamo che:

Agz{(m,y)€R3|x2+y2>4, y>a:3}

Linsieme di definizione ¢ A = Ay U As ed ¢ riportato in fig. 1.25.
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—4 +

Figura 1.25: L’insieme di definizione della funzione (1.58) . Si badi che il campo ¢ illimitato.
In figura appare limitato, in quanto per tracciarlo con il programma di calcolo Mathematica,
abbiamo fissato gli intervalli [—4, 4] sui rispettivi assi coordinati. Inoltre, & esclusa la parabola

semicubica y = 2.

Esercizio 58 Determinare l'insieme di definizione della funzione:

flz,y) = /256 — a2 —y2 +\/y — * + 822 — 16 (1.59)

Soluzione. L’insieme di definizione ¢ l'insieme delle soluzioni del sistema di disequa-
ziont in due variabili:

{ 256 — 22 —y? >0

y—at4+822—-16>0 (1.60)

Iniziamo a risolvere la prima. Deve essere x* + y? < 256, cioé:
X1 ={(z,y) e R® | 2” + y* < 256}
Passiamo alla seconda.
Cioe: ,
X, = {(x,y) eR’| —oo <z < +o0, (2*—4) §y<+oo}

Linsieme di definizione ¢ X = X1 N Xy. Determiniamo prima i punti di intersezione delle
curve v1 1 22 +y* = 256, 7o 1 y = (22 — 4)>. A tale scopo risolviamo il sistema:

2%+ y? = 256
y=(a*—4)°

Abbiamo:
2? (2% — 162" + 962 — 255) = 0
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Cioe:
z® =0, 2% — 162" + 962° — 255 = 0
La prima porge la radice doppia x = 0, mentre la seconda si risolve numericamente, otle-

nendo le radici semplici: 1 ~ —2.823, xo = —x1. Quindi i punti comuni alle due curve
sono:

P (07 16) , P (xlayl) , P ($27y2)

dove y1 = (22 —4)°, yo = (22 —4)°. Da un’analisi grafica si deduce che Uinsieme di
definizione é:

X:{(I,y)€R3|x1<x<x2, (x2—4)2§y§\/256—x2},

come illustrato in fig. 1.26.

Figura 1.26: L’insieme di definizione della funzione (1.59) ¢ la regione compresa tra le curve

y=(22—4)" ey =256 — 22

Esercizio 59 Determinare l'insieme di definizione della funzione:

fzy)=+v—-22+4+y+n(z®+4y* — 4) (1.61)

Soluzione. L’insieme di definizione ¢ l’insieme delle soluzioni del sistema di disequa-
ziont in due variabili:

{—x2+4+y20 (1.62)

22+ 42 —4>0

Risolviamo la prima disequazione. Deve essere y > x> — 4, per cui l'insieme delle
soluzioni é:
X1 ={(z,y) eR*| —00 <z < 400, 2* —4 <y < o0},

cioé i punti al di sopra della parabola y = x> — 4.
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Risolviamo la seconda disequazione. Deve essere x* + 4y* > 4, per cui l'insieme
delle soluzioni e

2
Xlz{(x,y)€R3l%+y2>1},

cioe 1 punti esterni all’ellisse di semiassi a = 2, b = 1. L’insieme di definizione ¢ X =
X1 N Xy, Per determinare ['intersezione degli insiemi X, e Xso, ricerchiamo le coordinate
dei punti di intersezione delle curve v1 :y = 2% — 4, 75 T+ y? = 1. Risolviamo dunque il

sistema:
{ y=a>—4
IQ _
T T y2 =1
Abbiamo:
4z* —312* + 60 =0
da cui: 15
2
=4, —
x '
cioe:
Ty =—2,T0=2,1 ﬁ Ty = 15
1 — 2 — 3 = 4 y M4 — 4
Abbiamo quindi i punti di intersezione: Py (—2,0), Py (2,0), ( ,—}1 , Py ‘/2175,}1 A
questo punto ¢é facile rendersi conto che l'insieme di deﬁmzzone e X =AU A, dove:
22
A=< (z,y) eER? | -2 < w < +2, 1—Z<y<+oo
V15 V15 2
Ay=R(z,y) R} | - <ao<+— 2" —4d<y< — R ,
2 2 4
come illustrato in fig. 1.27.
Esercizio 60 Determinare linsieme di definizione della funzione:
flay) =9~ (2 +92) + Vy? —y -2 (1.63)
Soluzione. L’insieme di definizione e linsieme delle soluzioni del sistema di disequa-
zioni in due variabili: (2 4 4?)
9—(z*+y*) >0
{yQ—y—2>0 (1.64)

Risolviamo la prima disequazione. Deve essere x2 +y* < 9, per cui l'insieme delle
soluzioni e:
X1 ={(z,y) eR* | 2” +y* <9}

Risolviamo la seconda disequazione. Le radici dell’equazione y*> —y — 2 = 0 sono
y = —1,2, per cui l'insieme delle soluzioni é:

Xy = {(z,y) €R® | —00 < & < 00, =1 >y >2}
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Figura 1.27: Insieme di definizione della funzione 1.61 . La porzione di ellisse ¢ esclusa. Si
badi che il campo non illimitato dalla retta orizzonatale y = 2. In figura appare limitato
da tale retta, in quanto per tracciarlo con il programma di calcolo Mathematica, abbiamo
fissato 'intervallo [—4, 2] sull’asse y.

Linsieme di definizione ¢ X = X1 N Xy. Per determinare ['intersezione degli insiemi X,
e Xy, ricerchiamo le coordinate dei punti di intersezione di v : 2% +y> = 9 con le rette

r iy =2, ro =y = —1. Risolviamo dunque i sistemi:
2 2 _ 2 2 _
Slz{x +y*=9 ’ SZ:{$ +y* =9

Le soluzioni di Sy sono (x,y) = (—\/5, 2), (x,y) = (\/3, 2), onde abbiamo i punti di in-
tersezione Py (—\/5, 2) Py (\/5, 2) € yNry. Le soluzioni di Sy sono (x,y) = (—2\/5, —1),

(x,y) = (2\/5, —1), onde abbiamo i punti di intersezione (Qq (—2\/5, —1) , Qo (2\/5, —1) €
vy Nry. Linsieme di definizione ¢ X = Dy U Dy, dove:

Dl:{(x’y>€R3|_2\/§§x§2\/§, —v9—x2§y§—1}
D2:{($,y)€R3|—\/g<x<\/g, 2§y§*/9—x2}

Gli insiemi D1 e Dy sono dominii internamente connessi. L’insieme di definizione ¢ illu-
strato in fig. 1.28.

Esercizio 61 Determinare l'insieme di definizione della funzione:

flz,y)=+/—224+42 -3 —y++/y—a2+9 (1.65)

Soluzione. L’insieme di definizione e l'insieme delle soluzioni del sistema di disequa-
zioni in due variabili:

_r2 — 3>
{ r*+4dr—-—3—y >0 (1.66)

y—a>+9>0
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Figura 1.28: L’insieme di definizione della funzione 1.63 ¢ l'unione dei due domini
ombreggiati.

Risolviamo la prima disequazione. Deve essere y < —x? + 4x — 3, che definisce la
regione dei punti sottesa dalla parabola v, : y = —x2+4x—3. Quest ultima volge la concavita
verso il basso e interseca l'asse x in x = 1,3. Quindi linsieme delle soluzioni e:

Risolviamo la seconda disequazione. Deve essere y > 2% — 9, che definisce la
regione al di sopra della parabola v, : y = x> — 9. Quest ultima volge la concavita verso l'alto
e interseca l’asse x nei punti x = +3. L’insieme delle soluzioni é:

XQ:{(xvy)€R3|_OO<$<+OO, 932—9§y<—|—oo},

Linsieme di definizione ¢ X1 N Xo. Per determinare 'intersezione degli insiemi X; e X,
ricerchiamo le coordinate dei punti di intersezione di vy e 2. Risolviamo dunque il sistema:

y=—x?+4xr — 3
y=1a%-9
Sottraendo membro a membro:
0= —22" 4 4z + 6,
cioe:
r=—-1,r=3
Le soluzioni sono dunque (x,y) = (—1,—-8), (z,y) = (3,0), onde abbiamo i punti di interse-
zione Py (—=1,—8), P2 (3,0) € 71 N ya. L'insieme di definizione ¢é il dominio
D={(z,y) eR’ | -1<2 <3, 2°-9<y< —2”+42 -3}

L insieme di definizione e illustrato in fig. 1.29.
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=101

Figura 1.29: Insieme di definizione della funzione 1.65.

Esercizio 62 Determinare l'insieme di definizione della funzione:

f(z,y) = (933 —y— 1)m+ln (36—4:52 —9y2) (1.67)

Soluzione. L’insieme di definizione ¢ l'insieme delle soluzioni del sistema di disequa-
ziont in due variabili:
22—y —1>0
r—12>0 (1.68)
36 — 4x% — 9y? > 0

Risolviamo la prima disequazione. Deve essere y < x° — 1, che definisce la regione
sottesa dalla parabola cubica vi : y = 23 — 1. L’insieme delle soluzioni é:

X1 ={(z,y) eR’| —00 <z < 400, —co <y <z’ —1}
Risolviamo la seconda disequazione. Deve essere xt—1 > 0, che definisce la regione:
X2:{($ay)€R3|1§$<+OO, —oo<y<+oo},

22

. . . . 2 . .
Risolviamo la terza disequazione. Deve essere 5 + %4 < 1, che definisce la regione

interna all’ellisse di semiasst 3 e 2. Quindi:

2 2

T )

Xs=q(z,y) eR’ | —+= <1,
= {eer Fel <
Linsieme di definizione ¢ X1 N Xy N X3. Per determinare l'intersezione degli insiemi X4
e Xy e X3, ricerchiamo ge coordinate dei punti P € v N1 Ny, dove: v @y = a3 — 1,
2 . . L. .

rix—1=0,v: % +% =1 Piu precisamente, ci interessa il punto Py € 1 N, come
tllustrato in fig. 1.30. Risolviamo dunque il sistema:
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Figura 1.30: Intersezione dell’ellisse % + % =1 con la parabola cubica y = 2® — 1.

36 —4x% —9y? =0
2 —y—1=0 '

da cus:
925 — 1822 + 42 — 27 =0,

che non puo essere risolta per via algebrica. Risolvendo numericamente, vediamo che la
soluzione che ci interessa é x1 ~ 1.404. In definitiva vediamo che l'insieme di definzione é:

X =AUA,,

2
Alz{(:c,y)eR3|1§x§x1, —2m<y<x3_l}

x? 22
Ay={(ey) €R oy <o <3 —2/1-T <y<nf/1-%

Linsieme di definizione e illustrato in fig. 1.51.

dove:

Esercizio 63 Determinare l'insieme di definizione della funzione:

flzoy)=In(1—2*—y®) +/22—y (1.69)

Soluzione. L’insieme di definizione e linsieme delle soluzioni del sistema di disequa-

zioni in due variabili: ) ,
l—a2—y*>0
{ ey >% (1.70)
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A;

A

L

-2+

Figura 1.31: Insieme di definizione della funzione 1.67. Gli archi di ellisse e di parabola sono
esclusi.

Risolviamo la prima disequazione. Deve essere 1 — 2% — y* > 0, che definisce la
regione:
X, = {(:c,y) cR |22 +9P < 1},

Risolviamo la seconda disequazione. Deve essere y — 2% < 0, che definisce la regione
sottesa dalla parabola v = 2. Quindi:

Xo={(z,y) eR® | —00 <z < 400, —0c0 <y < 2°},

L’insieme di definizione ¢ X1 N Xy. Per determinare ['intersezione degli insiemi X, e Xa,
ricerchiamo le coordinate dei punti P € 1 Ny, dove: v 1y = 22, v @ 22 + 9> = 1.
Risolviamo dunque il sistema:
_ .2
y==x
{ x2 +y2 =1

42?2 —-1=0,

da cui:

le cui soluzioni reali sono:

V5 —1
2 )

Ty = — To = —XT1
Quindi abbiamo i punti Py (z1,y1), Ps (x9,92) € 71 NYa, dove y; = y» = 22. Risulta

X =A,UAUAs;,
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dove:

5—1
A1:{(x,y)E]R3|0<y§\/_2 ,_1/1_y2<y§_\/§}
Ay ={@y) eR|-1<z<1, —VI—Z <y <o)

5—1
A3={(m,y)€R3|O§y<\/_ , VY << 1_y2}

Linsieme di definizione e illustrato in fig. 1.52.

A, A,

Figura 1.32: Insieme di definizione della funzione 1.69. Gli archi di circonferenza sono esclusi.

Esercizio 64

1
f ('Ta y) = COS l'_y
Posto & = xy:
F§) = cos
seque
Blim f (§) = Blim [ (z,y)
= =
Inoltre:

X = {(z,y) e R? | zy # 0}

Cioé X ¢ il campo illimitato costituito da R? privato degli assi coordinati. Quest ultimi sono
luoghi di singolarita per f, il cui grafico é mostrato in fig. 1.33.
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Figura 1.33: Grafico di f (z,y) = cos é

Esercizio 65 Determinare l'insieme di definizione della funzione:

. (y—1
— 1.71
=i () am
Soluzione. Deve essere:
<1< 2f] (1.72)
r+1 i

Denotiamo con Ay Uinsieme delle soluzioni della prima delle (1.72) e con Ay Uinsieme delle
soluzioni della seconda delle (1.72).

Calcolo A,.
z+1 T+ 1

Abbiamo:

r+1>0=2—-y+2>20=y<ax+2

r+1<0=2—-y+2<0=y>2+2
Cioe:

A =5US8,, (1.73)

dove:

S1={(I,y)€R2|—1<IL’<+OO, —oo<y§x-|—2}
52:{(I7y)€R2|_OO<I’<—1, l‘-|—2<y§-|—oo}
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A
T

Figura 1.34: Rappresentazione grafica dell’insieme (1.73). La retta z — 1 = 0 & esclusa.

In fig. 1.34 riportiamo ['insieme Aj.

Calcolo A,.
y_12—1<:>x+y20
r+1 r+1
Abbiamo:
r+1>0—=y+2>20—y>—2x
r+1<0=y+2<0=y< —2x
Cioe:
Ay = S1U S, (1.74)
dove:

Siz{(%y)EIW|—1<$<+oo7 —$<y§—|—oo}
SQZ{(w,y)ER2|—oo<x<—1, —oo<y§—gg}

In fig. 1.35 riportiamo ['insieme Aj.

Finalmente:
X=AnNA
={(z,y) eR’|—co<z< -1, z4+2<y<—z}U
U{(z,y) eR* | -1 <z < 400, —z <y <z +2}
Quindi X e la regione del piano tra le rette y = —x e y = x + 2, escludendo il punto di

intersezione Py (—1,1), come illustrato in fig. 1.36. Studiamo il cmportamento della funzione
in un intorno di Py. A tale scopo cerchiamo di determinare (se esiste) il limite:

. 0
A= lim f(z,y) =5

y—1
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Figura 1.35: Rappresentazione grafica dell'insieme (1.74). La retta z — 1 = 0 & esclusa.

Figura 1.36: Insieme di definizione della funzione (1.71). Il punto (—1,1) non appartiene
all'insieme.
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Calcoliamo il limite “marciando” verso Py lungo due direzioni distinte. Precisamente, spo-

stiamoci prima lungo la retta y = —x, cosicche:
™

f(x,—x) = arcsin (—1) = 5

Cioé la funzione ¢ costante lungo la bisettrice y = —x. In tale direzione il limite é:

A:l;rrif(x,—x) =3
Marciamo ora lungo la direzione y = x + 2:
T

In tale direzione il limite é: .
A=lim f(z,2+2) ==
z—1 2
Abbiamo cosi ottenuto due valori diversi. Cio implica che Plimy—_1 f (z,y) e quindi Py &
y—1

una singolarita. Le curve di livello sono tali che:

-1
i+ 1) =1, conc € (—00,+00)

arcsin <

y_l . def
=sine = ¢
r+1
—ca—y—(1+¢)=0

Cioé il fascio di rette di centro la singolarita, come illustrato in fig. 1.37.

Esercizio 66 Determinare l'insieme di definizione della funzione:

f(z,y) =y*+na? (1.75)
Soluzione. Deve essere x* > 0 <= x # 0, cosiccheé:
X ={(z,y) ER*| —c0 <z < 400, z #0, —00 <y < +00}
Esercizio 67 Determinare l'insieme di definizione della funzione:
(1.76)

flay)=V1-22—g>+/y—2?+2r -1

Disegnare le curve di livello di f.
Soluzione. Deve essere:
1—a22—9y2>0
y—a>+2x—-1>0 "

1 cul msiemt di soluziont sono:
Xy = {(z,y) eR? | 2 +4* <1}

Xo = {(z,y) e R |y > (x - 1)°}

Cerchiamo i punti appartenenti a 0.X1N0X5. A tale scopo risolviamo il sistema di equazioni

algebriche:
y=(z—1)°
1
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2+

Figura 1.37: L’insieme delle curve di livello della funzione (1.71) ¢ il fascio di rette centrato
in Py (—1,1).

1. -0.¢ L 0.: 1.¢(

=-1.("

Figura 1.38: Insieme di definizione della funzione (1.76).
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Le soluzioni reali sono v = 0 e x = 1. Quindi (0,1),(1,0) € 0X; N 0X,. Graficando
otteniamo linsieme di definizione di f, come illustrato in fig. 1.38:Cioe:

X:XlﬂXQZ{(x,y)€R2\0§x<l, (x—1)2§y§\/1—x2}

Le curve di livello hanno equazione:

V122 =24+ \Jy—a2+2r—1=¢, con0<c<oo
In fig. 1.39:

y

T
3

Figura 1.39: Curve di livello della funzione (1.76).

1

Esercizio 68 Determinare l'insieme di definizione della funzione:

fla,y) =@+ 92— a?) (2a% — 22 — y?)

Soluzione. Deve essere:
(x2 e —a2) (2@2 2 —y2) >0
= (®+y*—a®) (2®+y° —24°) <0

Abbiamo:

:1:2+y2—a220:>3:2+y2—2a2§0
Poniamo:

X, = {(x,y) ER* |22+ —a® > 0}
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Esercizio 69 ( ) 2)
_osin(z®+y
f (‘Ta y) - 1'2 + yg

X = R2\ {(07 0)}

(1.77)

Passando a coordinate polari:

2

_ . sinr _
lim f(z,y) = lim =1,
T—xT0 r—0 7‘2
Yy—Yo

donde (0,0) ¢ una discontinuita eliminabile. Prolungando per continuita:

sin(m2+y2)
z,y)=<{ " aTrZ 0 (z,y) # (0,0)
7 {1, (2,9) = (0,0)

1l grafico e mostrato in fig. 1.40.

. . sin(m2+y2)
Figura 1.40: Grafico di f (z,y) = —r
Esercizio 70
sin \/x? + 12
fay) = T
VI +y
X =R\ {(0,0)}
Passando a coordinate polari:
) . sinr _
Jim f(2,y) = lm —— =17,

Y—Yo
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donde (0,0) e una discontinuita eliminabile. Prolungando per continuita:

Esercizio 71

Risulta:

Figura 1.41: Grafico di f (z,y) = 'Sir:/%ﬁ
ety

xsin (22 + y?
f(z,y) = %
ity

X =RA™N{P}, con Py (0,0)

: 2 2
fm £ (2,4) = (hm x) | [hm sin (22 + 5?)
x—0 xz—0 z—0 T4+ y2
y—0 y—0

y—0

=0-1=0

donde Py é una discontinuita eliminabile. Prolungando per continuita:

xsin(x2+y2)
r,y) =<4 ~ 247 (z,y) # (0,0)
gr0) { 0, (5.y) = (0,0)

Esercizio 72 Data la funzione

r+y—1

fly) = Vi-Ji-y
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calcolare:
lim f(z,y)

x—0t
y—1~

Soluzione. Abbiamo:
X={(z,y) eR*|0<z <400, —c0o<y<1,y#—z+1}

cioé il campo illimitato e non connesso X = [0, +00) X (—00, 1]\S, essendo S = {(z,y) € R? | y = —x + 1},
cioé la retta di equazione y = —x + 1. Da cio seque che Py (0,1) ¢ X.

. L r+y—1
s S P = ey

y—1—

= lim+ <\/5—|— V1 —y)
o

=0

Quindi Py € una discontinuita eliminabile. Prolungando per continuita:

Ly—l7 se (z,y) # (0,1
g(z,y) =14 vV YIv (j 0.1)
0; se (xay) - (07 1)
Esercizio 73 Data la funzione
2v —y

calcolare:

lim f (z, y)

y—0
Soluzione. Abbiamo:

X =R™{P}, P,(0,0)

Passando a coordinate polari:

. . 2x—y
]}LI%O f (P) N alrl—r>r(l) 2 + y2
y—0
. 2cosp —sing
= lim ———
r—07* r

) +oo, se2cosp >singp
| —oo, se2cosp <sing ’

donde Blimp_,p, f (P). Quindi Py ¢ una singolarita per f.
1l grafico é mostrato in fig. 1.42.

Esercizio 74 Data la funzione

arcsin (zy — 2)

fz,y) =

arctan (3xy — 6)’

calcolare:

lim f (z,y)
xr—2
y—1
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Figura 1.42: Grafico di f (z,y) = ﬁf;y% in un intorno di F; (0, 0).

Soluzione. FE conveniente esequire il cambio di variabile

£ =y,
donde abbiamo la funzione di una sola variabile:

arcsin (£ — 2)

1© = arctan (3§ — 6)’

definita in E = [1,2) U (2, 3].

lim £ (2,) = lim £ (€

y—1
0
"0
:hm{arcsin(f—Q). {-2 3 —6 }
€2 £—2 3¢ — 6 arctan (3¢ —6)

i arcsin (§ — 2) . £—2 , 3¢ —6
_51—%[ £—2 ] = {3{—6} = {arctan(?)f—ﬁ)}
1

37

quindi Py ¢ una discontinuita eliminabile.

1l grafico e mostrato in fig. 1.43.

1.5 Esercizi proposti

Lo svolgimento degli esercizi e riportato in Appendice 77

Esercizio 75 Determinare l'insieme di definizione delle funzioni:

f(zy)=e’" +1n(y — V) (1.78)
g(z,y) =" +In(z - /y)
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1

Figura 1.43: Grafico di f (z,y) = “2einley=2)

arctan(3zy—6)

Esercizio 76 Determinare l'insieme di definizione delle funzioni:

fz,y) =1 —a2 (22 +y2) + /9 — a2 (22 + y?) (1.79)
g(z,y) =€ +In[l—a®(2*+y*)]

Esercizio 77 Determinare l'insieme di definizione della funzione:
tan |y — al
=1In(a® - 2?) + | ol 1.80
f(x7y> n(a x)_'_ x2+y2_a27 ( )

Esercizio 78 Determinare l'insieme di definizione della funzione:

dove a > 0.

a—1

)
/o2 — 2 _yQ

fo(z,y) =Tn(2? +y° —a+1) + (1.81)

dove a > 0.

Esercizio 79 Determinare linsieme di definizione e le curve di livello della funzione:

fley)=x+y (1.82)
Esercizio 80 Determinare l'insieme di definizione e le curve di livello della funzione:
fz,y) =2 +y° (1.83)

Esercizio 81 Determinare l'insieme di definizione e le curve di livello della funzione:

fa,y) = Vay (1.84)
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Esercizio 82 Determinare linsieme di definizione e le curve di livello della funzione:
fla,y)=1+z+y) (1.85)
Esercizio 83 Assegnata la funzione:
flay) =1 —z[ =yl

determinare la curva di livello 0 e la curva di livello 1, i.e. i luogi f (z,y) =0, f(x,y) =1.

1.6 Calcolo differenziale per funzioni
di piu variabili (parte I)
1.6.1 Derivazione parziale delle funzioni di due variabili
Sia f: A — R, con A C R? tale che A ¢ un campo, per cui
PO ([E(), yo) cA— El]g (l‘g,yo) C A, (186)
essendo I (Fp) un intorno circolare di Fy:
I (Py) = {(z,y) € R | (x — 20)” + (y — o) < 6°}
La (1.86) implica:

[ (xo + Az, y0) — f (20, y0)
Az

VAz | |Az| € (0,6), P (xzo+ Az,yy) € A) = 3

Definizione 84 £ (m"+m”’g’;_f (2o0) & i1 rapporto incrementale parziale rispetto a x
della funzione f.

Definizione 85

f € parzialmente derivabile rispetto a x
nel punto F,

=[leR

g) ( lim [ (zo+ Az, y0) — f (z0,y0)
Az—0 Az

Il limite [ ¢ la derivata parziale rispetto a x della funzione f nel punto F;.
Indichiamo tale derivata con il simbolo f, (zo,yo), quindi:

. To + A, — £ (o,
fz (%0, %0) :Al;glof( 0 ﬁi I (o, vo)

(1.87)

Nella notazione di Leibnitz, la derivata parziale rispetto a x di f nel punto (g, yo) si scrive :

(5).. &
ox (xmyo)’ ox

(z0,y0)
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Definizione 86

f € parzialmente derivabile rispetto a x )
n A

&, (f e parzialmente derivabile rispetto a x in ogni P (z,y) € A
Quindi:
_ St Ary) — f(zy)
fo(z,y) = lim Ay

In maniera analoga possiamo procedere per la variabile y:

f (o, yo + Ay) — f (z0,%0)

Fu(@o90) = Jim, Ay (1.88)
Avy) —

Il numero reale f, (zo,%0) ¢ la derivata parziale rispetto a y della funzione f nel
punto F. Nella notazione di Leibnitz:

(&) 3
Ay (xovyo)’ Iy

flzy) =20" —zy+y°

(z0,y0)

Esempio 87

\v/(x()?y()) € RQ,
2 (z0 + Ax)® — (20 + Ax) yo + 32 — (223 — zoyo + 12)

fo (x0,50) = lim

Az—0 Ax
_ AzgAx — oAz + (Ax)?
= lim
Az—0 Azx
= 4xo — Yo
20— o (yo + Ay) + (o + Ay)® — (222 — w0 + 2)
Ty (w0, 10) = Alllglo Ay
_ 200 Ay — xoAy + (Ay)2
= lim
Ay—0 Ay
= 2yo — o

Quindi

fo(2,y) = 4o —y
fy(‘r?y) :29_$

Da cio si deduce che le derivate parziali si calcolano utilizzando le regole di derivazioni per
le funzioni di una variabile, assumento costanti le rimanenti variabili.

Nel caso di una funzione di una variabile, la derivabilita in xy implica la continuita in
tale punto. Nel caso di piu variabili tale proprieta non e conservata:
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Esempio 88

fy)= g se (@y) #(0,0) (1.89)

Risulta:
ﬂiii%f (x,y) = Py (0,0) ¢é una singolarita
y—0
Cio puo essere verificato passando dalle coordinate cartesiane nel.piano xy alle coordinate
polari ro:
T=Tcosp, y=rsne

Quindi resta definita la funzione composta:

1.
g (T7 80) - f [IE (’I“, 90) Y (T, (10)] = 5 S (290)

1l limite e: 1

lim f (z,9) = lim g (r,¢) = 5 sin (2p) = Blim [ (2, 9)

y—0 y—0
Il grafico é in fig. 1.44. Si osservi che flx(r,¢),y(r,¢)] non dipende dalla coordinata
radiale; cio implica che la funzione é costante su ogni retta per l'origine. Cio puo essere
verificato anche in coordinate cartesiane, determinano il valore assunto da f su una retta
Yy =mx:

m?  des

f(z,mz) = T h (m) (1.90)

Le coordinate polari (r, ) possono essere interpretate come parametri della rappresentazione:

St z=flx(r,e),y(re)],

che ¢ l'equazione parametrica della superficie S : z = f(x,y). Il cui grafico é in fig. 1.45.
Per maggiori dettagli sull’implementazione del codice Mathematica, consultare [?]. Per il
calcolo delle derivate poniamo:

¢(x)=[f(2,0), ¥(y) = [f(0,y)

Dalla (1.90):

p(x)=0
Y(y)= lm h(m)=+1,

m—+0o0
giacche ¢ (x) e ¥ (y) altro non sono che i valori assunti dalla funzione rispettivamente sugli
assixz (m=0) ey (m — +00). Le derivate parziali:
fo(2,0)=¢" (x) =0, Vo€ (—o0,+00)
fy (Oa y) = W (y) = O; vV € (_007 +OO)

Seque:
fo(0,0) = lime" (2) = 0
£,/0,0) = Ly () =0,

Si conclude che f,, f, esistono in By in cut la f non é continua.
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Figura 1.44: Grafico di f (z,y) = 2

2 +y2
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N

Figura 1.45: S: 2z = flx(r,¢),y(r,¢)]. E stato “ritagliato” un intorno di = 0, in modo
da evidenziare I'andamento “nastriforme” della superficie nei pressi della singolarita r = 0.
Per maggiori dettagli sull'implementazione del codice Mathematica, consultare [?]..
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Kokok

Supponiamo che la funzione f (z,y) sia dotata di entrambe le derivate parziali f, (z,v),
fy (x,y). Supponendo ulteriormente che tali funzioni siano parzialmente derivabili, si ha:

(x4 Ax,y) — fa (2,
fox (2,y) = Alifﬂof (z + Az Ayx) o (2,y)

T 9 A — Iz ,
fzy <x’y):Algi,r£0f (I Y+ Ay; f (x y>

La notazione simbolica é:

B o (Of d3f82f
foa (T,9) = 9 (&) )
0 (Of\ as O°f

Ripetiamo lo stesso procedimento per la funzione f, (z,y):

0 (Of\ s O*f
O (Of s P*f
e =35 (55) 5

Riepilogando, abbiamo le derivate parziali prime o derivate parziali del primo ordine:

fxa fy>

e le derivate parziali seconde o derivate parziali del second’ordine:

Jaas fays Fyws Foy

Le fay, fyz sono le derivate miste del second’ordine. Ci si puo chiedere se sotto
determinate ipotesi ¢ f,, = fy,. La risposta ¢ affermativa ed ¢ contenuta nel seguente:

Teorema 89 Teorema di Schwarz

f e continua nel campo A
assieme alle derivate parziali frp, fy, foys fye

) e (V(20) € A, foy (@) = o (2,9)

Dimostrazione. Omessa. ®

Esempio 90 Consideriamo la funzione:

22 — 2

x? 492

f(zy) ==y (1.91)

Tale funzione ¢ definita in X = R*\ {(0,0)}. Per determinare il limite per (z,y) — (0,0)
¢ preferibile passare a coordinate polari:

g(ry0) = flz(r,),y(r,¢)] = r?singcos pcos 2
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2

Figura 1.46: Grafico di f (z,y) = xyﬁ

Quindi:
1' =1 =
lim f (z,y) = lim g (r, ) = 0,
y—0
cosicche l'origine € un punto di discontinuita eliminabile. Il grafico della funzione e riportato

n fig. 1.46.
Le derivate parzialt prime:

y (' +42%y® —y')
(22 + y2)”
(2t — da?y? — yb)
(a2 +y?)°

fo(7,y) =

fy (x,y) =

Le derivate miste:

28 + 92ty? — a2yt — o8
(a2 +2)°

2% 4+ 9zty? — 92yt — o8
(22 + 32)°

Jay () =

fyz <x7y> =

Da cio seque:

fﬂcy (l’,y) = fyﬂﬁ (x,y) ; V($, y) 7é (07 0)
Studiamo il comportamento delle derivate miste per (x,y) — (0,0). Al solito, passiamo a
coordinate polari, ottenendo:

Joy [ (ry0) sy (r,0)] = fya [ (r,0) ,y (7, 0)] = cos® o — sin’ o,
per cui

(Z,yl)lir%O,O) fxy (I’, y) ) ﬂ 11“1—I>n0 fyac (.Z‘, CU)
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Coé non sono soddisfate le ipotesi del teorema di Schwarz, giacché le derivate miste non
sono continue in (0,0). Verifichiamo che nell’origine & fu, # fy.. A tale scopo poniamo:

() = f:(0,y)

Quindi:
py)=-y, VyeR

La derivata parziale mista fo, (0,y) é:

fay 0,9) = ¢' (y) = =1,Vy € R

FEvidentemente:
fey (0,0) = lim ¢’ (y) = —1
y—0

Per il calcolo di f,, (0,0) procediamo in maniera simile. Precisamente, poniamo:

U (x) = fy (2,0)
Quindi:
Y(r) =2, VreR

La derivata parziale mista f,, (0,y) é:
Jyo (2,0) =0 (z) =1, Vz e R

FEvidentemente:
fue 0,0) = lim ¢ () = 1

Si conclude che per la funzione (1.91) risulta fy, (0,0) # f,. (0,0).
In fig. 1.47 riportiamo il grafico di fu, (z,y); da qui vediamo che la funzione si annulla
sulla bisettrice y = x.Infatti

Vo e R\ {0}, foy (z,2) =0

Inoltre, su una qualunque retta del piano xy e passante per l'origine, quindi di equazione

y = mx, st ha:

14+9m? — 9m* —mS
(14+m2)?

cioé lungo y = mx la derivata mista f,, € costante. Grafichiamo la (1.92) in funzione del
coefficiente angolare m (fig. 1.48)Ricercando gli estremi assoluti di fy, (v, mx), si trova che
tale funzione assume un minimo assoluto per m = 1 + V2. Tali risultati sono riassunti in
fig. 1.49 dove é riportato un density plot della f., (z,y).

, (1.92)

fay (x,mz) =

In linea di principio, possiamo determinare a partire dalle derivate seconde, le derivate
parziali terze o del terz’ordine:
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Figura 1.47: Grafico di f,, (z,y) = 2049xty?— 922yt —y®

(x24y2)*

fry(M)

-0.7

-0.8F
-09}

-10}

-12

-13

Figura 1.48: Grafico di f,, (x,mz) in funzione di m.
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Figura 1.49: Un density plot della derivata mista f,, per z € [-2,2], y € [-2,2]. Le
zone piu scure corrispondono a rette y = mx con m = + (1 + \/5) Per maggiori dettagli
sull'implementazione del codice Mathematica, consultare [?]..
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Joy () —

f:tyy ($, y)

o
|
{thﬂﬁw
|

9
ox
9
9y
Foye (,9) = £
9
Oy
9
ox
9

Oyo. Oydx?
fyx €T y _> 8gfx 23‘:
fy:(:y ($, y) Oy <8yax> = 0yozdy
a %f\ _ o8
fyy:v ($ y) oz ((‘)—yQ - 8y2£x

Joy (X, y) =

Esempio 91 Calcolare le derivate parziali seconde della funzione sequente:

r+y
= t
f (z,y) = arctan (1 —xy)

Soluzione. Calcoliamo le derivate parziali prime:

af _ 1 l-azy+y(@+y)
8w‘1+<ﬂiy (1—=y)”
I—ay
_ L+y
$2+y2+x2y2+1
_ 1+y°
22 (L+y?) + (1+9?)
1
T
af 1 l-aytz(z+y)
dy 14 (%)2 (1—ay)”
B 1+ a?
r?+y?+aty? +1
B 1+ 22
C (Lt a?) 4+ (1+2?)
1
=
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Calcoliamo le derivate parziali del second’ordine:

82f_8 1 B 2x
@—a(ﬁ—ﬂ)— Py
82f_8 1 B 2y
O_?ﬁ_é‘_y(y2+1)__y2+1
0 f _8( 1 )_0
Oxdy Oy \x2+1
A0 (1,
Jyoxr Oz \y*>+1

Esempio 92 Calcolare 8‘221;2 se

f(z,y) = sin (zy)

Soluzione.
O°f _ & (ory_ 0 [0 (0f
oxdy?  Oy2 \ox) Oy |0y \ Oz
Calcoliamo %:
of
L yeos (ay),
dopodiche:
o [0f 0
8_y o = 8_y [y cos (zy)]
= cos (xy) — xysin (zy)
Pertanto:
Pf .
W = 8_y [cos (zy) — zysin (zy)]

= —2zsin (zy) — 2%y cos (zy)

1.7 Derivazione parziale delle funzioni di n > 2 variabili

Generalizziamo le nozioni precedenti al caso n > 2. Sia f definita nel campo A C R", per

cul
P (xgm, MON ng))) € A= 13I;(Py) C A, (1.93)

essendo I5 (Fp) un intorno circolare di Fy:

" 2
Is (Py) = {(xl,xg, s Tp) € R Z <:ch — x%o)) < (52}
h=1

La (1.93) implica:

ke{l,2,...,n}, V|Axy| € (0,0), P (xgo), ...,x,@l,m,(go) + Axk,x,gl, ...,xflo)) € A)

0 0 0 0 0 0 0 0 (0 0
EIf <x§ ), ...,xlgjl,xlg) + A:Ck,x,(gll, ...,x&)) —f <x§ ), ...,xéjl,x,(g )7Il(€+)17 ...,a:,(l)>
Al‘k
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© (0 (0) © O © (O (0 (0  (0)
f( 1 ’” 7xk 1’ CL‘ +ACE mk+17 T ) f(zl Ik 1azk ’zk+17 ©Tn ) N .
¢ il rapporto in-

Definizione 93 Az,
crementale parziale rispetto a x; della funzione f.

f € parzialmente derivabile rispetto a xy

nel punto F,

(0) (0) (0) (0) (0) (0) (0) _(0) _(0) (0)
d(if f L1 ey +Azy kvl yqsTn flzy s ol “ 19T 5T 5T
3 lim < aa > ( ! +1 ) cR

ACE}C

Definizione 94

A.’Itk%O
Tale limite ¢ la derivata parziale rispetto a x; della funzione f nel punto F,.

Indichiamo tale derivata con:
fan (xgo), xéo), ...,xno))

or  of
<a—xk>%7 =

Nella notazione di Leibnitz:

Py
Quindi:
ka (371 7'TgO)>-~ x7(10)> = lim

Azp—0

0 0 0 0) (0 0
())_f(mg) mij 2) (731’ T ())
Az,

Definizione 95

f ¢ parzialmente derivabile rispetto a x
in A
&, (f & parzialmente derivabile rispetto a xy, in ogni P € A

1.8 Differenziale totale

Sia f (z1,x9, ..., x,) definita nel campo A C R" e sia ivi parzialmente derivabile in A rispetto
a g con k= 1,2,...,n. Quindi restano definite in A le n funzioni f,,. Presi ad arbitrio due
punti di A

P(x1, 29, ...;m,), Q(x1+ Axy, 20+ Axo, ...,z + Axy,) € A

L’incremento della funzione é:

Indichiamo con df la somma dei prodotti delle derivate parziali f,, per i corrispondenti
incrementi Axy:

df fw1 (X1, oy ooy Tp) ATy + fo, (T1, Toy ooy Tn) Ao + oo+ fo, (X1, X2, ..y xn) Az, (1.95)

L’espressione (1.95) ¢ il differenziale totale della funzione f. Applichiamo tale defini-
zione alle n funzioni f, (x1, z9,...,2,) = x, con h = 1,2,...,n. Abbiamo:

O fn

—— = Onk,

&vk

essendo dy 1l simbolo di Kronecker:

P 1, seh=kFk
T 0, seh#k
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Quindi:
’ Zafh

= ZfShkAﬂ?k
k=1
= Al’h

Ma fj, = xy,, per cui:
d;l'h = ALEh, h = 1, 2, ., n

Pertanto la (1.95) si riscrive:
df = fo, (1,29, ...y xp) dxy + fo, (x1, 20, .y xp) dxy + o + fo, (X1, 29, ..., 7)) dz,,  (1.96)

Nella notazione di Lebinitz:

0 0 0
fd T+ fd To + ...+ /

df 8x1 8 ) al’n

dx,, (1.97)

La relazione esistente tra l'incremento Af espresso dalla (1.94) e il differenziale df e
espressa dal seguente

Teorema 96 Teorema del differenziale totale
Se fe CY(A) con A campo di R™, allora:

Af=df +o(p), (1.98)

essendo p = \/(Ax1)2 + (Azy)* + ...+ (Azy)

Dimostrazione. Senza perdita di generalita, consideriamo il caso n = 2. Presi ar-
bitrariamente i punti P (z,y),Q (x + Az,y + Ay) € A, congiungiamoli con la spezzata
v = PM UMQ, essendo M (z,y + Ay) € A. In altri termini, PM e MQ sono paralleli
rispettivamente agli assi y e . Quindi:

Af=f(Q)—f(P) (1.99)
=[f(Q) = f(M)]+[f (M) — f(P)]
=[f(z+Av,y + Ay) — [ (z,y + Ay)| + [f (z,y + Ay) — f (z,y)]
= [p (v + Az) — ()] + [¢ (y + Ay) — 9 (y)],

essendo

(z,y + Ay) (1.100)

Risulta:
felC (A) =y e (r,z+Az]), v e O ([y,y + Ayl), (1.101)
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Per il teorema di Lagrange:

Az, € (v, 4 Ax) | ¢ (z+ Az) — o (z) = ¢ (z.) Az
Fys € (y,y+ Ay) [ ¢ (y + Ay) =2 (y) = () Ay

Equivalentemente:

30 € (0,1) | p(z+ Az) — p(z) = ¢ (v + 0Az) Ax
€ (0,1) [ ¥ (y+Ay) =¥ (y) =¥ (y + nAy) Ay,
cioe:
flx+Ax,y+ Ay) — f(z,y+ Ay) = fo (x + 0Azx,y) Az
[y +Ay) = fz,y) = f, (z,y + nAy) Ay

In forza della continuita di f,, fy:

fo (x+ 00z, y) = fo (z,y) + a (Ax)
fy (x,y +nAy) = fy (v,y) + B (Ay),

essendo «a (Ax) e f(Ay) infinitesimi per Az, Ay — 0:

lim o (Az) = Alimoﬁ (Ay) =0
Y—

Az—0

Sostituendo nella (1.99):

Af =df +a(Azx) Az + 5 (Ay) Ay (1.102)

Osserviamo che posto p = \/(A:c)2 + (Ay)?, si ha:

a (Az) Az + B (Ay) Ay‘ _ ‘a(m)ﬁwg@y)% (1.103)
p p P

A A
< |a(Aa) ]7‘ £18(Ay) \%]
<l (AD)] + 18 (Ay)],

Quindi:

a (Az) Az + B (Ay) Ay
p

liy (lo (A0)] + |3 (Ay)l} =0 — tim

-
[
Definizione 97 Dicesi differenziabile ogni funzione f (xq, 1o, ...,x,) di classe C*.

I teorema (96) permette di approssimare l'incremento della funzione con il suo diffe-
renziale totale. Infatti per |Az|, |Ay| “sufficientemente piccoli” e a meno di infinitesimi di
ordine superiore:

Af ~df
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Osservazione 98 Per un ulteriore approfondimento sulla questione della differenziabilita é
preferibile consultare il file al sequente link:
http:/ /www. extrabyte.info /differenziabilita_stolz. pdf

Esempio 99 Consideriamo un cono di altezza H e raggio di base R. Come e noto, il suo
volume é:

V(R H) = %R2H
Il differenziale totale della funzione V (R, H) é:

™

dV = ZR(2HAR + RAH)

L’incremento del volume é:

AV =V (R+AR,H+AH) -V (R, H)
=dV + % [H (AR)* + 2RARAH + AH (AR)?]

da cui vediamo che - posto p = \/(AH)2 + (AR)® - il termine
AV —dV = g [H (AR)? + 2RARAH + AH (AR)?]

e un infinitesimo di ordine superiore rispetto a p.
Perp < 1:
0
3
Prendiamo i valori numerici: R = 10cm AR = =107 cem, H = 30cm, AH = 3-107! cm.
Quindi:

AV,,, = =R (2HAR + RAH)

AVypp = =107 em® ~ —31.4 cm?

10099
AVesatto = =— g5~ 7 em” = —31.7 cm”
Esempio 100 Assegnata la funzione
f(z,y) = 2%y,

determinare 'incremento Af e il differenziale totale in Py (2,4), determinando poi Af — df
per le sequenti coppie di valori degli incrementi delle variabili indipendenti:

Ar =2 Ay=4
Az =2x10"" Ay=4x10""

Soluzione. Il differenziale totale é:
df = 2zyAx + 2°Ay
L’incremento

Af = (z+Az)’ (y + Ay) — 2%y
= df +y(Azx)> 4+ 20AzAy + (Az)* Ay
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Quindi:
Af —df =y (Az)? 4+ 2eAzAy + (Az)® Ay

In Pg N
Af —df =4 (Az)* + 4AzAy + (Az)® Ay

Per Az =2, Ay =14
Af —df =64

Per Aw =2 x 1071, Ay =4 x 107!
Af—df =16 x107%(3+107")

Come c’era da aspettarsi, per la seconda coppia di valori degli incrementi Ax, Ay, il diffe-
renziale rappresenta una migliore approssimazione dell’incremento Af.

1.9 Derivazione di funzioni composte

Consideriamo n > 2 funzioni reali x; (t), x2 (t),...,x, (t) definite nell’intervallo [a,b] C R.
Adottiamo le seguenti ipotesi:

1. Le funzioni xy (¢) sono derivabili in [a, b].
2. YVt € [a,b], Play (t),22(t),....;z, (1) € ACR™ | A & un campo.
3.3 f:A—TR|feC' (A

Le ipotesi 2 e 3 implicano l'esistenza della funzione composta:

F:la,b] — R (1.104)
t— flo (), 2o (t),...;x, (V)], VtEa,b]

Scriviamo:

Ft) = flar (), 20 (t), s tn (2] (1.105)

Teorema 101 Nelle ipotesi 1,2,3, la funzione composta F (t) é derivabile, e la sua derivata
prima €

FI(t) = for [w1 (1) 22 () ooy 0 ()] 2 (8) + fop [0 (), 22 (2) ;oo 2 ()] 25 (8) + - (1.106)
+ot S [ () 22 (8) oy ()] ), (2)

Nella notazione di Leibnitz:

di _ Of dv, | Of dws  OF din

— = 1.107
dt Oxy dt Oxy dt Ox,, dt ( )
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Dimostrazione. Per ¢ € [a,b], consideriamo 'incremento At tale che (¢ + At) € [a,b] e i
corrispondenti incrementi delle n funzioni xy, (¢):

Az =xp (t+ At) — 25 (), conk=1,2,...,n
Da cio segue l'incremento di F'(t):
AF = F(t+At) — F(¢) (1.108)

= [l (t+ At) ,xo (t+ AL) oy xy (E+ AL — [l (8) 22 (L), ..oy 2 (1)]
= f(z1 + Az, 20 + Az, ooy + Axy) — f (21, T2, .0y )

Cioe:
AF =Af (1.109)
Per il teorema del differenziale totale:

Af=df +o(p), (1.110)

essendo o (p) un qualunque infinitesimo di ordine superiore a p per p — 0 (ricordiamo che

n

p= E (Azy)” ). Vediamo ora come scrivere in maniera concisa 'infinitesimo di ordine
k=1

superiore o (p). Se w (p) un infinitesimo per p — 0:

limw(p):0:>limmzo

p—0 p—0 P
Cioe w (p) p € un infinitesimo di ordine superiore p. La (1.110) puo essere scritta come:
Af =df +w(p)p
Dividendo per At e tenendo conto della (1.109):

e Try (), 2 (1) ey (£)] o 1111
A =2 e 00 0 0 (1111)
Osserviamo che:
xy (t) € continua) = Al}fgl(] Azp=0= Alglop =0= Al}glow (p)=0
(1) & derivabile) = Tim 2% — 47 (1)
xy (t) & derivabile Jim === =2, (1),
per cui eseguendo nella (1.111) l'operazione di passaggio al limite per At — 0:
. AF
Ai0 AL
——
—F/(1)
- . Auxy, . . - Azy, ?
- Zf 210 (8) 22 (8) s (1)) Jim 2+ | lim w0 (p)] | Jim) (7) ,
—a),(1) MR g .

I
8
PSRN
—~
~
—

S
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cioe la (1.106). m

Nelle applicazioni ci si imbatte spesso nel teorema di derivazione delle funzioni compo-
ste, poiche molte grandezze fisiche esibiscono una dipendenza dal tempo ¢ del tipo F'(t) =
[l (t), 22 (t), ...z, (£)]. In tal caso, la derivata 2 si chiama derivata totale di F'.

Ancora piu frequente il caso di grandezze fisiche che esibiscono una dipendenza funzionale
dal tempo t del tipo:

Fler (), oz (t), 1]

Qui z (t), ..., x, () sono n grandezze che a loro volta dipendono da t. In tal caso la (1.107)
definisce la derivata totale? di f:

df  Of du of dr, Of

dit  ow dt T ow at Tor

sokok

Il teorema precedente si generalizza al caso di piu variabili.
Consideriamo n > 2 funzioni reali xy (t1,%a,....tp), T2 (t1,t2,..city) s @n (t1,tay oy tp)
definite nel campo B C RP. Adottiamo le seguenti ipotesi:

1. @y (t1,t2, ..., t,) sono funzioni continue e parzialmente derivabili in B.

2. V(tl,tg, ...7tp) € B, P[iCl (thtg,...,tp) , Lo (tl,tg,...,tp>,...,l'n (tl,tQ, ,tp)] S A g R™ |
A & un campo.

3.3f:A—R|feC(A)

Le ipotesi 2 e 3 implicano 'esistenza della funzione composta:

F:B—R (1.112)
F (tl,tg, ...,tp) — f [I’l ((tl,tg, ,tp)) , Lo ((tl,tg, ,tp)) y ooy Iy ((tl,tg, ,tp))]
Scriviamo:
F (tl,tg, ...,tp) = f [.fEl (tl,tg, ...,tp) , Lo (tl,tg, ...,tp) yeeey Ly (tl,tQ, ,tp>] (1113)

Teorema 102 Nelle ipotesi 1,2,3, la funzione composta F (t1,ta, ..., t,) & parzialmente deri-
vabile, e la sua deriwata del primo ordine rispetto a ty, €
oF  0f Oxy  Of Oxy of ox,

- = — k=1.2. ..
9t~ o1, 0t, | oy Oty D, Oy el

Dimostrazione. Omessa. m

Osservazione 103 Nelle applicazioni spesso si omette il cambio di simbolo f — F', conside-
rando quindi come funzione composta f [xq (t1,ta, ... tp), T2 (t1,tos ooy tp) oo T (E1, E2y oo, )]

2Per non appesantire la notazione indichiamo con f la funzione:

Ft)=flz(t),z2(t),...;xn ()]
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Esempio 104 Assegnata f (x,y) con x (u,v) = wv,y (u,v) = %, si ha f [z (u,v),y (u,v)] e
quindi:

of 8f8x+8f8y vﬁ—i—lg
Ou Oz du dy du oxr vdy
of _0fox  Ofdy af  wuof
v Oz ov oy dy v "o o2 dy

Per quanto riguarda il comportamento del differenziale totale, sussiste il seguente

Teorema 105 Sia f (v1, %2, ..., x,) differenziabile. L’espressione:
df = ——d 1.114
f Z o1y, Tk ( )
k=1
esprime il differenziale totale di f sia se le xp sono variabili indipendenti, sia se sono

funzioni di altre variabili.

Dimostrazione. Omessa. m
Il teorema precedente esprime la proprieta di invarianza del differenziale totale.

Esempio 106 Sia f (u,v) differenziabile in A C R?, con

u(r) =az, v(y)="by

Per la proprieta di invarianza, il differenziale totale primo eé:

af of ,
df = 8ud u+ %
Esplicitando du e dv:
B 8f 8f
df = o —dx + ba

Esempio 107 Data la funzione:

f(x,y) = arctan 2,y =a?, per cui & f v,y ()]
xXr

determiamo 6f e df.
Abbiamo:
8_f = 3 arctan ¥
or Oz x
_ _L
x? 492
a _of  ofdy
dr  Ox 8y dx
Calcoliamo %:
Y
3f = g arctan ¥
ay dy x
T
x? + y?
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Quindi:
af x? 1
dr — 22+y*>  1+2?
Alternativamente:
flz,y(x)] = arctan z,
per cui:
af d . 1
— = —arctanz =
dr  dx 1+ 22

1.9.1 Esercizi svolti
Di seguito la risoluzione di alcuni esercizi proposti® in [?].

Esercizio 108 Sia:
flzy)=a", cony=¢(z),
con ¢ : R — R derivabile in R.

Determinare la derivata parziale % e la derivata totale %.
Osserviamo che ¢ f [z, ¢ (x)], per cui la derivata totale é:

df _of  ofdy
R Tt A 1.115
dr  Or Oydx ( )
_of of ,
Le derivate parziali si calcolano direttamente dall’espressione analitica di f:
of _ 0 4
oxr  Ox

E conveniente determinare la derivata logaritmica:

Inf(z,y)=ylnz

Derivando ambo 1 membri:

L 9f_y
fz,y) 0z =
Choé: o/
o v
Passiamo alla derivata rispetto a y:
g—i = (%:cy =zYInzx
che sostituita nella (1.115):
d
T oty 4 2! () o]

= 2%@7 [p () + 24/ (z) Inz]

Ad esempio, per ¢ (v) = x*:
df o :1,‘2+1
de ‘

3Sono contrassegnati con il numero identicativo che appare in [?].

(1+2Inx)
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Esercizio 109 Sia:

f:U—R
(u,v) — f(u,v) € R, ¥V (u,v) €U,

con U CR? | U ¢ un campo. Per ipotesi:

u:u(x7y)7 /U:/U(I’y)7

u(z,y),v(x,y) parzialmente derivabili in R
onde la funzione composta:

Fr,y) = flu(,y),v(z,y)

OF OF
oz’ Oy’

Determinare 1) le derivate parziali 2) esplicitare tali espressioni se: u (x,y)

z’ _yzf U(‘Tay) =e".
OF 0fou _0f ov

o oudr T oo
OF 0f du _Of dv

oy " ouoy  owoy

Se: u(z,y) = x> —y*, v(z,y) ="

or  _ of ey O
OF  _of  ,.0f
oy 2yau+xe ov

Esercizio 110 Sia data la funzione:

f (z,y) = arctan (E) :

Y

con
x (u,v) = usinv, y(u,v) = ucosv,
che individuano la funzione composta F (u,v) = f [z (u,v),y (u,v)].
Determinare ?9_57 %—5.
Soluzione.

OF Ofdx 0f dy
u  Orxdu ' Oyou
OF ofor of dy
v Odrdv  dyov

Calcoliamo le derivate parziali di f rispetto alle variabili x,y:

of 1 .1 Yy
Or  1+% y 24y
af 1 T\ x
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Calcoliamo le derivate parziali di x (u,v), y (u,v):

ox ) ox

— =sinv, — = ucosv

ou ov

@ = COs v, 9 _ —usinv

ou ov

Quindai:

OF Y ) x
— = —2—8inv — ——— COSV
ou 22+ 1?2 2+ y?

UCOSV . wuSin v

= 5 sinv — 5 COSU = 0
U U

8F_ y UCoS vV + usin v
o a2+ y? z2 + y?

U COSV usinv |

= 5 UCOSV + 5 usinv =1
U n
Alternativamente:
oF _
Flz (u,v),y (u,v)] = arctan (tanv) = v = { e 1
ov

Esercizio 111 Consideriamo la funzione derivabile in A C R:

f:A—R
u— f(u) eR, Yue A
Sia u (v,y) = zy + 2. Determinare g—i, 88—5, dove F' ¢ la funzione:

Fx,y) = flu(z,y)]

Esplicitare le espressioni di tali derivate se:

f(u) =sinu + e (1.116)
Soluzione.
or , ou o Y
== (y-5)
1

== (a4 1)

Se lespressione analitica di f ¢ data dalla (1.116):

2—5 = <y - i) [—ecos(zy%) sin (:Uy + %) + cos (:zry + Qﬂ

x? x
5 (e ) Femrton(ars ) veus e )
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Esercizio 112 Consideriamo una grandezza fisica u il cui valore dipende dalla somma dei
quadrati delle coordinate cartesiane nello spazio euclideo R3:

u=f(+y*+2°) (1.117)

Passando alle coordinate sferiche (r,0,p):

x =rsinfcosp, y =rsinfcosp, z = rcos p, (1.118)
verificare che
ou  Ou
00 o

dandone un’interpretazione fisica.
Soluzione. Le (1.118) sono le equazioni di trasformazione che permettono di passare
dalle coordinate cartesiane (z,vy, z) alle coordinate sferiche* (r,0,p):

0<r<+o00,0<0<7m,0<p<2m

Dalle (1.118):

u=f(r?),
quindi la funzione composta:
u=fE(r)],
essendo:
£(r) =1
Risulta:
ou du S L
o =g = Q&) =2f (%) (1.119)
ou _ou _
00  Op

L’intepretazione fisica del risultato (1.119) é la sequente: il valore assunto da u dipende dalla
coordinata radiale r, e non dalle coordinate angolari 0 e , per cui u non dipende dalla
direzione nello spazio fisico R®. Cio si esprime dicendo che la grandezza u ¢ isotropa.

Alternativamente, assegnata la sfera X di centro l'origine delle coordinate e raggio arbi-
trario R, risulta: YP € X, u (P) =costante.

Esercizio 113 Assegnata la funzione derivabile:

f:U—R, conUCR
u— f(u) € R, VueU,

st supponga che u sia funzione delle variabili x,y:

uw:R?— R, con ACR?
(z,y) = u(z,y) €R, V(z,y) € R?

40 polari.
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Precisamente:
u(x,y) =z + ay, con a parametro reale assegnato

Determinare la relazione che lega le derivate parziali 3 9f of

z Oy
Soluzione
= f'(u ) = J'(u)
u(z,y)| =
run = { F L OEZLY
Da cui:
of _ o1
dy 8x
Cio implica che [integrale generale dell’equazione differenziale alle derivate parziali:
af 8 af ~0
oy “or '

f(x,y)=[f(2+ay)

Cioe dipende da x,y attraverso una particolare combinazione lineare di tali variabili.
Esercizio 114 Sia ssegnata la funzione parzialmente derivabile f (u,v), supponiamo che

u(z,t) =z +at
v(y,t) =y +bt,

dove a e b sono costanti reali. Resta cosi definita la funzione composta:

Fr,y,t) = [lule,t),v(y,1)]

Verificare che:

or _ or , or
o~ “or dy

Soluzione.
or 0 of ou L of af dv
ot ouot  ovor
of af
= a5 + b%
Ma
or 0 f ou 0 f
or  Oudr ou
or 0 f ov ﬁ
dy  Ovdy Ov’
per cui:

OF _ OF _ 0F
o~ Yor oy
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Esercizio 115 (n. 1826). Determinare l'espressione analitica della funzione reale f(x,y)
sapendo che soddisfa l’equazione differenziale alle derivate parziali:

af x

Soluzione. Deve essere:

_ (9, _ z I
f(xay)—/aydy—/x2+y2dy_x/1+(%)2

Poniamo t = £, per cui:
x

d dt
/—yQZx/ 2:xarctant+C
AT A

/&2 :xarctang—i-C
() z

S1 osservi che C' e una costante di integrazione rispetto alla variabile y, per cui € una funzione
arbitraria (derivabile) di x:

Clioé:

dy y
———— = xarctan = + g (x)
[ :

Quindi:
f (,9) = arctan Y 4 g (2), Vg (1)
Esercizio 116 (n. 1827). Determinare [’espressione analitica della funzione reale f (z,y)
sapendo che soddisfa l’equazione differenziale alle derivate parziali:
or oz

(1.121)

con la condizione:
f(1l,y) =siny (1.122)
Soluzione. Deve essere:

2 2
e

x
:/xdx+y2 dr

X

1
:§$2+yzln]:€\+0

In questo caso, C' non dipende da x, per cui risulta essere un’arbitraria funzione di y:

1
f(z,y) = §x2 +y*In|z| + g (y)

La condizione (1.122) si scrive:

1 . _ 1
5 +0(y) =siny < g(y) =siny — .
per cui.
1 .
flx,y) = 5 (332 - 1) +y*In|x| +siny
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Esercizio 117 Assegnato Py (1,2,6) € S : 2 = 22% + 42, siano « e 8 i piani passanti per Py
e paralleli ai piani coordinati xz e yz. Scrivere l'equazione delle rette tangenti alle sezioni
date dall’intersezione di S con « e 3.
Soluzione. Risulta:
a:y=2, f:rx=1

Poniamo v, =a NS eyg =B NS. Risulta:
Yo:2=22"4+4, yg:z=y>+2
Detta 7 la retta tangente a vy, in Py (xo = 1,29 = 6), si ha:
o2 — 20 = my (z — x0)

1l coefficiente angolare mgy é:
dz
mh = — =Adx, =4
- (&), -

To 2 =4x +2

Quindi:

Detta 1 la retta tangente a vz in PY (yo = 2,20 = 6), si ha:

To iz — 20 =mg (Y — yo)

dz
m/, —= (—> = 2y = 4
" dy Y=o |y0

To 2 =4y —2

Il coefficiente angolare my é:

Quindi:

Esercizio 118 (n. 1854). Il periodo di oscillazione di un pendolo semplice é:

T = QW\/Z, (1.123)
g

dove | ¢ la lunghezza del pendolo e g laccelerazione di gravita. Determinare [’errore nel
calcolo di 'T' commesso a causa di “piccols” errori di misura dil e g.
Soluzione. Siano Al e Ag gli errori sul e g. Osserviamo poi che T (1, g); precisamente:

T:A—[0,+00),

dove A={(l,9) |0 <1l < +00, 0 < g < +o0}. Scriviamo dunque:

T(l,g9) = 27r\/g (1.124)

Il differenziale totale della funzione T (l,g) e:

or . T
AT = G A1+ 5 A
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Calcoliamo le derivate parziali:
aoT ™ oT [
_ = —_— = —7 _
ol 1-g 0g g3’

dT =

onde:

Per il teorema del differenziale totale:

AT =dT +o(p),

dove p = (Al)2 + (Ag)z, mentre o(p) € un infinitesimo di ordine superiore rispetto a p.
Per Al,Ag <1 ¢ p <1, per cui:

gAl —[Ag
ﬂ'—
gVvl-g

Esercizio 119 Siar la retta passante per Py (xo,y0) € P (x,y) essendo P un punto variabile
nel piano. Detto o l’angolo che v forma con l'asse x, determinare da se le coordinate di P
subiscono gli incrementi infinitesimi dx, dy.

Soluzione. Risulta:

AT ~

t Y=o
an o = :
r — Tg
da cui:
a(x,y) = arctan (y — yo>
r — Tg

Il differenziale totale della funzione o (z,y) é:

Oa Oa

dao = —dx + —d
R + dy 4

Calcolando le derivate parziali:

(9_04_ Y% 804_I—$0
or — p Oy p

essendo p = dist (Py, P) = \/(x —20)> + (y — yo)*. Quindi:

(z —x0) dy — (y — yo) do
p

do =

Ma:
T —Top=pcosa, y—yy= psina,

per cui:
da = cos ady — sin adx
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Esercizio 120 Se £ = 22 —y? e ¢ (£) ¢ una qualunque funzione reale derivabile, si verifichi
che una soluzione dell’equazione differenziale alle derivate parziali:
10z 10z =z
It 2= 1.125
xoxr ydy y? ( )

2=y (¢* — )
Soluzione
Risulta & (z,y) = 22 —vy?, per cui resta definita la funzione composta v (x,y) = ¢ [£ (x,y)].
Quindi:
z(z,y) = yi (z,y)

Le derivate parziali di z rispetto alle variabili x e y sono:

0: _ ou
8x_y6x
0: o0

9 Zw(x,y)era—y

Per il teorema di derivazione delle funzioni composte:

00— (6 =209/ ()
&= (5 =08 (©
Quindi:
9z = 2zy¢’ (1:2 — y2)
ox
% )~ 2 (1) = 0 (o) o ()

Sostituendo nella (1.125):
2y¢l<w2_y2)+§¢<w2_y2)_2y¢l(x2_y2):égb/(l,Q_yQ) «—0=0

Esercizio 121 Se & = £ e ¢ () ¢ una qualunque funzione reale derivabile, si verifichi che
una soluzione dell’equazione differenziale alle derivate parziali:

18z+182 n
—— t——=ay+z
rdr  yo g
e

z:xy+x¢(g>

Soluzione
Risulta § (x,y) = £, per cui resta definita la funzione composta ¥ (v,y) = ¢ ]

e ()2 ()
e 2)

87



CAPITOLO 1. FUNZIONI REALI DI N VARIABILI REALI

donde:
10z 10z
5%+§a——x5y+xgb< >—|—£By
=xy+z

22
Esercizio 122 Se £ = ye2? e ¢ (&) ¢ una qualunque funzione reale derivabile, si verifichi

che una soluzione dell’equazione differenziale alle derivate parziali:

(2 —y)%—%xyaz—xyz
ox Jy

é
z=¢erop <ye#>
az Lt o€
_ eV w2 | ==
Oz ¢ ( ) Ox
0z _ Yo ye% + eV | yen? | =
dy oy’
con:
9% _z %
or vy
2
Y Y
quindai:
9z _ Ve (ye;ﬂ) £6%
ox Yy
22 22 2 22
oen (o8] (45 -5
dy y
donde:

P
(:E y>8$+ y@y

ey(xQ_Ql ;%fi T oy 2“”% 2 2 ;ig_
y*) ¢ | yer L e { e (v? — a?) e =

= xyz

»

Per altri esercizi, consultare ’appendice 77

1.10 Funzioni costanti
Teorema 123 Sia f (x1, s, ...,z,) continua e parzialmente derivabile nel campo connesso

A. SeV (1,29, .., xp) € A, fo, (X1, 20, o, Tp) = fu, (T1, T, oy xy) = o = fo, (11,29, .., 2,) =
0, allora f (xq,xs, ..., z,) =cost, cioé [ é costante in A.
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Dimostrazione. Presi i punti P (ay,as,...,a,) € A,Q (b1,bs,...,b,) € A, consideriamo il
segmento P, le cui equazioni parametriche sono:

T (t) =a + (bl —al)t
) (t) = as + (bz — ag)t

Ty (1) = an + (b, — ay) t,
con t € [0,1]. Resta cosi definita la funzione composta:

Ft)=flo(t), 22 (), ..y (£)] (1.126)

F (t) & il generico valore assunto da f sul segmento PQ. Per il teorema sulla derivazione
delle funzioni composte:

F’(t):a—f(bl—a1)+a—f(b2—a2)+...+§7f

o, O (by —a,) =0, ¥t € [0,1]

giacche le % sono identicamente nulle per ipotesi. Quindi:
F (t) = costante in [0,1] = f & costante su PQ

Ora se prendiamo arbitrariamente i punti P, @) in A, in forza della connessione di quest’ultimo
possiamo comunque congiungerli con una poligonale v = PP, U PP, U ...U P,Q), e poiche f
e costante su PP1,P| Py, ..., P.Q:

= f(P) = costante in A

Osservazione 124 [l teorema sussiste anche se f € definita in un dominio D internamente
connesso, anziche su un campo. In tal caso, f € costante in D.

Osservazione 125 [l teorema non ¢ vero se f € definita in un campo non connesso o in un
dominio non internamente connesso. Ad esempio, sia

| Ci,se Pe Ay
f(P)_{CQ, se Pe Ay

essendo Ay, Ay campi disgiunti di R™, per cui f é definita nel campo non connesso A =
Ay U As. Risulta f,, (P) =0, Yk, ma f non é costante in A se Cy # Cs.
1.11 Derivata secondo una direzione
Sia A un campo di R".

Definizione 126 Un campo vettoriale su A ¢ la funzione vettoriale:

F:A—R" (1.127)
x —F(x), Vxe A
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Il campo vettoriale (1.127) associa ad ogni punto x = (z1,29,...,x,) € A, il vettore
F (x) € R", che si chiama vettore applicato nel punto x.

Definizione 127 Assegnata la funzione parzialmente derivabile:

fiA—R (1.128)
x — f(x), Vxe A

il gradiente di f ¢ il campo vettoriale:

_(of of of
Vf(x) = (&Cl, S 8%)’ (1.129)

che associa ad ogni x = (x1, T9, ..., T,) € A il vettore (88—51, %, e (%—i) € R™. La funzione f

e denominata campo scalare.

Osservazione 128 Il gradiente di un campo scalare f é spesso indicato con il simbolo
grad f. Nella notazione (1.129) abbiamo utilizzato 'operatore differenziale (vettoriale) “na-

bla”: 3 5 5
= 1.1
v <8$1 "0z, 0a:n> (1.130)

Cio premesso, consideriamo - senza perdita di generalita - una funzione reale f (z,y, z)
definita in un campo A C R3. Sia n una retta orientata passante per il punto Py (2o, vo, 20) €
A. Dalla geometria analitica sappiamo che le equazioni parametriche di n sono:

T =20+ Ap (1.131)
Y =Yo+ pp
2=z +Vp,

essendo p € R il parametro della rappresentazione (1.131), e (X, u, ) i coseni direttori di n.
Ricordiamo che
A=cosa, pu=cosf, v=cos,

dove «, 3,y sono gli angoli che la retta orientata forma con gli assi coordinati e si identificano
con le componenti del versore di n; se v & un qualunque vettore parallelo e concorde a n

v =1li+mj+nk

(qui i,j,k sono i versori degli assi coordinati), la terna (I, m,n) definisce i numeri direttori
di n. Quindi:

v 1
n=versv=— =AM+ uj+rk= li+mj-+ nk 1.132
v = AR e (il 1-152)
Cioe:
l m n

) = y V
1/l2_{_7712_|_n2 © ,/l2+m2+n2 ,/l2_|_m2+n2

Dalle (1.131)
VP €n, P(xg+ A\p,yo+ pp, z0 +vp), con |p| = |PyP]|,
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essendo | Py P| la misura assoluta del segmento orientato PyP. Inoltre p > 0 se il segmento
orientato Py P e concorde a n; p < 0 se e discorde a n; p = 0 se e solo se ) = P.
Assegnato I5 (Py) C A, V|p| <9, P € I5(F)

Vpl €(0,0),P € Is (Po) \{Fo}

. Hf(P) — f(R) _ f (o + Ap,yo + pp, 20 +vp) — f (o, Yo, 20)

P P

L’ultimo termine ¢ un rapporto incrementale.

Definizione 129 Jlim,_,, {otAesotipzotvo) Jwosz0) ¢ R —

p
— (g—f;)P = lim, o f($°+’\p’y°+“p’z°+”p)_f(z°’yo’zo), e tale limite si chiama derivata della

p
funzione f nel punto F,), secondo la direzione n.
Se tale limite esiste in ogni punto (x,y,z) € A:

g:llmf(x+>\p’y+up7z+yp)_f(x()?yO;ZO)
on  p—0 P

Y

ed ¢ la derivata della funzione f secondo la direzione n.

Teorema 130 Se f € C' (A) con A campo di R3, per ogni retta orientata n, esiste g—{L ed é

data da: of  of of of
. W 'l
on Oz i 8yﬂ + E

dove (A, i, v) sono i coseni direttori di n.

(1.133)

Dimostrazione. Preso ad arbitrio P, (xg,o,20) € n, le equazioni parametriche di n si
scrivono:

T=To+Np, Y =Yoo+ pup, 2= 20 +vp

Abbiamo, dunque, la funzione composta:

F(p) = f(xo+ Ap,yo + pp, 20 + vp),

() py FOEO) gy

on p—0 p

Risulta:

Per il teorema 101:

F'(p) = fo (w0 + Ap,yo + p1p, 20 +vp) A
+ fy (o + Ap, yo + pp, 20 + vp) p
+ f2 (o + Ap, yo + pp, 20 + vp) v,

of\  (of of of
(%)Po N (a)m)\—'— (a_y)PolmL <£)POV

In forza dell’arbitrarieta di Py € n, 'equazione precedente si scrive:

of _of,  of 9f
on 8x>\+ 8y'u+ &zy

da cui:
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|
Si osservi che la (1.133) ¢ un prodotto scalare. Infatti, assegnata la base ortornormale
{i,],k} dello spazio euclideo R3:

of. of. 9of

Tenendo conto della (1.132):
af
= . 1.134
5, — (V) m (1.134)

Cioe la derivata secondo una direzione ¢ la componente del gradiente di f nella direzione di
derivazione.

Definizione 131 Sia Py (xg, Yo, 20) € A
Vn, <—) = O) — (P, ¢ un punto stazionario di f.
Py

Osservazione 132 Dalla (1.134) seque che Py (o, Yo, 20) ¢ stazionario se e solo se V f|, =
0.

Esempio 133 Determiniamo gli eventuali punti stazionari di f (z,y) = 2> +wy+y*—4x—2y.
1l gradiente di f eé:
Vi=Qe+y—4)i+ (v+2y—2)]j

1l versore di una qualunque retta orientata é
n = i+ yj,
con \, it € R e tali che \* + p? = 1. Quindi:

0
a—£:(2x+y—4))\+(a¢+2y—2)u

Per definizione di punto stazionario:

0
Vn, O_ZZO) = V\peR 2r+y—4H)A+(z+2y—2)p=0)
2e+y =4
r4+2y=2"

che e un sistema di Cramer, la cui soluzione é:

(o, 40) = (2,0) (1.135)

Quindi la funzione assegnata ha l'unico punto stazionario Py (2,0).

Alternativamente, linsieme dei punti stazionari di f (x,y) € l'insieme delle coppie or-
dinate (z,y) tali che Vf = 0, cioé 2x +y —4 = v+ 2y — 2 = 0, da cui la soluzione
(1.135).
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1.11.1 Esecizi svolti

Esercizio 134 Determinare la derivata di f (x,y) = 22* — 3y* secondo la direzione n che

forma un angolo o = §7r con l'asse x.

Soluzione. Il versore di n

n=\i+uj
con
)\ — —_ ——
cos 5
m . V3
[ = cos f = cos <a——> =sina = —,
2 2
donde:

1 V3,
nETRt

1l gradiente di f

V[ =4ri— 6yj
Quindi:
of = —2z — 33y
on

Ad esempio nel punto Py (1,0):
ofy _
on ) p,

Esercizio 135 Determinare la derivata di f (z,y) = 2% — 2y — 2y* secondo la direzione n

che forma un angolo o = % con l'asse x e nel punto Py (1,2).

Soluzione. Il versore di n

n = \i+ pj
con
>\: = —
cosa =
m . V3
[t = cos 3 = cos <——a> =gina = —,
2 2
donde: /3
I, 3.
EETENCE

1l gradiente di f
Vi=Q2zr—y)i-(z+4y)]

La derivata secondo la direzione n:

of _ (1—\/—§)x—<%+2\/§)y

on 9

Nel punto Fy:
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Esercizio 136 Cualcolare la derivata della funzione f(z,y,z) = xy + yz + zx nel punto
Py (2,1,3) nella direzione che congiunge Py con il punto P (5,5,15).

Soluzione. Se Py (v1,y1,21), P2 (%2, Y2, 22), @ numeri direttori della retta orientata per
P, e P, nel verso in cui Py precede Py, sono:

l:$2—1'1:3
m=ys—y =4
n =2z —z =12

Quindi

v = 3i+4j + 12k,
essendo v parallelo e concorde alla retta orientata n. I coseni direttori sono le components
del versore di n:

1
n = - (3i+4j + 12k) (1.136)

1l gradiente di f
Vi=W+2)it+(@+2)j+y+a)k
La derivata nella direzione (1.156):

0
O (V) m= Bl + At ) 120y + )
L 162+ 15y +72)

T 13
af _ 68
on)p 13
Esercizio 137 Determinare gli eventuali punti stazionari di f (x,y) = %+ y® — 3ay.
Soluzione. Il gradiente di f e:

Vf:3(:v2—y)i—|—3(y2—x)j

1l versore di una qualunque retta orientata é

n = \+ uj

donde: 5

£:3(9€2—y))\+3(y2—x),u
Per definizione di punto stazionario:

of 2 > _
Vn, %—0 — (VA,MER,i’)(m —y))\+3(y —x)u—O)
22 —y=0
= { =0

Tale sistema ammette due soluzioni distinte:

(w0, 0) = (O»O)
(%0, %) = (1, 1)

Quindi la funzione assegnata ha due punti stazionari Py (0,0), P (1,1).
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1.12 Differenziali totali successivi. L’operatore diffe-
renziale d

Sia f € C%(A) essendo A un qualunque campo di R"™. 1l differenziale totale di f ¢:

df = i O (1.137)
k=1

df e noto anche come differenziale totale primo o del primo ordine.
Definizione 138 Dicesi differenziale totale del secondo ordine della funzione f:
d*f = d(df)
tale che

df | x1,x2,...,x,, dxy,d2s, ..., d2,
~ vV
costanti

In altri termini, il differenziale primo (1.137) risulta essere una funzione delle 2n varia-
bili:
(21, T2y oy Ty, dxy, dxg, ..., dxy,)
1l differenziale totale secondo viene determinato applicando [’operatore d e ritenendo
costanti i differenziali dxy,.

Dalla (1.137):

2, \—90(df)
df_;axk dug

n n @2
Pf = Zzaxh aka dzpdxy, (1.138)

I1 procedimento puo essere iterato; se f € C™ (A) & possibile determinare il differenziale
totale di ordine m:

dmf=3"%"..%" S Do (oo o, (1.139)

k1=1ko=1 kmn=1

Le equazioni (1.138)-(1.139) sono facilmente riprodotte utilizzando 1’algebra operatoriale.
Piu precisamente definiamo un operatore differenziale:

n

0=5 g (1.140)
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dove = sta per “rappresentato da”. L’operatore d operando su una funzione f:

df = Z Gy

che ¢ il differenziale totale primo di f. Diremo che df ¢ il risultato dell’applicazione dell’o-
peratore d sulla funzione f. Si osservi che d ¢ lineare

Vf,ge C (A), VA neR, d(Nf + pg) = Mf + pdg

L’operatore di differenziazione totale del secondo ordine si ottiene prendendo il quadrato

della (1.140):
2

.

Ad esempio, nel caso di una funzione di due variabili f (z,y):

Quindi:

9 0
d = g ot 5 dy

onde:

df = (aw+3@)f

0
of f
axd v ay

Passando al differenziale del second’ordine:

2
fﬁ(3m+3@)

0 Jy
82 0? 8
Quindi:
62f *f 2f
2
Bf = Sdr? +288dﬂ@+82

Nel caso generale, assegnata f € C™ (A):
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Ad esempio:

f(x,y) = 2* — 4oy + 59° (1.141)
Applicando l'operatore d definito dalla (1.140):

df =2(x —2y)dx — 22z — by) dy
Calcolando le derivate parziali seconde:
d*f = 2dx? — 8dxdy + 10dy>

Agli stessi risultati si perviene senza calcolare le derivate parziali, sfruttando la linearita
dell’operatore d. Infatti applicando tale operatore ad ambo i membri della (1.141):

df =d (:U2) — 4d (xy) + 5d (yz)

Tenendo conto del fatto che le regole di differenziazione non sono altro che le regole di
derivazione:

df = 2xdx — 4dydr — 4xdy + 10ydy
=2(z —4y)dr — 2 (2x — 5y) dy

Applichiamo ora l'operatore d a primo e secondo membro di quest’ultima equazione, osser-
vando che d non agisce su dx, dy:

A’ f = d[(2z — 4y) dx + (—4x + 10y) dy]
=d 2z — 4y) dz + d (—4z + 10y) dy
= (2dz — 4dy) dx + (—4dx + 10dy) dy
= 2dz? — 8dxdy + 10dy?

Kokok

Consideriamo la seguente applicazione utile per introdurre 'operatore nabla (eq. (1.130)),
simbolicamente definito da: 9 P 5

=—i+—j+=—k 1.142
v 8x1+8y']+82 ( )

Tale operatore lineare applicato ad una qualunque funzione parzialmente derivabile f (z,y, 2)
restituisce il campo vettoriale gradiente di f:

Vf=—"i+-"j+ =k (1.143)
T z

Il laplaciano e un operatore differenziale simbolicamente definito da:

0?9 0P

2 _ . —=
V=V V=gt g

(1.144)

Tale operatore applicato ad una qualunque funzione parzialmente derivabile due volte f (z,y, 2)
restituisce il campo scalare laplaciano di f:
I N A |

= 1.14
Ox? * 0y? + 0y? ( )

Vi f

97



CAPITOLO 1. FUNZIONI REALI DI N VARIABILI REALI

Le suddette definizioni sono valide in un qualunque spazio euclideo R™.
Cio premesso consideriamo 1’equazione della trasmissione del calore:

10f
Vif=—=— 1.146
/ a? ot’ ( )
essendo a una costante positiva. Verifichiamo che la seguente funzione
1 (@=20)’+@w=v0)*+(z—2)*
f (I, Y, =, t) = e o y‘m%(i - : (1147)

(2av/E)

¢ una soluzione. Qui xg, v, 20 definiscono le coordinate cartesiane di un punto assegnato
dello spazio fisico R?. Si osservi che la (1.147) ¢ una funzione di n = 4 variabili:

f:A—R
essendo:
A={(z,y,2,t) ER'| —0o < 2 < 400, —00 < y < 400, — 00 < z < 400, t # 0}

Tuttavia per interpretare fisicamente la (1.147) si considera t alla stregua di un parametro,
tracciando poi il grafico di f per assegnati valori di t.
Calcoliamo le derivate.

a_f_ T — To

0r 202 (2a/ml)

('CE, y? Z? t) Y

dove:
(@—20)%+(y—yp) 2+ (z—2()>

g(xvyvzat) =ec a7t

La derivata parziale seconda rispetto a x:

%f (v —mo)” —2a%

Ox? 4a* (Qa\/ 7rt)3t
Le derivate giy’;, 227 si ottengono permutando ciclicamente le z, y, z nella (1.148). Sommando:

(z — xo)Q +(y — yo)2 + (2 — Zo)2 - 6(12t€7(I*ZO)Q+(y*yo)2+(2*ZO)2

4a2t
dat (2av/70) " t

La derivata parziale rispetto al tempo e:

Vif =

Of  (z—20)+ (y—w0)’ + (2 — 20)° — 60*t _Gr0®+y®+G-z0)?
- = (&

4a2t

ot da? (2av/7t)" t

Y

da cui la (1.146). Osserviamo che assegnata la sfera ¥ di centro (z¢, yo, 20) € raggio R:
) (& —0)* + (y — 90)* + (2 — 20)* = R?,

risulta:
VPeX, f(Pt)=g(t),
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essendo
1 _ RZ?

g (t) = —— ¢ 442t
(2a\/ 7Tt)3
In altri termini, i valori assunti su una qualunque sfera centrata in Py (2, yo, 20) dalla solu-
zione (1.147), dipendono solo dal tempo t. Quindi la (1.147) rapprensenta la propagazione
di un’onda sferica. Consideriamo il caso speciale:

1 22102
f(xvyaovt) =———=€ 4:2% )

(2av/rE)

avendo posto l'origine del sistema di coordinate nel punto F,. Per un istante assegnato t;:

z2+y2

1
f2,y,0,t) = ———5¢ @ (1.149)
(2a\/7rt1)3

Il grafico della funzione (1.149) delle variabili x,y ¢ riportato in fig. 1.50 Le curve di livello
sono circonferenze concentriche nell’orgine:

7w2+y2
e 42t = const,

da cui:
oyt =C

Le curve di livello sono rappresentate in fig. 1.51

1.12.1 Esercizi

Esercizio 139 Sia f (u,v) una funzione continua nel campo B C R? assieme alle derivate
parziali del second’ordine. Si consideri la funzione composta:

Fz,y) = flu(z,y),v(zy)],
definita in A C R? con
u(r,y) =a* +y* v(z,y) =y

9’F  9*F  0°F 9°F
0x27 Oxdy’ Oydx’ 0Oy? -

Determinare le derivate

Soluzione.
OF _, 0f  0f
ox au 811
oOF af 3f
8y =2 You T v
0°F af 0
812 28—+2$—fu[ ( ) ’U(l',y)] +y%fv [u (x,y),v(x,y)]
of ofu  Ofu df, — 0f,
_28u e (2 ou +y8v) +y(2x8u +y81)
of 207 f o f o f 2 0% fy
= 2 T G T 2 a0 T Y e TV B

99



CAPITOLO 1. FUNZIONI REALI DI N VARIABILI REALI

_ 12+y2
3 € 4a2t
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Figura 1.51: Curve di livello dif (z,y,0,#) = me—z4éi
Per il teorema di Scwharz ¢ aajgv = %, quindai:
’F _Of 0*f & f 0*f
—— =2 +47? 4 22
0x? ou e ou? + Y oudv +y ov?
La derivata mista Fyy:
O°F = i ng + g
0xdy Oy ou Vo)
da cui: P2 o o o
— 4 = J 2 2 2 v
0x0y Y ou? * (x +y ) Oudv Y ov?
La derivata mista Fy,:
PE 0 (,00 01
oydx  Ox You ov )’
da cui: P2 o f 5 5
— 4 ~J 2 2 2 v
Oyox oz + (m Ty ) Oudv Ty Ov?
Quindi:
’F  O°F
0xdy  Oydx
La derivata seconda F,:
2
7 = 2o+ Wl () v )]+ g ffu o) v e,
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da cui: P2 of f 82f 82f
9 ) 2
a7 Zou W e T a0, T G2

Esercizio 140 Sia f (z,y, z) una funzione continua nel campo A C R? assieme alle derivate
parziali del second’ordine. Si consideri la funzione composta:

F(z,y) = flz,y,¢(x,y)],

definita in B C R? con ¢ (z,y) ivi continua assieme alle derivate parziali del second or-
dine.

Determinare le derivate

Soluzione.

9*’F  9*F
O0zx2’ Ox2

8_F 8f+8f8g0
ox Oor 0z Oz

La derivata seconda:

O el ) + Lol o )] e (03] (1150

= %fm [l’,y,QO (x,y)] + % {fz [x,y,go (:U,y)] P (x,y)}

Determiniamo separatamente i due termini a secondo membro.

B of, 0f,0
f+fso

aple By eyl = o=+ == (1.151)
Clioé: 5 a2f 2o
p
ol [y (@ y)] =55+ 520 (1.152)

1l secondo termine é:

% {fz [x7y790<x7y)] P (.CC,y)} = Pz (SC,y) %fz [x,y,w(x,y)] + fz [Sc,y,go(a;,y)] %

of, 0f.,0 0?
I%(Sc,y)(af + aJ; a¢)+fz[fcy<p(fc y)]a(p

Cioe:

o (1.153)

8 82 a 82 8 2 8 82
o Uy e (@) ee (2,)) = azﬁfm@i +a_z]26 < 90) +a_£a_;§

Sostituendo le (1.152)-(1.153) nella (1.150) e tenendo conto del teorema di Scwharz secondo
o2f _ 9°f

cur 0z0x ~  Oxz0z° ]

2 2 2 2 ? %
PF_Pf 0 0p 8f<890> L Py (1.154)

0x2  Ox? 920z 0x 022 \ Oz 0z 0z
Passiamo alla derivata parziale seconda rispetto a y. La derivata prima é:
OF _0f 010y
oy Oy 0z 0y
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Quindi:

%7]; = a% Uyl y, 0 (my)] + fo 2y, 0 (v, 9)] oy (7,9) } (1.155)

= %fy [z, y, ¢ (z,y)] + 8% Uyl y, o (@, 9)] @y (2, 9) }

Determiniamo separatamente i due termini a secondo membro.

0 0 of, 0
s b e )] = G+ (1.156)

Cloe: 5 5 21 0
_ 77/ s
ayfy [z,y,¢ (z,y)] = 7 T 395 3y (1.157)
1l secondo termine é:
0 _ 9 aSOy
a_y {fz [I’,y7 50 (ZL‘,y)] SOy ((L’,y)} - SOZ/ (Iay) ayfz [xanyO (I’,y)] + fZ [x7y790 (l’,y)] 5y
B of.  0f.0p 0
— (o) (2 + 552 4 Lo ] 5
Cioe:
O°f dp  OPf (0N Of P
{fz [z,y.0 (@, 9)] ¢y (z,9)} = 9200y T 92 (a_y) e (1.158)

Sostituendo le (1.157)-(1.158) nella (1.155) e tenendo conto del teorema di Scwharz secondo

Pf _ 9P .
0z0y ~ Oydz®

cul

2 2 2 2 20
PR _ O 0T 9o O (00N 0% (1.159)
oy? 0y Oydz dy 922 (9y 0z 0y?

Esercizio 141 Verificare che la funzione:
f(x,t) = Asin (At + ¢) sin (\z)

¢ una soluzione dell’equazione differenziale di d’Alembert:

R
or2 2otz
Soluzione.
O’ f 9
Fehe A f (z,1)
92
=X (1),
onde:
0*f 10%f

o — = N2 f (x,t) + N2 f (2,t) =0
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Esercizio 142 (n. 1912). Mostrare che per ogni ¢,v : R — R derivabili due volte, la
funzione

f@,y) = o lay) + Vaye (2)

(1.160)
soddisfa ’equazione differenziale alle deriwate parziali
0 f 82f
2_ J—
e 89 =0 (1.161)
Soluzione.
Poniamo:
per cui la (1.160) é la funzione composta:
fry) =olulz,y)] +Vryy v (z,y)] (1.163)
Quindi:
af , u 0 ,, . Ov
9. =% (U)a—x+¢(v>%\/@+\/$_y¢ () 5, (1.164)
Calcoliamo:

_ _1Jy
83:\/I__2\/@ Y7oV
ou_ v __ ¥
ox Y ox x?

Sostituendo nella (1.164), otteniamo:

Ty sy L@ (1) v (1.165)

Verifichiamo la (1.165) per

; (1.166)
cosicche:
/ 1

¢ (u) =Inu= { 2//((7;)) u_u_12

Y (v) =sinv = { z, Ezg z C—Oziqrjnj
Inoltre:

f(z,y) = In (zy) + /Ty sin (%) (1.167)

Dalla (1.165):

1 3
g—l——\/gsinv—\/(g) cosv (1.168)
r u 2\ x
1 1
r 2
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Derivando la (1.168):

5 = o oy (5 +va () s (2)

Cioé la (1.168). Determiniamo la derivata seconda rispetto a x. Applicando a primo e

secondo membro della (1.165) operatore a% e tenendo conto del teorema di derivazione

delle funzioni composte:

9% f

@:yd)()@ S0 0) 2L+ \N )2 (1169
o0 () F 0%

Clalcoliamo 1 termini a secondo membro:

e

\[w \ﬁb ) = 51/ 5%v )
D3 Y

[ - BB

che sostituiti nella (1.169):

0? 1 1 [y? °
e O R LR s (1170)

Verifichiamo tale risultato nel caso (1.166). Utilizzando la (1.170):

9% f v o1 [y 1 |y v
Fr Rl i ;smv—l—i 5 COSU =/ 5 sinv (1.171)
:_i—l ﬁsin<y>+1 icos(g)—wy—kssin(y>
2 4\ x3 x 2\ 2 x x’ x
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Derivando rispetto a x la (1.168):

- [ O] [ ()]
L B L () ()

—§\/y—gcos<y>+ y—5$in<y>

2V 2 x x’ x

:—i—l icos<y>—lﬂy—?)cos(g>+§\/y—3005<y>—\/yjsin(g)
x2 4\ 23 x 2V 2 x 2V 2 x x’ x

Cioeé la (1.171). Passiamo alla derivata rispetto a y.

af ,, Ou 0 ,, L Ov
o =¢ (U)a—y+¢(v)a—y\/@+\/$_y¢ (v) 3y (1.172)
Calcoliamo le derivate:
0 1 1 /z
oV " aga T2y
ou ov 1
- — x’ - =
Jy oy =«
\/x_@ _ /Y
y@y Vo
Quindi:
of / 1 [z Yo,
of _ 1z y 1.1
RS NIRRT (1173

Verifichiamo tale risultato nel caso (1.166). Utilizzando la (1.173):

of 1 1 /x . )
— =x-—+—,/—slnv -+ 4/=cosv
oy u 2\y z
1 1
= —+_\/§Sin (g) +\/§COS <g>
y o 2Vy Az oo

Derivando rispetto a y la (1.167):

g—‘g = i—i—%\/gsin (%) +\/gcos <%> (1.174)
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0

Cioe ’espressione precedente. Determiniamo la derivata seconda applicando [’operatore e

a primo e secondo membro della (1.173):

% = x¢” (u) g—;‘ + %w (v) a%\/%+ %\/gw (v) g—: (1.175)
Calcoliamo i singoli termini:
2 _:_-\f \/gz—% S0 (0)
%f f o
(fy — v >§y\/§=ﬁw'<v>

" " - E "
o= \f VW = L )

Sostituendo nella (1.175):
an /! ]' 1 / 1
A ORI CR OVt 0 (1.176)

Al solito, verifichiamo tale risultato nel caso (1.166). Utilizzando la (1.176):

S () s (D) - (Y)

=3 [y O] <35 [ 2o ()]
e () e )]
e (4) - (),
cioe la (1.177). A questo punto, determiniamo w24 — yzg L, utilizzando le (1.170)-(1.176):
oo d S =t - 3ot e o)+ gy L )+
+x\/?7w<> 2*y*¢" (u) + y\fw
—y2—z/f \fw” =0
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Esercizio 143 (n. 1911). Mostrare che per ogni ¢,v : R — R derivabili due volte, la
funzione

Y Y
f@uy)=:x¢(—)+~¢(—) (1.178)
x x
¢ wuna soluzione dell’equazione differenziale alle derivate parziali:
0 f 0 f 0 f
P 42 P = 1.1
x (%24— Iy6x8y+y Oy 0 (1.179)
Soluzione. Poniamo: Y
u (1’, y) - E?
per cui.
f(zy) =2 [u(z,y)] + ¢ [u(z,y)] (1.180)
Pertanto, la derivata parziale rispetto a x é:
af ,, L Ou ,, L o0u
5y = @)+ (u) o+ 9 (u) o
Tenendo conto che g—z = —4, l'espressione precedente diventa:
of Y Yy
9 _ _J _ L 1.181
o o —Yor )~ L (w) (1.181)

‘ . ) o .
Appicando a primo e secondo membro ['operatore 7

O g2 vy - 2

Y
or Ox lx 4 (u)} (1.182)

12

Le derivate a secondo membro si calcolano facilmente:

o1y , Yo N Y Y Y
— |5 )] = Lo uay)] = ¢ (w) 55 = =556 () = 55/ (u)
O 1Y o] = Y9 rn 9 (Y
— |5 ()] = G e y) + ' ()5 ()
L () 2% )
x? x3 ’
che sostituite nella (1.182):
Pf Y v Y o
I (u) + v (u) + 25¢ (u) (1.183)
Determiniamo la deriwata paraziale rispetto a y:
of 9o o, Ou ,, \Ou
Ma g—Z = %, per cui:
aorf _ L
= )+ (W) (1.184)
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La derwata parziale seconda:

Cioe:
= 0" () + g0 () (1.185)

La derivata mista:

f o f o [of\ _ 0 [, 1,
axay_é?yé?:zc_g(a_y)__{qz5 () +2¥ (u)}

0 0 |1
— WG+ 5 9 W)
1 1 @

=~ () = ¥ (W) + 20" (W)

Cioé:
0% f Yy 1 Y

e LA O

V" (u) (1.186)

Risulta: 5 f o o
201 5 207 _
oy + $y8$0y tY oy? 0

Esercizio 144 (n. 1913). Mostrare che per ogni ¢ : R — R derivabile, la funzione

fle,y) =gle+o(y)] (1.187)

soddisfa ’equazione differenziale alle derivate parziali:

of 0*f  of 0*f
ZJ e 1.1
Ox 0x0y Oy Ox? 0 (1.188)

Soluzione. Per il calcolo delle derivate parziali poniamo:
u(r,y)=x+¢(y), (1.189)

per cui la (1.187) é la funzione composta:

flay)=glu(z,y)]
Le derivate parzialt del primo ordine sono:

A L
or 7 ox’ 8y_g oy

Dalla (1.189):

ou ou ,
%—17 a—y—¢(y)
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Quindi: 5
L yw. L -vwgw

La derivata paziale seconda rispetto a x:

0? 0 0
= ] =g () 5 =" W)

da?
La derwata mista:
0% f o (0f 0 , y o, s ou
D0y = 8_3/ (@) = a—yg [u(z,y)] = 9" (v) 8_y
Choé: o /
S =900 (@

Sostituendo le espressioni trovate in %% — g—;% st ottiene la (1.188).

Esercizio 145 (n. 1914). Trovare la pit generale funzione f (x,y) soluzione dell’equazione
differenziale del second’ordine alle derivate parziali:

2
8]”:0
0xdy

Soluzione.

*f of
oxdy V= or

o (a) = f(a.9) = [ (@) do = 0(0) + C,

essendo C' una costante di integrazione che in generale dipendera da y, donde C = 1 (y).
Quindi:

flzy)=o()+v(y)

Esercizio 146 (n. 1915). Trovare la pit generale funzione f (x,y) soluzione dell’equazione
differenziale del second’ordine alle derivate parziali:

82f_
FrEia
Soluzione.
0? 0 :
0= 2t =) = ) = o) [dr=cols) +C.

essendo C' una costante di integrazione che in generale dipendera da y, donde C' = 1 (y).
Quindi:
flay) =26 (y) + ¢ (y)

Esercizio 147 (n. 1906). Mostrare che la funzione
_ )
f (z,y) = arctan =
x

soddisfa 'equazione di Laplace (in 2 dim.) V*f = 0.
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Soluzione. L’equazione di Laplace in 2 dim si scrive:

02f  O°f

702 T =0 (1.190)

Calcoliamo, quindi, le derivate parziali di f.

or @
0*f 2y
02~ (a2 + )’

af 1 1 x

5 =rre (s) =iy

0 f x 2xy 0 f

= — -2 = — et ,
o @+’ | (@2typ) o

(9_f_1(y> y

T2 T ety

da cui la (1.190).
Esercizio 148 Determinare il differenziale totale del terzo ordine della funzione:
f(x,y) = e’ cosy
Soluzione. Il differenziale totale del primo ordine é:
df = e cosydx — e* sinydy

Quindi:
d’f = d(e* cosy)dr — d(e*siny) dy

Risulta:

d (e® cosy) = e” cos ydx — e” sinydy
d(e”siny) = e sinydx — e* cos ydy

Sostituendo nella precedente:
d*f = €® cosydx® — 2e* sin ydady — e® cos ydy?
1l differenziale totale del terzo ordine:

d*f = d(e* cosy) dz® — 2d (e” siny) dedy — d (e cos y) dy?
=e" (cos yda® — 3sin yda*dy — cos ydady? + sin ydy?’)

1.13 Formula di Taylor

Senza perdita di generalita riferiamoci ad una funzione di due variabili f (x,y) tale che f €
C™1 (A) essendo A un campo di R?. Preso Py (zo,y0) € A, sia P (zo + Az,yo+ Ay) € A
tale che PyP C A. Un qualunque punto ) € PyP ha coordinate (z¢ + tAx, yo + tAy) con
t € [0, 1]. Resta poi definita la funzione composta:

F(t)=flu(t),v(t)], pertel01], (1.191)
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essendo u () = zg + tAz, v (t) = yo + tAy.
Per la formula di Mac Laurin:

F) = iFUZ'(O) + R, (1.192)
k=0 '

Nella (1.192) R,, ¢ il resto, la cui espressione e:

F(m-‘rl) (0)
m= Ny 0,1 1.193
R T 1) con § € (0,1) ( )

Ora esplicitiamo attraverso la (1.191) i vari termini che compaiono nella (1.192):

F (1) = f (zo + Az, yo + Ay) (1.194)
F(0) = f (0, 90) (1.195)

Per i termini di ordine superiore applichiamo il teorema sulla derivazione delle funzioni
composte:

;o Ofdu Of dv
r (t)iﬁudt +8vdt
_of of
n 8qu + (%Ay
Osserviamo che:
0
8_{L = fu (2o + Az, yo + Ay)
aof
o fy (o + Az, yo + Ay)

Quindi:

F'(t) = fo (xo + tAz, yo + tAY) Az + f, (zo + tAz, yo + tAy) Ay

e nel punto ¢t = 0:

F'(0) = fa (20, 40) Az + fo (w0, y0) Ay = df (z0,40)

La derivata seconda:

0
ou
= fox (20 + tAT, Yo + tAY) Az +
+ 2fuy (0 + tAT, Yo + tAY) AzAy + f,, (10 + tAZ, Yo + tAY) Ay®

F"(t) = [fu (u,v)] Az + (% [fu (u,v)] AzAy + % [fo (u,v)] AyAz + g [f, (u,v)] Ay?

ov

Nel punto t = 0:

F" (0) = fox (36’0, yo) Az® + 2fzy (3703/0) AxAy + fyy (3507 yo) AZ/2 = d2f (3707 ?Jo)
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Iterando il procedimento:

Fm (0) = d™f (zo,y0)

Per il resto:

dm+1f
Bp= | —2 con 0 € (0,1)
(m + 1)' r=x0+0Ax
y=yo+0Ay
Quindi:
~d" f (0, 10) dmlf
A Ay) = ’ 1.1
f (xO + Z, Yo + y) Z k' (m + 1>‘ w=0L0AT ( 96)
k=0 y=yo+0Ay

La (1.196) ¢ la formula di Taylor per le funzioni di due variabili, immediatamente
generalizzabile alle funzioni di n variabili. Ricordando I’espressione simbolica del differenziale
di ordine k e ponendo = = g + Az, y = yo + Ay, la formula di Taylor si scrive:

| ) o1k
f(x,y) = f (z0,50) + ;E [(w ~20) 5+ (y — o) %} F(zo.0) + (1.197)
—1 0 o] HA OA
+(m+1)! [(x—%)%ﬂ%y—yo)%} f(9€0+ T, Yo + y)

Si noti che il primo e secondo termine del secondo membro della (1.197) compongono
un polinomio di grado m. Pertanto tale polinomio approssima la funzione f (z,y) a meno
dell’errore misurato dal resto R,,.

Ponendo nella (1.196) o nella (1.197) (x,y0) = (0,0) si ottiene la formula di Mac
Laurin per le funzioni di due variabili.

Esempio 149 Assegnata la funzione:
f(z,y) =2’ = 2¢° + 3uy,
determiniamo attraverso la formula di Taylor l'incremento A f quando si passa dal punto

Py (1,2) al punto P (1 + Ax,2+ Ay).
Scriviamo:

Calcoliamo le derivate parziali:
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fo(r,y) =322 +3y [ (1,2) =9

fy (2, y) = —6y +3z fy(1,2) =-21
Jey (z,y) = fay (1,2) =3
fyy (x,y) = _123/ fuy (1,2) = =24
fa:a:y (%y) =0 fxa:y (1a2) =0
fayy (,9) =0 fayy (1,2) =0
Syyy (z,y) = —12 fyy (1,2) = =12

Si osservi che Ym > 3 le derivate parziali di ordine m sono nulle, per cui:

) 2 01"
Af = Zk'{ ) x+(y yo)@:c f (@0, w0),
essendo Ry = 0. Esplicitando si ottiene:
Af = 9Az — 21Ay + 3Ax* + 3AzAy — 12Ay* + Ax® — 2Ay°

Osserviamo che essendo Ry, tale espressione di Af ¢é esatta. Cio perché f(x,y) é un
polinomio, per cui la formula di Taylor riproduce l’espressione esatta.

Esercizio 150 Sviluppare la funzione

[z, y) = e"siny
secondo la formula di MacLaurin fino ai termini del terzo ordine.

Solution 151
3 ) o k
P =100+ 35 (a5 +uy) £0.0)+ R

Calcolo delle derivate:
fx(xay)zexSiny fx (070
fy (x,y) = e*cosy £y (0,0
foz (2,y) = €*siny Jzz (0,0) =0
faoy (x,y) = €*cosy Jey (0,0) =1
fyy (x,y) = —€"siny [, (0,0) =0

foze (x,y) = €"siny foee (0,0) =0
fxzy (a:,y) =e CosYy f:(:a:y (070) =1
Jayy (2,y) = —€"siny  fu,,(0,0) =0
fyyy( Y) = —€“cosy  fyyy (0,0) = —1
Quindi:

1 1
flz,y) = y+ay+ 5’y — <y’ + Ry
Esercizio 152 Suviluppare la funzione

f(z,y) = coszcosy

secondo la formula di MacLaurin fino ai termini del quarto ordine.
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Solution 153

— (' = 62°y* + y*) + Ry
Esercizio 154 Scrivere [’espressione approssimata fino ai termini del secondo ordine in o

e B per l’espressione:
¢ 1+«
arctan ,
1-p

per valori di o, 3 tali che |a|,|B] < 1.

Solution 155 Poniamo:

1+a
f («a, B) = arctan (1 —5>

Lo sviluppo di MacLaurin fino al termine del secondo ordine é:
f(a,B) = f(0,0) + [afa (0,0) + B (f5(0,0))] +
+ % [0 faa (0,0) + 208 fap (0,0) + B2 f55 (0,0)] + Ry

Quindi se trascuriamo 1 termini di ordine superiore al secondo:

f (e, B) = f(0,0) + [afa (0,0) + 8 (f5(0,0))] +
+ % [0 faa (0,0) + 208 fap (0,0) + 2 f55 (0,0)]
Calcolo delle dem'vlate:
fa(aaﬁ):m fa(070 =
0

fo(e.B) = sz fo(0
faa (a:/B) = %&j—;;” foza(
(
(

_ —a?+8%-2a-28
oo 00~ oy oo
Qfﬁ-ﬂ iiaﬂ ) = e par 1
uwmae.;

1
vlal, 18] € (0,1), arctan( *“) ~

In altri termini, in un intorno “sufficientemente piccolo” del punto (0,0) la funzione
f (e, B) & approssimata dal polinomio di secondo grado % + 5 (a+ 3) — 1 (& + (2).

Esercizio 156 Stessa questione dell’esercizio precedente per ’espressione:

\/(1+a)m+ 1+ 8)"
2
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Solution 157 Poniamo:

Per [af ,[f] <1

3f> < )
«, ~ 0,0 «
fla,B) = f(0,0) + (8a 0.0) o op (0,0>jL

o0 f 0 f 0 f
o (5) o T2 (500) o0+ (55)
Oa? 0,0) 0adp (0,0) a6 0,0)
Calcoliamo le derivate:

o _mQroyt oy
(0,0)

+

1
2

804 ; 4f (Oé,ﬁ) 804 4
of _n(1+p)"™ (g) o
8 4f(a,f) — \ a3 0o 4
La derivata seconda:

Pf mo |(1+a)"

9a® 4 0a | flab)
_mam -1 (1 +a)"* 2 (a,8) —m(1+ )"
- Z 4f3 (a,ﬁ)
_m o dm—1)f2(a,8) —m (1l +a)™
_1—6<1+Oé) f3(a7ﬁ)

0% f ) m
R Gy
(8&2 0,0) 1

La derwata seconda rispetto a 3:

Pf _ndn—1)(1+8)"?f (0, 8) —n(l+a)""

(=}

0B 4 43 (a, B)
n m—24(n—1)f(a,) =n(1+a)"
_1—6(1+CY) f3(05,ﬁ>
8_f> N
(862 0p 16"
La derivata mista:
?f 9 |m(1 +a)"!
dadB 93| Af(a,p)
()" A+
- 163 (o, B)

Py __mn
9008 ) 40 16
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Quindi
lal 6] € (0,1) o L QDT
gl—l—i(majLnﬁ)—i—%[an(Bm—éI)—2a6mn+52n(3n—4)]

Esercizio 158 Suviluppare la funzione

f(z,y)=y"

in un intorno del punto (1,1) secondo la formula di Taylor fino ai termini del secondo
ordine.

Solution 159

(x—1)° (%)(M)m(m—l) (y—1) <£gy)( 7)+(y—1)2 (%) |

Calcoliamo le derivate:

9f =y'lny = 9f =0
Ox Oz ) 11y

of _ vy = <8—f) =1
dy Jy (1)

2f of o
PR M (0_)() =0

?f _of [y (an> .,
(11)

1
2

0xdy Oy y+ Yy — 0xdy

0*f ) (82f )
dy? w(@ )y dy? (1,1)

Quindi per (x,y) appartenente ad un intorno di (1,1) e a meno di termini superiori al
secondo:

y~zy—x+1
Esercizio 160 Sviluppare secondo la formula di Taylor la funzione:
f(z,y) = sin (zy)

i un intorno di By (1, g) fino ai termini del secondo ordine.
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Solution 161 Le derivate sono:

_f = (2~

Y oo () -

ot (), -5

Ofgy = cos (ay) — wysin(zy) = (0(126{3/)130 - _g

Quindi:

e 21 - =1 - 5) -5 (v~ 5)’

1.14 Funzioni omogenee: teorema di Eulero

Senza perdita di generalita riferiamoci ad una funzione di due variabili f (x,y) definita nel
campo A di R% Sia Py (zo,y0) € A con (x9,%) # (0,0); 'equazione della retta r passante
per l'orgine delle coordinate e per il punto Fj ¢

y=Ly, (1.198)

Lo
che puo essere messa in forma parametrica:
r) {z(A) =z, y(A\) = Ao}, AER

Al valore del parametro \y = 1 corrisponde il punto F,. Inoltre:

46 >0 | VA e L;()\()) = ()\0—5,>\0+5), ()\$0,>\y0) cA—
— {()\xo, )\yo) | )\ - ]5 ()\0)} C A
In altri termini, comunque prendiamo un punto Fy € A distinto dall’origine, esiste un
intorno di A\g = 1 tale che la funzione risulta definita per tutti i valori (Azg, A\yp) con A nel
suddetto intorno.

In virtu dell’arbitrarieta del punto Py, da qui in avanti ci riferiamo ad un punto P (z,y) €
A, con (z,y) # (0,0).

Definizione 162 [ ¢ omogenea di grado o) <
> (VP (z,y) € A, VA € (0,+00), f(Az,Ay) = A*f (z,y)

| 223 + 3
_ 3
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Abbiamo:
fFx, y) = A" f (x,y),

donde [ (x,y) é omogenea di grado o = —é.

g (x,y) = sinh <2;y)

g Az, \y) =g (x,y)
- /\Og (I, y) 5

Esempio 164

Abbiamo:

donde g (x,y) € omogenea di grado o = 0.
Teorema 165
f e Ct(A) ¢ omognea di grado a) = (fs, fy omogenee di grado o — 1

Dimostrazione. Per ipotesi:
f Az, Ay) = A f (2,y)

Derivando ambo i membri (servendosi della regola di derivazione delle funzioni composte):
fe Az, M) A = N f (2, y)
donde I’asserto. m
Teorema 166
f€C(A) & omognea di grado o) <= (¥ (z,y) € A, zf, (z,y) +yf, (z,y) = af (z,y)

Dimostrazione. Omessa. =

1.15 Forme quadratiche

Definizione 167 Dicesi polinomio omogeneo di secondo grado in R", ogni funzione

[z, 20, 0y xy) = ZZahkxhxk, con ap, € R (1.199)

h=1 k=1

Si verifica immediatamente che i polinomi omogenei di secondo grado sono funzioni
omogene di grado oo = 2.

Definizione 168 Una forma quadratica e un polinomio omogeneo di secondo grado.

Proposizione 169
Vh,k € {1, 2, ,n} , Qpk = Qg
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Dimostrazione. Nel secondo membro della (1.199) gli indici h, k£ sono muti, quindi possiamo
permutarli ottenendo 'identita:

Zzahkxhxk = ZZakhxkxh (1200)

h=1 k=1 k=1 h=1

Invertendo l'ordine delle sommatorie a secondo membro (operazione lecita, in quanto la
somma € estesa ad un numero finito di termini):

ZZahkxhxk = ZZakhxkxh, (1201)

h=1 k=1 h=1 k=1

da cui:

3
3

Vxh, T € R, (ahk - akh) rprp =0 = Vh, ke {1, 2, n} , Apr — agp, =0
h=1 k=1

donde l'asserto. m

La forma quadratica (1.199)
¢ definita positiva
essendo O (0,0, ...,0) lorigine delle coordinate.

Definizione 170

N———

— (VP eR"— {0}, f(P)>0

La forma quadratica (1.199)

Definizione 171 ¢ definita negativa

— (VP eR"—{0O}, f(P)<0

La forma quadratica (1.199)

Definizione 172 ¢ semidefinita positiva

e (YPeR"—{O}, f(P)>0

La forma quadratica (1.199)

Definizione 1 defini '
efinizione 173 ¢ semidefinita negativa

<— (VP eR"—{0O}, f(P)<0

N— —

La forma quadratica (1.199)

Definizione 174 ¢ indefinita

):}(VPGR”,]’(P)EO

Esempio 175 Consideriamo le sequenti forme quadratiche in R?:

f(x1,29) = 22 + 235 definita positiva

g(z1,70) = 23 — 22129 + 25 = (27 — x2)2 semidefinita positiva
x

1
2 indefinita

Cio premesso, riferiamoci alle forme quadratiche in R?:

/ (xla C52) = Z Z anpXnTr07

h=1 k=1
_ 2 9 2
= 01177 —+ 20120129 + 22T,

giacche a9 = ag;. Ridifenendo le variabili in x,y e i coefficienti in a, b, c:
f(z,y) = az® + 2bzy + cy? (1.202)
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Poniamo:

def

A= = ac — b

b

Il numero reale A si chiama discriminante della forma quadratica (1.202).

Teorema 176

a>0= f ¢ def pos.
a< 0= f ¢def neg.
a>0
[c > 0]
a<0
[c < 0]

f(z,y) é definita positiva <= A >0 = a # 0, {

= [ ¢ semidef. pos.
f(x,y) é semidefinita <= A =0 = (a,c) # 0,
= [ e semidef. neg.
f(z,y) éindefinita <= A <0

Dimostrazione. Omessa. ®
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