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La funzione di Hardy—Ramanujan

Marcello Colozzo




Definizione 1 Assegnata la funzione f € C*° (R), la funzione reale di una variabile reale:

HY (z) = af" (x) — f ()" (1)

n pntd )

si dice funzione di Hardy-Ramanugjan di ordine n. Nella (1) il simbolo ™ denota la compo-
sizione n-esima di f :
fr=fofo.of
—

Nel caso speciale f (x) = sinz, la (1) restituisce funzione trigonometrica di Hardy-Ramanujan
di ordine n.

La funzione H} (x) ¢ definita in X = R — {0}, e siamo particolaramente interessati alla funzione
trigonometrica che denotiamo semplicemente con H,, (x):

n
A

H, (2) = xsin (sin (... sin (x))) — sin" x 2)

ZE"+4

Il comportamento di H,, (z) in un intorno del punto di accumulazione x = 0 ¢ dato da:

A\p = lim H, () (3)

z—0

1

Per quanto visto in questa dispensa, si ha Ay = 75. Per n =1 il limite ¢ immediato:

. . xsinx —sinx
A = lim H, (x) =lim —mMM
x—0 z—0 aj'5

. r—1 sinz
= lim . = —0
z—0 0 T

Per n > 2 il calcolo del limite e piu laborioso, per cui utilizziamo il software Mathematica il quale
definisce le funzioni ricorsive con il comando Nest [f,x,n], ottenendo:

+o00, sex — 0t
—o0, sex — 07

)\2n+1>2 = { ) )\Qn = 400, Vn € {2, 3, } (4)

In fig. 1 e plottata la funzione per n = 2, mentre in fig. 2 ¢ riportato il grafico della funzione per
diversi valori di n > 2.

Possiamo generalizzare ulteriormente la funzione trigonometrica di Hardy, contemplando una
ricorsivita locale. Precisamente, omettendo 'apice f:

Huw () = T L g

dove

n: X —N
n:x—n(r)

In particolare:
limn () = 400

x—0


http://www.extrabyte.info/esempio13_limite_trigonometrica.pdf

Figura 1: Grafico della funzione trigonometrica di Hardy-Ramanujan di ordine 2.
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Figura 2: Grafico della funzione trigonometrica di Hardy di ordine n = 3,4, 5.



Dal momento che n (z) € N, siamo tentati a porre n (z) = [1], dove il simbolo [.] denota la parte
intera di . Per essere piu precisi, assumiamo dapprima H, (x) come funzione reale delle due variabili
reali z,n. In altri termini, consideriamo n non un parametro, ma una variabile indipendente, cosicche:

zf" (x) = f (2)"

H (x7 n) = xn+4 ?

definita in (R — {0}) x (N — {0}), dopodiché assumiamo n = n (z), per cui Hy) (x) = H [z,n (x)].

L’ultimo passo consiste nell’assumere n (x) = [ﬂ

1 1

1 (| 2]} = 2L TR ) ing Q
€T 37[5]—"_4

Tuttavia, questa funzione non produce un andamento interessante. Un grafico pit drammatico si

ottiene quando il numero di ricorsioni aumenta esponenzialmente per x — 0:

onde:

() = f(x)
2]

+4

x
In fig. riportiamo il grafico della funzione (7), da cui sembra
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Figura 3: Grafico di H <m, [e[ﬂb.



