1 VALORE MEDIO E VALORE EFFICACE

Grandezze periodiche

Marcello Colozzo

1 Valore medio e valore efficace

Sia y (t) una grandezza periodica di periodo T":
y(t+kT)=y(t), YkeZ

Definizione 1 Il valor medio di y(t) é

Il valore efficace diy(t) é
Yerf = 1 / (t)*dt
eff T Yy

Esercizio 2 Calcolare il valor medio e il valore efficace della grandezza:
y(H)=25t, 0<t<2, (1)
pertodica di periodo T = 2.

Soluzione.
In fig. 1 & tracciato 'andamento di y (¢), da cui vediamo che si tratta di una forma d’onda a
“dente di sega”.
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Il valore medio é:

1 25 91t=2
Ym:§/25tdt:7t .
0
25
=—(4-0
~ (4—0)
=50
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11 valore efficace:

Esercizio 3 Determinare il valor medio e il valore efficace della sequente grandezza periodica:
y(t) =10e 2 0<t<5-10% (2)
di periodo T =5 -1072.

Soluzione
In fig. 2 ¢ tracciato 'andamento di y (¢). Il valor medio eé:

5-10—2

102
Ym = ? / 106_200tdt

0
5.10—2

5

0
3 —2
10 ].0 —200¢ t=5.10"2

52 1=0
=1—-e0~1

5x1072

Figura 2: Andamento della funzione (2).
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11 valore efficace:
107 5-1072
2 2 400t
0

— 1_04 . (_1) 7400t‘t=5'10_2
5 400 t=0

_ _1_02 <674-102510*2 _ 1)
20
=5(1—e)~5

Cioe
Yorp =5
Esercizio 4 Determinare il valor medio e il valore efficace della sequente grandezza periodica:

103t +5, —1072<t<0
(t) = { —10%+5, 0<t<102 3)

di periodo T = 2 -1072.

Soluzione.
In fig. 3 ¢ tracciato 'andamento di y (¢). Il valor medio ¢ manifestamente nullo. I quadrato del

y

—

-T1 - T

-5

Figura 3: Andamento della funzione (3).

valore efficace si scrive:
T/2

1
Vi= g [ vt @
~T/2
Procedendo per decomposizione nel calcolo dell’integrale a secondo membro:

0 10—2
102
Y= / (103t+5)2dt+/(—1O3t+5)2dt (5)
—10-2 0
102
:7(11+12),
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dove
0 10~2
L= / (10° + 5)* dt, 5_(/(—m%+5fﬁ
~10-2 0

Calcoliamo I;:

0
I = /iuWﬂ+1Mﬁ+%yﬁ

i
0 0 0
= 10° /‘ﬂdt+1m /)uh+25t/ dt
—10—2 —10—2 —10—2
:%@%40ﬂ+%@44ﬁﬂ+WMmﬂ
_1 1.1 1
3721 12

Calcoliamo I :

Q:L/(m%”—m%+2®dt

10~ 10~ 102
= /tdt /tdt+25/dt
0
1 1 1
"3 3271
Cioe
h=l——
12
Sostituendo nella (5):
Yeps = %

Esercizio 5 Determinare il valor medio e il valore efficace della sequente grandezza periodica di
periodo T = 2=
Asinwt, se0<t< z
y(t)_{(), se T <t <2 (6)

Soluzione
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Innanzitutto grafichiamo la funzione y (¢) (fig. 4). Il valor medio e:

1T
Y, = —
o T/y(t)dt

0
A T /w
= _w/ sin wtdt
2T
0

T /w

= — [ sinwtd (wt)
2T
0

A t|t:g
= —— coswt|,_
21 =0

= (-1-1)

Cioe )
Y, = —
T

N
N
w
N
IN
N

b
w

S
€

Figura 4: Andamento della funzione (6).

Il quadrato del valore efficace:
/w

A2
Y sin? widt

2
0

2
Yerp =

Dalle formule di duplicazione degli archi:
cos 2wt = 1 — 2sin’ wt,

onde
T/w

A%w
Vi = e (1 — cos2wt)dt

0
Eseguendo il cambio di variabile x = 2wt:

d
dt =22 0<z<on
2w
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Quindi:
, /2 2
Yfffzgl—ﬁ /da:—/cosxdx
0 0
= 184—; o — sina|*_"
=0
A2
T4
Finalmente: A
Yer=75

Per maggiore chiarezza, in fig. 5 riplottiamo la grandezza y (¢) riportando il valor medio e il valore
efficace.

Yt - f ———— —
Yobf—----

2n 3r Ar

S

w w w

Figura 5: Andamento della funzione (6). Le rette tratteggiate rappresentano rispettivamente il valor
medio Y, = é e il valore efficace Y, ¢y = é.

Esercizio 6 Stesso esercizio per la funzione:
y (t) = Alsinwt| (7)

Soluzione.
La (7) ¢ periodica di periodo T'= T ed ¢ plottata in fig. 6. Il valor medio ¢

T/w

A
Y., = _w/ sin wtdt
T
0

T/w

= é/ sinwtd (wt)

™
0

A t=m
= —— coswt|,_,
7r

Cioe
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eI

Figura 6: Andamento della funzione (7). Le rette tralteggiate rappresentano rispettivamente il valor

medio Y,, = % e il valore efficace Y, ¢r = \%.

Il quadrato del valore efficace:

2 w/w
Yveff = —w sin2 wtdt
m
0
T/w
A2
Sl (1 — cos2wt) dt
2

0
Ponendo x = 2wt (come nell’esercizio precedente):

2m
A? A?
= (1—c0sx)dx:7

0

2
Yirr =

Quindi
A
Yerr=—%

V2

Esercizio 7 Determinare il valor medio e il valore efficace del sequente segnale ad “onda quadra”:

10, 0<t<107?
y(t)_{ 0, 102<t<3-10°? (®)
Soluzione
Il periodo del segnale & T'= 3 - 1072, In fig. 7 ne riportiamo ’andamento. Il valor medio sembr-
erebbe essere pari a 5. Ma questo ¢ un risultato errato, in quanto la media va eseguita sull’intervallo
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[0,3-1072] e non su [0, 1072]. Calcoliamola con il solito integrale:

11 valore efficace:

da cui

10t

T 1 » | L | t
1072 2x1072 3x1072 4x1072 5x1072 6x1072

Figura 7: Andamento della funzione (8).

Esercizio 8 Determinare il valore medio e il valore efficace della sequente grandezza periodica:

20(1—e 10 - 0 <t <107t
y(t) = —50(t—10"1) -1 -1 > (9)
20e , 107 <t<2-10

di periodo T =2 -1071.
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Soluzione
In fig. 8 tracciamo il grafico della funzione y (t). Il valor medio ¢

T
1
Y == [y(t)dt 10
= (v (10)
0
10-1 2.10~1
=5 20/ (1= e 19 dt + 20 / e20(0-107) gy
0 101
= 10% (I, + 1),
dove abbiamo posto:
10—t 2101
I = / (1—e ) dt, 1, = / —90(e=107) gy (11)
0 101
y
20 -
—— T | | t
107t 2x107% 3x107% 4x107t 5x107% 6x107%

Figura 8: Andamento della funzione (9).

Calcoliamo separatamente gli integrali (11):

10~1
L= / (1—e ') dt (12)
0
101 1071
= / dt — / e 100 q¢
0 0
=10""' - J,,
dove
101
P
0
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Per calcolare quest’integrale eseguiamo il cambio di variabile x = —100¢, per cui dt = —1%”2.
Determiniamo i nuovi estremi di integrazione:
0<t=-10"22 <1071,
da cui
0>xz>-10,
onde
~10
1
Ji = T / e*dx
0
0
=102 / e’dx
~10
=107 (1—e"),
che sostituito in (12):
I, =107 (9 + 6*10) (13)
Passiamo all’integrale I. Eseguendo il cambio di variabile z = —50 (¢t —107!), si ha dt = —‘;—‘g,
mentre gli estremi di integrazione sono tali che
107 <t=10" (-3 +1) <2-107
Cioe
0>x>-5
Quindi:
17 1
ILh=——[ée"de = — [ e"dx (14)
50 50
0 -5
1
= — 1 — =5
Sostituendo i risultati (13)—(14) nella (10) otteniamo
Yy =114+~ 25~ 11 (15)
Passiamo ora alla parte piu complicata, cioe al valore efficace. Abbiamo
T
2 1 2
Yor=r7 y (t)"dt (16)
0
10-1 2:101
—5 {400 / (1 — e 199%) gt + 400 / e7100(=107) gy
0 10-1

10
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dove abbiamo posto:

101 2:107¢
Iy = / (1—e 2 at, 1, = / e 100017107 gy (17)
0 10-1
Calcoliamo separatamente gli integrali (17):
10~1
I3 = / (1 — 2100 4. 6720015) dt
0
10~1 10~1 10~1
= / dt —2 / e 1%qt  + / e 0% qt
0 0 . 0 )
—J1=10-2(1—e~10) d;},JQ
Per calcolare J; potremmo eseguire il cambio di variabile z = —200¢. Procedendo piu rapidamente:
101
Jy=—— [ e ?""d (=200t
2= gp0 ) ¢ (72000
0
Lo
=—— -1
200 (¢ )
1 —20
=200 1=
Quindi:
10? —10 _ ,—20
Passiamo a I,:
1 _1y [t=2-10"1
I = ——— ~100(t-10"1) 19
1T 00 ¢ 1=10-1 (19)
=107 (1-e1),
che sostituiti in (16):
2 —10 _ _—20
V=10 (194 2¢7 — )
Finalmente:
Yorr = /10 (19 4 2710 — ¢=20) ~ 13.78 (20)

Per completezza in fig. 9 riplottiamo la grandezza y (¢) includendo il valor medio e il valore efficace.

Esercizio 9 Un discriminatore d’ampiezza ¢ un circuito che consente la trasmissione di una
parte sola di una generica forma d’onda y(t). Sia yo (t) = A|sinwt| il segnale in ingresso a un
discriminatore d’ampiezza che resituisce:

Alsinwt|, 0<t< I 3T <¢< T
y t :{ A - —37r—4w i — 7 — w 21
" o StSg (21)

Determinare (Y,,, Yesr) del segnale in uscita.

11
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20

Vet
Yin

1 1 t

2x1071

3x107t 4x107t 5x107t 6x107t

Figura 9: Andamento della funzione (9).

Soluzione

Il grafico di y (t) & riportato in fig. 10. Il valore medio é:

s
&

Cioe

I1 valore efficace:

O\Eﬂ:‘

1
- — coswt|t i
5 _x

:L+ 1 37T T
- V2 4w 4w

(22)

37r ™

sin? wtdt + —/dt + AQ/sm wtdt

37

4X 4w

12
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e

1 1 1 1 1 1 t

ks b 3n b 5n 3n n 2n
w

4w 2w 4w

4w 2w 4w

Figura 10: Andamento della funzione (21).

Poniamo: . ﬂ
= x
I = /sin2 wtdt, I, = /sin2 wtdt
0 3m
4w
Percio 2
w T
y2, — &Y ([ I —) 23
efs = (et - (23)

E conveniente calcolare una volta per tutte:

F(t) = /Sin2 wtdt

1
25/(1—0052wt)dt

1 1
= - (t—2—sin2wt) +C

2 w

Quindi:

12:F<z>—F Sty T2
w 4w 8w

A 1
YeffZﬁ\/l—;

sostituendo nella (23):

13
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