Calcolo di una serie di Fourier
Marcello Colozzo — http://www.extrabyte.info

Sia data la funzione:

0, se0<t< I, T<<tp<gim
— ’ - = 2w w = — w
v(t) _{ Vsinwt, seg-<t<ZT ’ (1)

il cui grafico e riportato in fig. 1. Lo sviluppo in serie di Fourier é:
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Figura 1: Andamento della funzione (1)nell’intervallo di periodicita [0, i—”}
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Vi = T v (t) cos (T) dt, (k=0,1,2,...)
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Wy = ?/v(t)sin (—”t) dt,  (k=1,2,.)
0
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Vi = —/sin wt cos (kwt) dt (3)
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Wy = v coswt cos (kwt) dt
m
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Eseguendo il cambio di variabile z = wt

v
Vi.=—1 4
e ()
V
Wy = —Jk,
dove:
I, = /sinxcos kxdz, (k=0,1,2,...) (5)
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Ji = /COS$COS kxdr, (k=1,2,...)
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Calcoliamo ;. Per le formule di Werner:

1
sin z cos kx = 5 [sin (14 k) z +sin (1 — k) z]

Quindi:
1l |
[k:5/[51n(1+k)x+sm(1—kz)x]dx (6)
g
1 1 #=m 1 r=n
=3 [—1 iy cos (1 + ]{Z)le:% T % cos (1 l{:)x|m:g]
1 1 1
=3 {_l—l—k (cos(1+/<:)7r—cos(1+k) g) ~ 1% (cos(l—k)w—cos(l—k:) g)}
Riesce:

cos (1 + k)7 = cos (7w + k)

= —coskm =

-~ (-1
- (D"

Allo stesso modo:
cos (1 —k)z = (=1

Inoltre:

cos(1+k)g = CoS (g +kg>

= —sin k—ﬂ

cos (1 —Fk z:cos E—kz
(1-k) (5-#3)

2
= sin (kg)



Sostituendo tali risultati nella (6):

I = ﬁ [k sin (k;%) - (—1)’“]

In particolare:

V

Si noti che la (7) per k = 1, per cui calcoliamo direttamente I:

™ 1 ™
I = /sinxcosxdx = é/sin2xdx
1
= —/sm 2xd (2x)
4
1
27
onde: .
Vi=—— 9
! 2m )
Passiamo agli integrali J;. Nuovamente Werner:
1
sin x sin kx = 5 [cos (1 —k)x —cos (1 + k) x],
percio
i /cos(l — k) zdx — /cos(l + k) zdx (10)
5 bl
1 in (1 k) af2Z5 — s (14 K) 22
== — T i x
2_1_ksm Tlo—z 1+ksn o
L (sin (1~ k) m —sin (1= k) T) — - (sin (14 k)7 —sin (14 £) 7
2 |1 =w sin T — sin 5 T \sin T — sin 5

Osserviamo che

sin(1—Fk)mr=sin(l1+k)7r=0
km

™

sin (1 — k) — = sin

)

> 2 7) = cos (13)
sin (1 + k) g = sin (g l%r) = cos (k:g) :

onde

Jp = _1—Ll€2 cos (kz>

- (1)



Anche qui dobbiamo calcolare direttamente Ji:
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Jy = /siandx = 5/ (1 — cos2x) dx
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Per ogni k € {2,3,...}:

V . T k—1
pain (1) = 0"
Vi 7r(1—k2)[ sin {k3) = (=1)
Vk T
We=—immm o (+)
A questo punto riscriviamo lo sviluppo (2):
v +oo +o0o
v(t) = EO + Vicoswt + ZV’“ cos (kwt) + Wy sin (wt) + ZWk cos (kwt)
k=2 k=2
Cioe
VoV Vs 1 m :
S e - : N 1)kl
11(75)—27T 27TC08Wt+7TkZ;1—]€2 [k’sm(kQ) (—1) }cos(kwt)
V <=
+ —sinwt — ;Zl —2 C08 <k ) sin (kwt)

Al terzo ordine troviamo il grafico illustrato in fig. 2. Per n = 20 fig. 3.
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Figura 2: Confronto di v (t) con il suo sviluppo di Fourier troncato al terzo ordine.
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Figura 3: Confronto di v (t) con il suo sviluppo di Fourier troncato al ventesimo ordine.



