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1 PRINCIPALI REGOLE DI INTEGRAZIONE

1 Principali regole di integrazione
/cf(a:)dx:c/f(:c)dx, ceR

/chfk (x)dr = ch/fk (x)dz, c€R, (k=1,2,...,n)
k=1 k=1

Siano ¢ e f due funzioni reali, definite rispettivamente negli intervalli (limitati o non) A e X:

p:teA—opt), f:zeX— f(r)

Supponiamo he ¢ (t) € X, per cui a ¢ (t) corrisponde tramite f, il numero reale f [ (t)]. In parole

povere, abbiamo la funzione composta f [¢ (t)]. Formuliamo le seguenti ipotesi:
o f€C(X)
e pcCl(A)),

per cui hanno senso gli integrali:

Fa) = [fade o0 = [l 0
Sussiste la seguente proposizione:

Proposizione 1 (Regola di integrazione per sostituzione)

Flp)=®(t), Vte A

Dimostrazione. Applicando la nota regola di derivazione delle funzioni composte:

SRl =T = f @) 1),
cioe J ,
Sl @] = fle@®]¢ @)

Derivando la funzione @ (t):
d

22O =Tl 1),

onde 'asserto. m
Nello svolgimento pratico degli esercizi si scrive:

{/f(m) d:v] - = /f[(p ()] ¢ (t) dt,

(3)

per poi ripristinare la variabile z nell’espressione finale dell’integrale. Osserviamo che la (3) & intuiti-
vamente ovvia, poich+ se si esegue la sostituzione x = ¢ (t) nell’argomento della funzione integranda
f, occorre poi sostituire il differenziale dz con ¢’ (t) dt, conformemente all’espressione del differenziale

primo della funzione ¢ (t):

de = ' (t)dt

Di seguito la tavola degli integrali fondamentali.



2 ESERCIZI

dzx
V1—22

/:p’\dx— /\+1 (A#—1)

= arcsinz + C = — arccosz + C’

T+a? —

/%:lnm—i—(]

arctanx + C = — arccot x + C’

Ina

cosh xdx = sinhx + C

dz__ — tanh

/
[
/””d:c——+C (a>0) /smhmdm—coshx+0
x /
/

cosh?

oy = tanz + C \/;2%:111 (z 4+ Va? +1) + C =arcsinhz + C

/cosxdx: —sinz + C /Sth = —cotha +C

futz = — ootz + 0 /ﬁ {mmm\

arccoshx + C, z € (1, —I—oo)
“1,1)

4w _ | arctanhz, z € (-1,
1% = 1ln‘1+"’3, x ¢ (—1,1)

2 Esercizi
Esercizio 2 Calcolare:

I(z)= /5a2x6dm, (ae R)

Soluzione.
Il termine 5a® & un fattore costante, per cui:

1
I(z)= 5a2/x6dx = 5a” - ?$7+C

Cioe: -
I(z)= ?a2x7 +C

Esercizio 3 Calcolare:

I(z) = / (62” + 8z + 3) du,

Soluzione

I(x):6/x25dx+8/xdx+3/dx

=223 + 42+ 3x + C

Esercizio 4 Calcolare:

](a:):/x(x+a)(:v+b)dx, (a,b € R)

Soluzione
Sviluppiamo la funzione integranda:

z(x+a)(r+0b) =2+ (a+b)x* + abx,

2



2 ESERCIZI

per cui

/[x3+(a+b)x2+abx] dx
:/x3dx+(a+b)/x2dx+ab/xdx

1 1 1
Z:U4~I—§(a+b)a73+§abx2+0
Esercizio 5 Calcolare:

](x):/(a+bm3)2dm, (a,b € R)

Soluzione
Sviluppando la funzione integranda:

I(:z:):/(a2+2ab:c3+62x6) dx
:aQ/dx+2ab/a:3d:c+b2/x6daz
2 1 4 12 7
:ax+§abm —i-?bx +C

Esercizio 6 Calcolare:

1@~ [ Vamwdn, (>0

Soluzione
z3tl
I(z) = \/Qp/ml/de: V2p- g 1 +C
2
2 3/2
= -/ 2pz”" +C
3
Cioe: 5
I(x)= gx\/meqLC’
Esercizio 7 Calcolare:
I(z) = dx
W
Soluzione
o ntl
I[(z)= [ a7 ""de = 1 +C
o n
= nr_ll +C = %" +C,
da cui » N
I(z)= ' 4O = +C




G}

ESERCIZI

Esercizio 8 Calcolare:

Soluzione
17”4,1
1—n 1—n 1-n T n
I(x)=n" |z »de=n C
@ =n'" [ Syt
1 —
=n-n 2/ 0 =ptt O
n
_ nl/nxl/n + C,
cioe

[(z) = (nz)"'" +C = {Ynz + C

Esercizio 9 Calcolare:
I(z) = / (a*? — I2/3)3dI, (a € R)

Soluzione
Sviluppando l'integrando

I(z)= / (a2 — 33223 4 3023543 — xQ) dx

= az/dit—3&4/3/$2/3d$+3&2/3/264/3611‘—/£E2d33

3 o1
2 4/3 5/3 2/3 3
-3 L2 3 L C
a“x — 3a 535 + 3a 773 3:5 +
9 9 1
= a1 — ga4/3x5/3 + ?a2/3x7/3 - gx?’ +C

Esercizio 10 Calcolare:

I(m):/(\/EJrl) (v — Vi +1)de

Soluzione
Svilppando l'integrando

I(z)= / (z%% + 1) do = /x3/2d:c+/d:c

2
:5x5/2+x+0

Cioe 5
I(x) = gxz\/i—l—:c—l—()’

Esercizio 11 Calcolare:

(10)

(11)

(12)

(13)



2 ESERCIZI

Soluzione
Sviluppando I'integrando

I(z)= / (IIO/S o x4/32x_2/3)

/xlo/?’dx— /$4/3dx— 2/x‘2/3d$

041 3+1 24+1

T3 T3 T~
= — —2 +C
10 1 2
3+l 3+1 —5+1
Si ottiene 5 .
Ix)=¥e|=2*—Z22-6)+C
(z) \/5(13:1: -2 >+

Esercizio 12 Calcolare:

Soluzione
Sviluppando l'integrando

223 4 —2/xm+”%da:+/:c2"5dx

2m+1 mAn+ti 2n+1
€T 2 T 2 €T 2
2m + = m+n+ 3 2n + 5

2m m+n 2n
T T T
— g2 -2 -+ - +C
2m + = m+n+ 3 2n+§

Ne concludiamo

f(x):«z(

formula valida per m # —1, n# —1, m+n # —1.

2x2m :L.ern 2x2n
—4 + +C,
dm+1 2m+2n+1  4n+1

Esercizio 13 Calcolare:

_ (f—\/f)“x .
I(m)/ T dz, (a>0)

Soluzione

(14)

(15)



2 ESERCIZI
Svilppando l'integrando

I(x) = / (ax) ™" (a® — dav/az + 6az — dzv/az + 2?)

/ [a2 (az)™* —4a+ 6 (az)"* — 4z + 2% (a )_1/2] dx

:/( 320712 _ 4 + 60" ?xV? — dx 4+ a7V 3/2) dx

—a3/2/:c1/2d1:—4a/dx—|—6a1/2/xl/Qd:c—ll/:cd:L‘—l—a1/2/13/2d:c
21/2

23/2 £5/2
= q%/? — dax + 6a"/*=— 3 — 222 +a_1/2 +C
2 2 2
= 2a°2'? — 4az + 4a*2%? — 222 + ga_1/2x5/2 +C
5
Cioe )
I (z) = 2av/ax — 4ax + 4y/ax — 22° +— +C
5+/ax
Esercizio 14 Calcolare: p
T
I 16
@ = [+ (16)
Soluzione
Scriviamo:

[(q;)_%/d—x

. 2
Ponendo t = \% si hadr = \/_Adt, per cui:

1
\/—/1+t2— arctant + C

Ripristinando la variabile x:

I(z)= %arctan% +C

Osserviamo che per procedere piu spediti, non e necessario eseguire materialmente il cambio di
variabile © — t. Infatti, scriviamo

I(x)= ﬂ/ d(%> = ﬁarctaniqLC’
— s =
7 14 <L> 7 V7
N4
Esercizio 15 Calcolare: p
T
1) =[5 (7)
Soluzione
P2+l
I(x):/:r; 2dr = o1 =—+C



2 ESERCIZI
Esercizio 16 Calcolare:

Soluzione

(18)

i +C =231 C
I+1
Cioe

Esercizio 17 Calcolare:

dx
@)= [ 22 (19
€

Soluzione

A
I(z)= [ a7 3ds = = +C=3'"+C
241
Cioe

Esercizio 18 Calcolare:

Soluzione

I(x):a/xde+b/xdx+c/dx

= §x3+§x2+cx+0
Esercizio 19 Calcolare:

I(x):/(l—x)ﬂdx

Soluzione

(21)

I(w)zfﬁdx—/x\/zdx: LA

1+1 241
=[23/2dz
2 2
=Zr2op— g2
3 5

1 1 1
=22 x| - —-x
()
Cioe

Nl




2 ESERCIZI

Esercizio 20 Calcolare:

Soluzione

Esercizio 21 Calcolare:

Soluzione

da cui

Esercizio 22 Calcolare:

Soluzione

Esercizio 23 Calcolare:

Soluzione

I(z)= /(3x +4) da

/ (927 + 24z + 16) du

9/a;2dx+24/xdx—|—16/dx

= 32° + 122 + 162 + C

2+
[(x):/%m

](m):/<a+§+x—i)dx

a/dx+b/@+c/x_2dx,
x

[(x):ax+bln|x]—§+0

I(x):/(x+5—4a:_2)dx

I(x):/mdx+/5da:—4/x_2dx
1 4

= 2 + 50+ —+C
2 x

B (:U—i—l)Qx
I(x)—/—ﬁ d

22 4+2r+1

I(x)= dx

—

= / (x% + 2x2 -+ x_%> dx

3+1 3+1 -3+
X2 xT?2 €T 2
S5+1 s+l —5+1
2 4
= Sx%xQ + gx%x 222 +C

2 4

(22)

(23)

(24)

(25)



G}

ESERCIZI

Esercizio 24 Calcolare:

Soluzione

Esercizio 25 Calcolare:

Soluzione

Esercizio 26 Calcolare:

Soluzione

Esercizio 27 Calcolare:

Soluzione

Esercizio 28 Calcolare:

Soluzione

Esercizio 29 Calcolare:

Soluzione

Esercizio 30 Cualcolare:

N e

I(x)z/%zln‘x—i-\/ﬁw—C

I(:U):/ @ ber-{0)

ar + b’

I(x)zl/%zx—j:)b):me—l—bHC

]A(x):/e”\xdx, ,AeR—{0}

I (z) = % / A4 (Ar) = & 4 C

I (z) = /a’\xdw

. X X x
I(z)= /sm§d<§> ——QCOS§—|—C

I(x)= /cos dxdx

(26)

(28)

(30)

(32)



3 ESERCIZI SUPPLEMENTARI

Soluzione
1 1.
I(z) = Z/cos4xd(4x) = Zsm4:1:+C

Esercizio 31 Calcolare:

rw= [ \/jfixa (33)

Soluzione

Esercizio 32 Cualcolare:

I(2)= / da (34)

Soluzione

0= [ save s ey

1 d(%) 1 x
=—- | —=2/_ = —_arctan— + C
3/1+(§)2 3arcan3

Esercizio 33 Calcolare:

I(e)= / 4x§li9 (35)

Soluzione

1 dx 1 d(2z
15 = s
9) 1+35x 6 1—|—(§:v)

1 2
= G arctan (gsr;) +C

3 Esercizi supplementari

Esercizio 34 Calcolare:
I(x) = / (42° + 32% + 22 + 5) dx (36)

Soluzione

I(x)—4/m3dac+3/a:2dx+2/xdx+5/dx

=2+ 2+ 22+ 50+ C

10



3 ESERCIZI SUPPLEMENTARI

Esercizio 35 Calcolare:

Soluzione

Esercizio 36 Calcolare:

Soluzione

Cioe

Esercizio 37 Calcolare:

Soluzione

Esercizio 38 Cualcolare:

Soluzione

Esercizio 39 Cualcolare:

Soluzione

I(m):/(3—2x—5x4)d9§

x)z3/dm—2/xdx—5/x4dx

=3r—2*—2°+C

1
](x):/xl/zd:ﬁ—5/xdx+2/x_1/2dx

p3tl

I(z)==

2
3

122 g3t

— - 42t 4

22 T—3+1
1
Zx2 +427 +C

1
x x—1x2+4\/§+0

IA(a:):/()\+x)5dx, (A €R)

I () :/(/\+x)5d()\+x):

I(x) :/(gﬂ — 1) de

-
o

xt — 222 —|—1 dx

a:4d93—2/ 2daz+/da:

2
5—§x+x+0

:/@-2)3/261:1;

é@+xﬁ+c

(38)

(39)

(41)



3 ESERCIZI SUPPLEMENTARI

Esercizio 40 Calcolare:

Soluzione

Esercizio 41 Calcolare:

Soluzione

Esercizio 42 Calcolare:

Soluzione

Cioe

Pern=1

Conclusione:

Esercizio 43 Calcolare:

Soluzione

dz
I(@)= [
o3+
I(:c):/:c3da:‘: _3+1+C
1
= ¢

. —n—+1
_ (x —1) Lo
-n+1
1
= (x 1)_(n_1) +C
1
In(x):_ +C> TL7£1

=

=lnlz—-1|+C

S S
I, (z) = { (n—1)(z—1)""" +C n#l

Injz—-1/+C, n=1

dx

@)= s

I(z) :/(x+3)1/2d(x+3)
=2V/z +3+C

12
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(43)



3 ESERCIZI SUPPLEMENTARI

Esercizio 44 Calcolare:

I(z)= /\/3x — ldx (46)

Soluzione

0, cio che e lo stesso

I(a:)zg(?)x—l)\/?)x—l—l—c

Esercizio 45 Calcolare:

I(z)= /\/2 — 3zdz (47)
Soluzione
1
I(z) = —5/(2 —32)"2d (2 - 32)
1(2 — 32)*?
-
3 2
2 3
Esercizio 46 Calcolare: .
I(z) = / e (48)
Soluzione
341
I (z) :5/353/4611’:51;3:_1 +C
T4
1/4
=5 +C
1
Cioe

I(z) =20z +C

I(x)z/,/xf_ldx (49)

Dalla tavola degli integrali fondamentali

Esercizio 47 Calcolare:

Soluzione

I(z) = V2arccoshz + C, € (1,+00)
B \/§ln|a:—|—\/:c2—1‘+0, x ¢ (—1,1)

13



3 ESERCIZI SUPPLEMENTARI

Esercizio 48 Cualcolare:

dx
I(x):/m, a,be R—{0}, ne N—{0} (50)

Soluzione

1 [ d(a+bx)
I(x) = g/—(aJr br)"

1

_ E/(a+bx)_1/"d(a+b:c)
l(a—i-bx)_%+l

b —i+1

1

+C

(a—l—ban)n’:1
=71 ¢
Cioe )
n
I(z) = — +C
D Db )i

Tale formula ¢ valida per n # 1. Nel caso n = 1

1 fd(a+0bx) 1
[ = - —:—1
() b/ a+ bx bn\a—l—bx\—i—C

Esercizio 49 Calcolare:

1 2
I(x)= / de (51)
N7
Soluzione
Anziche sviluppare il quadrato, osserviamo che
dx
— =2d (1
NG (1+ V),
per cui:
I[@)=2 ] (1+Va)'d(1+Vz)
2
= (1+Va)' +C
Esercizio 50 Calcolare:
I(z)= /\/5(3 — bz)dx (52)
Soluzione
I(z)= / (3v/x — bay/x) d
= /z2d$ — 5/:163/20[:16
3/2 5/2
=32 -5 4C
2 2
=2 (x\/_ — 2x2\/5)
Cioe



3 ESERCIZI SUPPLEMENTARI

Esercizio 51 Calcolare:

[ (z+1)(z—-2) .
I(:U)—/ NG d (53)

Soluzione

232
I(I) = %d‘r: / (1'3/2 _$1/2 _2‘%71/2) de

= /x3/2d:1:—/wl/de—Q/x_l/de

2 s;0 2 ap 1/2
=% — —z?F =4/ F 4+ C
5 3

2

2
:5932 x—gxﬁ—4\/§+0
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