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Capitolo 1

Matrici e determinanti

1.1 Operazioni sulle matrici

Esercizio 1 Risolvere l’equazione matriciale

A+B −X = 0, (1.1)

dove

A =





1 2
3 4
5 6



 , B =





−3 −2
1 −5
4 3



 (1.2)

Soluzioni

Necessariamente X è una matrice avente le stesse dimensioni delle matrici A e B, cioè 3 × 2.
Quindi poniamo

X =





x1 x2
x3 x4
x5 x6



 ,

onde dalla (1.1) segue




−2 0
4 −1
9 9



 =





x1 x2
x3 x4
x5 x6



 , (1.3)

per cui

X =





−2 0
4 −1
9 9



 (1.4)

Esercizio 2 Calcolare

(
4 5 6

)





2
3
−1



 (1.5)

Soluzione

(
4 5 6

)





2
3
−1



 = (8 + 15− 6) = (17) (1.6)
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CAPITOLO 1. MATRICI E DETERMINANTI

Esercizio 3 Calcolare 



2
3
−1




(
4 5 6

)
(1.7)

Soluzione 



2
3
−1




(
4 5 6

)
=





8 10 12
12 15 18
−4 −5 −6



 (1.8)

Esercizio 4 Calcolare

(
1 2 3

)





4 −6 9 6
0 −7 10 7
5 8 −11 −8



 (1.9)

Soluzione

(
1 2 3

)





4 −6 9 6
0 −7 10 7
5 8 −11 −8



 =
(
19 4 −4 −4

)
(1.10)

Esercizio 5 Calcolare
(

2 3 4
1 5 6

)




1
2
1



 (1.11)

Soluzione
(

2 3 4
1 5 6

)




1
2
3



 =

(
20
29

)

(1.12)

Esercizio 6 Calcolare: (
2 1
3 2

)(
1 −1
1 1

)

(1.13)

Soluzione
(

2 1
3 2

)(
1 −1
1 1

)

=

(
2 + 1 −2 + 1
3 + 2 −3 + 2

)

(1.14)

=

(
3 −1
5 −1

)

Esercizio 7 Calcolare 



3 1 1
2 1 2
1 2 3









1 1 −1
2 −1 1
1 0 1



 (1.15)

Soluzione




3 1 1
2 1 2
1 2 3









1 1 −1
2 −1 1
1 0 1



 =





3 + 2 + 1 3− 1 + 0 −3 + 1 + 1
2 + 2 + 2 2− 1 + 0 −2 + 1 + 2
1 + 4 + 3 1− 2 + 0 −1 + 2 + 3





=





6 2 −1
6 1 1
8 −1 4



 (1.16)
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CAPITOLO 1. MATRICI E DETERMINANTI

Esercizio 8 Verificare




1 2 3
2 4 6
3 6 9









−1 −2 −4
−1 −2 −4
1 2 4



 =





0 0 0
0 0 0
0 0 0



 (1.17)

Soluzione




1 2 3
2 4 6
3 6 9









−1 −2 −4
−1 −2 −4
1 2 4



 =





−1− 2 + 3 −2− 4 + 6 −4− 8 + 12
−2− 4 + 6 −4− 8 + 12 −8− 16 + 24
−3− 6 + 9 −6− 12 + 18 −12− 24 + 36



 (1.18)

=





0 0 0
0 0 0
0 0 0





Esercizio 9 Calcolare 



1 2 1
0 1 2
3 1 1









2 3 1
−1 1 0
1 2 −1









1 2 1
0 1 2
3 1 1





Soluzione

Per la proprietà associativa del prodotto righe per colonne:




1 2 1
0 1 2
3 1 1













2 3 1
−1 1 0
1 2 −1









1 2 1
0 1 2
3 1 1







 (1.19)

=





1 2 1
0 1 2
3 1 1









2 + 0 + 3 4 + 3 + 1 2 + 6 + 1
−1 + 0 + 0 −2 + 1 + 0 −1 + 2 + 0
1 + 0− 3 2 + 2− 1 1 + 4− 1





=





1 2 1
0 1 2
3 1 1









5 8 9
−1 −1 1
−2 3 4





=





5− 2− 2 8− 2 + 3 9 + 2 + 4
0− 1− 4 0− 1 + 6 0 + 1 + 8
15− 1− 2 24− 1 + 3 27 + 1 + 4





=





1 9 15
−5 5 9
12 26 32





Esercizio 10 Calcolare 



a b c

c b a

1 1 1









1 a c

1 b b

1 c a





Soluzione




a b c

c b a

1 1 1









1 a c

1 b b

1 c a



 =





a+ b+ c a2 + b2 + c2 ac+ b2 + ac

c+ b+ a ac+ b2 + ac c2 + b2 + a2

1 + 1 + 1 a+ b+ c c+ b+ a



 (1.20)

=





a+ b+ c a2 + b2 + c2 b2 + 2ac
a+ b+ c b2 + 2ac a2 + b2 + c2

3 a+ b+ c a+ b+ c
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CAPITOLO 1. MATRICI E DETERMINANTI

Esercizio 11 Calcolare A2 e A3 se

A =





2 −1 1
0 1 2
1 0 1



 (1.21)

Soluzione

A2 =





2 −1 1
0 1 2
1 0 1









2 −1 1
0 1 2
1 0 1



 =





5 −3 1
2 1 4
3 −1 2



 (1.22)

A3 = A2A =





5 −3 1
2 1 4
3 −1 2









2 −1 1
0 1 2
1 0 1



 =





11 −8 0
8 −1 8
8 −4 3





Esercizio 12 Assegnate le matrici:

A =





1 −1 1
−3 2 −1
−2 1 0



 , B =





1 2 3
2 4 6
1 2 3



 , (1.23)

mostrare AB 6= BA.

Soluzione

Calcoliamo AB

AB =





1 −1 1
−3 2 −1
−2 1 0









1 2 3
2 4 6
1 2 3



 =





0 0 0
0 0 0
0 0 0



 (1.24)

Calcoliamo BA

BA =





1 2 3
2 4 6
1 2 3









1 −1 1
−3 2 −1
−2 1 0



 =





−11 6 −1
−22 12 −2
−11 6 −1



 (1.25)

Esercizio 13 Risolvere l’equazione matriciale:

3

(
x y

z t

)

=

(
x 6
−1 2t

)

+

(
4 x+ y

z + t 3

)

(1.26)

Soluzione

(
3x 3y
3z 3t

)

=

(
x 6
−1 2t

)

+

(
4 x+ y

z + t 3

)

⇐⇒
(

3x 3y
3z 3t

)

=

(
x+ 4 x+ y + 6

z + t− 1 2t+ 3

)

⇐⇒
(

2x− 4 2y − 6− x

2z + 1− t t− 3

)

=

(
0 0
0 0

)
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CAPITOLO 1. MATRICI E DETERMINANTI

Cioè il sistema di equazioni lineari nelle incognite x, y, z, t:






2x− 4 = 0
2y − 6− x = 0
2z + 1− t = 0
t− 3 = 0

, (1.27)

che si risolve senza applicare il metodo dei determinanti. Infatti, dalla prima e dalla quarta equazione
ricaviamo:

x = 2, t = 3, (1.28)

per cui {
2y − 8 = 0
2z − 2 = 0

=⇒ y = 4, z = 1 (1.29)

Ne concludiamo che l’equazione matriciale assegnata ammette l’unica soluzione:

(x, y, z, t) = (2, 4, 1, 3) (1.30)

Esercizio 14 Determinare la trasposta della matrice

A =

(
0 1 −3 2
4 −3 0 9

)

(1.31)

Soluzione

Per determinare la trasposta di una qualunque matrice, basta scambiare le righe per le colonne,
onde:

AT =







0 4
1 −3
−3 0
2 9







(1.32)

Proposizione 15 Se A,B sono due matrici quadrate di ordine n su un campo K, si ha:

(AB)T = BTAT (1.33)

Dimostrazione. Poniamo

A = (aik) , B = (bik) , i, k = 1, 2, ..., n (1.34)

Quindi

C
def
= AB =⇒ CT = (AB)T (1.35)

Denotando con cik gli elementi di matrice di C, si ha per definizione di prodotto righe per colonne:

cik =
n∑

j=1

aijbjk (1.36)

Passiamo alla trasposta di C:
CT = (c̃ik) ,

essendo

c̃ik = cki =
n∑

j=1

akjbji (1.37)
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CAPITOLO 1. MATRICI E DETERMINANTI

Poniamo ora
D = BTAT , (1.38)

per cui denotando con dik gli elementi di matrice di D:

dik =
n∑

j=1

b̃ij ãjk, (1.39)

dove (

b̃ik

)

= BT , (ãik) = AT (1.40)

Per definizione di matrice trasposta:

b̃ik = bki, ãik = aki (1.41)

Ne consegue che la (1.39) può scriversi:

dik =
n∑

j=1

bjiakj, (1.42)

che confrontata con la (1.37) porge:

c̃ik = dik, i, k = 1, 2, ..., n

Cioè
CT = D,

onde l’asserto.

Esercizio 16 Dimostrare

A =

(
1 a

0 1

)

=⇒ Ap =

(
1 pa

0 1

)

B =

(
1 0
b 1

)

=⇒ Bq =

(
1 0
qb 1

)
, p, q ∈ N

Soluzione

Per definizione di potenza ennesima di una matrice quadrata

Ap =

(
1 a

0 1

)(
1 a

0 1

)

...

(
1 a

0 1

)

︸ ︷︷ ︸

p

(1.43)

=

(
1 2a
0 1

)(
1 a

0 1

)

...

(
1 a

0 1

)

︸ ︷︷ ︸

p−2

=

(
1 3a
0 1

)(
1 a

0 1

)

...

(
1 a

0 1

)

︸ ︷︷ ︸

p−3

=

(
1 4a
0 1

)(
1 a

0 1

)

...

(
1 a

0 1

)

︸ ︷︷ ︸

p−4

= ...

=

(
1 pa

0 1

)
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Per la matrice B procediamo in maniera simile:

Bq =

(
1 0
b 1

)(
1 0
b 1

)

...

(
1 0
b 1

)

︸ ︷︷ ︸

q

(1.44)

=

(
1 0
2b 1

)(
1 0
b 1

)

...

(
1 0
b 1

)

︸ ︷︷ ︸

q−2

=

(
1 0
3b 1

)(
1 0
b 1

)

...

(
1 0
b 1

)

︸ ︷︷ ︸

q−3

=

(
1 0
4b 1

)(
1 0
b 1

)

...

(
1 0
b 1

)

︸ ︷︷ ︸

q−4

= ...

=

(
1 0
qb 1

)

1.2 Determinanti del second’ordine

Esercizio 17 Calcolare i seguenti determinanti:

1. D =

∣
∣
∣
∣

a z

z∗ b

∣
∣
∣
∣
, dove a, b ∈ R e z = c+ id, mentre z∗ è il complesso coniugato di z.

2. D (α) =

∣
∣
∣
∣

sinα cosα
− cosα sinα

∣
∣
∣
∣

3. D =

∣
∣
∣
∣

z1 z2
z∗2 z∗1

∣
∣
∣
∣
, dove z1 = α + iβ, z2 = γ + iδ

4. D (α, β) =

∣
∣
∣
∣

sinα cosα
sin β cos β

∣
∣
∣
∣

5. D (α, β) =

∣
∣
∣
∣

sinα cosα
sin β cos β

∣
∣
∣
∣

6. D (α) =

∣
∣
∣
∣

tanα −1
1 tanα

∣
∣
∣
∣

7. D =

∣
∣
∣
∣

1 +
√
2 2−

√
3

2 +
√
3 1−

√
2

∣
∣
∣
∣

8. D (a, b) =

∣
∣
∣
∣

1 logb a
loga b 1

∣
∣
∣
∣
, a, b > 0, a, b 6= 1

9. D =

∣
∣
∣
∣

a+ b b+ d

a+ c c+ d

∣
∣
∣
∣
, a, b, c, d ∈ R
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CAPITOLO 1. MATRICI E DETERMINANTI

Soluzione

1.

D = ab− (c+ id) (c− id) (1.45)

= ab−
(
c2 + d2

)

=⇒ D = ab− c2 − d2

2.
D (α) = sin2 α + cos2 α = 1, ∀α ∈ R (1.46)

3.
D = z1z

∗
1 − z2z

∗
2 = |z1|2 − |z2|2 (1.47)

Cioè
D = α2 − β2 − γ2 − δ2 (1.48)

4.
D (α, β) = sinα cos β − cosα sin β (1.49)

Dalle formule di addizione degli archi:

D (α, β) = sin (α− β) (1.50)

5.
D (α, β) = cosα cos β − sinα sin β (1.51)

Dalle formule di addizione degli archi:

D (α, β) = cos (α + β) (1.52)

6.

D (α) = tan2 α + 1 =
sin2 α

cos2 α
+ 1 (1.53)

Cioè

D (α) =
1

cos2 α
(1.54)

7.

D =
(

1 +
√
2
)(

1−
√
2
)

+
(

2 +
√
3
)(

2−
√
3
)

(1.55)

= 1− 2− (4− 3) = −1− 1,

onde
D = −2 (1.56)

8.
D (a, b) = 1− logb a loga b

Eseguendo il cambiamento di base a→ b:

loga b =
logb b

logb a
=

1

logb a
,

per cui
D (a, b) = 0 (1.57)
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CAPITOLO 1. MATRICI E DETERMINANTI

9.

D = (a+ b) (c+ d)− (a+ c) (b+ d) (1.58)

= ac+ bc+ ad+ bd− ab− bc− ad− cd

= a (c− b)− d (c− b)

Quindi
D = (a− d) (c− b) (1.59)

Esercizio 18 Determinare l’espressione analitica della seguente funzione reale della variabile reale
x:

f (x) =

∣
∣
∣
∣

x− 1 1
x3 x2 + x+ 1

∣
∣
∣
∣

(1.60)

Soluzione

Abbiamo

f (x) = (x− 1)
(
x2 + x+ 1

)
− x3 (1.61)

= x3 − 1− x3

Segue
f (x) = −1, ∀x ∈ R (1.62)

Esercizio 19 Calcolare

D =

∣
∣
∣
∣

ω ω

−1 ω

∣
∣
∣
∣
, ω = eiϕ, ∀ϕ ∈ R (1.63)

Considerare il caso particolare ϕ0 =
2π
3
.

Soluzione

D = ω2 + ω = e2iϕ + eiϕ (1.64)

Applicando la formula di Eulero:

D = cos 2ϕ+ i sin 2ϕ+ cosϕ+ i sinϕ (1.65)

= cos 2ϕ+ cosϕ+ i (sin 2ϕ+ sinϕ)

Sviluppando con le formule di duplicazione degli archi:

D = 2 cos2 ϕ+ cosϕ− 1 + i sinϕ (2 cosϕ+ 1) (1.66)

ϕ0 =
2π
3
è il supplementare dell’arco notevole π

3
:

cos

(
2π

3

)

= cos
(

π − π

3

)

= − cos
π

3
= −1

2
=⇒ cos2

(
2π

3

)

=
1

4
(1.67)

sin

(
2π

3

)

= sin
(

π − π

3

)

= sin
π

3
=

√
3

2

Segue

D =

(
1

2
− 1

2
− 1

)

+ i

√
3

2
(−1 + 1)

Cioè
D = −1 (1.68)
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Esercizio 20 Calcolare

D =

∣
∣
∣
∣

ψ 1
−1 ψ

∣
∣
∣
∣
, ψ = eiϕ, ∀ϕ ∈ R (1.69)

Considerare il caso particolare ϕ0 =
π
3
.

Soluzione

D = ψ2 + 1 = e2iϕ + 1 = cos 2ϕ+ i sin 2ϕ+ 1 (1.70)

= 2 cos2 ϕ− 1 + 2i sinϕ cosϕ+ 1

= 2 cos2 ϕ+ 2i sinϕ cosϕ

Per ϕ0 =
π
3
:

cosϕ0 =
1

2
, sinϕ0 =

√
3

2
, (1.71)

onde

D =
1

2
+ 2i · 1

2
·
√
3

2
=

1

2
+ i

√
3

2
(1.72)

1.3 Determinanti del terzo ordine

Esercizio 21 Calcolare l’espressione analitica della funzione reale fa della variabile reale x, essendo
a un parametro reale:

fa (x) =

∣
∣
∣
∣
∣
∣

a a a

−a a x

−a −a −x

∣
∣
∣
∣
∣
∣

(1.73)

Soluzione

Sommando la terza riga alla prima cambiata di segno:

fa (x) =

∣
∣
∣
∣
∣
∣

a a a

−a a x

0 0 a− x

∣
∣
∣
∣
∣
∣

= (a− x)

∣
∣
∣
∣

a a

−a a

∣
∣
∣
∣

(1.74)

Cioè
fa (x) = 2a2 (a− x) (1.75)

1.4 Determinanti di ordine qualsiasi

Esercizio 22 Calcolare il determinante di Pochhammer:
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

fn (0) fn (1) fn (2) ... fn (n− 1) fn (n)
fn (1) fn (2) fn (3) ... fn (n) fn (n+ 1)
fn (2) fn (3) fn (4) ... fn (n) fn (n+ 1)
... ... ... ... ... ...

fn (n− 1) fn (n) fn (n+ 1) ... fn (2n− 2) fn (2n− 1)
fn (n) fn (n+ 1) fn (n+ 2) ... fn (2n− 1) fn (2n)

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

= (−1)
n(n+2)

2 (n!)n+1

dove

fn (x) =
n−1∏

k=0

(x− k) (1.76)
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Soluzione

Esplicitiamo la funzione fn (x):

fn (x) = x (x− 1) (x− 2) ... (x− n+ 1) (1.77)

Riesce
fn (0) = fn (1) = ... = fn (n− 1) = 0, ∀n ∈ N− {0} (1.78)

Inoltre

fn (n) = n (n− 1) (n− 2) ...1 = n! (1.79)

fn (n+ 1) = (n+ 1)n (n− 1) (n− 2) ....2 = (n+ 1)!

fn (n+ 2) = (n+ 2) (n+ 1)n (n− 1) ...3 =
(n+ 2)!

2
...

fn (n+ k) =
(n+ k)!

k!

In definitiva {
fn (k) = 0, k = 0, 1, 2, ..., n− 1

fn (n+ k) = (n+k)!
k!

, k = 0, 1, ..., n
(1.80)

Segue

∆n =

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

0 0 0 ... 0 n!
0 0 0 ... n! (n+ 1)!

0 0 0 ... (n+ 1)! (n+2)!
2!

... ... ... ... ... ...

0 n! (n+ 1)! ...
(2n−2)!
(n−2)!

(2n−1)!
(n−1)!

n! (n+ 1)! (n+2)!
2!

...
(2n−1)!
(n−1)!

(2n)!
n!

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

= (−1)
n(n+2)

2 (n!)n+1
, (1.81)

1.5 Matrici invertibili

1.5.1 Matrice aggiunta di una matrice quadrata

Definizione 23 Data la matrice quadrata di ordine n sul campo K:

A =







a11 a12 ... a1n
a21 a22 ... a2n
... ... ... ...

an1 an2 ... ann






, (1.82)

si dice matrice aggiunta di A la matrice quadrata di ordine n:

aggA =







A11 A12 ... A1n

A21 A22 ... A2n

... ... ... ...

An1 An2 ... Ann







T

, (1.83)

dove Aij è il complemento algebrico di aij. In altri termini, la matrice aggiunta di una qualunque
matrice quadrata A, è la trasposta della matrice dei complementi algebrici di A.

12

http://www.extrabyte.info/2014/10/31/appunti-ed-esercizi-di-algebra-lineare/


CAPITOLO 1. MATRICI E DETERMINANTI

Esercizio 24 Determinare l’aggiunta della matrice:

A =





2 3 −4
0 −4 2
1 −1 5



 (1.84)

Soluzione

Determiniamo i complementi algebrici:

A11 =

∣
∣
∣
∣

−4 2
−1 5

∣
∣
∣
∣
= −20 + 2 = −18

A12 = −
∣
∣
∣
∣

0 2
1 5

∣
∣
∣
∣
= − (−2) = +2

A13 =

∣
∣
∣
∣

0 −4
1 −1

∣
∣
∣
∣
= 4

A21 = −
∣
∣
∣
∣

3 −4
−1 5

∣
∣
∣
∣
= −15 + 4 = −11

A22 =

∣
∣
∣
∣

2 −4
1 5

∣
∣
∣
∣
= 10 + 4 = 14

A23 = −
∣
∣
∣
∣

2 3
1 −1

∣
∣
∣
∣
= 2 + 3 = 5

A31 =

∣
∣
∣
∣

3 −4
−4 −2

∣
∣
∣
∣
= 6− 16 = −10

A32 = −
∣
∣
∣
∣

2 −4
0 2

∣
∣
∣
∣
= −4

A33 =

∣
∣
∣
∣

2 3
0 −4

∣
∣
∣
∣
= −8

Ne segue

aggA =





−18 2 4
−11 14 5
−10 −4 −8





T

=





−18 −11 −10
2 14 −4
4 5 −8



 (1.85)

Definizione 25 Una matrice quadrata A sul campo K, è non singolare se detA 6= 0. Nel caso
contrario si dice singolare.

Definizione 26 Una matrice quadrata A sul campo K, è invertibile se esiste una matrice quadrata
A−1 tale che

AA−1 = A−1A = In,

essendo In la matrice identità di ordine n. La matrice A−1 si dice inversa della matrice A.

Per un noto teorema si ha:

A−1 =
aggA

detA
, (1.86)

per cui il calcolo di A−1 è, per grandi valori di n, estremamente laborioso.
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CAPITOLO 1. MATRICI E DETERMINANTI

Esercizio 27 Determinare l’inversa della matrice:

A =





2 1 3
0 1 0
2 1 0



 (1.87)

Soluzione

Calcoliamo innanzitutto il determinante di A:

detA =

∣
∣
∣
∣
∣
∣

2 1 3
0 1 0
2 1 0

∣
∣
∣
∣
∣
∣

=

∣
∣
∣
∣

2 3
2 0

∣
∣
∣
∣
= −6,

per cui A è non singolare. Determiniamo l’aggiunta:

A11 =

∣
∣
∣
∣

1 0
1 0

∣
∣
∣
∣
= 0, A12 = −

∣
∣
∣
∣

0 0
2 0

∣
∣
∣
∣
= 0

A13 =

∣
∣
∣
∣

0 1
2 1

∣
∣
∣
∣
= −2, A21 = −

∣
∣
∣
∣

1 3
1 0

∣
∣
∣
∣
= +3

A22 =

∣
∣
∣
∣

2 3
2 0

∣
∣
∣
∣
= −6, A23 = −

∣
∣
∣
∣

2 1
2 1

∣
∣
∣
∣
= 0

A31 =

∣
∣
∣
∣

1 3
1 0

∣
∣
∣
∣
= −3, A32 = −

∣
∣
∣
∣

2 3
0 0

∣
∣
∣
∣
= 0

A33 =

∣
∣
∣
∣

2 1
0 1

∣
∣
∣
∣
= 2

Quindi

aggA =





0 3 −3
0 −6 0
−2 0 2



 (1.88)

Finalmente

A−1 = −1

6





0 3 −3
0 −6 0
−2 0 2



 =





0 −1
2

1
2

0 1 0
1
3

0 −1
3



 (1.89)

L’esercizio appena risolto è relativamente semplice, giacché la matrice assegnata è del terzo ordine
e il determinante è facilmente calcolabile. Nei casi più complessi, è preferibile utilizzare un sistema
di computer algebra. Ad esempio, Mathematica dispone dell’istruzione Inverse che permette di
determinare l’inversa di una matrice. Ad esempio, si supponga di avere la matrice:

B =







1 −1 2 1
4 3 12 5
1 3 −8 11
4 6 9 5






, (1.90)

da cui 





1 −1 2 1
4 3 12 5
1 3 −8 11
4 6 9 5







−1

=







95
58

−79
87

− 5
58

67
87

− 39
116

− 5
87

− 1
116

25
174

− 39
116

8
29

− 1
116

−11
58

− 35
116

26
87

11
116

− 43
174







(1.91)
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Capitolo 2

Spazi vettoriali

2.1 Esempi di spazi vettoriali

Denotiamo con Pn [x] l’insieme dei polinomi su un campo K di grado ≤ n ∈ N− {0}. Introduciamo
in Pn [x] le ordinarie operazioni di addizione di polinomi e di moltiplicazione di uno scalare (elemento
di K) per un polinomio. Più precisamente, assegnati i polinomi:

a (x) = a0 + a1x+ a2x
2 + ...+ anx

n, (ai ∈ K, i = 0, 1, ..., n) (2.1)

b (x) = b0 + b1x+ b2x
2 + ...+ bnx

n, (bi ∈ K, i = 0, 1, ..., n)

Definiamo “somma di a (x) e b (x)” il polinomio:

a (x) + b (x) = (a0 + b0) + (a1 + b1) x+ (a2 + b2) x
2 + ...+ (an + bn) x

n (2.2)

L’elemento neutro 0Pn[x] rispetto all’addizione è il polinomio nullo, i.e. il polinomio avente tutti i
coefficienti nulli:

0 + 0x+ 0x2 + ...+ 0xn (2.3)

L’elemento opposto di a (x) è

−a (x) = −a0 − a1x− a2x
2 − ...− anx

n (2.4)

L’operazione di moltiplicazione di uno scalare per un elemento di Pn [x] è cos̀ı definita:

λa (x) = λa0 + λa1x+ λa2x
2 + ...+ λanx

n, a (x) ∈ Pn [x] , λ ∈ K (2.5)

È facile persuadersi che l’insieme Pn [x] assieme alle operazioni sopra definite (+, ·), verifica tutti
gli assiomi di spazio vettoriale. Ne concludiamo che (Pn [x] ,+,−) è uno spazio vettoriale su K.

***

Assegnato un intervallo [a, b] ⊂ R, è consuetudine denotare con C ([a, b]) l’insieme delle funzioni
reali continue in [a, b]. Introduciamo in C ([a, b]) le ordinarie operazioni di addizione di funzioni e
di moltiplicazione di uno scalare (elemento di K) per una funzione. Più precisamente, definiamo
“somma di f (x) e g (x)” la funzione:

(f + g) (x) = f (x) + g (x) , ∀x ∈ [a, b] (2.6)
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CAPITOLO 2. SPAZI VETTORIALI

L’elemento neutro 0C([a,b]) rispetto all’addizione è la funzione identicamente nulla, mentre l’elemento
opposto di f (x) è −g (x). L’operazione di moltiplicazione di uno scalare per un elemento di C ([a, b])
è cos̀ı definita:

(λf) (x) = λf (x) , f (x) ∈ C ([a, b]) , λ ∈ R (2.7)

È facile persuadersi che l’insieme C ([a, b]) assieme alle operazioni sopra definite (+, ·), verifica tutti
gli assiomi di spazio vettoriale. Ne concludiamo che (C ([a, b]) ,+,−) è uno spazio vettoriale su R.

Osservazione 28 Assegnato un insieme non vuoto V e un campo K, in cui sono definite le leggi di
composizione (+,−) che verificano gli assiomi di spazio vettoriale, si ha che la terna (V,+, ·) è uno
spazio vettoriale K. D’ora in avanti per non appesantire la notazione, indicheremo il predetto spazio
vettoriale semplicemente con il simbolo V .

2.2 Esercizi

Esercizio 29 Nello spazio vettoriale R3 sia dato il sistema di vettori:

S = {v1, v2, v3} , (2.8)

dove

v1 = (2, 1, 2) , v2 =

(

7,−3

2
, 3

)

, v3 = (−3, 1,−1) (2.9)

Si verifichi chee S è linearmente dipendente.

Soluzione

Scriviamo
λ1v1 + λ2v2 + λ3v3 = 0, (λi ∈ R, i = 1, 2, 3 ) (2.10)

Cioè

λ1 (2, 1, 2) + λ2

(

7,−3

2
, 3

)

+ λ3 (−3, 1,−1) = (0, 0, 0) , (2.11)

da cui il sistema lineare omogeneo:







2λ1 + 7λ2 − 3λ3 = 0
λ1 − 3

2
λ2 + λ3 = 0

2λ1 + 3λ2 − λ3 = 0
⇐⇒







2λ1 + 7λ2 − 3λ3 = 0
2λ1 − 3λ2 + 2λ3 = 0
2λ1 + 3λ2 − λ3 = 0

, (2.12)

la cui matrice dei coefficienti è

A =





2 7 −3
2 −3 2
2 3 −1



 (2.13)

Riesce

detA =

∣
∣
∣
∣
∣
∣

2 7 −3
2 −3 2
2 3 −1

∣
∣
∣
∣
∣
∣

= 2

∣
∣
∣
∣
∣
∣

1 7 −3
1 −3 2
1 3 −1

∣
∣
∣
∣
∣
∣

= 2

∣
∣
∣
∣
∣
∣

1 7 −3
0 −10 5
0 −4 1

∣
∣
∣
∣
∣
∣

= 0,

cioè p < 3, dove p è la caratteristica (o rango di A, spesso denotato con ρ (A)), mentre 3 è il numero
di incognite. Ne consegue che il sistema ammette soluzioni non nulle:

∃ (λ1, λ2, λ3) 6= (0, 0, 0) | λ1v1 + λ2v2 + λ3v3 = 0,
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CAPITOLO 2. SPAZI VETTORIALI

per cui S è linearmente dipendente.







2x1 + x2 − 4x3 + x4 − x5 = 6
2x1 + x2 − 4x3 + x4 − x5 = −14

−3x1 + 6x2 − 8x3 − 14x4 −
√
5x5 = −2

12x1 +
√
3x2 + 2x3 + 19x4 + 5x5 = 0

6x1 + 2x2 − 5x3 + 11x4 − 23x5 = −8

Esercizio 30 Nello spazio vettoriale R3 sia dato il sistema di vettori:

S = {v1, v2, v3} , (2.14)

dove

v1 = (2, 1, 2) , v2 =

(

7,−5

2
, 3

)

, v3 = (−3, 1,−1) (2.15)

Si verifichi chee S è linearmente indipendente.

Soluzione

Scriviamo
λ1v1 + λ2v2 + λ3v3 = 0, (λi ∈ R, i = 1, 2, 3 ) (2.16)

Cioè

λ1 (2, 1, 2) + λ2

(

7,−3

5
, 3

)

+ λ3 (−3, 1,−1) = (0, 0, 0) , (2.17)

da cui il sistema lineare omogeneo:






2λ1 + 7λ2 − 3λ3 = 0
λ1 − 5

2
λ2 + λ3 = 0

2λ1 + 3λ2 − λ3 = 0
⇐⇒







2λ1 + 7λ2 − 3λ3 = 0
2λ1 − 5λ2 + λ3 = 0
2λ1 + 3λ2 − λ3 = 0

, (2.18)

la cui matrice dei coefficienti è

A =





2 7 −3
2 −5 2
2 3 −1



 (2.19)

Riesce

detA =

∣
∣
∣
∣
∣
∣

2 7 −3
2 −5 2
2 3 −1

∣
∣
∣
∣
∣
∣

= 2

∣
∣
∣
∣
∣
∣

1 7 −3
0 −12 5
0 −4 −2

∣
∣
∣
∣
∣
∣

6= 0,

Ne consegue
p = 3 =⇒ ∃! (λ1, λ2, λ3) = (0, 0, 0) ,

per cui il sistema assegnato è linearmente indipendente.

Esercizio 31 Nello spazio vettoriale R4 sia dato il sistema di vettori:

S = {u1, u2, u3} , (2.20)

dove
u1 = (1,−2, 0, 3) , u2 = (2, 3, 0, 4− 1) , u3 = (2,−1, 2, 1) (2.21)

Dopo aver verificato che S è linearmente indipendente, esprimere il vettore v = (3, 9,−4,−3) come
combinazione lineare dei vettori di S.
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Soluzione

Scriviamo
λ1u1 + λ2u2 + λ3u3 = 0, (λi ∈ R, i = 1, 2, 3 ) (2.22)

Cioè
λ1 (1,−2, 0, 3) + λ2 (2, 3, 0, 4− 1) + λ3 (2,−1, 2, 1) = (0, 0, 0, 0) , (2.23)

da cui il sistema lineare omogeneo:






λ1 + 2λ2 + 2λ3 = 0
−2λ1 + 3λ2 − λ3 = 0
0 + 0 + 2λ3 = 0
3λ1 − λ2 + λ3 = 0

, (2.24)

la cui matrice dei coefficienti è

A =







1 2 3
−2 3 −1
0 0 2
3 −2 1







(2.25)

Il minore estratto del terzo ordine: ∣
∣
∣
∣
∣
∣

1 2 3
−2 3 −1
0 0 2

∣
∣
∣
∣
∣
∣

6= 0,

per cui
p = 3 =⇒ ∃! (λ1, λ2, λ3) = (0, 0, 0) =⇒ S è linearmente indipendente

Passiamo alla seconda parte del quesito:

v = µ1u1 + µ2u2 + µ3u3, (µi ∈ R, i = 1, 2, 3 ) (2.26)

Otteniamo il sistema lineare non omogeneo:






µ1 + 2µ2 + 2µ3 = 0
−2µ1 + 3µ2 − µ3 = 0
0 + 0 + 2µ3 = 0
3µ1 − µ2 + µ3 = 0

⇐⇒







µ1 + 2µ2 + 2µ3 = 0
−2µ1 + 3µ2 − µ3 = 0
0 + 0 + 2µ3 = 0

(2.27)

Dalla terza equazione si ha µ3 = 0, quindi:
{
µ1 + 2µ2 = 7
−2µ1 + 3µ2 = 7

(2.28)

Ricaviamo dalla prima
µ1 = 7− 2µ2, (2.29)

che sostituita nella seconda

−14 + 4µ2 + 3µ2 = 7 =⇒ µ2 = 3 =⇒
eq. (2.29)

µ1 = 1 (2.30)

In definitiva
(µ1, µ2, µ3) = (1, 3,−2) (2.31)

Ne concludiamo
v = u1 + 3u2 − 2u3 (2.32)
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Esercizio 32 Assegnato lo spazio vettoriale P3 [t] dei polinomi di grado ≤ 3 sul campo reale, si
verifichi che il sistema

S = {a1 (t) , a2 (t) , a3 (t)} (2.33)

è linearmente dipendente, essendo:

a1 (t) = t2 − t+ 1, (2.34)

a2 (t) = 2t3 − t2 + t+ 1

a3 (t) = t3 + 1

Soluzione

Scriviamo
λ1a1 (t) + λ2a2 (t) + λ3a3 (t) = 0, (λi ∈ R) (2.35)

Cioè
λ1

(
t2 − t+ 1

)
+ λ2

(
2t3 − t2 + t+ 1

)
+ λ3

(
t3 + 1

)
= 0 (2.36)

Sviluppando e ordinando i vari termini:

(λ2 + 2λ3) t
3 + (λ1 − λ2) t

2 + (λ2 − λ1) t+ λ1 + λ2 + λ3 = 0 (2.37)

Il principio di identità dei polinomi restituisce il sistema lineare omogeneo nelle incognite λ1, λ2, λ3:







0 + λ2 + 2λ3 = 0
λ1 − λ2 + 0 = 0
−λ1 + λ2 + 0 = 0
λ1 + λ2 + λ3 = 0

, (2.38)

la cui matrice dei coefficienti è

A =







0 2 1
1 −1 0
−1 1 0
1 1 1







(2.39)

In generale il numero di soluzioni proprie (o autosoluzioni) di un sistema omogeneo è

N =

{
∞n−p, se p < n

0, se p = n
, (2.40)

dove p = ρ (A) (rango di A), mentre n è il numero di incognite. Dobbiamo quindi calcolare il rango
della matrice A. Il minore di ordine 3 ottenuto cancellando la quarta riga è:

a123,123 =

∣
∣
∣
∣
∣
∣

0 2 1
1 −1 0
−1 1 0

∣
∣
∣
∣
∣
∣

= 0 (2.41)

Il minore di ordine 3 ottenuto cancellando la terza riga è:

a124,123 =

∣
∣
∣
∣
∣
∣

0 2 1
1 −1 0
1 1 1

∣
∣
∣
∣
∣
∣

=

∣
∣
∣
∣
∣
∣

0 2 1
1 −1 0
1 −1 0

∣
∣
∣
∣
∣
∣

= 0 (2.42)
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Il minore di ordine 3 ottenuto cancellando la seconda riga è:

a134,123 =

∣
∣
∣
∣
∣
∣

0 2 1
−1 1 0
1 1 1

∣
∣
∣
∣
∣
∣

=

∣
∣
∣
∣
∣
∣

0 2 1
−1 1 0
1 −1 0

∣
∣
∣
∣
∣
∣

= 0 (2.43)

Il minore di ordine 3 ottenuto cancellando la prima riga è:

a123,123 =

∣
∣
∣
∣
∣
∣

1 −1 0
−1 1 0
1 1 1

∣
∣
∣
∣
∣
∣

= 0 (2.44)

Cioè tutti i minori di ordine 3 sono nulli =⇒ ρ (A) < 3. Riesce

a12,12 =

∣
∣
∣
∣

0 2
1 −1

∣
∣
∣
∣
6= 0 =⇒ ρ (A) = 2

Ne concludiamo che il sistema (2.38) ammette ∞1 soluzioni proprie, per cui

∃ (λ1, λ2, λ3) 6= (0, 0, 0) |
3∑

k=1

λkak (t) = 0

e quindi il sistema di vettori S è linearmente dipendente.

Osservazione 33 Per la determinazione dei minori estratti da una matrice e, quindi, del rango,
consigliamo questa risora.

Esercizio 34 Assegnato lo spazio vettoriale P3 [t] dei polinomi di grado ≤ 3 sul campo reale, si
verifichi che il sistema

S = {b0 (t) , b1 (t) , b2 (t) , b3 (t)} (2.45)

è linearmente indipendente, essendo:

b0 (t) = 1, b1 (t) = t, b2 (t) = t2, b3 (t) = t3 (2.46)

Soluzione

Scriviamo
λ0b0 (t) + λ1b1 (t) + λ2b2 (t) + λ3b3 (t) = 0, (2.47)

cioè
λ0 + λ1t+ λ2t

2 + λ3t
3 = 0 (2.48)

Per il principio di identità dei polinomi:

∃! (λ0, λ1, λ2, λ3) = (0, 0, 0, 0) , (2.49)

onde il sistema assegnato è linearmente indipendente.

***
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CAPITOLO 2. SPAZI VETTORIALI

Il sistema di vettori (2.45) è manifestamente un sistema lineramente indipendente di ordine
massimo, per cui S è una base di P3 [t]. Quindi

dimP3 [t] = 4 (2.50)

In particolare, S è la base canonica di P3 [t]:

a (t) =
3∑

k=0

akbk (t) = a0 + a1t+ a2t
2 + a3t

3, ∀a (t) ∈ P3 [t] (2.51)

Ne consegue che la quaterna ordinata (a0, a1, a2, a3) definisce le componenti del vettore a (t) nella
base canonica di P3 [t]. Tali risultati si generalizzano a Pn [t], la cui base canonica è

S = {b0 (t) , b1 (t) , ...bn (t)} , (2.52)

essendo
bk (t) = tk, (k = 0, 1, ..., n) (2.53)

Quindi

a (t) =
n∑

k=0

akbk (t) , ∀a (t) ∈ Pn [t] (2.54)

Esercizio 35 Nella base canonica di P2 [t]

B = {b0 (t) , b1 (t) , b2 (t)} , bk (t) = tk, (k = 0, 1, 2), (2.55)

il generico elemento di P2 [t] si scrive:

a (t) =
2∑

k=0

akbk (t) (2.56)

Determinare le componenti di a (t) nella base

B′ = {b′0 (t) , b′1 (t) , b′2 (t)} , b′k (t) = (t− t0)
k
, (t0 ∈ R− {0}) (2.57)

Soluzione

Denotiamo con (a′0, a
′
1, a

′
2) le componenti di a (t) nella nuova base. Quindi

a (t) =
2∑

k=0

a′kb
′
k (t) = a′0 + a′1 (t− t0) + a′2 (t− t0)

2 (2.58)

Deve essere
a′0 + a′1 (t− t0) + a′2 (t− t0)

2 = a0 + a1t+ a2t
2, (2.59)

da cui
(a′0 − a′1t0 + a′2t0 − a0) + (a′1 − 2a′2t0 − a1) t+ (a′2 − a2) t

2 = 0 (2.60)

Per il principio di identità dei polinomi:






a′0 − a′1t0 + a′2t0 = a0
0 + a′1 − 2a′2t = a1
0 + 0− a′2 = a2

(2.61)
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Dalla terza equazione
a′2 = −a2 (2.62)

Sostituendo nella seconda:
a′1 = a1 − 2a2t0 (2.63)

e quindi nella prima
a′0 = a0 + a2t0 (1− 2t0) + a1t0 (2.64)

Le (2.64)-(2.63)-(2.62) definiscono le componenti di a (t) nella nuova base, in funzione delle compo-
nenti nella vecchia base.

Esercizio 36 Studiare il seguente sistema di vettori dello spazio vettoriale P2 [t]:

S = {p (t) , q (t)} , (2.65)

dove
p (t) = t+ 1, q (t) = t2 − t− 1 (2.66)

Soluzione

Scriviamo
λp (t) + µq (t) = 0, (2.67)

ovvero
λ (t+ 1) + µ

(
t2 − t− 1

)
= 0 ⇐⇒ µt2 + (λ− µ) t+ λ− µ = 0 (2.68)

Il principio di identità dei polinomi restituisce il sistema omogeneo
{
µ = 0
λ− µ = 0

,

che ammette la sola soluzione banale. Ne concludiamo che il sistema assegnato è linearmente
indipendente.

***

Nello spazio vettoriale MR (n, n) delle matrici quadrate di ordine n sui reali, si consideri il sistema
di vettori:

S = {Eik = (eik)} , i, k = 1, 2, ..., n, (2.69)

dove per assegnati i, k ∈ {1, 2, ..., n}

ejh =

{
1, se (j, h) = (i, k)
0, se (j, h) 6= (i, k)

, (2.70)

cosicché

E11 =







1 0 ... 0
0 0 ... 0
... ... ... ...

0 0 ... 0






, E12 =







0 1 ... 0
0 0 ... 0
... ... ... ...

0 0 ... 0






, (2.71)

..., E1n =







0 0 ... 1
0 0 ... 0
... ... ... ...

0 0 ... 0






, E21 =







0 0 ... 0
1 0 ... 0
... ... ... ...

0 0 ... 0






,

..., E2n =







0 0 ... 0
0 0 ... 1
... ... ... ...

0 0 ... 0






, Enn =







0 0 ... 0
0 0 ... 0
... ... ... ...

0 0 ... 1







22



CAPITOLO 2. SPAZI VETTORIALI

Scriviamo:
n∑

i=1

n∑

k=1

λikEik = 0MR(n,n), (2.72)

dove 0MR(n,n) è il vettore nullo di MR (n, n), i.e. la matrice nulla di ordine n:

0MR(n,n) =







0 0 ... 0
0 0 ... 0
... ... ... ...

0 0 ... 0






, (2.73)

per cui eseguendo la doppia sommatoria a primo membro della (2.72):







λ11 λ12 ... λ1n
λ21 λ22 ... λ2n
... ... ... ...

λn1 λn2 ... λnn







=







0 0 ... 0
0 0 ... 0
... ... ... ...

0 0 ... 0







⇐⇒ λik = 0, ∀i, k ∈ {1, 2, ..., n} (2.74)

Cioè il sistema (2.69) è linearmente indipendente. Inoltre:

A =
n∑

i=1

n∑

k=1

aikEik, ∀A = (aik) ∈ MR (n, n)

Segue che il predetto sistema di vettori è una base di MR (n, n), e lo ridefiniamo in

B = {Eik = (eik)} , i, k = 1, 2, ..., n (2.75)

In particolare è la base canonica di MR (n, n). La dimensione di tale spazio è

dimMR (n, n) = n2 (2.76)

Nel caso particolare n = 2:

E11 =

(
1 0
0 0

)

, E12 =

(
0 1
0 0

)

(2.77)

E21 =

(
0 0
1 0

)

, E22 =

(
0 0
0 1

)

Esercizio 37 Nello spazio vettoriale Rn si consideri l’insieme:

Wm = {(x1, x2, ..., xn) ∈ Rn | x1 = x2 = ... = xm = 0} , (2.78)

dove m ≤ n. Si dimostri che Wm è un sottospazio vettoriale di Rn (n−m)-dimensionale. Discutere
il caso m = n.

Soluzione

Prendiamo ad arbitrio due elementi x, y ∈ Wm :

x = (x1, x2, ..., xn) | x1 = x2 = ... = xm = 0 (2.79)

y = (y1, y2, ..., yn) | y1 = y2 = ... = ym = 0
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Segue
x+ y = (x1 + y1, x2 + y2, ..., xn + yn) | xk + yk = 0, k = 1, 2, ...,m,

onde
(x+ y) ∈ Wm (2.80)

Prendiamo ad arbitrio x ∈ W, λ ∈ R:

λx = (0, 0, ..., 0, λxm+1, ..., λxn) =⇒ (λx) ∈ Wm (2.81)

Quindi
(x+ y) ∈ Wm, ∀x, y ∈ Wm

(λx) ∈ Wm, ∀λ ∈ R, ∀x, y ∈ Wm

}

=⇒ Wm è un sottospazio di Rn (2.82)

Per determinarne la dimensione, ricerchiamo una base. A tale scopo occorre e basta osservare che
un qualunque vettore x ∈ Wm si scrive come:

x = (0, 0, ..., 0, xm+1, xm+2, ..., xn)+ (2.83)

+ xm+1 (0, 0, ..., 0, 1, 0, ..., 0)

+ xm+2 (0, 0, ..., 0, 0, 1, ..., 0)+

+ ...+ xn (0, 0, ..., 0, 0, 0, ..., 1)

Segue che una base di Wm è {u1, u2, ..., un−m}, dove

u1 = (0, 0, ..., 0, 1, 0, ..., 0) , (2.84)

u2 = (0, 0, ..., 0, 0, 1, ..., 0)

....

un−m = (0, 0, ..., 0, 0, 0, ..., 1) ,

avendosi:

x = xm+1u1 + xm+2u2 + ...+ xnun−m =
n−m∑

k=1

xm+kuk (2.85)

La dimensione di Wm è la cardinalità di {u1, u2, ..., un−m}:

dimWm = n−m (2.86)

Infine, per n−m è dimWm = 0 o ciò che è lo stesso, W = {0}. In altri termini, per n = m l’insieme
Wm si riduce al sottospazio nullo di Rn.

Esercizio 38 Assegnato lo spazio vettoriale MR (2, 2) delle matrici quadrate di ordine 2 sul campo
reale, consideriamo l’insieme:

VR (2, 2) = {X ∈ MR (2, 2) | AX = XA} , (2.87)

dove

A =

(
1 1
0 1

)

(2.88)

Dimostrare che VR (2, 2) è un sottospazio vettoriale di MR (2, 2), calcolandone poi la dimensione.
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Soluzione

Poniamo

X =

(
x y

z t

)

(2.89)

Quindi

AX =

(
1 1
0 1

)(
x y

z t

)

=

(
x+ z y + t

z t

)

(2.90)

XA =

(
x y

z t

)(
1 1
0 1

)

=

(
x x+ y

z z + t

)

La nostra richiesta è

AX = XA⇐⇒
(
x+ z y + t

z t

)

=

(
x x+ y

z z + t

)

(2.91)

Cioè 





x+ z = x

y + t = x+ y

z = z

t = z + t

⇐⇒
{
z = 0
x = t

,

per cui assumendo y, t come parametri liberi:

x = µ, y = λ, z = 0, t = µ, ∀λµ ∈ R (2.92)

Ne segue che la più generale matrice commutante con A è:

X =

(
µ λ

0 µ

)

, ∀λµ ∈ R (2.93)

Prese ad arbitrio X,X ′ ∈ MR (2, 2)

X =

(
µ λ

0 µ

)

, X ′ =

(
µ′ λ′

0 µ′

)

, (2.94)

si ha

X +X ′ =

(
µ+ µ′ λ+ λ′

0 µ+ µ′

)

, (2.95)

onde
(X +X ′) ∈ VR (2, 2) (2.96)

Presi ad arbitrio α ∈ R e X ∈ VR (2, 2), si ha:

αX =

(
αµ αλ

0 αµ

)

, (2.97)

onde
(αX) ∈ VR (2, 2) (2.98)

Quindi
(X +X ′) ∈ VR (2, 2)
(αX) ∈ VR (2, 2)

}

=⇒ VR (2, 2) è un sottospazio di MR (2, 2)
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Per determinarne la dimensione, osserviamo che
(
µ λ

0 µ

)

=

(
µ 0
0 µ

)

+

(
0 λ

0 0

)

(2.99)

= µ

(
1 0
0 1

)

+ λ

(
0 1
0 0

)

Ne consegue che il sistema di vettori
{(

1 0
0 1

)

,

(
0 1
0 0

)}

, (2.100)

è una base di VR (2, 2), per cui
dimVR (2, 2) = 2

Esercizio 39 Determinare una base del sottospazio vettoriale di MR (2, 2) i cui elementi commutano
con ogni elemento di MR (2, 2).

Soluzione

Scriviamo
WR (2, 2) = {X ∈ MR (2, 2) | AX = XA, ∀A ∈ MR (2, 2)} , (2.101)

quindi poniamo

A =

(
a11 a12
a21 a22

)

, X =

(
x y

z t

)

(2.102)

Esplicitiamo il prodotto AX:

AX =

(
a11 a12
a21 a22

)(
x y

z t

)

=

(
a11x+ a12z a12t+ a11y

a21x+ a22z a22t+ a21y

)

(2.103)

E il prodotto XA:

XA =

(
x y

z t

)(
a11 a12
a21 a22

)

=

(
a11x+ a21y a12x+ a22y

a21t+ a11z a22t+ a12z

)

(2.104)

La nostra richiesta è
AX = XA

Cioè 





0 + a21y − a12z + 0 = 0
a12x+ (a22 − a11) y + 0− a12t = 0
a21x+ 0 + (a22 − a11) z − a21t = 0
0 + a21y − a12z + 0 = 0

, (2.105)

le cui soluzioni non nulle sono:

(x, y, z, t) = (λ, 0, 0, λ) , ∀λ ∈ R

Ne segue

X =

(
λ 0
0 λ

)

, ∀λ ∈ R (2.106)

Cioè, la più generale matrice che commuta con ogni matrice di MR (2, 2) è una matrice scalare.
Tale denominazione è giustificata dal fatto che una tale matrice si riduce alla moltiplicazione dello
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scalare λ per la matrice identità. A questo punto è immediato determinare una base del sottospazio
WR (2, 2), giacché (

λ 0
0 λ

)

= λ

(
1 0
0 1

)

, (2.107)

onde {(
1 0
0 1

)}

(2.108)

è una base di WR (2, 2):
dimWR (2, 2) = 1 (2.109)

Si noti che tale risultato si generalizza a ogni n:

dimWR (n, n) = 1, (2.110)

essendo
WR (n, n) = {X ∈ MR (n, n) | AX = XA, ∀A ∈ MR (n, n)} (2.111)

Esercizio 40 Sia data la successione di matrici:

{An}n∈N−{0} : An =

(
1 a

n

− a
n

1

)

, (2.112)

con a parametro reale non nullo. Determinare:

1.
lim

n→+∞
An (2.113)

2. Il sottospazio di MR (2, 2) i cui elementi commutano con An.

Soluzione

Il primo quesito è immediato:

lim
n→+∞

An = lim
n→+∞

(
1 a

n

− a
n

1

)

=

(
1 0
0 1

)

, (2.114)

cioè la matrice identità di ordine 2. Per il secondo quesito, denotiamo con X la più generale matrice
quadrata di ordine 2 che commuta con An:

X =

(
x y

z t

)

,

Esplicitiamo i prodotti:

AnX =

(
x+ a

n
z y + a

n
t

− a
n
x+ z t− a

n
y

)

(2.115)

XAn =

(
x− a

n
y y + a

n
x

z − a
n
t t+ a

n
z

)
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Deve essere

AnX = XAn ⇐⇒







x+ a
n
z = x− a

n
y

y + a
n
t = y + a

n
x

− a
n
x+ z = z − a

n
t

t− a
n
y = t+ a

n
z

(2.116)

⇐⇒
a

n
6=0

{
z = −y
x = t

,

per cui assumendo come parametri t, y

t = λ, y = µ, (2.117)

si ha

X =

(
λ µ

−µ λ

)

, ∀λ, µ ∈ R (2.118)

Segue

X = λ

(
1 0
0 1

)

+ µ

(
0 1
−1 0

)

Ne concludiamo che una base del sottospazio VR (2, 2) delle matrici commutanti con An è

{(
1 0
0 1

)

,

(
0 1
−1 0

)}

, (2.119)

onde
dimVR (2, 2) = 2 (2.120)

Complementi

Riprendiamo la matrice dell’esercizio precedente:

An =

(
1 α

n

−α
n

1

)

,

avendo ridefinito il parametro a in α, per una ragione che apparirà chiara in seguito. Poniamo

tan θn =
α

n
(2.121)

Quindi

An =

(
1 tan θn

− tan θn 1

)

=
1

cos θn

(
cos θn sin θn
− sin θn cos θn

)

(2.122)

D’altra parte

1

cos θn
=

√

1 + tan2 θn =

√

1 +
α2

n2
,

onde

An =

√

1 +
α2

n2
R (θn) , (2.123)

dove

R (θn) =

(
cos θn sin θn
− sin θn cos θn

)

(2.124)
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Riesce
detR (θn) = +1, (2.125)

da cui segue che Rn (θn) è una matrice ortogonale:

R (θn)
−1 = R (θn)

T
, (2.126)

dove T denota l’operazione di trasposizione righe per colonne, i.e. il passaggio alla matrice trasposta.
È facile convincersi che R (θn) è la matrice di rotazione di un sistema di assi cartesiani (Oxy). Più
precisamente, se ruotiamo (Oxy) di un angolo θn (positivo se la rotazione è antioraria), le coordinate
(x′, y′) dei punti nel sistema ruotato (Ox′y′) sono legate alle vecchie coordinate (x, y) dalla relazione

(
x′

y′

)

= R (θn)

(
x

y

)

⇐⇒
{
x′ = x cos θn + y sin θn
y′ = −x sin θn + y cos θn

(2.127)

Se ruotiamo ulteriormente di un angolo θn:
(
x′′

y′′

)

= R (θn)

(
x′

y′

)

= R (θn)
2

(
x

y

)

,

dove

R (θn)
2 = R (θn)R (θn) =

(
cos 2θn sin 2θn
− sin 2θn cos 2θn

)

(2.128)

Componendo n rotazioni successive ciascuna di ampiezza θn:
(
x(n)

y(n)

)

= R (θn)
n

(
x

y

)

, (2.129)

per cui la matrice di rotazione associata alla predetta composizione è

R (θn)
n =

(
cosnθn sinnθn
− sinnθn cosnθn

)

(2.130)

Componiamo ora un numero infinito di rotazioni ciascuna di ampiezza θn. La matrice associata a
tale operazione di passaggio al limite per n→ +∞ è:

lim
n→+∞

R (θn)
n =

(
cos (limn→+∞ nθn) sin (limn→+∞ nθn)
− sin (limn→+∞ nθn) cos (limn→+∞ nθn)

)

(2.131)

Calcoliamo a parte:

lim
n→+∞

nθn = lim
n→+∞

n arctan
(α

n

)

= 0 · ∞ (2.132)

Poniamo
η =

α

n
, (2.133)

segue

lim
n→+∞

nθn = α lim
n→+∞

arctan η

η
= α (2.134)

Quindi
lim

n→+∞
R (θn)

n = R (α) ,

dove

R (α) =

(
cosα sinα
− sinα cosα

)

(2.135)
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Ne concludiamo che la composizione di infinite rotazioni di ampiezza θn è una rotazione di ampiezza
α = n tan θn. Riguardo alla potenza ennesima di An, osserviamo che

(An)
n =

(

1 +
α2

n2

)n

2
(

cosnθn sinnθn
− sinnθn cosnθn

)

, (2.136)

per cui

lim
n→+∞

(An)
n =

[

lim
n→+∞

(

1 +
α2

n2

)n

2

](
cosα sinα
− sinα cosα

)

(2.137)

Ma

lim
n→+∞

(

1 +
α2

n2

)n

2

= 1∞ = lim
n→+∞

e
n

2
ln
(

1+α
2

n2

)

= e
limn→+∞

n

2
ln
(

1+α
2

n2

)

,

avendosi

lim
n→+∞

n

2
ln

(

1 +
α2

n2

)

=
η=α

n

α

2
lim

η→+∞

ln (1 + η2)

η
= 0,

onde

lim
n→+∞

(

1 +
α2

n2

)n

2

= 1

Ne concludiamo

lim
n→+∞

(
1 α

n

−α
n

1

)n

=

(
cosα sinα
− sinα cosα

)

(2.138)
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Capitolo 3

Applicazioni lineari

3.1 Omomorfismi ed endomorfismi

Esercizio 41 Verificare la linearità delle seguenti applicazioni lineari, specificando se si tratta di un
η o di un endomorfismo.

1.

Â : R2 → R2 (3.1)

Â (x, y) = (x+ y, x) , ∀ (x, y) ∈ R2

2.

B̂ : R3 → R (3.2)

B̂ (x, y) = 2x− 3y + 4z, ∀ (x, y, z) ∈ R3

Soluzione

Prendiamo ad arbitrio ξ, ξ′ ∈ R2

ξ = (x, y) , ξ′ = (x′, y′) (3.3)

Quindi calcoliamo
Â (λξ + λ′ξ′) , ∀λ, λ′ ∈ R (3.4)

A tale scopo esplicitiamo l’argomento:

λξ + λ′ξ′ = λ (x, y) + λ′ (x′, y′) = (λx+ λ′x′, λy + λ′y′)

Segue

Â (λξ + λ′ξ′) = Â (λx+ λ′x′, λy + λ′y′) (3.5)

= (λx+ λ′x′ + λy + λ′y′, λx+ λ′y′)

= (λx+ λy, λx) + (λ′x′ + λ′y′ + λ′x′)

= λ (x+ y, x) + λ′ (x′ + y′, x′)

= λÂ (ξ) + λ′Â (ξ′)
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Cioè l’applicazione (3.1) è additiva ed omogenea, i.e. lineare. In particolare si tratta di un endomor-
fismo. Passiamo alla (3.1). Prendiamo due elementi arbitrari di R3:

ξ = (x, y, z) , ξ′ = (x′, y′, z′) (3.6)

Quindi calcoliamo
B̂ (λξ + λ′ξ′) (3.7)

Anche qui conviene esplicitare l’argomento:

λξ + λ′ξ′ = (λx+ λy + λz, λ′x′ + λ′y′ + λ′z′) ,

onde

B̂ (λξ + λ′ξ′) = B̂ (λx+ λy + λz, λ′x′ + λ′y′ + λ′z′) (3.8)

= 2 (λx+ λ′x′)− 3 (λy + λ′y′) + 4 (λz + λ′z′)

= λ (2x− 3y + 4z) + λ′ (2x′ − 3y′ + 4z′)

= λB̂ (ξ) + λ′B̂ (ξ′) ,

da cui la linearità dell’applicazione (3.2) che è un η.

Esercizio 42 Assegnato lo spazio vettoriale MK (n, n) i cui elementi sono le matrici quadrate di
ordine n su un campo K, mostrare che l’applicazione

Ω̂ : MK (n, n) → MK (n, n) (3.9)

Ω̂ (X) = XA+ AX, (A è un elemento assegnato di MK (n, n) )

è lineare.

Soluzione

Definiamo
Y = λX + λ′X ′, ∀X,X ′ ∈ MK (n, n) , ∀λ, λ′ ∈ K (3.10)

Quindi

Ω̂ (Y ) = Y A+ AY (3.11)

= (λX + λ′X ′)A+ A (λX + λ′X ′)

Per note proprietà del prodotto righe per colonne:

Ω̂ (λX + λ′X ′) = λXA+ λ′X ′A′ + λAX + λ′AX ′

= λ (XA+ AX) + λ′ (X ′A+ AX ′)

= λΩ̂ (X) + λ′Ω̂ (X ′) ,

da cui la linearità di Ω̂.

Esercizio 43 Determinare l’espressione analitica dell’applicazione lineare

Â : R2 → R (3.12)

tale che
Â (uk) = ak, (k = 1, 2), (3.13)

dove {u1, u2} è linearmente indipendente, mentre a1 a2 sono elementi assegnati dello spazio vettoriale
R.
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Soluzione

Dal momento che {u1, u2} è linearmente indipendente, per un noto teorema si ha che le (3.13)
determinano univocamente l’applicazione lineare Â. Per determinare la sua espressione analitica,
esprimiamo innanzitutto il generico vettore ξ = (x, y) come combinazione lineare di {u1, u2} (i.e.
eseguiamo un cambiamento di base: dalla base canonica {(0, 1) , (1, 0)} alla base {u1, u2}):

ξ = α1u1 + α2u2, (3.14)

con α1, α2 scalari da determinare. Segue

(x, y) = (α1x1 + α2x2, α1y1 + α2y2) ,

che restituisce il sistema di equazioni lineari nelle incognite (α1, α2).
{
x1α1 + x2α2 = x

y1α1 + y2α2 = y
, (3.15)

la cui matrice dei coefficienti è

M =

(
x1 x2
y1 y2

)

, (3.16)

ed ha rango 2, giacché {u1, u2} è linearmente indipendente:

∆ = detM = x1y2 − x2y1 (3.17)

Abbiamo dunque un sistema di Cramer. Risolviamolo:

x =
1

∆

∣
∣
∣
∣

x x2
y y2

∣
∣
∣
∣
=

xy2 − yx2

x1y2 − x2y1
(3.18)

y =
1

∆

∣
∣
∣
∣

x1 x

y2 y

∣
∣
∣
∣
=

x1y − y2x

x1y2 − x2y1

Quindi

(x, y) =
xy2 − yx2

x1y2 − x2y1
u1 +

x1y − y2x

x1y2 − x2y1
u2 (3.19)

Il risultato dell’applicazione di Â al vettore (3.19) è:

Â (x, y) =
xy2 − yx2

x1y2 − x2y1
Â (u1) +

x1y − y2x

x1y2 − x2y1
Â (u2) (3.20)

Tenendo conto delle (3.13):

Â (x, y) =
1

x1y2 − x2y1
[(xy2 − yx2) a1 + (x1y − y2x) a2] , ∀ (x, y) ∈ R2 (3.21)

È chiaro che la (3.21) conserva la propria validità per ogni (x1, y1) , (x2, y2) ∈ R2 tali che x1y2−x2y1 6=
0, i.e. per ogni sistema {u1, u2} linearmente indipendente. Ad esempio, se

u1 = (1, 1) , u2 = (0, 1) ,

e
a1 = 3, a2 = −2,

si ha
Â (x, y) = x · 3 + (y − x) (−2) = 5x− 2y, ∀ (x, y) ∈ R2 (3.22)
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Esercizio 44 Assegnato l’omomorfismo

Â : R4 → R3 (3.23)

Â (x, y, z, t) = (x− y + z + t, x+ 2z − t, x+ y + 3z − 3t) ,

determinarne rango e nullità.

Soluzione.

Il rango R
(

Â
)

è per definizione

R
(

Â
)

= dim Â
(
R4

)
, (3.24)

essendo Â (R4) l’immagine di R4 attraverso Â. Risulta:

Â
(
R4

)
= L

({

Â (ei)
})

, (3.25)

dove {ei} è la base canonica di R4:

e1 = (1, 0, 0, 0) , e2 = (0, 1, 0, 0) , e3 = (0, 0, 1, 0) , e4 = (0, 0, 0, 1) , (3.26)

mentre L denota l’operazione di inviluppo lineare. I trasformati dei vettori di base sono:

Â (e1) = (1, 1, 1) , Â (e2) = (−1, 0, 1) , Â (e3) = (1, 2, 3) , Â (e4) = (1,−1,−3) (3.27)

Si noti che tali vettori sono scritti nella base canonica {fi} di R3:

f1 = (1, 0, 0) , f2 = (0, 1, 0) , f3 = (0, 0, 1) (3.28)

Ne consegue che la matrice rappresentativa di Â relativamente alle basi canoniche degli spazi vettoriali
R4 e R3, è:

A =





1 −1 1 1
1 0 2 −1
1 1 3 −3



 , (3.29)

ed è R
(

Â
)

= ρ (A), dove ρ (A) è il rango di A. Applichiamo il metodo delle trasformazioni lineari:







(1, 1, 1)
(−1, 0, 1)
(1, 2, 3)
(1,−1,−3)

−→







(1, 1, 1)
(−2,−1, 0)
(0, 1, 2)
(1,−2,−4)

−→







(1, 1, 1)
(0, 1, 2)
(0, 1, 2)
(1, 1, 2)

−→







(1, 1, 1)
(0, 1, 2)
(0, 0, 0)
(0, 0, 0)

(3.30)

Cioè il sistema di vettori {

Â (e1) , Â (e2) , Â (e3) , Â (e4)
}

(3.31)

è equivalente al sistema
{(1, 1, 1) , (0, 1, 2) , (0, 0, 0) , (0, 0, 0)} ,

onde una base del sottospazio di R3 generato da (3.31) è

{(1, 1, 1) , (0, 1, 2)} , (3.32)
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che è appunto una base di A (R4). Ne consegue

R
(

Â
)

= 2 (3.33)

Per un noto teorema, se N
(

Â
)

è la nullità di Â i.e. la dimensione di ker Â, si ha

R
(

Â
)

+N
(

Â
)

= dimR4 = 4, (3.34)

da cui N
(

Â
)

= 2. Per determinare una base di ker Â, applichiamo la definizione di kernel:

ker Â =
{

ξ ∈ R4 | Â (ξ) = 0
}

,

che restituisce il sistema lineare omogeneo:






x− y + z + t = 0
x+ 0 + 2z − t = 0
x+ y + 3z − 3t = 0

, (3.35)

la cui matrice dei coefficienti è la matrice (3.29). Segue che il rango del sistema è p = ρ (A) = 2,
onde il sistema ammette ∞2 soluzioni non banali che si ottengono risolvendo il sistema equivalente:

{
x− y = −λ− µ

x+ 0 = −2λ+ µ = 0
(3.36)

Cioè
x = −2λ+ µ, y = −λ+ 2µ, z = λ, t = µ, ∀λ, µ ∈ R (3.37)

Pertanto la soluzione generale si scrive:

(x, y, z, t) = (−2λ+ µ,−λ+ 2µ, λ, µ) (3.38)

= −λ (2, 1,−1, 0) + µ (1, 2, 0, 1)

Questo vuol dire che il sistema di vettori

{u1 = (2, 1,−1, 0) , u2 = (1, 2, 0, 1)} , (3.39)

è una base di ker Â. Vediamo quindi che il kernel di Â si identifica con lo spazio soluzione del sistema
omogeneo:

AX = 0,

essendo A la matrice rappresentativa di A e X il vettore colonna:

X =







x

y

z

t







(3.40)

Esercizio 45 Assegnato l’endomorfismo

Â : R3 → R3 (3.41)

Â (x, y, z) = (x+ 2y − z, y + z, x+ y − 2z) ,

determinarne rango e nullità.
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Soluzione.

Il rango R
(

Â
)

è

R
(

Â
)

= dim Â
(
R3

)
, (3.42)

essendo Â (R3) l’immagine di R3 attraverso Â. Risulta:

Â
(
R3

)
= L

({

Â (ei)
})

, (3.43)

dove {ei} è la base canonica di R3:

e1 = (1, 0, 0) , e2 = (0, 1, 0) , e3 = (0, 0, 1) , (3.44)

I trasformati dei vettori di base sono:

Â (e1) = (1, 0, 1) , Â (e2) = (2, 1, 1) , Â (e3) = (−1, 1,−2) , Â (e4) = (1,−1,−3) (3.45)

Ne consegue che la matrice rappresentativa di Â nella base canonica di R3 è:

A =





1 2 −1
0 1 1
1 1 −2



 , (3.46)

ed è R
(

Â
)

= ρ (A), dove ρ (A) è il rango di A. Applichiamo il metodo delle trasformazioni lineari:







(1, 0, 1)
(2, 1, 1)
(−1, 1,−2)

−→







(1, 0, 1)
(0, 1,−1)
(0, 1,−1)

−→







(1, 0, 1)
(0, 1,−1)
(0, 0, 0)

, (3.47)

cosicché il sistema di vettori {

Â (e1) , Â (e2) , Â (e3)
}

, (3.48)

è equivalente al sistema
{(1, 0, 1) , (0, 1,−1) , (0, 0, 0)} , (3.49)

che è linearmente dipendente, giacché contiene il vettore nullo. Segue

{

Â (e1) , Â (e2)
}

= {(1, 0, 1) , (2, 1, 1)} , (3.50)

è una base di Â (R3) =⇒ dim Â (R3) = 2. Dalla

R
(

Â
)

+N
(

Â
)

= dimR3 = 3 (3.51)

ricaviamo la nullità di Â i.e. dimensione di ker Â:

N (A) = 1 (3.52)

Ricordiamo che ker Â si identifica con lo spazio soluzione del sistema lineare omogeneo:

AX = 0, (3.53)
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essendo

X =





x

y

z



 , (3.54)

per cui 





x+ 2y − z = 0
0 + y + z = 0
x+ y − 2z = 0

⇐⇒
{
x+ 2y = λ

0 + y = −λ , (3.55)

essendo z = λ, ∀λ ∈ R. La soluzione generale del sistema (3.55) è:

(x, y, z) = λ (3,−1, 1) (3.56)

Ne concludiamo che {u} è una base di ker Â, dove u = (3,−1, 1).

Esercizio 46 Si determini un omomorfismo

A : R3 → R4 (3.57)

tale che il sistema di vettori
{(1, 2, 0,−4) , (2, 0,−1,−3)} (3.58)

sia una base dell’immagine di Â.

Soluzione

Ricordiamo che l’immagine di Â (più propriamente nota come immagine del dominio di esistenza
atraverso Â) è il sottospazio vettoriale di R3

Â
(
R3

)
=

{

Â (ξ) | ξ ∈ R3
}

(3.59)

Nel caso in esame, si tratta di un sottospazio 2-dimensionale. Deve essere con ovvio significato dei
simboli:

Â
(
R3

)
= L

({

Â (e1) , Â (e2) , Â (e3)
})

, (3.60)

dove
e1 = (1, 0, 0) , e2 = (0, 1, 0) , e3 = (0, 0, 1) , (3.61)

definiscono la base canonica di R3. Segue

dim Â
(
R3

)
= 2 =⇒ ∃i, k ∈ {1, 2, 3} , i 6= k |

{

Â (ei) , Â (ek)
}

è linearmente indipendente, (3.62)

onde imponiamo {

Â (e1) , Â (e2)
}

è linearmente indipendente (3.63)

Cioè
Â (e1) = (1, 2, 0,−4) , Â (e2) = (2, 0,−1,−3) (3.64)

D’altra parte, x, y, z sono le componenti di un generico vettore nella base canonica:

(x, y, z) = x (1, 0, 0) + y (0, 1, 0) + z (0, 0, 1) (3.65)

= xe1 + ye2 + ze3, ∀ (x, y, z) ∈ R3
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Applicando Â a primo membro della relazione precedente, per poi tener conto della linearità di Â:

Â (x, y, z) = Â (xe1 + ye2 + ze3) (3.66)

= xÂ (e1) + yÂ (e2) + zÂ (e3) , ∀ (x, y, z) ∈ R3

Le (3.64) implicano
Â (x, y, z) = (x+ 2y, 2x,−y,−4x− 3y) + zÂ (e3) (3.67)

Ma Â (e3) deve potersi esprimere come combinazione lineare dei vettori di base di Â (R3):

∃λ, µ ∈ R | Â (e3) = λÂ (e1) + µÂ (e2) (3.68)

=
eq. (3.64)

= (λ+ 2µ, 2λ,−µ,−4λ− 3µ) ,

che sostituita nella (3.66) porge

Â (x, y, z) = (x+ 2y + λ+ 2µ, 2x+ 2λ,−y − µ,−4x− 3y − 4λ− 3µ) (3.69)

Per determinare i parametri λ, µ basta imporre:

{
Â (1, 0, 0) = (1, 2, 0,−4)

Â (0, 1, 0) = (2, 0,−1,−3)
⇐⇒ λ = µ = 0 (3.70)

Finalmente
Â (x, y, z) = (x+ 2y, 2x,−y,−4x− 3y) (3.71)

Esercizio 47 Denotiamo con MR (2, 2) lo spazio vettoriale delle matrici quadrate di ordine 2. Si
consideri l’endomorfismo:

Â : MR (2, 2) → MR (2, 2) (3.72)

Â (X) = XM −MX,

essendo

M =

(
1 2
0 3

)

(3.73)

Determinare rango e nullità di Â.

Soluzione

Con ovvio significato dei simboli, l’immagine di Â è:

Â (MR (2, 2)) = L
({

Â (Ei)
})

, (3.74)

essendo {Ei} la base canonica in MR (2, 2):

E1 =

(
1 0
0 0

)

, E2 =

(
0 1
0 0

)

, E3 =

(
0 0
1 0

)

, E4 =

(
0 0
0 1

)

(3.75)

I trasformati dei vettori di base sono:

Â (E1) =

(
1 0
0 0

)(
1 2
0 3

)

−
(

1 2
0 3

)(
1 0
0 0

)

(3.76)
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Cioè

Â (E1) =

(
0 2
0 0

)

(3.77)

Il vettore E2 trasforma come

Â (E2) =

(
0 1
0 0

)(
1 2
0 3

)

−
(

1 2
0 3

)(
0 1
0 0

)

(3.78)

Cioè

Â (E2) =

(
0 2
0 0

)

(3.79)

Il vettore E3 trasforma come

Â (E3) =

(
0 0
1 0

)(
1 2
0 3

)

−
(

1 2
0 3

)(
0 0
1 0

)

(3.80)

Cioè

Â (E3) =

(
−2 0
−2 2

)

(3.81)

Infine il vettore E4 trasforma come

Â (E4) =

(
0 0
0 1

)(
1 2
0 3

)

−
(

1 2
0 3

)(
0 0
0 1

)

(3.82)

Cioè

Â (E4) =

(
0 −2
0 0

)

(3.83)

Dal momento che MR (2, 2) è isomorfo a R4, per determinare una base del sottospazio vettoriale
Â (MR (2, 2)), possiamo operare per trasformazioni elementari sul sistema di vettori:







(0, 2, 0, 0)
(0, 2, 0, 0)
(−2, 0,−2, 2)
(0,−2, 0, 0)

→







(0, 1, 0, 0)
(0, 1, 0, 0)
(−1, 0,−1, 2)
(0, 1, 0, 0)

→







(0, 1, 0, 0)
(0, 0, 0, 0)
(−1, 0,−1, 1)
(0, 0, 0, 0)

, (3.84)

cosicché
{

Â (E1) , Â (E3)
}

è una base di Â (MR (2, 2)) =⇒ R
(

Â
)

= dim Â (MR (2, 2)). La dimen-

sione del kernel, i.e. la nullità di Â si ricava da

R
(

Â
)

+N
(

Â
)

= dimMR (2, 2) = 4, (3.85)

da cui
N

(

Â
)

= 2 (3.86)

Per determinare una base del kernel, applichiamo la definizione di kernel:

ker Â = {X ∈ MR (2, 2) | XM =MX} (3.87)

Cioè il kernel dell’applicazione assegnata, è lo spazio delle matrici 2 × 2 che commutano con M .
Posto

X =

(
x1 x2
x3 x4

)

,
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deve essere (
x1 x2
x3 x4

)(
1 2
0 3

)

=

(
1 2
0 3

)(
x1 x2
x3 x4

)

(3.88)

Sviluppando i prodotti riga per colonna, si perviene al sistema di equazioni lineari:

{
x3 = 0
x1 + x2 − x4 = 0

, (3.89)

la cui soluzione generale è

(
x1 x2
x3 x4

)

=

(
µ− λ λ

0 µ

)

= λ

(
−1 1
0 0

)

+ µ

(
1 0
0 1

)

, ∀λ, µ ∈ R (3.90)

Ne concludiamo che {(
−1 1
0 0

)

,

(
1 0
0 1

)}

(3.91)

è una base di ker Â.

Esercizio 48 Sia C∞ ([a, b]) l’insieme delle funzioni reali con derivate di ogni ordine continue in
[a, b]. Introducendo le usuali leggi di addizione di elementi di C∞ ([a, b]) e di moltiplicazione di un
numero reale per un elemento di C∞ ([a, b]), si ha che tale insieme assume la struttura di spazio
vettoriale sul campo reale. Si consideri ora l’operatore di derivazione:

D : C∞ ([a, b]) −→ C∞ ([a, b]) (3.92)

D : f −→ Df, ∀f ∈ C∞ ([a, b]) ,

dove

Df =
d

dx
f (x) ≡ f ′ (x) (3.93)

Si dimostri che D ∈ end (C∞ ([a, b])), determinandone il nucleo.

Soluzione

Applicando le regole di derivazione, si ha:

D (λf + µg) = λDf + µDg, ∀λ, µ ∈ R, ∀f, g ∈ C∞ ([a, b]) , (3.94)

da cui la linearità di D. Inoltre, per definizione di nucleo:

kerD = {f ∈ C∞ ([a, b]) | Df = 0} (3.95)

Dal momento che stiamo considerando funzioni definite in un intervallo, si ha per un noto teorema
di Analisi:

∀x ∈ [a, b] , f ′ (x) = 0 =⇒ f (x) ≡ costante (3.96)

Cioè il kernel di D è il sottospazio vettoriale di C∞ ([a, b]) i cui elementi sono le funzioni costanti in
[a, b].
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3.2 Applicazioni singolari e non singolari. Isomorfismi

Siano E ed F due spazi vettoriali sullo stesso campo K.

Definizione 49 Â ∈ hom (E,F ) è non singolare se ker Â = {0E}, essendo 0E il vettore nullo di
E. Nel caso contrario, diremo che Â è singolare.

In altri termini, Â è non singolare se

∄ξ ∈ E − {0E} | Â (ξ) = 0F ,

dove 0F è il vettore nullo di F . Per un noto teorema, un omomorfismo suriettivo è un isomorfismo
se e solo se è iniettivo, e ciò a sua volta implica ker Â = {0E}, i.e. la non singolarità di Â. Ne
concludiamo che la non singolarità è una condizione necessaria (ma non sufficiente) affinché E ed F
siano isomorfi.

Esercizio 50 Sia R (Oxyz) un riferimento cartesiano ortogonale dello spazio euclideo R3. La rota-
zione di un qualunque vettore ξ = (x, y, z) ∈ R3 attorno all’asse z, è il risultato dell’applicazione di
un endomorfismo R̂z:

R̂z (x, y, z) = (x cos θ − y sin θ, x sin θ + y cos θ, z) , ∀ (x, y, z) ∈ R3, (3.97)

essendo θ l’angolo di rotazione, contato positivamente se la rotazione vista da un osservatore disposto
lungo la direzione positiva dell’asse z, è antioraria.

Mostrare che tale endomorfismo è non singolare.

Soluzione

L’immagine di R̂z è:

R̂z

(
R3

)
= L

({

R̂z (ei)
})

, (3.98)

dove {ei} è la base canonica di R3:

e1 = (1, 0, 0) , e2 = (0, 1, 0) , e3 = (0, 0, 1) (3.99)

Quindi

R̂z (e1) = R̂z (1, 0, 0) = (cos θ, sin θ, 0) (3.100)

R̂z (e2) = R̂z (0, 1, 0) = (− sin θ, cos θ, 0)

R̂z (e3) = R̂z (0, 0, 1) = (0, 0, 1)

Da ciò segue che la matrice rappresentativa di R̂z nella base canonica si scrive:

Rz (θ) =





cos θ − sin θ 0
sin θ cos θ 0
0 0 1



 (3.101)

Risulta

detRz (θ) =

∣
∣
∣
∣
∣
∣

cos θ − sin θ 0
sin θ cos θ 0
0 0 1

∣
∣
∣
∣
∣
∣

= +1, ∀θ ∈ R (3.102)
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Cioè Rz (θ) è ortogonale i.e. una rotazione attorno all’asse z è una trasformazione ortogonale dello
spazio euclideo R3. Il rango dell’omomorfismo R̂z è

R
(

R̂z

)

= ρ (Rz (θ)) = 3 (3.103)

Segue dalla solita formula

R
(

R̂z

)

+N
(

R̂z

)

= dimR3 = 3, (3.104)

da cui la nullità di R̂z

N
(

R̂z

)

= 0 =⇒ ker R̂z = {0} , (3.105)

e quindi la non singolarità di R̂z.

Esercizio 51 Generalizzare il risultato precedente considerando rotazioni attorno agli assi coordinati
x e y rispettivamente:

{
R̂x (x, y, z) = (x, y cos θ − z sin θ, y sin θ + z cos θ)

R̂y (x, y, z) = (x cos θ + z sin θ, y,−x sin θ + y cos θ)
∀ (x, y, z) ∈ R3 (3.106)

Soluzione

Calcoliamo i trasformati dei vettori di base:

R̂x (1, 0, 0) = (1, 0, 0) (3.107)

R̂x (0, 1, 0) = (0, cos θ, sin θ)

R̂x (0, 0, 1) = (0,− sin θ, cos θ) ,

da cui la matrice rappresentativa

Rx (θ) =





1 0 0
0 cos θ − sin θ
0 sin θ cos θ



 , (3.108)

che è manifestamente ortogonale, onde R̂x è non singolare. Passiamo a R̂y, il quale trasforma i vettori
di base come

R̂y (1, 0, 0) = (cos θ, 0,− sin θ) (3.109)

R̂y (0, 1, 0) = (0, 1, 0)

R̂y (0, 0, 1) = (sin θ, 0, cos θ) ,

a cui la matrice rappresentativa

Ry (θ) =





cos θ 0 sin θ
0 1 0

− sin θ 0 cos θ



 , (3.110)

che è manifestamente ortogonale, onde R̂x è non singolare.
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3.2.1 Composizione di rotazioni

Supponiamo di ruotare un vettore ξ = (x, y, z) attorno all’asse x di un angolo θ1. Il vettore risultante
viene poi ruotato attorno all’asse z di un angolo θ2. La prima rotazione è realizzata da

R̂x (x, y, z) = (x, y cos θ − z sin θ, y sin θ + z cos θ) , (3.111)

mentre la seconda rotazione

R̂z

(

R̂x (x, y, z)
)

=
(

R̂zR̂x

)

(x, y, z) , (3.112)

avendo applicato la definizione di prodotto di endomorfismi. Se invertiamo l’ordine delle rotazioni,
si avrà:

R̂x

(

R̂z (x, y, z)
)

=
(

R̂xR̂z

)

(x, y, z) , (3.113)

Chiediamoci: il risultato della composizione delle predette rotazioni è indipendente dall’ordine in
cui esse sono eseguite? Per rispondere a questa domanda osserviamo innanzitutto che tale ordine è
indipendente se e solo se:

(

R̂xR̂z

)

(x, y, z) =
(

R̂zR̂x

)

(x, y, z) , ∀ (x, y, z) ∈ R3 (3.114)

Cioè se e solo se
R̂xR̂z = R̂zR̂x (3.115)

Per formalizzare il risultato (3.115) è conveniente la seguente definizione valida per un qualunque
spazio vettoriale E:

Definizione 52 Per Â, B̂ ∈ end (E) presi ad arbitrio, si dice commutatore di Â e B̂, l’endomor-
fismo: [

Â, B̂
]

= ÂB̂ − B̂Â (3.116)

Definizione 53 Â, B̂ ∈ end (E) commutano se

[

Â, B̂
]

= 0̂, (3.117)

essendo 0̂ l’endomorfismo nullo:
0̂ (ξ) = 0E, ∀ξ ∈ E (3.118)

In virtù di queste definizioni, si ha che dobbiamo determinare l’endomorfismo
[

R̂x, R̂z

]

. Tuttavia,

è più semplice operare sulle matrici rappresentative, giacché:

[

R̂x, R̂z

]
.
= [Rx (θ1) , Rz (θ2)] , (3.119)

dove a secondo membro compare il commutatore di matrici:

[Rx (θ1) , Rz (θ2)] = Rx (θ1)Rz (θ2)−Rz (θ2)Rx (θ1) , (3.120)

con

Rx (θ1) =





1 0 0
0 cos θ1 − sin θ1
0 sin θ1 cos θ1



 , Rz (θ2) =





cos θ2 − sin θ2 0
sin θ2 cos θ2 0
0 0 1



 (3.121)
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Eseguiamo il prodotto righe per colonne:

Rx (θ1) Rz (θ2) =





1 0 0
0 cos θ1 − sin θ1
0 sin θ1 cos θ1









cos θ2 − sin θ2 0
sin θ2 cos θ2 0
0 0 1



 (3.122)

=





cos θ2 − sin θ2 0
cos θ1 sin θ2 cos θ1 cos θ2 − sin θ1
sin θ1 sin θ2 cos θ2 sin θ1 cos θ1





E

Rz (θ2) Rx (θ1) =





cos θ2 − sin θ2 0
sin θ2 cos θ2 0
0 0 1









1 0 0
0 cos θ1 − sin θ1
0 sin θ1 cos θ1



 (3.123)

=





cos θ2 − cos θ1 sin θ2 sin θ1 sin θ2
sin θ2 cos θ1 cos θ2 − cos θ2 sin θ1
0 sin θ1 cos θ1





Segue

[

R̂x, R̂z

]
.
=





0 cos θ1 sin θ2 − sin θ2 − sin θ1 sin θ2
cos θ1 sin θ2 − sin θ2 0 cos θ2 sin θ1 − sin θ1

sin θ1 sin θ2 cos θ2 sin θ1 − sin θ1 0



 6= 0MR(3,3) (3.124)

Qui 0MR(3,3) è l’elemento nullo (i.e. matrice nulla) dello spazio vettoriale MR (3, 3) delle matrici
quadrate su R di ordine 3. Ne concludiamo che il risultato della composizione delle rotazioni sud-
dette dipende dall’ordine con cui esse vengono eseguite. Tale risultato si estende ai rimanenti assi
coordinati, per cui [

R̂k, R̂k′

]

6= 0̂, k, k′ ∈ {x, y, z} , k 6= k′ (3.125)

3.2.2 Endomorfismi invertibili

Comunque prendiamo uno spazio vettoriale E su K, si ha:

Definizione 54

Â ∈ end (E) è invertibile
def⇐⇒ ∃Â−1 ∈ end (E) | Â−1Â = ÂÂ−1 = 1̂ (3.126)

Osservazione 55 Gli isomorfismi sono endomorfismi invertibili

Da tale osservazione si deduce che l’iniettività e suriettività garantiscono l’invertibilità. Tuttavia,
sussiste il teorema:

Teorema 56 Condizione necessaria e sufficiente affinché Â ∈ end (E) sia invertibile è la non
singolarità di Â

Â ∈ end (E) è invertibile ⇐⇒ Â è non singolare (3.127)

Dimostrazione. Â è non singolare ⇐⇒ ker Â = {0E} ⇐⇒ dim Â (E) =
dimker Â={0E}

dimE ⇐⇒ Â è

suriettivo.
D’altra parte, Â è anche iniettivo giacché ker Â = {0E}, onde l’asserto.
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Esercizio 57 Studiare l’invertibilità dell’endomorfismo di R2:

Â (x, y) = (y, 2x− y) , ∀ (x, y) ∈ R2 (3.128)

Soluzione

Metodo 1. Determiniamo il kernel di Â:

ker Â =
{

ξ ∈ R2 | Â (ξ) = 0
}

(3.129)

Qui denotiamo semplicemente con 0 il vettore nullo di R2, al fine di non appesantire la notazione.
La (3.129) in forma matriciale si scrive:

AX = 0, (3.130)

dove A è la matrice rappresentativa di Â in una qualunque base di R2. Scegliendo la base canonica,
si ha:

Â (1, 0) = (0, 2) , Â (0, 1) = (1,−1) , (3.131)

onde

A =

(
0 1
2 −1

)

(3.132)

Nella base canonica la (3.130) si scrive:
(

0 1
2 −1

)(
x

y

)

=

(
0
0

)

⇐⇒
{

0 + y = 0
2x− y = 0

, (3.133)

che è un sistema lineare omogeneo nelle incognite (x, y) che ammette la sola soluzione banale (x, y) =
(0, 0). Ne consegue che ker Â = {0}, da cui l’invertibilità di Â.

Metodo 2. Basta determinare il rango di Â o ciò che è lo stesso, il rango della matrice
rappresentativa (3.132). Per quanto precede è ρ (A) = 2, da cui l’invertibilità di Â.

Per determinare l’endomorfismo inverso dobbiamo risolvere l’equazione operatoriale nell’incognita
ξ:

Â (ξ) = ξ′, (3.134)

equivalente all’equazione matriciale
AX = X ′, (3.135)

ove

X ′ =

(
x′

y′

)

(3.136)

Segue (
0 1
2 −1

)(
x

y

)

=

(
x′

y′

)

⇐⇒
{

0 + y = x′

2x− y = y′
, (3.137)

da cui l’unica soluzione:

x =
x′ + y′

2
, y = x′, (3.138)

cosicché

Â−1 (x′, y′) =

(
x′ + y′

2
, x′

)

(3.139)

Dal momento che (x′, y′) definisce una coppia di variabili mute, possiamo scrivere:

Â−1 (x, y) =

(
x+ y

2
, x

)

, ∀ (x, y) ∈ R2 (3.140)

Il metodo 2 utilizzato nel precedente esercizio, porte il seguente corollario al teorema 56:

Corollario 58 Comunque assegniamo una base di E, la matrice rappresentativa di Â ∈ end (E)
invertibile, è a sua volta invertibile.
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