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Capitolo 1

Matrici e determinanti

1.1 Operazioni sulle matrici
Esercizio 1 Risolvere l'equazione matriciale
A+ B—-X =0,

dove
-3 =2

. B=| 1 -5
4 3

2
Il
ot =
SN

Soluzioni

(1.1)

(1.2)

Necessariamente X e una matrice avente le stesse dimensioni delle matrici A e B, cioe 3 x 2.

Quindi poniamo

1 T2
X = €T3 T4 )
s g
onde dalla (1.1) segue
—2 0 1 T2
4 —1 = T3 T4 s
9 9 I5 XTg
per cui
-2 0
X = 4 -1
9 9
Esercizio 2 Calcolare
2
(456)[ 3
—1
Soluzione
2
(4 56) 3 |=0@+15-6)=(17)
-1

(1.3)

(1.5)

(1.6)



CAPITOLO 1. MATRICI E DETERMINANTI

Esercizio 3 Calcolare

2
3 /(45 6) (1.7)
~1
Soluzione
2 8 10 12
3 1(456)=(12 15 18 (1.8)
~1 —4 -5 —6
Esercizio 4 Calcolare
4 -6 9 6
(1 23)(0 -7 10 7 (1.9)
5 8 —11 -8
Soluzione
4 -6 9 6
(1 23)10 -7 10 7 |=(19 4 —4 —4) (1.10)

5 & —11 -8

Esercizio 5 Calcolare

(22> L)
SHISEE e
<§;)(i‘11) (1.13)

(32)(03)-(n 35 w10
(3 21)

Soluzione

Esercizio 6 Calcolare:

Soluzione

Esercizio 7 Calcolare

3 1 1 1 1 -1
2 1 2 -1 1 (1.15)
1 2 3 0 1
Soluzione
311 1 1 -1 3+2+1 3—-14+0 —-3+1+1
2 1 2 -1 1 = 24+24+2 2—-14+0 —-24+1+2
1 2 3 1 0 1 1+44+3 1—-24+0 —-1+2+3
6 2 -1
=1 6 1 1 (1.16)
8 —1 4
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Esercizio 8 Verificare

1 2 3 -1 -2 -4 000
2 46 -1 -2 -4 |1 ={(000 (1.17)
36 9 1 2 4 000
Soluzione
1 2 3 -1 -2 —4 -1-243 -2-4+46 —4—-8+412
2 46 -1 -2 4 |= 2-44+46 —-4-8+12 —-8-16+24 (1.18)
3 6 9 1 2 4 —-3—-64+9 —6—-124+18 —12—-24+36
000
=1 000
000
Esercizio 9 Calcolare
1 21 2 3 1 1 21
01 2 -1 1 0 01 2
311 1 2 -1 311
Soluzione
Per la proprieta associativa del prodotto righe per colonne:
1 21 2 3 1 1 21
01 2 -1 1 0 01 2 (1.19)
3 11 1 2 -1 3 11
1 21 24+0+3 44+3+1 24+6+1
=101 2 -140+0 —24+1+0 —-1+2+0
3 11 140—-3 2+42-1 1+4+4-1
1 21 5 8 9
=101 2 -1 -1 1
3 11 -2 3 4

9—2—-2 8-2+4+3 9+2+4
= 0-1-4 0-14+6 O0+1+8
15—-1-2 24-1+3 27T+1+4

1 9 15
= -5 5 9
12 26 32
Esercizio 10 Calcolare
a b c 1 a ¢
c b a 1 b b
1 11 1 ¢ a
Soluzione
a b c 1 a c a+b+c a?+b+c ac+ b+ ac
c b oa 1L bbb |=|ct+tb+ta ac+bV*+ac F+b*+d? (1.20)
1 1 1 1 ¢ a 1+14+1 a+bdb+c c+b+a

a+b+c a’?+b*+c b? + 2ac
= a+b+c b +2ac a®+b+c2
3 a+b+c a+b+c
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Esercizio 11 Calcolare A? e A® se

2 -1 1
A= 0 1 2 (1.21)
1 0 1
Soluzione
2 —1 1 2 —1 1 5 =3 1
A2=10 1 2 0 1 2 |=(2 1 4 (1.22)
1 0 1 1 0 1 3 -1 2
5 =3 1 2 -1 1 11 -8 0
A =A*A=[2 1 4 0 1 2 |=[ 8 -1 8
3 —1 2 1 0 1 8 —4 3
Esercizio 12 Assegnate le matrici:
1 -1 1 1 2 3
A= -3 2 =11, B=|2 46 |, (1.23)
-2 1 0 1 2 3
mostrare AB #+ BA.
Soluzione
Calcoliamo AB
1 -1 1 1 2 3 0 00
AB = -3 2 -1 24 6 |=1000 (1.24)
-2 1 0 1 2 3 000
Calcoliamo BA
1 2 3 1 -1 1 —11 6 -1
BA=1| 2 4 6 -3 2 -1 = -22 12 -2 (1.25)
1 2 3 -2 1 0 —11 6 -1

Esercizio 13 Risolvere l’equazione matriciale:

r Y\ r 6 4 r+y
3(z t>_(—1 2t)+<z+t 3 ) (1.26)
3r 3y \ r 6 n 4 x4y
3z 3t )  \ -1 2t 24+t 3

— 3r 3y \ r+4 x4+y+6
32 3t ) \z+t—1 2t+3

— 20—4  2y—6-—x2\ (00
22 +1—1 t—3 L0 0

Soluzione
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Cioe il sistema di equazioni lineari nelle incognite x, y, 2, t:

20 —4 =0

20—6—2=0

224+1—t=0 "~ (1.27)
t—3=0

che si risolve senza applicare il metodo dei determinanti. Infatti, dalla prima e dalla quarta equazione
ricaviamo:
r=2 t=3, (1.28)

per cui

2z —2=0

Ne concludiamo che '’equazione matriciale assegnata ammette 1'unica soluzione:

{23/_8:0 —y=4, 2=1 (1.29)

(x,y,2,t) = (2,4,1,3) (1.30)

Esercizio 14 Determinare la trasposta della matrice

0 1 -3 2
A= ( 4 -3 0 9 > (1.31)
Soluzione

Per determinare la trasposta di una qualunque matrice, basta scambiare le righe per le colonne,
onde:

0 4
r | 1 =3
A=1 5 (1.32)
2 9

Proposizione 15 Se A, B sono due matrici quadrate di ordine n su un campo K, si ha:

(AB)" = BT AT (1.33)
Dimostrazione. Poniamo
A= (ay), B=(by), ,k=1,2,...,n (1.34)
Quindi
“AB = T = (AB)" (1.35)

Denotando con ¢;;, gli elementi di matrice di C', si ha per definizione di prodotto righe per colonne:

n

Cilk = Zaijbjk (1~36)

j=1
Passiamo alla trasposta di C:
CT = (eu)
essendo .
Gk =i = > _akibyi (1.37)
j=1
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Poniamo ora
D = BT AT,

per cui denotando con d;; gli elementi di matrice di D:

n
diy, = E bij g,
j=1

dove

<z§ik) — BT, (ag) = AT

Per definizione di matrice trasposta:
bik = bri, Qi = ag;

Ne consegue che la (1.39) puo scriversi:

n
diy, = g bjiakja
Jj=1

che confrontata con la (1.37) porge:

6ik:dik7 Zak: 1,2,...,TL

Cioe

onde l’asserto. m

Esercizio 16 Dimostrare

(1 a (1 pa
a=(o 1) =r=(0 )

1 0 1 0
B_<bl):>Bq_(qb 1)

Per definizione di potenza ennesima di una matrice quadrata

Soluzione

()

Y

1 a

0 1

p,q €N

)

p

ég)...(

1 2a
0 1

—
N—

< p—2
()G 6)
()G 6)

(1.38)

(1.39)

(1.40)

(1.41)

(1.42)

(1.43)
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Per la matrice B procediamo in maniera simile:

B(})?)(é?)(})?) (1.44)
SRt
(1) G )
(o 1) G )
:(;b(l))

1.2 Determinanti del second’ordine

i)
N———

i)
N—

i)
N—

Esercizio 17 Calcolare i sequenti determinanti:

1. D= ; z , dove a,b € R e z = c+id, mentre z* ¢ il complesso coniugato di z.
sina  cos«
8 D(a)—’ —cosa  sina
3. D= Zi Zz , dove z1 = a+1f3, 29 =7+ 10
“y 2
sina  cos
4. D (e, p) = sinf8 cosf
sina  cos
5. Dla, )= sinf8 cosf
tana  —1
6‘.D(04):’ 1 tan «
s op_|1+tV2 2-43
T 243 12
8. D(a,b) = logl b loglba , a,b>0, a,b#1
a+b b+d
9. D= . c—l—d" a,b,c,d € R
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Soluzione

1.

Cioe

D =ab— (c+1id) (c —id) (1.45)
=ab— (¢ + &%)
— D=oab—c* — d*

Dalle formule di addizione degli archi:

Dalle formule di addizione degli archi:

Cioe

onde

D(a) =sin’a+cosa =1, Ya €R (1.46)

D =22 — 2 = |z — |2/ (1.47)
D=a*— 3 —~*—§ (1.48)

D (a, 8) = sinacos f — cos asin 3 (1.49)

D (a, 8) = sin (a = ) (1.50)

D (o, B) = cos acos f — sin asin 8 (1.51)

D (a, ) = cos (a + ) (1.52)

D(a) = tan®a +1 = :;:ZZ +1 (1.53)
D(a)= coslz . (1.54)
D:<1+\/§><1—\/§>+<2+\/§)(2—\/§) (1.55)

—1-2-(4-3)=—-1—-1,

D=-2 (1.56)

D (a,b) =1 —log, alog, b

Eseguendo il cambiamento di base a — b:

per cui

log, b 1
log, b = B
logya  log,a
D (a,b) =0 (1.57)
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D=(a+b)(c+d)—(a+c)(b+d) (1.58)
= ac+ bc+ ad + bd — ab — bc — ad — cd
=a(c—b)—d(c—10)

Quindi
D= (a—d)(c—Db) (1.59)
Esercizio 18 Determinare [’espressione analitica della sequente funzione reale della variabile reale
x:
r—1 1
Soluzione
Abbiamo
f@)=(@-1)(2*+z+1) —2° (1.61)
=2*-1-2°
Segue
f(r)=-1, VzeR (1.62)
Esercizio 19 Calcolare
o w w _ iy
D= oL o= Vo eR (1.63)
Considerare il caso particolare pg = %’r
Soluzione ‘ '
D =w?+w= e ¢ (1.64)
Applicando la formula di Eulero:
D = cos2p 4 isin 2p + cos p + isin p (1.65)

= €08 2p + cos ¢ + i (sin 2p + sin )
Sviluppando con le formule di duplicazione degli archi:
D =2cos’p+cosp —1+isinp(2cosp + 1) (1.66)

¢o = & ¢ il supplementare dell’arco notevole %:
2 1 2 1
coS (?ﬂ) = CoS <7r — g) = —cosg =-3 — cos’ (%) =1 (1.67)
Segue

Cioe
D=-1 (1.68)
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Esercizio 20 Calcolare

1 :
D—’_wl o | Y=e% Vel (1.69)
Considerare il caso particolare po = %.
Soluzione
D=vy*+1=e"+1=cos2p+isin2p+1 (1.70)
= 2cos’p — 1+ 2isinpcosp + 1
= 2cos? ¢ + 2isin ¢ cos o
Per ¢ = Z:
1 3
COS g = =, siny = i, (1.71)
2 2
onde /3 /3
1 1 v3 1 3
D=-49.-.Y° _~-4;¥Y° 1.72
5 + 21 5 5 5 +1 5 (1.72)

1.3 Determinanti del terzo ordine

Esercizio 21 Calcolare l’espressione analitica della funzione reale f, della variabile reale x, essendo

a un parametro reale:
a a a

folx)=| —a a = (1.73)

—-—a —a —X

Soluzione
Sommando la terza riga alla prima cambiata di segno:

a a a

faolx)=|—a a =z =(a—x) _aa Z (1.74)
0 0 a—=x
Cioe
Jfa(x) = 20% (a — x) (1.75)
1.4 Determinanti di ordine qualsiasi
Esercizio 22 Calcolare il determinante di Pochhammer:
fn (0) fn (1) a2 o fuln=1)  fu(n)
fa (1) fn (2) faB) o fan) faln+1)
fn (2) fn (3> fn (4> fn (n> fn (n+1) — (_DW (n!)n+1
fon=1) fulm)  fatn1) e fua(2n=2) fu(2n—1)
fn(n) faln+1) fo(n+2) ... fu(2n—-1) fn(20)
dove »
fale) =] (- k) (1.76)
k=0
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Soluzione
Esplicitiamo la funzione f,, (z):

fol@)=z(x-1)(z—2)...(x —n+1) (1.77)
Riesce
) =f,(1)=..=f,(n—=1)=0, YneN-{0} (1.78)
Inoltre
fan)=n(n-1)(n—-2)..1 =n! (1.79)
fam+1)=mn+1)nn—-1)(n-2)..2=(n+1)!
92)!
fu+2)=m+2)(n+1)nn—1).3= (”; )
k)!
fotn+ k)= R
k!
In definitiva i)
w(k)=0, k£=0,1,2,...n—1
1.
{fn(nw):@, k=0,1,...,n (1.80)
Segue
0 0 0 0 n!
0 0 0 n! (n+1)!
0 0 0 .. (nt1) 2 e
S S e () LN EE )
0 nl (a1 . Bl B
n+2)! n—1)! n)!
n! (n41) ! ;2) ((2n_11))! (2n!)
1.5 Matrici invertibili
1.5.1 Matrice aggiunta di una matrice quadrata
Definizione 23 Data la matrice quadrata di ordine n sul campo K:
ay; ai2 ... Qip
A= 21 A29 ... QA2p (1 82)
(p1 Ap2 ... App
st dice matrice aggiunta di A la matrice quadrata di ordine n:
Ay Ay oo A\

A Ao .. A,
dove A;; ¢ il complemento algebrico di a;;. In altri termini, la matrice aggiunta di una qualunque
matrice quadrata A, é la trasposta della matrice dei complementi algebrici di A.

12
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Esercizio 24 Determinare ['aggiunta della matrice:

2 3 -4
A=10 —4 2 (1.84)
1 -1 5
Soluzione
Determiniamo i complementi algebrici:
—4 2
All_‘_l 5‘——20—1—2——18
0 2
Aw__‘ )2 ‘__<_2>_+2
0 —4
3 —4
Ao __‘ 3o ‘__15+4__11
2 —4
AQQ—‘l 5 ‘—10—1—4—14
2 3
A23——‘1 _1‘—2—%3—5
3 —4
Az ‘_4 _2‘—6 16 = —10
2 —4
ta=-|o St =-a
2 3
hm]2 8]
Ne segue
18 2 4\’ —18 —11 —10
aggA=1| —11 14 5 = 2 14 —4 (1.85)
—-10 —4 -8 4 5 =8

Definizione 25 Una matrice quadrata A sul campo K, ¢ non singolare se det A # 0. Nel caso
contrario si dice singolare.

Definizione 26 Una matrice quadrata A sul campo K, é invertibile se esiste una matrice quadrata
A~ tale che

AAT = ATTA =],

essendo I,, la matrice identita di ordine n. La matrice A~" si dice inversa della matrice A.

Per un noto teorema si ha:
1 aggA

~det A
per cui il calcolo di A7! &, per grandi valori di n, estremamente laborioso.

(1.86)

13
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Esercizio 27 Determinare Uinversa della matrice:

2 1 3
A=10 10 (1.87)
2 10
Soluzione
Calcoliamo innanzitutto il determinante di A:
21 3
detA=|0 1 0 :‘33‘:—6,
210
per cui A ¢ non singolare. Determiniamo 'aggiunta:
10 00
01 1 3
Az = 9 1 =2, Ay = — 10 =+3
2 3 2 1
1 3 2 3
2 1
Quindi
0o 3 -3
aggA = 0 -6 0 (1.88)
-2 0 2
Finalmente
(0 3 -3 0 —5 3
A= ~5 0O -6 0 |=|0 1 0 (1.89)
-2 0 2 5 0 —3

L’esercizio appena risolto ¢ relativamente semplice, giacché la matrice assegnata e del terzo ordine
e il determinante e facilmente calcolabile. Nei casi pit complessi, ¢ preferibile utilizzare un sistema
di computer algebra. Ad esempio, Mathematica dispone dell’istruzione Inverse che permette di
determinare I'inversa di una matrice. Ad esempio, si supponga di avere la matrice:

1 -1 2 1
4 3 12 5
B=113 s u | (1.90)
4.6 9 5
da cui .
- 95 79 5 67
L s I B
| Tus T8 T16 1 (1.91)
39 3 1 11
Leos BB O 3
4 6 9 5 —116 87 16 174



Capitolo 2

Spazi vettoriali

2.1 Esempi di spazi vettoriali

Denotiamo con P, [x] I'insieme dei polinomi su un campo K di grado <n € N — {0}. Introduciamo
in P, [z] le ordinarie operazioni di addizione di polinomi e di moltiplicazione di uno scalare (elemento
di K) per un polinomio. Piu precisamente, assegnati i polinomi:

a(x) =ag+ a1rv +ax® + ...+ a,2”, (a; €K, i=0,1,....n) (2.1)
b(x) =by+ b+ by’ + ...+ b2, (b €K, i=0,1,..,n)

Definiamo “somma di a (x) e b(x)” il polinomio:
a(z) +b(x) = (ag+ bo) + (a1 + by) @ + (ag + by) 2% + ... + (a, + by,) 2" (2.2)

L’elemento neutro Op,[, rispetto all’addizione ¢ il polinomio nullo, i.e. il polinomio avente tutti i
coefficienti nulli:
0+ 0x + 02 + ... + 02" (2.3)

L’elemento opposto di a (x) ¢
—a(x) = —ag — ayx — agx® — ... — ap,a” (2.4)
L’operazione di moltiplicazione di uno scalare per un elemento di P, [x] ¢ cosi definita:
Aa (1) = Aag + Aa1w + Xagx® + ... + Aayz”, a(x) € P [r], €K (2.5)

E facile persuadersi che l'insieme P, [z] assieme alle operazioni sopra definite (+,-), verifica tutti
gli assiomi di spazio vettoriale. Ne concludiamo che (P, [z],+, —) € uno spazio vettoriale su K.

%k
Assegnato un intervallo [a,b] C R, ¢ consuetudine denotare con C' ([a, b]) 'insieme delle funzioni
reali continue in [a,b]. Introduciamo in C'([a,b]) le ordinarie operazioni di addizione di funzioni e

di moltiplicazione di uno scalare (elemento di K) per una funzione. Piu precisamente, definiamo
“somma di f (z) e g (x)” la funzione:

(f+9)(x) = f(z)+g(x), Vuela,] (2.6)

15
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L’elemento neutro O¢((q,p)) rispetto all’addizione ¢ la funzione identicamente nulla, mentre I’elemento
opposto di f (z) ¢ —g (x). L’operazione di moltiplicazione di uno scalare per un elemento di C ([a, b])
e cosi definita:

(Af)(z) =Af(x), f(z)€C(ab]), AeR (2.7)

E facile persuadersi che linsieme C' ([a,b]) assieme alle operazioni sopra definite (+, ), verifica tutti
gli assiomi di spazio vettoriale. Ne concludiamo che (C ([a,b]),+, —) ¢ uno spazio vettoriale su R.

Osservazione 28 Assegnato un insieme non vuoto V' e un campo K, in cui sono definite le leggi di
composizione (+,—) che verificano gli assiomi di spazio vettoriale, si ha che la terna (V,+,-) é uno
spazio vettoriale K. D’ora in avanti per non appesantire la notazione, indicheremo il predetto spazio
vettoriale semplicemente con il simbolo V.

2.2 Esercizi
Esercizio 29 Nello spazio vettoriale R® sia dato il sistema di vettori:
S = {Ul, Vo, ’U3} y (28)

dove .
vy =(2,1,2), vy = (7, —5,3) , v3=(=3,1,-1) (2.9)

St verifichi chee S e linearmente dipendente.

Soluzione
Scriviamo
)\11]1 + /\2’02 + )\31}3 = O, ()\z S R, 1= 1, 2, 3) (210)
Cioe ;
A1(2,1,2) + Ao (7, —5 3) + A3 (=3,1,—1) = (0,0,0), (2.11)
da cui il sistema lineare omogeneo:
2/\1+7)\2—3/\3:0 2>\1+7/\2—3)\3:0
M=2X4+X=0 <= ¢ 20 —-3X0+2X3=0 , (2.12)
2)\1+3>\2—)\3:O 2)\1—|—3)\2—)\3:0
la cui matrice dei coefficienti ¢
2 7 -3
A=\ 2 -3 2 (2.13)
2 3 -1
Riesce
2 7 -3 1 7 =3 1 7 =3
detA={2 -3 2 |=2|1 -3 2 |=2|{0 —-10 5 |=0,
2 3 -1 1 3 -1 0 —4 1

cioe p < 3, dove p ¢ la caratteristica (o rango di A, spesso denotato con p(A)), mentre 3 ¢ il numero
di incognite. Ne consegue che il sistema ammette soluzioni non nulle:

B ()\1, )\2, )\3) 7é (0, 0, O) ‘ )\11)1 + )\202 + )\31)3 = O,

16
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per cui S e linearmente dipendente.

201 + 190 —4x3+ T4 — 5 =6
2$1+I2—4l‘3+l’4—$5 =—-14

—3x1 + 629 — 8wz — 14wy — \/55(75 = -2
1221 4+ 3z + 225 4+ 1924 + 55 = 0
6x1 + 225 — b3 + 11lry — 2325 = —8

Esercizio 30 Nello spazio vettoriale R? sia dato il sistema di vettori:

S = {Ul, V2, ’03} s (214)
dove .
V] = (2, 1, 2), Vg = (7, —5,3) , U3 = (—3, 1, —1) (215)
St verifichi chee S e linearmente indipendente.
Soluzione
Scriviamo
)\1'1}1 + )\2?]2 + )\31}3 = O, ()\z < R, 1= 1, 2, 3) (216)
Cioe ;
A (2,1,2) + Ao (7, — 3) + A3(—3,1,—-1) =(0,0,0), (2.17)
da cui il sistema lineare omogeneo:
2\ +Tho —3X3 =0 20\ +TAo —3A3 =0
)\1 — %)\2 + )\3 =0 < 2)\1 — 5)\2 + )\3 =0 , (218)
20+ 3 —A3=0 2M+ 3 —A3=0
la cui matrice dei coefficienti e
2 7 =3
A= 2 -5 2 (2.19)
2 3 -1
Riesce
2 7 =3 1 7 =3
detA=|2 =5 2 |=2]0 =12 5 |#0,
2 3 -1 0 —4 =2

Ne consegue
p=3= 3 (A, X2, A\3) =(0,0,0),

per cui il sistema assegnato e linearmente indipendente.
Esercizio 31 Nello spazio vettoriale R* sia dato il sistema di vettori:
S == {ul,u2,u3}, (220)

dove
up = (1,-2,0,3), up =(2,3,0,4—1), ug =(2,—1,2,1) (2.21)

Dopo aver verificato che S é linearmente indipendente, esprimere il vettore v = (3,9, —4, —3) come
combinazione lineare dei vettori di S.
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Soluzione
Scriviamo
AUy + AgUs + Agus =0, ()\Z ER, 1= 1,2,3)

Cioe

A1 (1,-2,0,3) + X2 (2,3,0,4 — 1)+ A3(2,—1,2,1) = (0,0,0,0),

da cui il sistema lineare omogeneo:

A +2X+2X3=0
—2)\1+3)\2—)\3:0
0+04+2X3=0 ’
3M =X+ A3=0

la cui matrice dei coefficienti ¢

1 2 3
-2 3 -1
A= 0 0 2
3 -2 1
Il minore estratto del terzo ordine:
1 2 3
-2 3 —1|#0,
0O 0 2

per cui

p=3= 3 (A1, A2, A3) = (0,0,0) = S ¢ linearmente indipendente

Passiamo alla seconda parte del quesito:
U:N1U1+N2U2+M3U37 (lul GR, L= 172’3)
Otteniamo il sistema lineare non omogeneo:

p1 + 2po + 23 =0
—2p1 +3pz —pu3 =0
0+0+2u3 =0

p1 + 2p2 + 23 =0

0+0+2u3=0
pr — pa+p3 =0 Ha
Dalla terza equazione si ha ug = 0, quindi:
p 4 2p0 =7
—2p1 + 3pg =7
Ricaviamo dalla prima
M1 = 7— 2#2,

che sostituita nella seconda

—14+4M2+3M2:7:>M2:3 — Mlzl

In definitiva
(:u’h M2, ,u3) = (17 37 _2)

Ne concludiamo
UZU1+3UQ—2U3
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Esercizio 32 Assegnato lo spazio vettoriale Pslt] dei polinomi di grado < 3 sul campo reale, si
verifichi che il sistema

S ={a(t),as(t),as(t)} (2.33)
¢ linearmente dipendente, essendo:
ay (t) =t —t+1, (2.34)
ag () =2t — > 4+t +1
as (t) =t + 1
Soluzione
Scriviamo
)\10/1 (t) + )\2&2 (t) + )\3@3 (t) = O, ()\,L c R) (235)
Cioe
M —t+1) + X020 -2 +t4+1) + X3 (P +1) =0 (2.36)

Sviluppando e ordinando i vari termini:
A2 +203) 2+ (M = A) 2+ Do = A)t+ A + X+ A3 =0 (2.37)
Il principio di identita dei polinomi restituisce il sistema lineare omogeneo nelle incognite A\, Ay, A3:

04+ A2 +2X3 =0

/\1 _ )\2 + 0 - 0
A +A+0=0" (2.38)
AM+X+A3=0
la cui matrice dei coefficienti e
0o 2 1
1 -1 0
A= 1 1 o (2.39)
1 1 1
In generale il numero di soluzioni proprie (o autosoluzioni) di un sistema omogeneo &
_J od™P sep<n
N—{ 0. sep=n , (2.40)

dove p = p(A) (rango di A), mentre n ¢ il numero di incognite. Dobbiamo quindi calcolare il rango
della matrice A. Il minore di ordine 3 ottenuto cancellando la quarta riga eé:

0o 2 1
o323 = 1 =1 0|=0 (2.41)
-1 1 0

Il minore di ordine 3 ottenuto cancellando la terza riga e:

0 2 1 0 2 1
124,123 = 1 -1 0|=]1 -1 0]=0 (242)
1 1 1 1 -1 0
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Il minore di ordine 3 ottenuto cancellando la seconda riga e:

0 21 0 2 1
(134,123 = -1 1 0]|=]| -1 1 0]=0 (243)
1 11 1 =10
Il minore di ordine 3 ottenuto cancellando la prima riga e:
1 =10
apg3023 = —1 1 0]=0 (2.44)
1 1 1

Cioe tutti i minori di ordine 3 sono nulli = p (A) < 3. Riesce
0 2
012,12:’1 _1‘7&0:>P(A):2

Ne concludiamo che il sistema (2.38) ammette co! soluzioni proprie, per cui

3
3 (A1, A2, As) # (0,0,0) [ Y Aeay () =0
k=1

e quindi il sistema di vettori S e linearmente dipendente.

Osservazione 33 Per la determinazione dei minori estratti da una matrice e, quindi, del rango,
consigliamo questa risora.

Esercizio 34 Assegnato lo spazio vettoriale Pslt] dei polinomi di grado < 3 sul campo reale, si
verifichi che il sistema

S ={bo (t),b1(t),b2(t),bs(t)} (2.45)
¢ linearmente indipendente, essendo:
bo(t) =1, by (t) =t, by (t) =12, b3 (t) = 3 (2.46)
Soluzione
Scriviamo
Xobo (t) + A1by (t) + Aaba () + Agbs (t) = 0, (2.47)
cioe
Ao+ Mt 4+ Mot? + X3t2 =0 (2.48)

Per il principio di identita dei polinomi:
A (Ao, A1, Ao, A3) = (0,0,0,0), (2.49)

onde il sistema assegnato ¢ linearmente indipendente.

KKk
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Il sistema di vettori (2.45) ¢ manifestamente un sistema lineramente indipendente di ordine
massimo, per cui S ¢ una base di P [t]. Quindi

dim Py [t] = 4 (2.50)

In particolare, S ¢ la base canonica di Ps [t]:
3
a(t) = aby(t) = ag + art + ast® + azt®,  Va(t) € P3[] (2.51)
k=0

Ne consegue che la quaterna ordinata (ag, a1, as, as) definisce le componenti del vettore a (t) nella
base canonica di Pj [t]. Tali risultati si generalizzano a P, [t], la cui base canonica ¢

S = {bo (t),by (t),...b, (1)}, (2.52)
essendo
b () =t",  (k=0,1,...,n) (2.53)
Quindi
a(t)=> abr(t), Va(t)eP,[t] (2.54)
k=0

Esercizio 35 Nella base canonica di P, [t]
B={b(1) ba(t),b2()}, be(t)=1" (k=0,1,2), (2.55)

il generico elemento di Py [t] si scrive:

2
a(t)=">> abs (t) (2.56)
k=0
Determinare le componenti di a (t) nella base

B = {b6 (t) 7b,1 (t) 7b/2 (t>} ’ b;c (t) = (t - tO)lC ) (tO ER- {0}) (257)

Soluzione
Denotiamo con (a, a’, a,) le componenti di a (t) nella nuova base. Quindi

2
a(t) =" aby (t) = af + db (t — to) + aj (t — to)* (2.58)
k=0
Deve essere
ah + d (t—to) + aby (t — to)® = ag + art + ayt?, (2.59)
da cui
(ap — alto + ahto — ag) + (a) — 2dbty — ay) t + (ahy — ag) t* =0 (2.60)

Per il principio di identita dei polinomi:

ap — ajty + ahto = ag

0+ a) —2a5t = ay (2.61)
04+0—a)=a
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Dalla terza equazione

ah = —ay (2.62)
Sostituendo nella seconda:
al = ay — 2astg (2.63)
e quindi nella prima
ay = ag + asty (1 — 2ty) + arty (2.64)

Le (2.64)-(2.63)-(2.62) definiscono le componenti di a (t) nella nuova base, in funzione delle compo-
nenti nella vecchia base.

Esercizio 36 Studiare il sequente sistema di vettori dello spazio vettoriale Py [t]:

S=A{p(t),q(®)}, (2.65)
dove
pt)=t+1, qt)=t*—t—1 (2.66)
Soluzione
Scriviamo
Ap (t) + pq (t) = 0, (2.67)
OVVero
AE+D)+p(—t—-1) =0t +(A—p)t+A—p=0 (2.68)
Il principio di identita dei polinomi restituisce il sistema omogeneo
p=0
A—p=0"

che ammette la sola soluzione banale. Ne concludiamo che il sistema assegnato ¢ linearmente
indipendente.

Kokosk

Nello spazio vettoriale Mg (n,n) delle matrici quadrate di ordine n sui reali, si consideri il sistema
di vettori:

S = {Ezk = (e,;k)}, i, k= 1,2, ey 1 (269)
dove per assegnati i,k € {1,2,...,n}
1, se (j,h)=(i,k)
o = { 0, se (j,h) # (i k) (2.70)
cosicché
1 0 0 0 1 0
0 0 ... 0 0O 0 ... 0
By = , B = ; (2.71)
0
1
0 0 0 1 0 0
7E1n = 5 E21 - )
0 0
0 0 0
7E2n = 00 L 5 Enn = 00 0
0 O 0 0 0 1
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Scriviamo:

DD NikEik = Opta(nm). (2.72)

i=1 k=1

dove O (n,n) € il vettore nullo di Mg (n,n), i.e. la matrice nulla di ordine n:

0 0 0
0 0 .. 0

OMR(”?”) - cee e e “e ’ (2‘73)
0 0 .. 0

per cui eseguendo la doppia sommatoria a primo membro della (2.72):

Al Az A, 0 O 0
Aot Az o |00 0 — =0, Vi,ke{l,2,...,n} (2.74)
Ml A2 o Aan 0 0 ... 0

Cioe il sistema (2.69) & linearmente indipendente. Inoltre:

A= ZZaikEik, VA = (alk) € MR (n, n)

i=1 k=1
Segue che il predetto sistema di vettori & una base di Mg (n,n), e lo ridefiniamo in
B=A{Ey="(ex)}, i, k=12...n (2.75)
In particolare ¢ la base canonica di Mg (n,n). La dimensione di tale spazio ¢
dim Mg (n,n) = n? (2.76)

Nel caso particolare n = 2:
10 0 1
E11—<0 0>,E12—(00) (2.77)

0 0 0 0
E21=<1 0>,E22=(0 1)

Esercizio 37 Nello spazio vettoriale R™ si consideri [insieme:
Wi = {(z1, 29, ..., 2,) ER" | 21 =29 = ... = 2, = 0}, (2.78)

dove m < n. Si dimostri che W, ¢ un sottospazio vettoriale di R™ (n — m)-dimensionale. Discutere
il caso m = n.

Soluzione
Prendiamo ad arbitrio due elementi x,y € W, :

r= (21,29, .., p) | T1 =22 = ... =2, =0 (2.79)

Y= WY ¥n) |1 =y2= . =Ym =0
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Segue
r4+y=(r1+y,r2+ye, Tnt+yn) |2 +ye =0, k=1,2,....;m,
onde
(x+y)e W, (2.80)
Prendiamo ad arbitrio x € W, \ € R:
Az =(0,0,...,0, \Zpi1, ..y ATp) = (Ax) € W, (2.81)

Quindi
(x+y) e Wy, Vr,yeW,
(Ax) € W,,, VYAER, Va,ye W,

Per determinarne la dimensione, ricerchiamo una base. A tale scopo occorre e basta osservare che
un qualunque vettore x € W, si scrive come:

} — W,, ¢ un sottospazio di R" (2.82)

x=1(0,0,...,0, Zpmi1, Trns2,s ooy Tn) + (2.83)
4 per (0,0,...,0,1,0, ..., 0)
+ i (0,0,..,0,0,1,..,0) +
Yo+ 2, (0,0,...,0,0,0, ..., 1)

Segue che una base di W,,, & {uy,us, ..., Uy, }, dove
u = (0,0,...,0,1,0,...,0), (2.84)
us = (0,0,...,0,0,1, ..., 0)
Unm = (0,0, ...,0,0,0,...,1),
avendosi: -
T = Ty Ul + Tyl + oo + Ty = me+kuk (2.85)
k=1
La dimensione di W, ¢ la cardinalita di {uq,uz, ..., Up_m}:
dimW,, =n—m (2.86)

Infine, per n —m & dim W,,, = 0 o cio che ¢ lo stesso, W = {0}. In altri termini, per n = m l'insieme
W, si riduce al sottospazio nullo di R”.

Esercizio 38 Assegnato lo spazio vettoriale Mg (2,2) delle matrici quadrate di ordine 2 sul campo
reale, consideriamo l'insieme:

Ve (2,2) = {X € Mg (2,2) | AX = XA}, (2.87)

A:<(1) 1) (2.88)

Dimostrare che Vg (2,2) é un sottospazio vettoriale di Mg (2,2), calcolandone poi la dimensione.

dove
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Soluzione
Poniamo

Quindi

()
-

ISR
~+~ <
~__
N
O = N8
— =
N~
I
VR
[T
ISR
+ +
-+ <
~_

La nostra richiesta e

z t z z+1t
Cioe
r+z=ux
y+t=x+y {2:0’
z ==z x:t
t=2z+4+t

per cui assumendo y,t come parametri liberi:
r=pu, y=A 2=0, t=p, VipelR

Ne segue che la piu generale matrice commutante con A é:

_(mA
X—(O M)’ VAp e R

Prese ad arbitrio X, X’ € Mg (2,2)
B noA , MI \
X - ( O ,U > ) X - < O H’/ )

/ /
X+X’:<M+“ A+ A )7

si ha

0 pu+u

onde
(X + X/) c VR (2,2)

Presi ad arbitrio « € R e X € Vi (2,2), si ha:
[ ap a)
aX = ( 0 au ) ,

(aX) e Vr(2,2)

onde

Quindi
/
E§X+) )e(x)f(;/ R2()2’ ’ } = V& (2,2) & un sottospazio di Mz (2,2)
R (4
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Per determinarne la dimensione, osserviamo che
w AN [ O 0 A
(0 M)_(O u)+(00 (299
10 01
(5 1) (4 0)

o 1)(io)y 2w

dim Vi (2,2) = 2

Ne consegue che il sistema di vettori

¢ una base di Vg (2,2), per cui

Esercizio 39 Determinare una base del sottospazio vettoriale di Mg (2,2) i cui elementi commutano
con ogni elemento di Mg (2,2).

Soluzione
Scriviamo

A:(““ ‘“2), X:(xy) (2.102)
21 G929 z t
Esplicitiamo il prodotto AX:

AX — < an an ) ( ° Y ) _ ( anT + apz  ant +any > (2.103)

a1 (22 (21X + Q22 G2l + a1y

quindi poniamo

E il prodotto X A:

XA= ( "z ZZ ) ( a1l G2 ) _ ( a11% + A1y A12% + G2y ) (2.104)

21 G929 CLQlt + aiz a/22t + a122
La nostra richiesta ¢
AX = XA
Cioe
0+ any —apz+0=0
12T + (agg — (111) Yy + 0— algt =0

2.1
a1 + 0+ (a/22 — CLH) Z — Clglt =0 ( 05)
O+a21y—a12z+0:0
le cui soluzioni non nulle sono:
(x,y,2,t) = (N,0,0,\), VAeR
Ne segue
X = A0 VA eR (2.106)
L0 X\ '

Cioe, la piu generale matrice che commuta con ogni matrice di Mg (2,2) ¢ una matrice scalare.
Tale denominazione e giustificata dal fatto che una tale matrice si riduce alla moltiplicazione dello
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scalare A\ per la matrice identita. A questo punto e immediato determinare una base del sottospazio

Wk (2,2), giacché
A0 10
(O )\)_)\(0 1), (2.107)

()

dim W (2,2) = 1 (2.109)

onde

¢ una base di Wx (2,2):

Si noti che tale risultato si generalizza a ogni n:
dim Wg (n,n) =1, (2.110)

essendo
Wg(n,n) ={X € Mg (n,n) | AX = XA, VAe Mg(n,n)} (2.111)

Esercizio 40 Sia data la successione di matrici:

—3e

{An}pen_qop : An = ( ! ) : (2.112)

_a
n
con a parametro reale non nullo. Determinare:

1.
lim A, (2.113)

n—-+00

2. Il sottospazio di Mg (2,2) i cui elementi commutano con A,.

Soluzione
Il primo quesito ¢ immediato:

=3

>:((1) ‘i) (2.114)

cioe la matrice identita di ordine 2. Per il secondo quesito, denotiamo con X la piu generale matrice
quadrata di ordine 2 che commuta con A,:

Esplicitiamo i prodotti:

- r+2z oyt ot
A X = ( _ap s t—%y) (2.115)
XAn:(x_Ey y—’_gx)
z—ot t+ Tz
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Deve essere

r+éz=1x—12y
y+aot=y+ oz

A X = XA, — Cagy =2y (2.116)
t—2y=t+ 72
={i
azo | =1t
per cui assumendo come parametri ¢,y
t=\ y=u, (2.117)
si ha
_( A n
X_<—/~L /\), VA, neR (2.118)
Segue

10 0 1
X_A(o 1)*“(—1 o)

Ne concludiamo che una base del sottospazio Vi (2,2) delle matrici commutanti con A,

{(G9)(% o)) -

dim Vi (2,2) = 2 (2.120)

onde

Complementi

Riprendiamo la matrice dell’esercizio precedente:

(41)

avendo ridefinito il parametro a in «, per una ragione che apparira chiara in seguito. Poniamo

—3e

tanf, = © (2.121)
n

Quindi

1 tand, \ 1 cosf, siné,
An = < —tané, 1 ) ~ cosé, ( —sinf,, cosb, ) (2.122)
1
=1+ tan%6, = 1+a—2,
n

cos b,
a2
A, =1/1+ ER(Hn) , (2.123)

R(@n)_( cos O sin Oy ) (2.124)

—sinf,, cosb,

D’altra parte

onde

dove
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Riesce

det R (6,) = +1, (2.125)
da cui segue che R, (0,) ¢ una matrice ortogonale:
R(0,)" =R(0,)", (2.126)

dove T' denota l'operazione di trasposizione righe per colonne, i.e. il passaggio alla matrice trasposta.
E facile convincersi che R (6,) & la matrice di rotazione di un sistema di assi cartesiani (Ozy). Piil
precisamente, se ruotiamo (Ozy) di un angolo 6, (positivo se la rotazione ¢ antioraria), le coordinate
(«',y") dei punti nel sistema ruotato (Oz'y’) sono legate alle vecchie coordinate (z,y) dalla relazione

(I,):R(Hn)(x><:){ x/:icosﬁn—l—ysmen (2.127)

Y Y y = —xsinf, +ycosb,

Se ruotiamo ulteriormente di un angolo 6,,:

() - () -ro (1)

cos 20, sin26, )

dove

(2.128)

R (971)2 = R(en) R (Qn) - ( —sin 26n COSs 20n

Componendo n rotazioni successive ciascuna di ampiezza 6,,:

< zég ) —= R(6,)" ( i ) , (2.129)

per cui la matrice di rotazione associata alla predetta composizione e

(2.130)

R(6,)" = ( cosnb,  sinnd, )

—sinn#, cosnb,

Componiamo ora un numero infinito di rotazioni ciascuna di ampiezza 6,,. La matrice associata a
tale operazione di passaggio al limite per n — 400 é:

lim R (6,)" ( cos (limy, s oo nb,)  sin (lim,,_, o0 n6,) ) (2.131)

n—s4o0 —sin (limy, y oo 10,,)  cos (lim,,_, o, 16,,)

Calcoliamo a parte:

lim nf, = lim narctan (g) =0-00 (2.132)
n—-+oo n—-+oo n
Poniamo o
— 2.133
n= (2.133)
segue
t
lim nf, =a lim =g (2.134)
n—-400 n—-+400 77
Quindi
lim R(6,)" = R(a),
n—-+0o00
dove '
R(a) = < cosa sina > (2.135)
—sina  cosa
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Ne concludiamo che la composizione di infinite rotazioni di ampiezza 6,, ¢ una rotazione di ampiezza
a = ntan#,. Riguardo alla potenza ennesima di A,,, osserviamo che

2\ % :
(A,)" = <1+%) ( cosnf, sinnb, )7 (2.136)

—sinn#,, cosnb,

per cui
2\ 5 .
lim (A,)" = [ lim (1+0‘—2) ] ( cosa - sma ) (2.137)
n—-+00 n——+00 n —SIno COS &
Ma
2\ z : . .
lim (1 + a_) =1 = lim e? n(1+72> = hm”_’+°°51n<1+72>,
n—-+00 n2 n—+0o00
avendosi ) (1 )
lim —1n(1+0‘—2) _ @ gy, OE)
n—+o00 n n== 2 n—+oo n
onde .
a?\ 2
lim (1 + —2) =1
n—-4oo n
Ne concludiamo "
) 1 % - cosa  sin«
ngrfoo( -2 1 ) - ( —sina cosa ) (2.138)
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Capitolo 3

Applicazioni lineari

3.1 Omomorfismi ed endomorfismi

Esercizio 41 Verificare la linearita delle sequenti applicazioni lineari, specificando se si tratta di un

n o di un endomorfismo.

1.
A:R? 5 R?
A(m,y)=(z+y,z), V(z,y) R
2.
B:R* >R
B(x,y) =21 —3y+4z, V(r,y z)€R’
Soluzione

Prendiamo ad arbitrio &, & € R?
= (v,y), §=@"Y)

Quindi calcoliamo R
ANE+NE), VALV ER

A tale scopo esplicitiamo 'argomento:

MNANE =Xz, y)+ N (2,y) = e+ N, Ay + Ny)

Segue

ANE+NE) = ADa+ N/, oy + Ny)
= Az + N+ y + Ny, Ax + \y)

= Az + Ay, \x) + (N2' + Ny + \Na')

= Az +y,z)+ XN (@ +y,2)
=M () + NA(€)
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Cioe I'applicazione (3.1) e additiva ed omogenea, i.e. lineare. In particolare si tratta di un endomor-
fismo. Passiamo alla (3.1). Prendiamo due elementi arbitrari di R:

5 = (x7y’ Z) Y 5/ = (x/’ y/7 Z,) (3'6)

Quindi calcoliamo X
B (X + N¢ (3.7)

Anche qui conviene esplicitare I’argomento:
AN A+NE =D+ Ay + A2, N+ Ny + N2,
onde
B(\x+ My + Az, Na' + Ny + X2 (3.8)
2\ +XN2') =3y + Ny)+4 Mz + N2
A2z — 3y +4z2) + N (22" — 3y’ + 42)
AB () + NB(€),
3

B (X + V€

da cui la linearita dell’applicazione (3.2) che ¢ un 7.

Esercizio 42 Assegnato lo spazio vettoriale Mg (n,n) i cui elementi sono le matrici quadrate di
ordine n su un campo K, mostrare che l’applicazione

Q: Mg (n,n) = Mg (n,n) (3.9)
Q(X)= XA+ AX, (A ¢éun elemento assegnato di My (n,n) )

e lineare.
Soluzione
Definiamo
Y =MX +NX' VX, X' € Mg (n,n), VA, N €K (3.10)
Quindi
Q)=YA+AY (3.11)
=AX +NXNA+AQX + VX

Per note proprieta del prodotto righe per colonne:

A

QX +NX) = AXA+ NX'A + ) AX + NAX'
= A XA+ AX)+ N (X'A+ AX)
= A2 (X) + NQ(X),

da cui la linearita di .

Esercizio 43 Determinare [’espressione analitica dell’applicazione lineare

A

A:R* >R (3.12)

tale che

~

dove {uy,us} € linearmente indipendente, mentre a; ay sono elementi assegnati dello spazio vettoriale
R.
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Soluzione

Dal momento che {uj,us} ¢ linearmente indipendente, per un noto teorema si ha che le (3.13)
determinano univocamente l’applicazione lineare A. Per determinare la sua espressione analitica,
esprimiamo innanzitutto il generico vettore £ = (x,y) come combinazione lineare di {uj,us} (i.e.
eseguiamo un cambiamento di base: dalla base canonica {(0,1),(1,0)} alla base {uy,us}):

£ = aquy + asgus, (3.14)
con «q, ap scalari da determinare. Segue
(7,y) = (Q1z1 + aamy, arys + agya),
che restituisce il sistema di equazioni lineari nelle incognite (aq, as).

{ T1Q + Toip = X 7 (3'15)

Y101 + Yoo =y

la cui matrice dei coefficienti ¢

Yy Y2

ed ha rango 2, giacché {u;,us} & linearmente indipendente:

I ( T T ) , (3.16)

A =det M = x1ys — w211 (3.17)
Abbiamo dunque un sistema di Cramer. Risolviamolo:

T X9 LY — Y2

1
AlYy Y T1Y2 — TaY1 (318)
_lm x| my
N Y2 Y T1Y2 — Taly1
Quindi
(w,y) = —2 982, IR, (3.19)
T1Y2 — T2Y1 T1Y2 — T2Y1
11 risultato dell’applicazione di A al vettore (3.19) &:
Alw,y) = 27972 A(yy) + 72T 4 (y,) (3.20)
T1Y2 — T2l T1Y2 — T2l
Tenendo conto delle (3.13):
- 1
A(x,y) = ————[(2y2 — yx2) a1 + (219 — y27) an], V(z,y) € R? (3.21)
T1Y2 — T2l

E chiaro che la (3.21) conserva la propria validita per ogni (xy,41) , (22, y2) € R? tali che z1ys — 2oy #
0, i.e. per ogni sistema {u,us} linearmente indipendente. Ad esempio, se

U1:<1,1), u2:(071)a

ap :37 o = —2,

si ha
Alz,y)=x-34+ (y—z)(=2) =5z —2y, V(z,y) e R (3.22)
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Esercizio 44 Assegnato ’'omomorfismo
AR 5 R
A(x,y,z,t) =@x—y+z+t,c+2z—t,z+y+3z—3t),
determinarne rango e nullita.

Soluzione.
Il rango R [ A) ¢ per definizione

R(A) = dim A (RY),
essendo A (RY) I'immagine di R* attraverso A. Risulta:

ARy =c({Ae}).

dove {e;} ¢ la base canonica di R*:

er = (1,0,0,0), e2 =(0,1,0,0), e3 = (0,0,1,0), es = (0,0,0,1),

mentre £ denota 'operazione di inviluppo lineare. I trasformati dei vettori di base sono:

Afey) = (1,1,1), A(ey) = (=1,0,1), A(es) = (1,2,3), Af(es) = (1,—1,-3)

Si noti che tali vettori sono scritti nella base canonica {f;} di R®:

f1=1(1,0,0), fo=1(0,1,0), f3=(0,0,1)

(3.23)

(3.24)

(3.25)

(3.26)

(3.27)

(3.28)

Ne consegue che la matrice rappresentativa di A relativamente alle basi canoniche degli spazi vettoriali

R* e R?, &:
1 -1 1 1
A=|1 0 2 -1 |, (3.29)
1 1 3 =3
ede R <A> = p(A), dove p(A) ¢ il rango di A. Applichiamo il metodo delle trasformazioni lineari:
(1,1,1) (1,1,1) (1,1,1) (1,1,1)
(—1,0,1) (—2,-1,0) (0,1,2) (0,1,2)
123 ) 012 ) 0Ly 7 (000 (330)
(1,—-1,-3) (1,-2,—4) (1,1,2) (0,0,0)
Cioe il sistema di vettori R ) R R
{A (e1), A(es), A(es), A (64)} (3.31)
e equivalente al sistema
{(1,1,1),(0,1,2),(0,0,0),(0,0,0)},
onde una base del sottospazio di R?® generato da (3.31) &
{(1,1,1),(0,1,2)}, (3.32)
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che ¢ appunto una base di A (R*). Ne consegue

R (A) —9 (3.33)
Per un noto teorema, se N (fl) & la nullith di A i.e. la dimensione di ker 121, si ha
R(A)+N(A) = dimR* =4, (3.34)
da cui N <A> — 2. Per determinare una base di ker A4, applichiamo la definizione di kernel:

ker A = {§€R4 | A(€) :0},
che restituisce il sistema lineare omogeneo:

r—y+z+t=0
r+0+2z2—t=0 (3.35)
rT+y+3z—3t=0

la cui matrice dei coefficienti ¢ la matrice (3.29). Segue che il rango del sistema ¢ p = p(A) = 2,
onde il sistema ammette co? soluzioni non banali che si ottengono risolvendo il sistema equivalente:

T—Y=—A—[
{:1:+O:—2>\+u20 (3.36)

Cioe
=224+, y=—A+2u, 2=\ t=pu, VA pueR (3.37)

Pertanto la soluzione generale si scrive:

(2,9, 2,t) = (=22 + p, = A + 20, A, 1) (3.38)
= —X(2,1,-1,0) + 1 (1,2,0,1)

Questo vuol dire che il sistema di vettori
{Ul - (2717_170)7u2 - (1727071)}7 (339)

& una base di ker A. Vediamo quindi che il kernel di A si identifica con lo spazio soluzione del sistema
0mogeneo:

AX =0,

essendo A la matrice rappresentativa di A e X il vettore colonna:

(3.40)

P
Il
+ N e 8

Esercizio 45 Assegnato ’endomorfismo

A

AR >R (3.41)
A(l’,y,Z):($+2y—2,y+2,1‘+y—22),

determinarne rango e nullita.
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Soluzione. A
Il rango R <A> e

R(A) = dim 4 (R?),

essendo A (R?) I'immagine di R? attraverso A. Risulta:

AR = £ ({An}).
dove {e;} ¢ la base canonica di R:
e; = (1,0,0), e; =(0,1,0), es =(0,0,1),

I trasformati dei vettori di base sono:

A

A (61) = (17 0, 1) ) A (€2> = (27 L, 1) ) A (63) = <_17 I _2) ) A (64) = (L —1, _3)
Ne consegue che la matrice rappresentativa di A nella base canonica di R3 &:

12 -1
A=|01 1 |,
11 -2

(3.42)

(3.43)

(3.44)

(3.45)

(3.46)

ede R </1> = p(A), dove p(A) & il rango di A. Applichiamo il metodo delle trasformazioni lineari:

(1,0,1) (1,0,1) (1,0,1)
2,1,1) —{ (0,1,-1) — < (0,1,-1) ,
(—1,1,-2) (0,1,-1) (0,0, 0)

cosicché il sistema di vettori X A A
{Aler) Aler) Alen)}

e equivalente al sistema

{(1,0,1),(0,1,-1),(0,0,0)},

che ¢ linearmente dipendente, giacché contiene il vettore nullo. Segue
{Ale) A} = (1.0, 21,1},
& una base di A (R?) = dim A (R?) = 2. Dalla
R(A)+N(4) =dimR® =3
ricaviamo la nullitd di A i.e. dimensione di ker A:

N(A) =1

Ricordiamo che ker A si identifica con lo spazio soluzione del sistema lineare omogeneo:

AX =0,
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essendo
x
X=1vy |, (3.54)
z
per cui
rT+2y—2=0 _
Otytz=0 { giQy___AA , (3.55)
r+y—22=0 J=
essendo z = A\, VA € R. La soluzione generale del sistema (3.55) e:
(I,y,Z) = /\(37_]—a1> (356)
Ne concludiamo che {u} & una base di ker A, dove u = (3, —1,1).
Esercizio 46 Si determini un omomorfismo
A:R® — R (3.57)
tale che il sistema di vettor:
{(1,2,0,-4),(2,0,—1,-3)} (3.58)

sia una base dellvmmagine di A.

Soluzione
Ricordiamo che I'immagine di A (pit propriamente nota come immagine del dominio di esistenza
atraverso A) ¢ il sottospazio vettoriale di R?

A®)={i@©|cer’} (3.59)
Nel caso in esame, si tratta di un sottospazio 2-dimensionale. Deve essere con ovvio significato dei
simboli: A ) ) )
AR = £ ({A(er), Aler), Ales)}). (3.60)
dove

er = (1,0,0), e; =(0,1,0), e3 = (0,0,1), (3.61)

definiscono la base canonica di R3. Segue
dim A (R*) =2 = 3i,k e {1,2,3}, i # k| {fl (e;), A (ek)} ¢ linearmente indipendente, (3.62)

onde imponiamo

A

{A (1), A (62)} ¢ linearmente indipendente (3.63)

Cioe . .
Aer) =(1,2,0,—4), A(ex) =(2,0,—1,-3) (3.64)

D’altra parte, x,y, 2 sono le componenti di un generico vettore nella base canonica:

= ze; +yes + zes, V(w,y,z) €R?
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Applicando Aa primo membro della relazione precedente, per poi tener conto della linearita di A:

~

A(x,y,2) = A(zey + yey + zes) (3.66)
= A (e)) 4+ yA(es) + zA (e3), VY (z,y,2) € R®
Le (3.64) implicano A A
A(x,y,2) = (v + 2y, 2z, —y, —4x — 3y) + 2A (e3) (3.67)

Ma A (e3) deve potersi esprimere come combinazione lineare dei vettori di base di A (R3):

I\ peR| Ales) = AA(ey) + pA (eg) (3.68)

= = (A2, 2\, —p, —4N — 3p),
eq. (3.64)

che sostituita nella (3.66) porge

A

Az, y,2) = (x4 2y + A+ 2,20 + 2\, —y — pu, —4x — 3y — 4\ — 3p) (3.69)

Per determinare i parametri A\, u basta imporre:

A(1,0,0) = (1,2,0,—4)
SN e = A=u=0 3.70
{ A(0,1,0) = (2,0,—1,-3) # (3.70)
Finalmente X
A(x,y,z) = (z + 2y, 2z, —y, —4x — 3y) (3.71)

Esercizio 47 Denotiamo con Mg (2,2) lo spazio vettoriale delle matrici quadrate di ordine 2. Si
consideri ’endomorfismo:

A Mg (2,2) = Mg (2,2) (3.72)
A(X)=XM - MX,
essendo
1 2
M = < 0 3 ) (3.73)
Determinare rango e nullita di A.
Soluzione K
Con ovvio significato dei simboli, 'immagine di A e:
AM (2,2)) = £ ({A(E)}) (3.74)

essendo {F;} la base canonica in Mg (2,2):

10 0 1 0 0 0 0
E“‘(oo)’ﬁb_(oo)7E“‘(10>’E“‘(01) (3.75)

I trasformati dei vettori di base sono:

(D)0 ew
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o A(E) = ( 8 g ) (3.77)

Il vettore E5 trasforma come

w-(1)(-GHEY e
Cioe
A(By) = ( 8 g ) (3.79)
Il vettore Fs5 trasforma come
w-(1)(2)-GHEY e
Cioe
A(Ey) = ( o ) (3.81)
Infine il vettore Ej trasforma come
- (3D (00 oo
Cioe
A(Ey) = ( 8 _02 ) (3.83)

Dal momento che Mg (2,2) ¢ isomorfo a R*, per determinare una base del sottospazio vettoriale

~

A (Mg (2,2)), possiamo operare per trasformazioni elementari sul sistema di vettori:

(0,2,0,0) (0,1,0,0) (0,1,0,0)
(0,2,0,0) (0,1,0,0) (0,0,0,0)
(—2,0,-2,2) ) (=1,0,—-1,2) ) (~1,0,-1,1) ° (3.84)
(0,-2,0,0) (0,1,0,0) (0,0,0,0)

sione del kernel, i.e. la nullita di A si ricava da
R (A) +N (A) = dim Mg (2,2) = 4, (3.85)

da cui
N (A) —9 (3.86)

Per determinare una base del kernel, applichiamo la definizione di kernel:
ker A= {X € Mg (2,2) | XM = MX} (3.87)
Cioe il kernel dell’applicazione assegnata, € lo spazio delle matrici 2 x 2 che commutano con M.
Posto
X — r1 X2
T3 X4 )’
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(e )-Gaee) .

Sviluppando i prodotti riga per colonna, si perviene al sistema di equazioni lineari:

{ 3 =0 (3.89)

.CE1+332—234:0 ’

deve essere

la cui soluzione generale ¢

x1 w2\ [ p—A A\ -1 1 10
G DT
Ne concludiamo che
-1 1 1 0
() (o V) a1

Esercizio 48 Sia C* ([a,b]) l'insieme delle funzioni reali con derivate di ogni ordine continue in
la,b]. Introducendo le usuali leggi di addizione di elementi di C™ ([a,b]) e di moltiplicazione di un
numero reale per un elemento di C* ([a,b]), si ha che tale insieme assume la struttura di spazio
vettoriale sul campo reale. St consideri ora l’operatore di derivazione:

¢ una base di ker A.

D C* ([a,b]) — C> ([a,b]) (3.92)
D:f— Df, ¥feC>([ab]),

dove
Df = f()=F () (3.93)

Si dimostri che D € end (C* ([a,b])), determinandone il nucleo.

Soluzione
Applicando le regole di derivazione, si ha:

D (\f+png) =ADf +uDg, YA\, u€R, Vf,ge C®([a,b]), (3.94)

da cui la linearita di D. Inoltre, per definizione di nucleo:
ker D ={f € C* ([a,b]) | Df =0} (3.95)
Dal momento che stiamo considerando funzioni definite in un intervallo, si ha per un noto teorema

di Analisi:
Vo € [a,b], f () =0= f(z) = costante (3.96)

Cioe¢ il kernel di D ¢ il sottospazio vettoriale di C'*° ([a,b]) i cui elementi sono le funzioni costanti in
[a, b].

40



CAPITOLO 3. APPLICAZIONI LINEARI

3.2 Applicazioni singolari e non singolari. Isomorfismi
Siano E'ed F' due spazi vettoriali sullo stesso campo K.

Definizione 49 A € hom (E, F) ¢ non singolare se ker A = {0z}, essendo O il vettore nullo di
E. Nel caso contrario, diremo che A é singolare.

In altri termini, A € non singolare se

fee BE— {05} | A(€) = 0p,

dove Op e il vettore nullo di F'. Per un noto teorema, un omomorfismo suriettivo ¢ un isomorfismo
se e solo se ¢ iniettivo, e cid a sua volta implica ker A = {0g}, i.e. la non singolarita di A. Ne
concludiamo che la non singolarita ¢ una condizione necessaria (ma non sufficiente) affinché E ed F
siano isomorfi.

Esercizio 50 Sia R (Owzyz) un riferimento cartesiano ortogonale dello spazio euclideo R3. La rota-
zione di un qualunque vettore £ = (x,y,z) € R? attorno all’asse z, ¢ il risultato dell’applicazione di
un endomorfismo R.:

R, (z,y,2) = (rcosd —ysinf,xsinf +ycosh,z), V(x,y,2) € R, (3.97)

essendo 0 l’angolo di rotazione, contato positivamente se la rotazione vista da un osservatore disposto
lungo la direzione positiva dell’asse z, € antioraria.
Mostrare che tale endomorfismo é non singolare.

Soluzione R
L’'immagine di R, e:
R. (R%) =L ({RZ (ei)}) , (3.98)
dove {e;} ¢ la base canonica di R?:
er = (1,0,0), ey = (0,1,0), e = (0,0,1) (3.99)
Quindi

. (e1) = R.(1,0,0) = (cos#,sin6,0) (3.100)

Da cio segue che la matrice rappresentativa di R, nella base canonica si scrive:

cos —sinf 0

R,(0)=| sinf cosf 0 (3.101)
0 0 1
Risulta
cosf —sinf 0
det R, () =| sinf cosf 0 |=+1, VoeR (3.102)
0 0 1
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Cioe R, () ¢ ortogonale i.e. una rotazione attorno all’asse z ¢ una trasformazione ortogonale dello
spazio euclideo R?. Il rango dell’omomorfismo R, ¢

R (Rz) — (R, (0) =3 (3.103)
Segue dalla solita formula

R <R2> +N <1%Z> — dimR? = 3, (3.104)
da cui la nullita di }A‘Zz

N (R) — 0 = ker R, = {0}, (3.105)
e quindi la non singolarita di R..

Esercizio 51 Generalizzare il risultato precedente considerando rotazioni attorno agli assi coordinati
T ey rispettivamente:

{ R, (x,y,2) = (z,ycosf — zsin b, ysin @ + z cosh)

v e R’ 3.106
Ry, (x,y,2) = (xcosh + zsinb,y, —xsinf + y cos b)) (,y,2) ( )

Soluzione

Calcoliamo 1 trasformati dei vettori di base:

R, (1,0,0) = (1,0,0) (3.107)
R, (0,1,0) = (0, cos 6, sin 6)
R, (0,0,1) = (0, —sin 6, cosf) ,

da cui la matrice rappresentativa

1 0 0
R, (0) 0 cosf —sinf |, (3.108)
0 sinf cosfd

che ¢ manifestamente ortogonale, onde R, ¢ non singolare. Passiamo a R,, il quale trasforma i vettori
di base come

R, (1,0,0) = (cosh,0, —sin6) (3.109)
R, (0,1,0) = (0,1,0)

Ry (0,0,1) = (sin6, 0, cos0) ,
a cui la matrice rappresentativa

cosf 0 sinf
0 1 0
—sinf 0 cosf

R, (9) =

(3.110)

che ¢ manifestamente ortogonale, onde R, ¢ non singolare.
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3.2.1 Composizione di rotazioni

Supponiamo di ruotare un vettore £ = (x,y, z) attorno all’asse x di un angolo 6;. Il vettore risultante
viene poi ruotato attorno all’asse z di un angolo #,. La prima rotazione e realizzata da

A

R, (z,y,2) = (x,ycosf — zsinf,ysinf + z cosf), (3.111)
mentre la seconda rotazione
R, <}?x (a:,y,z)) = <RZRI) (x,y,2), (3.112)

avendo applicato la definizione di prodotto di endomorfismi. Se invertiamo 'ordine delle rotazioni,
si avra:

R, <Rz (x,y,z)) = <]A%IRZ> (x,y,2), (3.113)

Chiediamoci: il risultato della composizione delle predette rotazioni ¢ indipendente dall’ordine in
cui esse sono eseguite? Per rispondere a questa domanda osserviamo innanzitutto che tale ordine e
indipendente se e solo se:

(ﬁmﬁz> (x,y,2) = (RJ%) (z,y,2), V(v,y,2)€R (3.114)

Cioe se e solo se

R.R. = R.R, (3.115)

Per formalizzare il risultato (3.115) & conveniente la seguente definizione valida per un qualunque
spazio vettoriale E:

Definizione 52 Per /l, B € end (E) presi ad arbitrio, si dice commutatore di Ae B, l’endomor-
fismo:

[A, B} — AB - BA (3.116)
Definizione 53 A, B € end (E) commutano se

[A, B’] — 0, (3.117)

essendo 0 Uendomorfismo nullo: )
0()=0g YVEEE (3.118)

In virtu di queste definizioni, si ha che dobbiamo determinare I’endomorfismo [Rm, IA%Z} . Tuttavia,

¢ piu semplice operare sulle matrici rappresentative, giacché:
o, Be| = (R (61), B2 ()] (3.119)

dove a secondo membro compare il commutatore di matrici:

R, (61),R. (02)] = R, (61) R. (02) — R, (02) R, (61), (3.120)
con
1 0 0 cosbtly —sinfy, 0
R,(61) =1 0 cosfy —sinb; |, R.(0;)=| sinfy costy 0 (3.121)
0 sinf#; cosb, 0 0 1
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Eseguiamo il prodotto righe per colonne:

1 0 0 cosf, —sinfy, 0
R, (61) R, (02) = | 0 costh —sinb, sinfly cosfy, 0 (3.122)
0 sinf; cosb, 0 0 1
cos 0 —sin 6, 0
= | cos6;sinfy cosficosfy —sinb,
sinf;sinf, cosfysinf; cosb,
E
cosfy —sinby 0 1 0 0
R.(05) R, (A1) = | sinfy cosfy 0 0 cosf; —sinb, (3.123)
0 0 1 0 sinf#; cosb,
cosfy —cosfysinfy sinfdysinby
= | sinfy, cosb;cosly —cosbysinby
0 sin 6, cos 0
Segue
o 0 cos 6 sin 6y — sin 0, —sin #; sin 0,
[Rm, RZ} = | cos6;sinfy — sin by 0 cosblysint; —sinb; | # Oppzs) (3.124)
sin #; sin 6, cos 69 sin 6; — sin 0, 0

Qui Opqe(3,3) € l'elemento nullo (i.e. matrice nulla) dello spazio vettoriale Mg (3,3) delle matrici
quadrate su R di ordine 3. Ne concludiamo che il risultato della composizione delle rotazioni sud-
dette dipende dall’ordine con cui esse vengono eseguite. Tale risultato si estende ai rimanenti assi
coordinati, per cui

[Rk,lfzk/] £0, kK €{ry 2}, kAK (3.125)

3.2.2 Endomorfismi invertibili
Comunque prendiamo uno spazio vettoriale E su K, si ha:
Definizione 54
A € end (E) ¢ invertibile &% JA ! € end (B) | A'A = AA =1 (3.126)
Osservazione 55 Gli isomorfismi sono endomorfismi invertibili

Da tale osservazione si deduce che I'iniettivita e suriettivita garantiscono I'invertibilita. Tuttavia,
sussiste il teorema:

Teorema 56 Condizione necessaria e sufficiente affinché A € end (E) sia invertibile é la non
singolarita di A X K
A€ end(F) éinvertibile <= A é non singolare (3.127)

Dimostrazione. A ¢ non singolare <= ker A = {05} <= dim A (E) = dimE <= A ¢
dim ker A={0g}

suriettivo.
D’altra parte, A e anche iniettivo giacché ker A = {0z}, onde I'asserto. m
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Esercizio 57 Studiare linvertibilita dell’endomorfismo di R?:

~

Az,y) = (y,22 —y), V(x,y) €R’ (3.128)
Soluzione R
Metodo 1. Determiniamo il kernel di A:
ker A = {g cR?|A(¢) = 0} (3.129)

Qui denotiamo semplicemente con 0 il vettore nullo di R?, al fine di non appesantire la notazione.
La (3.129) in forma matriciale si scrive:

AX =0, (3.130)
dove A ¢ la matrice rappresentativa di A in una qualunque base di R?. Scegliendo la base canonica,

si ha:
A(1,0)=(0,2), A(0,1)=(1,-1), (3.131)

0 1
A= ( ) ) (3.132)
Nella base canonica la (3.130) si scrive:

(g —11>(§>:(8><:’{(2);_yy:£07 (3.133)

che & un sistema lineare omogeneo nelle incognite (z,y) che ammette la sola soluzione banale (z,y) =
(0,0). Ne consegue che ker A = {0}, da cui Vinvertibilita di A.

Metodo 2. Basta determinare il rango di A o cid che @& lo stesso, il rango della matrice
rappresentativa (3.132). Per quanto precede ¢ p (A) = 2, da cui I'invertibilita di A.

Per determinare I’endomorfismo inverso dobbiamo risolvere I’equazione operatoriale nell’incognita

&:

onde

A€ =¢, (3.134)
equivalente all’equazione matriciale
AX = X, (3.135)
ove
x/
X' = ( , ) (3.136)
Y
Segue
0 1 z\ [ 0+y=2a
(2 —1)(y>_(y’>{:>{2f—y=y” 3457
da cui I'unica soluzione: L
g="2 ‘2”’, y =2z (3.138)
cosicché L
AN ) = (x "2”/ ,az’) (3.139)
Dal momento che (z’,y") definisce una coppia di variabili mute, possiamo scrivere:
A (z,y) = (x—;—y’x) . Y(x,y) €R? (3.140)

Il metodo 2 utilizzato nel precedente esercizio, porte il seguente corollario al teorema 56:

Corollario 58 Comunque assegniamo una base di E, la matrice rappresentativa di A e end (F)
wvertibile, € a sua volta invertibile.
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