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[l fenomeno di Runge in un problema atipico di
interpolazione polinomiale

Marcello Colozzo

Abstract

In quest’articolo proponiamo un algoritmo di interpolazione polinomiale per un elemento
f appartenente allo spazio funzionale C"=2 ([—a,a]), di cui sono noti i punti critici e gli zeri,
nonche la misura secondo Peano-Jordan di sottoinsiemi notevoli del rettangoloide relativo a
f e di base [—a,a]. L’algoritmo ¢ ottimizzato per I'attenuazione del fenomeno di Runge ed &

eseguito in ambiente Mathematica.
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1 Introduzione

1.1 L’interpolazione di Lagrange

Un problema tipico dell’Analisi numerica ¢ il seguente:

Problema 1 Assegnata la funzione f € C°([a,b]) di cui sono noti i valori yx = f (xy) in m punti
Ty < Ty < ... < Xy, determinare il minimo grado n di un polinomio p () tale che p(xy) = yx con
k=1,2,...,m.

Come & noto [1], il polinomio che risolve il Problema 1 & il polinomio interpolatore di Lagrange
relativo ai punti x1, T, ..., T, € alla funzione f:

ple) =3 "f () [[——2 (1)

1.2 1l fenomeno di Runge

Sia dato il problema:

Problema 2 Assegnata la funzione f € C°([—a,a]) di cui sono noti i valori y, = f (xx) in m punti
equispaziati x, = —a+ k%“, determinare il minimo grado n di un polinomio p (x) tale che p (zx) = Y
conk=1,2,...,m.

E chiaro che il Problema 2 & un caso particolare del Problema 1. Infatti, ora i punti z, 29, ..., 2,
individuano una equipartizione dell’intervallo [—a,a]. Tuttavia, all’inizio del 1900, il matematico
tedesco Runge dimostro che nel caso di funzioni per le quali il grado del polinomio interpolatore e
elevato, I’approssimazione peggiora in un intorno degli estremi dell'intervallo [—a, a| [2]. Piu precisa-
mente, il grafico del polinomio esibisce delle oscillazioni che lo allontano dall’andamento della funzione
assegnata. Tale comportamento e noto in letteratura come fenomeno di Runge. Un esempio canonico
e dato dalla funzione di Runge:

1

fale) = Ta5em

Vo e [-1,1] (2)

Eliminando il vincolo di grado minimo, i.e. approssimando la funzione con polinomi di ordine co-
munque elevato, Runge dimostro che assumendo come errore dell’approssimazione la grandezza:

Em = [rglgﬁ\f(x) — pm (2)],

essendo p,, (x) il polinomio interpolatore relativo a f (z), riesce:

lim ¢, =400 (3)
m——+00
In fig. 1 sono riportati i grafici di fg (x) e di polinomi di grado crescente.
Nel caso della funzione fg (z) il fenomeno di Runge viene attenuato utilizzando come punti di
interpolazione non i punti z, = —a + k:%“, ma le radici dei polinomi di Cebysev [3].
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Figure 1: La curva rossa ¢ la funzione di Runge, la curva blu € un polinomio di quinto grado, e la curva
verde ¢ un polinomio di nono grado. L’approssimazione, in prossimita degli estremi dell’intervallo,
peggiora all’aumentare del grado [Fonte:Wikipedia].



PROBLEMA 2

La funzione derivabile y = f(x) ha, per x € [=3,3], il grafico I', disegnato in figura 2. I" presenta
tangenti orizzontali per x = —1, x = 1, x = 2. Le aree delle regioni 4, B, C e D sono rispettivamente 2,
3,3 e 1. Sia g(x) una primitiva di f(x) tale che g(3) =—5.

Figura 2

1. Nel caso f(x) fosse esprimibile con un polinomio, quale potrebbe essere il suo grado minimo?
Illustra il ragionamento seguito.

2. Individua i valori di x € [—3, 3], per cui g(x) ha un massimo relativo e determina i valori di x per i
quali g(x) volge la concavita verso I'alto.

1+g(x)

3. Calcola g(0) e, se esiste, il Li_r.rg 7%

1
4. Siah(x) =3 f(2x + 1), determina il valore di Ih(x)dx.

Figure 2: Problema dato agli esami di maturita del liceo scientifico.

2 Un problema atipico

All’esame di maturita del liceo scientifico e stato assegnato il Problema illustrato in fig. 2. Dal
grafico vediamo che per quanto riguarda gli zeri e gli estremi relativi, la funzione f deve soddisfare
le seguenti condizioni:

1. x =42, =0 sono zeri di f.

2. x = 2, x = %1 sono punti di estremo relativo. Piu precisamente, x+ = —1 e x = 2 sono punti
di massimo relativo, mentre x = 1 ¢ punto di minimo relativo.

Per quanto rigurda il segno della funzione, deve essere f (z) < 0 per z € [—3,—2) U (0,2) U (2, 3].
Esaminiamo ora la condizione sulle aree. Deve essere:

misA =2, misB =3, misC =3, misD =1,

dove il simbolo mis denota la misura secondo Peano-Jordan di un’area piana. Prestando attenzione
al segno di f negli intervalli corrispondenti alle regioni A, B, C, D, si ha:

/_;Zf(x)dxz—l /_Zf(:v)dxz?), /02f(x)da;=—3, /:f(as)dx:—l (4)

Sia p (x) un polinomio sul campo reale di grado n:

p (.23) =ap+ amT+ (12332 + a3x3 + a4x4 + ..+ an_1$n—1 T a,z" (5)



Dalla condizione 1 (z = 0) segue ao = 0, per cui nella (5) manca il termine noto:
p(2) = a1z + apr® + azz® + agr* + ..+ ap 12"+ aua” (6)
Sempre dalla condizione 1 si ha p (£2) = 0, cioe

2a; + 4as + 8ag + 16a4 + ... + 2" ta,_1 + 2", =0 (7)

—2a1 4 4ay — 8az + 16a4 + ... + (—2)" ap_y + (=2)"an, =0 (8)

Passiamo alla condizione 2 che implica I’annullarsi della derivata prima nei punti x = 2, * = 1. La
derivata prima e:

P (7) = ay + 2a97 + 3azx® + dagz® + ...+ (n — 1) a,_ 12" + naa™ ! (9)
Per quanto precede, deve essere:
p(=1)=0
p(1)=0
p(2)=0

Cioe
a1 — 2a + 3a3 —dag+ ...+ (=1)" 7 (n = 1) ap_ + (=1)" ' na, =0
a1—|—2a2—|—3a3+4a4+...+(n—1)an_1—i—nan:0 (10)
ay +4ay +12a3 + 32a4 + ... + 2" 2 (n — 1) a,_1 + 2" 'na, =0

Le (7)-(8)-(10)possono essere incorporate in unico sistema di equazioni lineari:

2aq + 4ay + 8as + 16ay + ... + 2" ta,_; + 2"a, =0

—2a; + 4ay — 8ag + 16a4 + ... + (=2)" " ap_1 + (=2)"a, =0

a1 — 2ay + 3as —dag+ ...+ (=1)" 2 (n = 1) ap_y + (=1)" ' na, =0 (11)
a; +2as +3az +4ag + ... + (n — 1) ap—1 + na, =0

ay +4ay + 12a3 + 32a4 + ... + 2" 2 (n — 1) a,_1 + 2" 'na, =0

Piu precisamente, (11) & un sistema omogeneo di 5 equazioni lineari nelle n incognite (ay, as, ..., a,).
Dalla omogeneita segue l'esistenza della soluzione banale (ay,as, ...,a,) = (0,0,...,0) che genera il
polinomio nullo. E chiaro che tale soluzione va scartata. I problema proposto si traduce, quindi,
nella ricerca del minimo valore di n affinche il sistema omogeneo (11) sia dotato di soluzioni non
nulle (denominate soluzioni proprie o autosoluzioni). La matrice dei coefficienti del sistema (11) é:

2 4 8 16 .. on—1 "
-2 4 -8 16 .. (=2)" ! (—2)"
M,=| 1 -2 3 —4 .. (-1)"?(n-1) (-)""'n |, (12)
1 2 3 4 . n—1 n
1 4 12 32 .. 2"2(n-1) 2"1n

che ¢ la matrice rappresentativa di €2, € Hom (R",R?):

Q,(a) =y,

dove a = (a1, as,...,a,) ¢y = (Y1,%2, Y3, ya, ys) nelle rispettive basi canoniche di R™ e R5. In altri
termini, per un assegnato intero naturale n € N — {0}, le condizioni 1 e 2 individuano univocamente
un omomorfismo 2, : R* — R>. Il problema consiste nel trovare il valore minimo ny, di n tale che
ker €2, . non sia il sottospazio improprio di R™». Come ¢ noto dall’algebra lineare:

dimker 2, =n — R(Q),

bt



dove R (Q) ¢ il rango dell’omomorfismo €2, e risulta R (2) = p (M) cioé pari al rango della matrice
M,,. Ne consegue che deve essere p (M,) < n. D’altra parte, p (M,) dipende manifestamente da n.
Per essere piu precisi, viene generata una successione {p;, }, y_ (o) di elementi di N. Ad esempio, per
n = 1 la matrice M; ¢ il vettore colonna:

2
-2
M, = 1 ,
1
1
ed ¢ banalmente p; = 1. Per n = 2:
2 4
-2 4
My = 1 -2 |,
1 2
1 4
risultando ps = 2. Per n = 3:
2 4 8
-2 4 =8
Ms = 1 -2 3 ,
1 2 3
1 4 12
risultando p3 = 3. Per n = 4:
2 4 8 16
-2 4 -8 16
M, = 1 -2 3 -4 |,
1 2 3 4

1 4 12 32

risultando py = 4. Per n = 5:

2 4 8 16 32
—2 4 -8 16 -32
1 -2 3 -4 5 |,
1 2 3 4 5
1

risultando p5 = 5. Per n = 6:

2 4 8 16 32 64
—2 4 -8 16 —32 64
Meg=| 1 -2 3 -4 5 —6 |,
1 2 3 4 5 6
1 4 12 32 80 192

risultando pg = 5 < n, onde Ny, = 6. Troviamo ora le oo! autosoluzioni del sistema. Assumendo

def .
come parametro ag = A, si ha:

2(11 + 4&2 + 8&3 + 16&4 + 32&5 = —64)\
—2a1 + 4as — 8az + 16a4 — 32a5 = —64)\
a1 — 2a9 + 3as — 4aq + das = 6 ,
ay + 20,2 + 3@3 + 4CL4 + +5CL5 = —6\

aq —f- 4@1 + ]_2(13 —f- 32(14 + 80&5 = —192)\

6



la cui soluzione generale é:
13
a) = 28)\, a9 = 10)\, a3 = —11)\, ay = —7)\, a5 = A (13)

Quindi, il piu generale polinomio che verifica le condizioni 1 e 2 e:
2 s 13 4 5 6
pa(x) = M| 282 + 1027 — 11z -ttt (14)
Graficando per differenti valori del parametro! A # 0, notiamo che le soluzioni accettabili per cio che

riguarda il segno di py e la posizione degli estremi relativi, si ottengono per A < 0. L’insieme delle
soluzioni ottenute compongono una famiglia ad un parametro di polinomi di grado 6:

13
Frnes = {pA () = A (28x + 102 — 112° — ?x‘* +2° + x6> | —o0 < A< o} (15)

In fig. 3 riportiamo il grafico di alcune funzioni di F) ,—¢.
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Figure 3: Grafico di polinomi appartenenti alla famiglia F) ,—¢ per A variabile da —1 a —10.

Imponiamo ora il vincolo sulle aree. Dalle (4)) otteniamo il sistema di equazioni in A:

( -2
/ pa (z) de = —2
-3
0 13933 — 9
/p,\(a})dm:?) _1%9_6)\:3
3 = Qo _ 3 (16)
| prtaydn =3 o,
0, 420
iy (z)de = —1
\Jo

che ¢ manifestamente incompatibile. Ne consegue che deve essere n > 6. Proviamo con n = 7:

2 4 8 16 32 64 128
—2 4 -8 16 —32 64 -—128
1 -2 3 -4 5 —6 7 :
1 2 3 4 5 6 7
1 4 12 32 80 192 448

I\ = 0 individua il polinomio nullo.



il cui rango & p(M;) = 5, per cui abbiamo co? autosoluzioni. Assumendo come parametri ag =
A1, a7 = Ag, si ha:

2&1 + 4@2 + 80,3 + 16&4 + 32&5 = —64)\1 — 128)\2

—2CL1 + 4CL2 - 8@3 + 16@4 - 32@5 = —64)\1 + 128)\2

a] — 2(12 + 3@3 - 4@4 + 5@5 = 6)\1 — 7/\2 s (17)
ay + 2&2 + 3@3 -+ 4@4 + +5CL5 = —6)\1 - 7)\2
ap + 4(11 + 12&3 + 32&4 + 80(15 = —192)\1 — 448)\2
la cui soluzione generale é:
ayp = 4 (7/\1 + 20/\2)
a9 — 10)\1
as = —11)\1 — 24)\2
< ay = —%)\1 , V)\l, A ER (18)
a5 = )\1 - 3)\2
g — )\1
a7 = )\2

Quindi:
13
pAhAQ(x)::4(7A1#—QOAg)x—%10A1x2——(11A1%—24A2)x3——E?A1x4%—(A1——3A2)x5%—A1x64—A2x7 (19)

Graficando tali soluzioni notiamo che il giusto andamento si ottiene solo per A\j, Ay < 0 e |\, [A2| <
1, come nell’esempio riportato in fig. 4 .

y
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Figure 4: Grafico del polinomio di settimo grado (19) con A\; = —3 x 107!, Ay = 107!, Cioe
p)\ly)\2(x):__x—3x —|—9x3_|_39 4 3$5_3x6+1_10x7.

In fig. 5 riportiamo un insieme di soluzioni.
Imponiamo la condizione sulle aree. Otteniamo il sistema di equazioni lineari nelle incognite

()\1,)\2)2 )
/ p>\1)\2()dx:_2

11353 /\1 2125 )\2
P (@) de =3 by, —6irg—3
T@M+M&:—3 ’

/ Pas e ( =2 35809 ) 21825 Ay = —1

420
3

p)\l )\2 _1
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Figure 5: Insieme di soluzioni (19) per A, A2 < 0 e ||, ]|A2| < 1.

che ¢ incompatibile. Passiamo a n = 8:

2 4 8 16 32 64 128 256
-2 4 =8 16 =32 64 —128 256
Mg = 1 -2 3 -4 5 -6 7 -8 ,
12 3 4 ) 6 7 8
1 4 12 32 80 192 448 1024

il cui rango ¢ p(Mg) = 5, per cui esistono oo® autosoluzioni. Assumendo come parametri ag =
)\1, ar = /\2, ag = )\3, si ha:

2&1 + 4(12 + 8@3 + 16(14 + 32&5 = —64)\1 — 128)\2 — 256)\3

—2ay 4+ 4ay — 8as + 16ay — 32a5 = —64); + 128\ — 2563

a; — 2&2 + 3&3 — 40,4 + 5&5 = 6)\1 — 7)\2 + 8)\3 s (20)
a; + 2@2 + 3(13 + 4@4 + +5CL5 = —6/\1 - 7)\2 - 8/\3

ay + 4&1 + 12&3 + 32@4 -+ 80(15 == —192/\1 - 448)\2 - 1024/\3

la cui soluzione generale é:

(a1 = 4(TA; + 20\ + 84)3)
a9 = 2 (5)\1 + 28)\3)
a3 — —11)\1 - 24)\2 - 132)\3

ay = —1 13)\1 + 60)\3

as = )\12—( 3)\2 + 12)\3) ’ V)\l’ )\2’ )\3 €k (21)
ag = A\

ar = Ay

ag = Az

\
Quindi:
1
Padons (T) = 4 (TAL +20Xg + 8403) & + 2 (5N + 28A3) 22 — (11A; + 24\, + 132)3) 2° — 3 (13A1 + 60A3) 2*
(22)
+ ()\1 — 3)\2 + 12)\3) I‘5 + )\11‘6 + )\21’7 + )\31’8

Anche in questo caso si nota che il giusto andamento si ottiene solo per A\, Ay, A3 < 0 e |\, [Aa] , | A3] <
1, come nell’esempio riportato in fig. 6 .
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Figure 6: Grafico del polinomio di ottavo grado (22) con A\; = =107, Ay = —1072, A\3 = =5 x 1073.
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Figure 7: Insieme di soluzioni (19) Aj, A2, A3 < 0 e [A\{|, [A2], [ N3] < 1.
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In fig. 7 riportiamo un insieme di soluzioni.
Imponiamo la condizione sulle aree. Otteniamo il sistema di equazioni lineari nelle incognite

(>\17 >\27 >\3):

4 —2
/ Prixz s (SL’) dr = =2

3

0 11853 \ 21253 4 10744\ _ _9
/ Pxrida N3 (:v)dx:i% j&; —62)\ 2_&209)\ ig
§ 73 = wP 2R
; p)\l’)%)\S X xr = 32289)\1 4 %)\2 4 11é94A3 ——

3
/ PriAz 23 (I) dr = —1
. 2

che ¢ incompatibile. Passiamo a n = 9:

2 4 8 16 32 64 128 256 512
-2 4 -8 16 —-32 64 —128 256 —512
My = 1 -2 3 -4 5 -6 7 -8 9
12 3 4 5t 6 7 8 9
1 4 12 32 80 192 448 1024 2304

il cui rango ¢ p(My) = 5, per cui esistono co? autosoluzioni. Assumendo come parametri ag =
)\1, ay = )\2, ag — )\3, g — )\4, si ha:

2(11 + 4&2 + 8(1,3 + 16&4 + 32&5 = —64>\1 — 128)\2 — 256)\3 — 512)\4

—2ay 4+ 4as — 8as + 16a4 — 32a5 = —64)1 + 1283 — 2563 + 512\

a1 — 2a9 + 3as — 4ay + Sas = 61 — Thg + 8\3 — 9\, , (23)
ay + 2(12 + 3(13 + 4@4 + +5CL5 = —6)\1 - 7)\2 - 8)\3 - 9)\4

ay + 4&1 + 12@3 + 32@4 + 80@5 = —192)\1 - 448/\2 - 1024)\3 - 2304/\4

la cui soluzione generale é:

( a; = 4 (7)\1 + 20)\2 + 84)\3 + 204)\4)
9 = 2 (5)\1 + 28)\3)

a3 = —11)\1 - 24)\2 - 132)\3 - 280)\4
ay = —% (13)\1 -+ 60)\3)

as = A\ — 3 + 1223 + 3Ny , V)\l, )\27 )\37 A€ R (24)
ag = A\
ar = Ay
ag = A3
( A9 = Ay
Quindi:
PXi, 2o 03,0 (l‘) =4 (7)\1 + 20)\2 + 84)\3 -+ 204)\4) x+2 (5)\1 + 28)\3) 1'2 (25)

1
= (1101 + 24X + 132X +280A) 2 — o (13A1 + 60As) 2’
+ (/\1 — 3/\2 -+ 12A3+3)\4> 175 + )\1[E6 + )\21‘7 + /\31’8 + )\4[)39

Anche in questo caso si nota che il giusto andamento si ottiene solo per “piccoli” valori (in valore
assoluto) dei parametri Ai, Ag, Az, Ay, come nell’esempio riportato in fig. 8 .
In fig. 9 riportiamo un insieme di soluzioni.
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Figure 8: Grafico del polinomio di nono grado (25) con \; = —107!, Xy = —1073, A3 =107, N\, =
1073,

Yy
i
| | I 1 | X
-3 2 -1 r 2 3
_1}
_2}
_3}
_4}

Figure 9: Insieme di soluzioni (19) per “piccoli” valori (in valore assoluto) di A1, Ag, Ag, As.
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Imponiamo la condizione sulle aree. Otteniamo il sistema di equazioni lineari nelle incognite

(>\17 )\27 )\37 )\4):

4 -2
/3 p)\l,)\2,/\3,)\4dx =2
0 11353 2125 10744
/ Pado s dT =3 %ii B £\32—+&(JT/\3>\—3 ;2_3326)\2 45)_—\4 3: _2
/_22%\ Ao g AT = =2 o %Q)\l y 6;132\5% - %751/}34—'— @/\4 7 |
03 1,A2,A3,A4 950 A+ T)\Q + T}\g + 36250, = —1
/ pAl,)\27A3,A4d$ =1
\ 2

che e compatibile e determinato. La soluzione e

14 6421193 11 761753
T 1905777 38290500777 6350771 T 61264800
a cui corrisponde il polinomio graficato in fig. 10. Da tale figura vediamo che il polinomio trovato pur

verificando le condizioni sui punti critici e sugli zeri, nonche sulle aree, non ha ’andamento richiesto.
Piu precisamente, ha il “segno sbagliato” in [—3,—2) U (2, 3]. Cio & dovuto al fenomeno di Runge.

A1 (26)

y

_5}
-10}

-15}

_20k
Figure 10: Grafico del polinomio (25) con i parametri dati dalla (26)

Passiamo a n = 10.

2 4 8 16 32 64 128 256 512 1024
-2 4 =8 16 =32 64 —128 256 —512 1024
1 -2 3 -4 5 -6 7 —8 9 —10
1 2 3 4 ) 6 7 8 9 10
1 4 12 32 80 192 448 1024 2304 5120

il cui rango ¢ p(My) = 5, per cui esistono 0o® autosoluzioni. Assumendo come parametri ag =
A1, a7 = A, ag = A3, a9 = A4, ajg = As si ha:

2&1 + 4&2 + 8@3 + 16&4 + 32&5 = —64)\1 — 128)\2 — 256)\3 — 512)\4 — 1024)\5

—2ay 4+ 4ay — 8as + 16a4 — 32a5 = —64)1 + 128\ — 2563 + 5124 — 1024 )5

a; — 2ag + 3as — 4ay + Has = 6] — TAg + 8\3 — 9\, + 105 , (27)
ay + 2&2 + 3@3 + 4@4 + +5(l5 = —6)\1 - 7/\2 - 8)\3 - 9)\4 - 10)\5

a + 4&1 -+ 12(13 + 32&4 + 80@5 = —192)\1 - 448)\2 - 1024/\3 - 2304/\4 - 5120)\5

13



la cui soluzione generale é:

a1 = 4 (7)\1 + 20)\2 + 84)\3 + 204/\4 + 609)\5)
a9 = 2 (5)\1 + 28)\3 + 123/\5)

as = —11>\1 - 24)\2 - 132)\3 - 280)\4 - 957)\5
ay = —% (13)\1 + 60)\3 + 251)\5)

as — )\1 — 3)\2 + 12)\3 + 3)\4 + 87)\5

s VAL AL A3 AL A ER (28)
g = /\1
ar = A
ag = A3
ag = Ay
L d10 = As

Quindi:
Padedsdas (T) = 4 (TAL + 20)g + 84)3 + 204N, 4+ 609X5) x + 2 (5N, + 283 + 123X5) 2 (29)
— (11 + 24Xy + 132X3 + 2804 + 957\5) 2° — % (13X\1 + 60)3 + 251)5) z*
4+ (A1 = 3y + 12X3 + 87A5) 2° + M\2® + Xoz™ 4 A3a® + Mz” + As2'”

Anche in questo caso si nota che il giusto andamento si ottiene solo per “piccoli” valori (in valore
assoluto) dei parametri liberi, come nell’esempio riportato in fig. 11 .

-10

-12

-14+

Figure 11: Grafico del polinomio di decimo grado (29) con A\; = —1071 Xy = —1077, A3 =
1075, Ay =0, Ay — 1077,

In fig. 12 riportiamo un insieme di soluzioni.
Imponendo il vincolo sulle aree, otteniamo il seguente sistema di equazioni lineari nelle incognite

)\17 )\27 )\37 )\47 )\5:

-2

e
/3 P deds s (2) do = —2
3 11353)\1 2125)\2 L l0Tady 3605y, 4 2039728y _ 9
/_Qp,\l7,\27,\3)\“5 (x)de =3 )\1 B 64)\2 23209>\ 8282y 10631623(; _3
3 . — 21732)\1 T 64N + 2576)\3 +asty 11(5)204)\5 _3 ;
/ngAl,/\g,/\g,M,/\s (x)dx = 3i§89>\ 1 2125/\ n 11194)\3 + 3625)\, + 27;%73)\ - 1
\ /2 Pardeds s (7) do = —1

14



Figure 12: Insieme di soluzioni (29) per “piccoli” valori (4in valore assoluto) di Ay, Ao, Az, Ay, As.

che & compatibile e indeterminato con oco! soluzioni. Assumendo A5 = o parametro arbitrario:

11353 )\1 2125 Ay + 10;44 A3 — 36250, = — 2633(7)23a
)\1 . 64)\2 23920)\ _ 3232)\4 — 34 106316

%)\1 464N, + 2576)\3 4 3232 323 _3_ 1?5204

%)\1 + 2125)\ + 11194)\3 + 3625)\4 27;337305

La soluzione generale é:
A\, — 7(2241296450)
| = A2t 2hoe)

4023360
\, — —70633123+14159664000c
2 421195500
Ay = — 121233450011 : Va € R,
A, — 8379285 010503840000
4 32347814400

)\5206

che sostituita in (29) ci da il polinomio p, () che verifica la condizioni sulle aree. In fig. 13
riportiamo il grafico di p,—_19-4 (x), da cui vediamo che non riproduce 'andamento della funzione
assegnata sempre a causa del fenomeno di Runge.

Figure 13: Grafico del polinomio di decimo grado f,—_19-4 ().
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Passiamo an = 11.

2 4 8 16 32 64 128 256 512 1024 2048
-2 4 -8 16 =32 64 -—128 256 —512 1024 —-2048
1 -2 3 -4 5 —6 7 -8 9 —10 11

1 2 3 4 ) 6 7 8 9 10 11
14 12 32 80 192 448 1024 2304 5120 11264

il cui rango ¢ p (M) = 5, per cui esistono co® autosoluzioni. Assumendo come parametri ag =
A1, ar = Ag, ag = A3, a9 = Ay, a1g = A5, @11 = Ag si ha:

2a1 + 4as + 8az + 16a4 + 32a5 = —64\; — 128y — 2563 — 5120\, — 1024 )5 — 2048\

—2ay 4+ 4as — 8as + 16a4 — 32a5 = —64X1 + 128\ — 2563 + 5124 — 10245 + 2048\

a; — 2@2 + 3&3 — 4@4 + 5&5 = 6)\1 — 7)\2 + 8)\3 — 9)\4 + 10)\5 — 11)\6 s
a; + 2CL2 + 3(13 + 4@4 + —|—5CL5 = —6)\1 - 7)\2 - 8/\3 — 9)\4 - 10)\5 - 11/\6

ay + 4ay + 12a3 + 32a4 + 80as5 = —192\; — 4485 — 10243 — 2304, — 51205 — 11264 )¢

(30)
la cui soluzione generale é:
(a; =4 (7)\1 + 20Ag + 84A3 4 2044 4+ 6095 + 1380)\6)
a9 = 2 (5)\1 + 28)\3 -+ 123)\5)
a3 = —11)\1 — 24)\2 — 132/\3 — 280/\4 — 957)\5 — 1992/\6
as = —3 (13X 4 60X3 + 251)5)
a5 — )\1 — 3)\2 + 12)\3 + 3)\4 + 87)\5 + 89)\6
g — )\1 s V)\l,)\g,)\g,)\4,)\5,)\6 - R (31)
ar = Ay
ag = A3
ag = Ay
aip = As
ai;r = Xg

\

Quindi:

Pt s e (T) = 4 (TAL + 200 + 84A3 + 2040 + 609A5 + 1380X6) 2 + 2 (51 + 28Xz + 123)5) 2°
(32)

— (11X + 24Xy + 132)3 4 2804 + 957\5 — 1992)6) 2° — % (13X, + 603 + 251)5) z*

4+ (AL — 3 + 12X3 + 87A5 + 89Xg) 2° + A2® + Xoz” 4 A3x® + Ma” + As2'® + Ngz'?

Anche in questo caso si nota che il giusto andamento si ottiene solo per “piccoli” valori (in valore
assoluto) dei parametri liberi, come nell’esempio riportato in fig. 14 .

In fig. 15 riportiamo un insieme di soluzioni.

Imponendo il vincolo sulle aree, otteniamo il seguente sistema di equazioni lineari nelle incognite

)\17 )\27 )\37 )\47 )\57 )\6:
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~10

-12

Figure 14: Grafico del polinomio di undicesimo grado (??) con A\; = —1077, Ay = =107, A3 =

O, AN = 0, A5 = O, g = 1074,

Figure 15: Insieme di soluzioni (32) per “piccoli” valori

17
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p>\1,)\2,)\3,>\4,)\5,)\6 (l‘) dr = =2

/ P22, 23,04, ({L’) dr =3

| (33)
Dardedsuds g (2) dr = —3
03
/ PA1A2,A3,04,05, 06 (x)de = —1
L3553\, — 212 ), 4 Q0T N5 — 36250, + 20008\, 428753 — 9
) —64)\ 2320\ _ 3232y _ 106316y _ 13088y °_ g
— 2732/\11+ 64/\22—1— 257%)\33+ 323‘3)\ 4_|_ 1125’5’4)\ :_ 13g§38/\ 6_ 3
3iggg>\1 A2, ey + 36250, + ZUNT3 ) Ty 42875y

che ¢ compatibile e indeterminato con co? soluzioni. Assumendo A5 = ay, A\g = a» come parametri
arbitrari:

11333)\ 2125/\ + 10;44 )\3 o 3625)\4 — 2639723a + 42?275 9
6 6)\1 o 64)\ 2320)\ 3232)\ =34+ 1022160 + 13g88a2
2732 2576 3232 110604 13088
305 )\1 -+ 64)\2 + = )\3 + == )\ = -3 55 ap — 3 Qo
212 111 4 27194 422
ooy "y, iy § gy, Dy D, i

La soluzione generale é:

( 7(22+41296450a1)
A = ~oess
N\ — 70639755+ 141596640000; 4486449370000
2= 421195500
)\3 _ —121-9045000
1341120
9 Ny = 8379544 48503840000, — 122544840000 ) Vag,az € R,
4= 97043443200
A5 =
\ /\6 =

che sostituita in (32) ci da il polinomio p,, 4, (z) che verifica la condizioni sulle aree. Una soluzione
interessante si ottiene per oy = 0, oy = 1074

69955421 224 5, 138584393 , 8 4

Poso=+ (¥) = —90eos® ~ 9525% T T01452500° T 1005°
84366791 . 14 , 59780663 -

170180000° T 1005% ~ 382905000"
11 ., 3251743 , 1

~ 63507 T 306322000° T 10000"

(34)

il cui grafico e riportato in fig. 16.

La soluzione (34) ¢ con il “segno sbagliato”, a causa del fenomeno di Runge (come nei casi
n = 9,10). A questo punto osserviamo che una qualunque combinazione lineare di una coppia
di soluzioni pa, a, (T), Paj .« (T) con ap # «) verifica le condizioni 1 e 2. Pil specificatamente,
consideriamo una combinazione lineare del tipo:

Pu () = Pay,an () + ppas oy (v), peR (35)

E chiaro che pu (x) verifica le condizioni 1 e 2 ma non il vincolo sulle aree. Infatti:

) ) )
/ Py () di = / Par.a (@) + 1 / Pt ot () dz = —2(1+ )
- - -3

3
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5|
1 L f 1 L L 1 L T L 1 X
-3 -2 -1 1 2 3
ol
Figure 16: Grafico del polinomio di grado 11 dato dalla (34) (a; = 0, ag = 107%).
Troviamo una combinazione lineare del tipo
Pon 0,618, (T) = Pasas (T) + 1ps, 6, (2) (36)

=0, vﬁb ﬁZ eR

tale che
—2 0 2 1
/ Do (@) da = / Do (@) di = / Do () di = / Do (@) da

per cui
—2
| poeninsin @)
_30 0
/ Dot Br,0p () dr = / Don.as () dx =3
o —12
= [ Payas (x)dr = -3

1
/ Pay,az.81,82.1 (SL‘) dx
0 0

3
/ Pai,a0,61,62,1 (ZL‘)
2

Le funzioni pg, g, compongono un sottoinsieme di {px, x, x5 x00s.06 ()} (cfr. eq. (32)) che si ottiene
422875 \ ()

2639723
36250, + 2039723 )\ 422
13g88>\6 -

risolvendo il sistema omogeneo
11353)\1 2125)\ 4 10744)\3
/\1 _ 64)\2 2320)\ 32532 Ay — 106316
2732)\1 + 64) + 2576)\3 4 %)\4 i 11g204>\ i 13g88/\ -0
2719473 ) "y 422875/\ —0

10 N
A+ BB + HP A + 3625A +

:Bla )\6:

35809
420
che ammette co” autosoluzioni (come doveva essere). Assumendo As
arbitrari:
11353 2125 10744 2639723 122575
9)\_ oA+ o A3 — 36250 = — =507 6 + 7
e 676 ), — 64)\ _ B,y 106316ﬁ 13088 3
2735 21388\ 4 64N, + 2570 2576 276, 4 3233)\ _ 36045 1%08852 ;
105
saso ) 4 225 4 11194)\3 + 3625, = 275%7351 422875

19
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la cui soluzione generale individua univocamente il pit generale polinomio di grado 11 con le aree
delle regioni A, B, C, D pari a zero.

643680, , 258803, , 605013 , 1809083,
— — — x

1307 1397 1307 1397

146 (215523, + T40415,)
10 11 7
e for 03599 '

5 (137532 +102120765) N
280797

Pg1,s2 (I) =

24528034 2920 (215520, + 74041535) 340 (13753231 + 102120735)
de {_ 1397 L3804+ 93599 a 93599 }
5 {_ 35040, 895, - 438 (215520, + 740410,)  5(1375320: + 1021207@)}
1397 93599 93599
3 {3504051 19928, — 3504 (215523, + 74041[3,) n 1400 (13753201 + 1021207@)}
127 93599 280797
In fig. 17 plottiamo la soluzione ad “area nulla” per valori ; = 1, 5 = —2, da cui vediamo delle

ampie oscillazioni agli estremi dell’intervallo.

1000

~1000 -

~2000 -

~3000 -
Figure 17: Grafico della funzione pg,—1 g,——2 ().

Dalla combinazione lineare (36) per assegnati valori di (a1, as) e (51, F2) otteniamo una soluzione
ad un solo parametro:

Pu (:L') = f@1,5z2 (I) + Mfﬁlﬁz (ZL’) )

che ci permette di controllare il segno della funzione negli intervalli estremi. Assumiamo:

a1 =0, =10"" B =0, fo=— (37)

che genera il polinomio di grado 11:
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19145250 335 )7 0525" 191452500 © 1005
8 84366791  20906p\ . 14
+ =7 — r’+ ——x
1905 170180000 1675 1905
TT38; 59789663\ . 11
1675 382905000 6350

. 3251743 7T31p 2 1 LY
306324000 1005 10000~ 25

Notiamo che con i valori (37) i coefficienti del polinomio sono del tipo:

S (), sek & dispari
7 a, se k& pari

69955421 1056 224 138584393  65872u 3
pu(x) = T

Y

dove ¢, (i) denota una funzione lineare di p, mentre a; ¢ una costante. In particolare:

pu () = 1 (1) & + axx® + ¢3 () 2° + asa’
+ 5 (1) 2° + agx® + ¢7 (u) 27 + aga®
+ b (1) 2 + P11 (p) 2!

Cio suggerisce di passare alle variabili (x, ) attraverso la funzione reale:

{H:T—>R (39)

I (z,p) =pu(zx), Y(z,p)€T "’
essendo 1" il seguente dominio del piano coordinato xpu:
T={(z,p) eR*| -3 <2 <3, —oo<pu<+oo} (40)

Denotando con S il grafico di II, i.e. la superficie z = I (x, ), segue che il grafico 'y del polinomio

Puo () € lintersezione di S con il piano 7y : o1 = po, cloe con il piano passante per (0, 1, 0) e parallelo

al piano coordinato zz. In fig. 18 riportiamo il grafico della funzione (39) per (z, u) € [—3,3] x[—1, 1].
Cio premesso, determinare il sottoinsieme di R (eventualmente vuoto):

[0717672,5’1,52 = {:u €eR | Du (:L‘) < 07 V}, (41)
equivale a determinare il sottoinsieme di 7"
A={(z,p) €T |1 (z,p) <0}, (42)

per poi isolare le regioni corrispondenti a x € [—3,—2) U (2, 3]. Per determinare A fissiamo innanzi-
tutto un intervallo per u. Senza perdita di generalita assumiamo p € [—f, ] per un assegnato i > 0.
Cio individua univocamente la restrizione g, (z, ) di I (z, 1) al rettangolo Ry = [—3, 3] % [—f, 1],
per cui la regione che ci interessa e:

ARﬁ - A ﬂ Rﬂ
Evidentemente:
A = hm ARg
p—+00

In fig. 19 riportiamo la regione Ag, per i = 10.
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Figure 18: Grafico della funzione (39).

O PN W A 01 O N 0 Ok
P ONORGP NI INRPRONO

Figure 19: Insieme Apg,, dei punti del rettangolo Ry = [—3, 3] x [—-10, 10] in cui ¢ Ilg,, (z, p) < 0.
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I passaggio successivo consiste nell’assegnare g € [—10,10], dopodiche si traccia la retta rq :
i = o e si studia 'intersezione ro N Ag,,. Dalla fig. 19 vediamo che l'insieme di punti ro N Ag,, si
esprime come unione di p > 1 insiemi Ay del tipo:

Ay = {(l’,u) S ARlo | e <o <&, p= NO} (43)
Precisamente:

p
To n ARIO = UAk
k=1

Gli insiemi Ay si chiamano regioni di Runge relative alla funzione f. Il problema proposto ammette
soluzioni se e solo esiste una coppia ordinata (Ay, Ajzp) di regioni di Runge tali che:

[, €1l 2 [-3,-2) [k §] 2 (2,3] (44)

Dalla fig. 19 vediamo che I, 5,3 .3 C (0,6) con 0 < 0 e [§] < 1, cio¢ i valori accettabili del
parametro p si collocano in un intorno destro di p = 0. Zoomando l'area che ci interessa (fig. 20) si
ottiene:

ro N AR10 = A1 N Ay, Vo € [Hmin; Nmax] con fimin = —0.103, pmax = —0.075,

essendo:
A1 = [_3a _2) X {MO}a A2 = (2a3] X {NO}v

per cui le regioni di Runge soddisfano la condizione (44). Ne consegue che Iy, 4, 5, 5, = [Hmin, Hmax)-

(e}

Hmax

Hmin

Figure 20: Per p € (fimin, max) le regioni di Runge soddisfano la condizione (44).
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Per p19 = —7 - 1072 otteniamo la soluzione:

65730893 224 , 37096231 8 4

T 191452507 9525° 1914525000 1905
233050263 . 14 , 183613139 , 11

T 170180000% T 10057 T 3829050007  6350"
18848359 , 27T

* 3063240007~ 10000"

P-710-2 (93) =

graficata in fig.21.

Figure 21: Grafico della soluzione (45).

In fig. 22 riportiamo un insieme di soluzioni.

Figure 22: Grafico di alcuni polinomi interpolatori per p € I, &, 3, 3,

L’approssimazione puo essere migliorata, utilizzando valori differenti dei parametri liberi. In ogni
caso, non ¢ possibile liberarsi di oscillazioni residue agli estremi dell’intervallo, generate dal fenomeno
di Runge.
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