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Esercizio 26
Studiare il seguente integrale generalizzato:

dove n € N —{0}.

k%%
Svolgimento
La funzione integranda
1
€Tr) = T 2
@)= i 8
non e definita negli estremi di integrazione, per cui calcoliamo il limite in tali punti.
lim f (x) =
im f(r)=——
z—0+ 0-00

Per rimuovere la forma indeterminata eseguiamo il cambio di variabile:
t=Inz, (3)

onde

Quindi il limite diventa

e
lim —— = lim = lim — = 400, Vn € N,
x—0t T (ln :E) t——oo tMel t——oco 1M

giacche il numeratore ¢ un infinito di ordine infinitamente grande. Piu precisamente:

lim

1 [ 400, sen & pari (4)
a—0t z (Inz)"

—00, sen e dispari

La funzione integranda ¢ dunque infinita in x = 0. Proviamo a determinare 'ordine di infinito
1

(rispetto all’infinito di riferimento: u (z) = 2):

@ 1
= lim f(a:)a = lim a:—n = lim —— (5)
=0+ [u ()] z—0+ x (Inx) e—0+ x1= (Inx)

Eseguendo il cambio di variabile (3):

/= lim
t—-—oco

elo—1)t B 0, sea>1
| Foo, sel<a<1
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Ne consegue che per x — 07 la funzione integranda ¢ un infinito di ordine minore di un qualunque
a > 1, ma maggiore di un qualunque o < 1. Cioe, f () ¢ in z = 0 un infinito di ordine indetermi-
nato. Passiamo a z = 1 in cui linfinito di riferimento ¢ v (z) = 2. Percid dobbiamo studiare il

1—x
comportamento del seguente limite al variare di § > 0:

¢ = lim —
z=1- [y (x)]ﬂ z—1- x (Inz)

(7)

Proviamo con 8 = n:

=1
1 — n . n—1
= lim ( le zgg—lim = mll
o=1- (Inxz) 0 z>1=  (Inz)"

Iterando il procedimento:

(= (-1 )

Quindi in z = 1 la funzione integranda ¢ un infinito di ordine n. Per ipotesi ¢ n > 1 onde la funzione
non ¢ sommabile in [0, 1]. Per verificare I’eventuale integrabilita dobbiamo studiarne il segno. A tale
scopo consideriamo i due casi distinti:

1. n pari.

2. n dispari.

Per n pari:
f(x) >0, Vee(0,1),

per cui avendo segno costante, f risulta integrabile. Precisamente:

/0 e (fx)” = +00 (10)

f(z) <0, Vze(0,1),
/0 x (lcixx)n - (1)

/1 dx
o (Inz)"

Se, invece, n e dispari:

onde:

Conclusione:

= +00, Vn € N— {0} (12)




