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Rammentiamo alcuni criteri di sommabilità:

Criterio 1 Se x0 ∈ [a, b] è un punto di discontinuità di seconda specie per f , e la funzione verifica
la limitazione:

|f (x)| ≤
M

|x − x0|
α , (0 < α < 1, M > 0), (1)

f è sommabile in [a, b]. Viceversa, se

|f (x)| ≥
M

|x − x0|
α , (α ≥ 1, M > 0), (2)

f non è sommabile in [a, b].

Criterio 2 Se in x0 ∈ [a, b] la funzione f è un infinito di ordine α (rispetto all’infinito di riferimento
u (x) = 1

|x−x0|
):

α < 1 =⇒ f è sommabile in [a, b] (3)

α ≥ 1 =⇒ f non è sommabile in [a, b]

Se f è in x0 un infinito privo di ordine, si può applicare il seguente criterio:

Criterio 3

∃α ∈ (0, 1) | lim
x→x0

|x − x0|
α |f (x)| = 0 =⇒ f è sommabile in [a, b] (4)

∃α ≥ 1 | lim
x→x0

|x − x0|
α |f (x)| = +∞ =⇒ f non è sommabile in [a, b]

Criterio 4 Consideriamo ora il caso di una funzione f continua in un intervallo illimitato X.

Criterio 5 Se in un intorno di +∞ (o di −∞ se x → −∞) riesce:

|f (x)| ≤
M

|x|α
, (α > 1, M > 0), (5)

la funzione f è sommabile in X. Viceversa, se

|f (x)| ≥
M

|x|α
, (α ≤ 1, M > 0), (6)

f non è sommabile in X.

Criterio 6 Assumiamo come infinitesimo di riferimento (per |x| → +∞) la funzione u (x) = 1

|x|
.

Se per |x| → +∞ la funzione f è un infinitesimo di ordine α > 1, f è sommabile in X. Viceversa,
se α ≤ 1 la funzione non è sommabile in X.

In altri termini, per la sommabilità in X illimitato è sufficiente che la funzione si annulli all’infinito
con sufficiente rapidità. Se per |x| → +∞ la funzione è un infinitesimo non dotato di ordine, possiamo
applicare questo criterio:
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Criterio 7

∃α > 1 | lim
|x|→+∞

|x|α |f (x)| = 0 =⇒ f è sommabile in X (7)

∃α ∈ (0, 1] | lim
|x|→+∞

|x|α |f (x)| = +∞ =⇒ f non è sommabile in X

Esercizio 8 Studiare il seguente integrale generalizzato:

I =

∫
+∞

1

ln x

x
dx (8)

Svolgimento

La funzione integranda è quella dell’esercizio precedente:

f (x) =
ln x

x

che è continua in [1, +∞), onde dobbiamo studiarne il comportamento per x → +∞. Abbiamo

lim
x→+∞

ln x

x
= 0,

in quanto ln x è, per x → +∞, un infnito di ordine infinitamente piccolo. Inoltre f (x) ≥ 0 ∀x ∈
[1, +∞), da cui la sua integrabilità:

0 < I ≤ +∞ (9)

Per stabilire la sommabilità applichiamo il criterio 2. A tale scopo proviamo a calcolare l’ordine di
infinitesimo (rispetto a u (x) = 1

x
):

ℓ = lim
x→+∞

f (x)

[u (x)]α
= lim

x→+∞

ln x
x
1

xα

= lim
x→+∞

xα−1 ln x (10)

Per α = 1 è ℓ = +∞, per cui ln x
x

è un infinitesimo di ordine < 1 e quindi l’integrale diverge. Tuttavia,
il criterio 2 richiede che la funzione integranda sia un infinitesimo dotato di ordine e di ordine < 1.
Mostriamo, invece, che ln x

x
è un infinitesimo di ordine indeterminato. Infatti, per α < 1 la (10) si

scrive:

ℓ = lim
x→+∞

ln x

x1−α
=

∞

∞
H
=

1

1 − α
lim

x→+∞

1

x1−α
= 0,

onde ln x
x

è un infinitesimo di ordine < 1 ma superiore a un qualunque α < 1. L’indeterminazione
dell’ordine di infinitesimo suggerisce l’utilizzo di un altro criterio. Proviamo con il criterio 5. Si
tratta di determinare M > 0 e 0 < β ≤ 1 tale che

ln x

x
≥

M

xβ
, x ∈ I (+∞) , (11)

essendo I (+∞) un intorno di +∞. Tenendo conto che l’intervallo di integrazione è [1, +∞) la
limitazione precedente si scrive:

ln x

x
≥

M

xβ
, x ∈ (δ, +∞) ,

dove δ > 1. Riesce
ln x > ln δ, x ∈ (δ, +∞) ,
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giacché ln x è strettamente crescente. Quindi

ln x

x
>

1

x
, x ∈ (δ, +∞)

Siamo cos̀ı riusciti a trovare M = 1 e β = 1, da cui la non sommabilità di ln x
x

. Ne concludiamo che
l’integrale diverge: ∫

+∞

1

ln x

x
dx = +∞
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