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Rammentiamo alcuni criteri di sommabilita:

Criterio 1 Se xg € [a,b] ¢ un punto di discontinuita di seconda specie per f, e la funzione verifica
la limitazione:

M
Fls e O<a<l M0, )
f é sommabile in |a,b]. Viceversa, se
M
)| > —m, a>1, M>0), 2
F@lz 2 ) )

f non e sommabile in [a,b].

Criterio 2 Se in xy € [a,b] la funzione f & un infinito di ordine o (rispetto all’infinito di riferimento

ule) = i ):

a < 1= f ¢ sommabile in |a,b] (3)

a > 1= f non é sommabile in |a,b]
Se f e in ¢ un infinito privo di ordine, si puo applicare il seguente criterio:
Criterio 3
Ja € (0,1) | :ch—{go |z — 20|" |f (2)] = 0= f & sommabile in [a,b] (4)

Ja> 1| lim |z — zo|" |f (z)] = +00 = f non é sommabile in [a, b
T—x0

Esercizio 4 Studiare il sequente integrale generalizzato:

1
I= / Iz, (5)
0

T

Svolgimento
Denotiamo con f (x) la funzione integranda:

flo) =" (6
Risulta:
1= (0 < »

Inoltre, la funzione ¢ non positiva in (0, 1], per cui avendo segno costante risulta integrabile in [0, 1].
Percio:
—o0<I<0 (8)

Per stabilire la sommabilita applichiamo il criterio 2. A tale scopo proviamo a calcolare I'ordine di
infinito (rispetto a u (z) = 1):

Inz
lim /(@) = lim <4 = lim Inz = —o0 9)
e—0t u () @m0t ¢ 20t
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Cioe 1“755 e un infinito di ordine > 1, per cui applicando il predetto criterio, riesce non sommabile in

[0, 1]. Osserviamo tuttavia, che rale criterio richiede I'esistenza di un ordine di infinito determinato.
Mostriamo, invece, che £ ha un ordine indeterminato (comunque > 1). Scriviamo:

¢ = lim /(@) = lim 2* 'Inz (10)

z—07F [U (ZL’)]a z—07F

Per quanto precede se o < 1 ¢ |l| = +o0, poiché f(x) & un infinito di ordine > 1. Vediamo il caso
a > 1:

1
(= lim 2* 'lnz =000 = lim Illx (11)
z—0+ e L
. Inz o0 H .. 1
=lim ———=—= lim —&——
z—0+ x—(@=1) o0 x—0+ (1 — a) xr—¢
1
= lim 271 =0, Va>1
1 — « z—0+

Il risultato (11) implica che 22 & per x — 0%, un infinito di ordine > 1 ma inferiore a un qualunque

a > 1. Ne consegue che l’mﬁmto 1” non ha un ordine determinato. Applichiamo dunque il criterio
1. Si tratta di trovare § > 1e M > 0 tali che

Inz

Xz

|z M

== >3 Vre(0,6 con0<d<I (12)

D’altra parte:
1
0<5§1:>0<1n(3) =—Ind = |Ind|
Segue
1
€(0,6] = |lnz| > 1In (3) > 0,

giacché |In x| ¢ strettamente decrescente in (0,6]. Quindi

Inz

_ |In x| - In ()

r =

re(0,0] con0<o<1l=

X

Cioe M =1In (%) >0e =1, per cui me non e sommabile in [0, 1]:

1
/ﬂdx_

Il grafico di fig. 1 consente una visualizzazione dei vari passaggi.
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Figura 1: Grafici di |Inz| e Inz, da cui vediamo che |Inz| > In (%), comunque prendiamo 0 tale che
0<o<1.



