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Esercizio 1 Studiare la forma differenziale lineare:

(

2x sin y + y2 sin x
)

dx+
(

x2 cos y − 2y cos x
)

dy (1)

Soluzione

Abbiamo:
X (x, y) = 2x sin y + y2 sin x, Y (x, y) = x2 cos y − 2y cosx, (2)

entrambe di classe C∞ su R
2. Calcoliamo le derivate parziali:

∂X

∂y
= 2x cos y + 2y sin x, (3)

e
∂Y

∂x
= 2x cos y + 2y sin x, (4)

onde la forma differenziale assegnata è un differenziale esatto:

∃F : R
2 → R | dF =

(

2x sin y + y2 sin x
)

dx+
(

x2 cos y − 2y cos x
)

dy, (5)

per cui
∂F

∂x
= 2x sin y + y2 sin x,

∂F

∂y
= x2 cos y − 2y cos x (6)

Eseguendo un’integrazione indefinita rispetto a x nella prima delle (6):

F (x, y) = 2 sin y

∫

xdx+ y2

∫

sin xdx = x2 sin y − y2 cos x+ ψ (y) ,

dove ψ (y) è una funzione da determinare. A tale scopo deriviamo la F (x, y) rispetto a y:

∂F

∂y
= x2 cos y − 2y cos x+ ψ′ (y)

Confrontando con la seconda delle (6):

ψ′ (y) = 0 =⇒ ψ (y) = c, ∀c ∈ R (7)

Ne concludiamo che il più generale integrale della forma differenziale assegnata è:

F (x, y) = x2 sin y − y2 cos x+ c, ∀c ∈ R, (8)

il cui grafico è riportato in fig. 1.
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Figura 1: Grafico della funzione (8).
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