Equazioni differenziali esatte. Fattore integrante

Marcello Colozzo

A volte un’equazione del primo ordine ¢ data nella forma:
X (z,y)dz+Y (z,y)dy =0, (1)

con X (z,y), Y (z,y) funzioni di classe C' su un campo A semplicemente connesso. Se la forma
differenziale lineare
X (z,y)de +Y (z,y) dy

e integrabile in A, l'integrale generale della (1) &
Ulz,y)=C,
dove U (x,y) ¢ tale che
dU = Xda + Ydy

Ad esempio
(siny + 92 sinx) dx + (zcosy — 2ycosz)dy = 0

Qui la forma differenziale a primo membro e manifestamente integrabile. Determiniamo
U(z,y) | dU = (siny + y*sinz) dz + (z cosy — 2y cos ) dy,

da cui

oUu
e siny + y?sine = U (z,y) = / (siny+y2sinx) dz
x

=xsiny —y’*cosz + ¢ (y),

ove la funzione incognita ¢ (y) svolge il ruolo di costante di integrazione, giacché l'integrazione &
rispetto alla variabile . Derivando rispetto a y

oU
8_y :;pcosy—QyCOSx—F(P/(y)
Ma
oUu
— = cosy — 2y cosx
dy

Confrontando con la precedente
oY) =0=p(y)=C, VCeR

Quindi
U(z,y) = xsiny — y*cosz + C

Ne concludiamo che I'integrale generale dell’equazione assegnata e
zsiny —y?cosr = K

essendo K una costante di integrazione.
Nella maggior parte dei casi, il primo membro della (1) non ¢ un differenziale esatto, per cui
siamo interessatni alla ricerca di una funzione u (x,y) di classe C' su A e ivi non nulla, tale che

pr,y) X (z,y)de + p(z,y) Y (z,y) dy
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sia un differenziale esatto. In tal modo e possibile integrare ’equazione differenziale con il metodo
appena esposto. Deve essere

0 0
B (pX) = 5 (1Y)
Cloe ou  ou  (0X oY
1 1 B
X(?y Y8x+(8y 81‘)“_0 2)

Definizione 1 Una qualunque funzione p(x,y) di classe C* su A e i non nulla, che verifichi la
(2), si dice fattore integrante dell’equazione differenziale (1).

Notiamo che la (1) & una equazione differenziale alle derivate parziali nella p (z,y), per cui tale
procedimento complica la ricerca dell'integrale generale (1). Proviamo, allora, a determinare un
eventuale fattore integrante dipendente da una sola variabile, ad esempio x. Quindi

p () X (v,y)doe + p ()Y (2,y) dy

Imponiamo l'integrabilita di tale forma differenziale:

2 ule) X (5.0)] = 5 ()Y (@.0)
Cioe aX _ oY
W @)= o) &

Se il termine a secondo membro che moltiplica p (z) dipende dalla sola variabile z, i.e.

ox _ oy
dy ox
Yoy W

allora la (3) ¢ un’equazione differenziale ordinaria. Piu specificatamente, si integra per separazioni
di variabili
dp
1

1z, C) = Cexp </g(ac) dx)

Dal momento che siamo interessati a un solo fattore integrante, possiamo porre C' = 1

w0 =exp ([ a(as) @

Ad esempio, data ’equazione differenziale

g (z)dz,

da cui l'integrale generale

(* + y* + 22) dz + 2ydy = 0,
vediamo che il primo membro non e un differenziale esatto. Proviamo

p(z) (2 +y* + 2z) do + 2yp () dy
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Imponendo la condizione di integrabilita si perviene facilmente

cioe p () = €® & uno degli infiniti fattori integranti. Deve essere

oU . x
dy =2ye” = U (z,y) = y’c" + ¢ (2),
da cui
a— = y2€x + 90/ (x)
Ma oU
5 = (2% +y* + 22) €”,

che confrontata con la precedente, porge
¢ (2) = (2 + 22) €”
Integriamo per parti
o (r) = / (2* +22) d (") = (2 + 2z) € —2/(x+ 1) e"dx
= (2" +2z) " — 2 {(:c +1)e* — /e%lx}
=2’ +C

Finalmente
Ul(z,y) = (2> +y°) "+ C

e quindi l'integrale generale
(2 +y?) e’ =K



