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fn (x;x1, x2, ..., xn) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 x1 x2 ... xn−1 xn
1 x x2 ... xn−1 xn
1 x1 x ... xn−1 xn
... ... ... ... ... ...

1 x1 x2 ... xn−1 xn
1 x1 x2 ... xn−1 x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∆ (n) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0 0 0 ... 0 1
0 0 0 ... 1 0
... ... ... ... ... ...

0 1 0 ... 0 0
1 0 0 ... 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, n = 2, 3, 4, ...,+∞ (1)
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Capitolo 1

Matrici e determinanti

1.1 De�nizione di matrice

Una matrice è una tabella di m× n elementi disposti per m righe e n colonne. Scriviamo:

A =


a11 a12 ... a1n

a21 a22 ... a2n

... ... ... ...
am1 am2 ... amn

 (1.1)

A volte si utilizza la seguente notazione simbolica:

A = (aij) con i = 1, ...,m; j = 1, ..., n

Gli elementi aij appartengono a un assegnato campo K.
Se m = n si dice che A è una matrice quadrata di ordine n. Ad es.:

A =

(
1 0
2 3

)
A è una matrice quadrata di ordine 2.

B =

 √
2 cosh t −5et

2 sin t e−2t

−
√

2 sinh t 10 sin t


B è una matrice 3× 2 i cui elementi sono funzioni del tempo t.

1.2 Classi�cazione delle matrici

Consideriamo una matrice A (m× n):

A =


a11 a12 ... a1n

a21 a22 ... a2n

... ... ... ...
am1 am2 ... amn

 (1.2)

Si de�nisce matrice trasposta di A e si indica con AT la matrice (n×m) ottenuta da A
scambiando le righe per le colonne:
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AT = (bij) = (aji)

=


a11 a12 ... a1n

a21 a22 ... a2n

... ... ... ...
am1 am2 ... amn


Ad esempio, la trasposta della matrice:

A =

(
1 2 3
4 5 6

)
,

è:

AT =

 1 4
2 5
3 6


***

Consideriamo la matrice quadrata di ordine n:

A = (aij) , con i, j = 1, 2, ..., n

Abbiamo la seguente de�nizione:

∀i > j, aij = 0)
def
=⇒ (A è una matrice triangolare alta (1.3)

Risulta:

A =


a11 a12 a13 ... a1n

0 a22 a23 ... a2n

0 0 a33 ... a3n

... ... ... ... ...
0 0 0 0 ann

 (1.4)

Viceversa:

∀i < j, aij = 0)
def
=⇒ (A è una matrice triangolare bassa (1.5)

Risulta:

A =


a11 0 0 ... 0
a21 a22 0 ... 0
a31 a32 a33 ... 0
... ... ... ... ...
an1 an2 an3 ... ann

 (1.6)

Nel caso speciale in cui la matrice quadrata di ordine n, A = (aij) è simultaneamente alta e
bassa, si ha:

∀i 6= j, aij = 0)
def
=⇒ (A è una matrice diagonale (1.7)
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La (1.7) implica:

A =


a11 0 0 ... 0
0 a22 0 ... 0
0 0 a33 ... 0
... ... ... ... ...
0 0 0 ... ann

 , (1.8)

e viene indicata con la notazione simbolica:

A = diag (a11, a22, a33, ..., ann) (1.9)

Se a11 = a22 = ... = ann = k, la matrice si dice scalare, e per k = 1, la (1.9) è la matrice
identità di ordine n:

In =


1 0 0 ... 0
0 1 0 ... 0
0 0 1 ... 0
... ... ... ... ...
0 0 ... ... 1

 (1.10)

= diag (1, 1, 1, ..., 1)

Quando non è rilevante l'ordine n della matrice, la matrice identità si indica semplicemente
con I.

***

Sia A una matrice quadrata di ordine n.

A = AT
def
=⇒ A è simmetrica (1.11)

A = −AT def
=⇒ A è antisimmetrica

Cioè, rispettiavamente:

∀i, j ∈ {1, 2, 3, ..., n} , aij = aji (1.12)

∀i, j ∈ {1, 2, 3, ..., n} , aij = −aji

Esempi.

A =

 1 2 3
2 4 −5
3 −5 6

 (1.13)

La (1.13) è simmetrica:

AT =

 1 2 3
2 4 −5
3 −5 6


= A
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B =

 0 −2 3
2 0 4
−3 −4 0

 (1.14)

La (1.14) è antisimmetrica:

BT =

 0 2 −3
−2 0 −4
3 4 0


= −B

***

Sia A una matrice quadrata di ordine n sul campo complesso C, cioè aij ∈ C. Si de�nisce
matrice coniugata di A, la matrice quadrata di ordine n i cui elementi sono i complessi
coniugati degli elementi di A:

A∗
def
=
(
a∗ij
)

Ad esempio:

A =

(
4 + 5i −3i

2 2−
√

3i

)
=⇒ A∗ =

(
4− 5i 3i

2 2 +
√

3i

)
Sussiste la proprietà:

(A∗)∗ = A

***

Sia A una matrice quadrata di ordine n sul campo complesso C. Abbiamo le seguenti
de�nizioni:

(A∗)T = A
def
=⇒ A è hermitiana (1.15)

(A∗)T = −A def
=⇒ A è antihermitiana

Cioè, rispettivamente:

∀i, j ∈ {1, 2, ..., n} , a∗ji = aij
) def

=⇒ A è hermitiana

∀i, j ∈ {1, 2, ..., n} , a∗ji = −aij
) def

=⇒ A è antihermitiana

Ad esempio:

A =

 1 1− i 2
1 + i 3 i

2 −i 0


Passando alla trasposta della coniugata:
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(A∗)T =

 1 1− i 2
1 + i 3 i

2 −i 0


= A,

donde A è hermitiana.

B =

 1 1− i 2
−1− i 3i i
−2 i 0


Passando alla trasposta della coniugata:

(B∗)T =

 1 −1 + i −2
1 + i −3i −i

2 −i 0


= −B,

donde B è antihermitiana.

1.3 Operazioni elementari sulle matrici

1.3.1 Somma e di�erenza di matrici

Sian A = (aij), B = (bij) con i = 1, 2, ...,m; j = 1, 2, ...n. Si de�nisce somma di A e B, la
matrice m× n:

A+B = (cij) , (1.16)

essendo:

cij = aij + bij (1.17)

La di�erenza A−B è la somma A+ (−B), essendo −B = (−bij). Quindi:

A−B = (dij) ,

con

dij = aij − bij

Esempio.

A =

(
2 7 0
−1 5 9

)
, B =

(
−4 −1 0
1 −5 −9

)
Abbiamo:
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A+B =

(
−2 6 0
0 0 0

)
A−B =

(
6 8 0
−2 10 18

)
Consideriamo le matrici A (n×m) e B (m× p):

A =


a11 a12 ... a1m

a21 a22 ... a2m

... ... ... ...
an1 an2 ... anm

 ; B =


b11 b12 ... b1p

b21 b22 ... b2p

... ... ... ...
bm1 bm2 ... bmp

 (1.18)

che possono essere indicate con la notazione compatta:

A = (aij) , i = 1, 2, ..., n; j = 1, 2, ...,m

B = (bij) , i = 1, 2, ...m; j = 1, 2, ..., p

Si de�nisce matrice prodotto righe per colonne e si indica con AB, la matrice n× p:

AB = (cij) , i = 1, 2, ...n; j = 1, 2, ..., p (1.19)

essendo:

cij =
m∑
k=1

aikbkj (1.20)

Esempio 1. Date le matrici:

A =

 2 1 0
3 2 0
1 0 1

 ; B =

 1 1 1 0
2 1 1 0
2 3 1 2


Determinare la matrice AB.

Soluzione 2. Abbiamo A (3× 3) , B (3× 4), quindi AB (3× 4). Applicando la (1.20):

AB =

 4 3 3 0
7 5 5 0
3 4 2 2


Ciò premesso, sussiste il

Teorema 3. Siano A (n×m) e B (m× p). Risulta:

(AB)T = BTAT (1.21)

Dimostrazione. Poniamo:

A = (aij) con i = 1, ..., n; j = 1, ...,m

B = (bij) con i = 1, ...,m; j = 1, ..., p
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Indichiamo con un apice gli elementi di matrice delle rispettive trasposte:

AT =
(
a′ij
)
con a′ij = aji (1.22)

BT =
(
b′ij
)
con b′ij = bji

Il prodotto di A e B:

AB = (cij) con cij =
m∑
k=1

aikbkj (1.23)

la cui trasposta è

(AB)T =
(
c′ij
)
con c′ij = cji =

m∑
k=1

ajkbki (1.24)

Il prodotto di BT e AT :

BTAT =
(
c′′ij
)
con c′′ij =

m∑
k=1

b′ika
′
kj (1.25)

Per le (1.22):

c′′ij =
m∑
k=1

bkiajk = c′ij =⇒ BTAT = (AB)T ,

donde l'asserto.

Teorema 4. Se A è una matrice quadrata di ordine n, la matrice A+ AT è simmetrica.

Dimostrazione. Poniamo A = (aij) con i, j = 1, 2, ..., n. Quindi, AT = (aji); la somma è:

A+ AT = (αij) ,

essendo:
αij = aij + aji

Risulta:
αji = αij,∀i, j = 1, 2, ..., n

donde la simmetria di A+ AT .

Teorema 5. Se A è una matrice quadrata di ordine n, la matrice A−AT è antisimmetrica.

Dimostrazione. Poniamo A = (aij) con i, j = 1, 2, ..., n. Quindi, AT = (aji); la di�erenza è:

A− AT = (βij) ,

essendo:
βij = aij − aji

Risulta:
βji = −βij,∀i, j = 1, 2, ..., n

donde l'antisimmetria di A− AT .

Corollario 6. Ogni matrice quadrata si esprime come somma di una matrice simmetrica e
di una matrice antisimmetrica.
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Dimostrazione. Sia A = (aij) con i, j = 1, 2, ..., n. Il generico elemento di matrice può
scriversi:

aij = aij +
1

2
aji −

1

2
aji (1.26)

=
1

2
aij +

1

2
aij +

1

2
aji −

1

2
aji

=
1

2
(aij + aji) +

1

2
(aij − aji)

La (1.26) implica:

A =
1

2

(
A+ AT

)︸ ︷︷ ︸
simmetrica

+
1

2

(
A− AT

)︸ ︷︷ ︸
antisimmetrica

,

donde l'asserto.

De�nizione. Se A è una matrice quadrata, diremo che A è ortogonale se:

AAT = ATA = I, (1.27)

essendo AT la matrice trasposta di A. In altri termini, la matrice A è ortogonale se l'inversa
(per tale de�nizione vedere � 1.8) coincide con la trasposta:

A−1 = AT (1.28)

De�nizione. Se A è una matrice quadrata di ordine n e se p ∈ N, la potenza p-esima di A
è:

Ap = A · A · ... · A︸ ︷︷ ︸
p volte

De�nizione. Se A è una matrice quadrata di ordine n si dice che A è idempotente , se:

A2 = A

De�nizione. Se A è una matrice quadrata di ordine n e se p ∈ N, si dice che A è nilpotente
di ordine p, se:

Ap = 0

Teorema 7. Se A è nilpotente di ordine p, ogni intero p′ > p è ordine di nilpotenza per A.

Dimostrazione.
∀p′ > p, Ap

′
= ApAp

′−p = 0 · Ap′−p = 0

Teorema 8. A è nilpotente di ordine p = 2) =⇒ (∀s ∈ N, A (I ± A)s = A

Dimostrazione. La dimostrazione segue per calcolo diretto:

s = 1 =⇒ A (I ± A) = A± A2 = A

s = 2 =⇒ A (I ± A)2 = A± 2A2 + A3 = A

...

s = s =⇒ A (I ± A)s = A
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***

Assegnate due matrici quadrate dello stesso ordine A (n× n), B (n× n), si osservi che in
generale il prodotto righe per colonne non è commutativo, cioè:

AB 6= BA

Se risulta:

AB = BA

si dice che A e B commutano o che il prodotto AB è commutativo.
Se risulta:

AB = −BA
si dice che A e B anticommutano o che il prodotto AB è anticommutativo.
Possiamo poi considerare la potenza k-sima di una matrice quadrata:

Ak = A · A · ... · A︸ ︷︷ ︸
k volte

Si consideri ad esempio, la matrice quadrata di ordine 3:

A =

 2 −1 1
0 1 2
1 0 1


Abbiamo:

A2 =

 2 −1 1
0 1 2
1 0 1

 ·
 2 −1 1

0 1 2
1 0 1


=

 5 −3 1
2 1 4
3 −1 2


A3 = A2 · A =

 5 −3 1
2 1 4
3 −1 2

 ·
 2 −1 1

0 1 2
1 0 1


=

 11 −8 0
8 −1 8
8 −4 3


Veri�chiamo che il prodotto A2 · A è commutativo:

A · A2 =

 2 −1 1
0 1 2
1 0 1

 ·
 5 −3 1

2 1 4
3 −1 2


=

 11 −8 0
8 −1 8
8 −4 3

 = A2 · A
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Determiniamo A5:

A5 = A2A3 =

 5 −3 1
2 1 4
3 −1 2

 ·
 11 −8 0

8 −1 8
8 −4 3


=

 39 −41 −21
62 −33 20
41 −31 −2


Si osservi che A2A3 è commutativo:

A3A2 =

 11 −8 0
8 −1 8
8 −4 3

 ·
 5 −3 1

2 1 4
3 −1 2


=

 39 −41 −21
62 −33 20
41 −31 −2

 = A2A3

1.4 Determinanti

Abbiamo visto che una matrice è un array di m×n numeri. Nel caso speciale di una matrice
quadrata:

A =


a11 a12 ... a1n

a21 a22 ... a2n

... ... ... ...
an1 an2 ... ann

 , (1.29)

è possibile associare a tale array un numero, che si chiama determinante della matrice e si
indica con il simbolo detA,

detA =

∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 ... a1n

a21 a22 ... a2n

... ... ... ...
an1 an2 ... ann

∣∣∣∣∣∣∣∣
Per n = 1, si pone per de�nizione:

detA
def
= a11

Per de�nire detA nel caso n ≥ 2, dobbiamo introdurre la nozione di prodotto associato
alla matrice (1.29). A tale scopo chiediamoci se sia possibile prendere tra gli n2 elementi di
A, un sottoinsieme S costituito da n elementi tali che:

∀aij, ahk ∈ S, (i 6= h, j 6= k)

cioè due qualunque elementi di S non appartengono nè alla stessa riga, nè alla stessa colonna.
Quindi il sottoinsieme deve essere del tipop:
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S = {ah1k1 , ah2k2 , ..., ahnkn}

con hi, ki tali che:

∀i, j ∈ {1, 2, ..., n} , i 6= j =⇒ (hi 6= hj, ki 6= kj)

Cioè

h1, h2, ..., hn (1.30)

k1, k2, ..., kn

sono permutazioni arbitrarie (distinte o coincidenti) degli elementi 1, 2, 3, ..., n.
Ad esempio, per n = 5 consideriamo:

(h1, h2, ..., hn) = (4, 2, 1, 3, 5)

(k1, k2, ..., kn) = (2, 4, 3, 1, 5)

ottenendo:

S = {a42, a24, a13, a31, a55} (1.31)

Quindi, gli elementi dell'insieme (1.31) soddisfano la condizione richiesta.
Siano ora h e k le inversioni della prima e seconda delle (1.30), rispettivamente. Il prodotto
associato alla matrice quadrata (1.29) è per de�nizione:

(−1)h+k ah1k1ah2k2 ...ahnkn

Si osservi che:

(−1)h+k = +1, se h+ k è pari

(−1)h+k = −1, altrimenti

Inoltre h+ k è pari se h, k hanno la medesima parità, cioè se le due permutazioni sono della
stessa classe. Viceversa, se h+ k è dispari.
Per n = 2:

A =

(
a11 a12

a21 a22

)
Abbiamo i seguenti sottoinsiemi:

a11, a22

a12, a21

e i relativi prodotti associati:
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+ a11a21

− a21a22

Da ciò segue che per ottenere tutti i prodotti associati basta tenere �sso uno degli indici
hi, ki, facendo variare l'altro in tutti i modi possibili, per cui il numero di prodotti associati
ad una matrice di ordine n, è pari a n! Ad esempio, per n = 3:

A =

 a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33


abbiamo 3! = 6 prodotti associati. Infatti gli insiemi sono:

a11, a22, a33

a12, a21, a33

a13, a21, a32

a13, a23, a31

a11, a23, a32

a11, a23, a32

Nel caso generale, il determinante di A è la somma degli n! prodotti associati. Per eseguire la
somma si può �ssare la n-pla h1, h2, ..., hn, per poi variare in tutti i modi possibili k1, k2, ..., kn,
o viceversa. Abbiamo quindi:

detA = (−1)h
∑

k1k2...kn

(−1)k ah1k1ah2k2 ...ahnkn (1.32)

detA = (−1)k
∑

h1h2...hn

(−1)h ah1k1ah2k2 ...ahnkn

Nel caso speciale in cui (h1, h2, ..., hn) = (1, 2, ..., n), la prima delle (1.32) diventa (h = 0):

detA =
∑

k1k2...kn

(−1)k a1k1a2k2 ...ankn (1.33)

Nel caso speciale in cui (k1, k2, ..., kn) = (1, 2, ..., n), la seconda delle (1.32) diventa (k = 0):

detA =
∑

h1h2...hn

(−1)h ah11ah22...ahnn (1.34)

Ad esempio, per n = 3:

detA =

∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣
= a11a22a33 − a11a23a32 − a21a12a33 + a21a13a32 + a31a12a23 − a31a13a22
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Per n = 4

detA =

∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13 a14

a21 a22 a23 a24

a31 a32 a33 a34

a41 a42 a43 a44

∣∣∣∣∣∣∣∣
= a11a22a33a44 − a11a22a34a43 − a11a32a23a44 + a11a32a24a43

+ a11a42a23a34 − a11a42a24a33 − a21a12a33a44 + a21a12a34a43

+ a21a32a13a44 − a21a32a14a43 − a21a42a13a34 + a21a42a14a33 + a31a12a23a44

− a31a12a24a43 − a31a22a13a44 + a31a22a14a43 + a31a42a13a24

− a31a42a14a23 − a41a12a23a34 + a41a12a24a33 + a41a22a13a34

− a41a22a14a33 − a41a32a13a24 + a41a32a14a23

Da ciò segue che al crescere di n, aumenta la complessità del calcolo diretto del determinante.
Fortunatamente esistono teoremi che riducono tale complessità di calcolo.

Teorema 9. Se A è una matrice quadrata di ordine n:

detA = detAT

Dimostrazione. Siano:

detA =

∣∣∣∣∣∣
a11 ... a1n

... ... ...
an1 ... ann

∣∣∣∣∣∣
detAT =

∣∣∣∣∣∣
a′11 ... a′1n
... ... ...
a′n1 ... a′nn

∣∣∣∣∣∣
Per de�nizione di matrice trasposta:

a′hk = akh (1.35)

Il determinante di A:
detA =

∑
k1k2...kn

(−1)k a1k1a2k2 ...ankn

Per la (1.35):

detA =
∑

k1k2...kn

(−1)k a′k11a
′
k22...a

′
knn

= detAT

Teorema 10. Sia A una matrice quadrata di ordine n. Se negli indici di riga eseguiamo la
sostituzione:

(1, 2, ..., n)→ (h1, h2, ..., hn) (1.36)

otteniamo una nuova matrice quadrata di ordine n, che indichiamo con A′. Risulta:

detA′ = (−1)h detA,

essendo h il numero di inversioni della sostituzione (1.36).
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Dimostrazione. Poniamo A′ = (a′hk):

a′1r = ah1r, a
′
2r = ah2r, ...,a

′
nr = ahnr con r = 1, 2, ..., n

Abbiamo:

detA′ =
∑

k1k2...kn

(−1)k a′1k1a
′
2k2
...a′nkn

=
∑

k1k2...kn

(−1)k ah1k1ah2k2 ...ahnkn

= (−1)h detA

Ad esempio, consideriamo la matrice

A =

 a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33


Eseguiamo la sostituzione degli indici di riga:

(1, 2, 3)→ (3, 1, 2) (1.37)

Quindi:

a′11 = a31, a
′
21 = a11, a31 = a21

a′21 = a11, a
′
22 = a12 a

′
23 = a13

a′31 = a21, a
′
32 = a22, a

′
33 = a23

Da cui:

A′ =

 a31 a32 a33

a11 a12 a13

a21 a22 a23


Si osservi che la sostituzione (1.37) presenta due inversioni, quindi h = 2. Il determinante
di A′ è:

detA′ = (−1)2 detA = detA

In maniera analoga si dimostra il seguente

Teorema 11. Sia A una matrice quadrata di ordine n. Se negli indici di colonna eseguiamo
la sostituzione:

(1, 2, ..., n)→ (k1, k2, ..., kn) (1.38)

otteniamo una nuova matrice quadrata di ordine n, che indichiamo con A′. Risulta:

detA′ = (−1)k detA,

essendo k il numero di inversioni della sostituzione (1.38).
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I due teoremi precedenti si specializzano nel seguente:

Teorema 12. Un determinante inverte il proprio segno se si scambiano due righe o due
colonne.

Dimostrazione. Poniamo:

detA =

∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 ... a1n

a21 a22 ... a2n

... ... ... ...
an1 an2 ... ann

∣∣∣∣∣∣∣∣ (1.39)

Senza ledere la generalità, scambiamo la prima riga con la seconda, ottenendo:

detA′ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
a21 a22 ... a2n

a11 a12 ... a1n

... ... ... ...
an1 an2 ... ann

∣∣∣∣∣∣∣∣ (1.40)

Si osservi che (1.40) si ottiene da (1.39) attraverso la sostituzione di indici di riga:

(1, 2, ..., n)→ (2, 1, ..., n)

Tale sostituzione ha h = 1 inversioni. Per i teoremi precedenti:

detA′ = − detA

In maniera analoga si dimostra che

detA′′ = − detA,

essendo detA′′ il determinante ottenuto da (1.39) scambiando la prima con la seconda
colonna.

Teorema 13. Se in una matrice quadrata A (n× n) contiene due righe (o due colonne)
identiche, segue che detA = 0.

Dimostrazione. Senza ledere la generalità:

A =


a11 a12 ... a1n

a11 a12 ... a1n

... ... ... ...
an1 an2 ... ann


Se scambiamo la prima riga con la seconda otteniamo una matrice A′ = A. Per il teorema
precedente:

detA′ = − detA

D'altro canto A′ = A implica:
detA′ = detA

donde:
detA = − detA =⇒ detA = 0

cioè l'asserto.
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Teorema 14. Sia A (n× n) una matrice quadrata:

A =


a11 a12 ... a1n

a21 a22 ... a2n

... ... ... ...
an1 an2 ... ann


Moltiplicando la riga i-esima per una costante λ, si ottiene la matrice

A′ =


a11 a12 ... a1n

... ... ... ...
a′i1 a′i2 ... a′in
... ... ... ...
an1 an2 ... ann

 ,

essendo a′ir = λair.
Ciò posto, i determinanti di A e A′ sono legati dalla relazione:

detA′ = λ detA

Dimostrazione. Nella (1.32) troviamo un fattore λ in ogni termine della sommatoria, donde:

detA′ = λ (−1)h
∑

k1k2...kn

(−1)k ah1k1ah2k2 ...ahnkn

= λ detA

Da tale teorema segue che se gli elementi di una riga hanno un fattore comune λ, questo può
essere posto fuori del determinante:∣∣∣∣∣∣∣∣

λa11 λa12 ... λa1n

a21 a22 ... a2n

... ... ... ...
an1 an2 ... ann

∣∣∣∣∣∣∣∣ = λ

∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 ... a1n

a21 a22 ... a2n

... ... ... ...
an1 an2 ... ann

∣∣∣∣∣∣∣∣
Il teorema precedente si generalizza al caso della moltiplicazione di una costante per gli
elementi di una colonna. Ad esempio:∣∣∣∣∣∣∣∣

λa11 a12 ... a1n

λa21 a22 ... a2n

... ... ... ...
λan1 an2 ... ann

∣∣∣∣∣∣∣∣ = λ

∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 ... a1n

a21 a22 ... a2n

... ... ... ...
an1 an2 ... ann

∣∣∣∣∣∣∣∣
Teorema 15. Se in una matrice quadrata A (n× n), gli elementi di una riga (o di una
colonna) sono tutti nulli, si ha detA = 0.

Dimostrazione. Per il teorema (14):∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 ... a1n

... ... ... ...
0 0 ... 0
... ... ... ...
an1 an2 ... ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 ... a1n

... ... ... ...
1 1 ... 1
... ... ... ...
an1 an2 ... ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0,

donde l'asserto.
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Teorema 16. Se una matrice quadrata A (n× n) contiene due righe (o due colonne) pro-
porzionali, allora è detA = 0.

Dimostrazione. Qui per �righe proporzionali� intendiamo:

∃λ : as1 = λar1, as2 = λar2, ..., asn = λarn,

donde:

detA =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 ... a1n

... ... ... ...
ar1 ar2 ... arn
... ... ... ...
λar1 λar2 ... λarn
... ... ... ...
an1 an2 ... ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 ... a1n

... ... ... ...
ar1 ar2 ... arn
... ... ... ...
ar1 ar2 ... arn
... ... ... ...
an1 an2 ... ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= λ · 0 = 0

1.5 Minori di una matrice

Consideriamo una matrice A (m× n):

A =


a11 a12 ... a1n

a21 a22 ... a2n

... ... ... ...
am1 am2 ... amn


Sia p ∈ N− {0} | p ≤ min {m,n}. Quindi prendiamo p righe di indice h1 < h2 < ... < hp, e
p colonne di indici k1, k2, ..., kp; in tal modo resta individuato il determinante:

ah1h2...hp,k1k2...kp =

∣∣∣∣∣∣∣∣
ah1k1 ah1k2 ... ah1kp
ah2k1 ah2k2 ... ah2kp
... ... ... ...
ahpk1 ahpk2 ... ahpkp

∣∣∣∣∣∣∣∣ (1.41)

Il determinante (1.41) si chiama minore di ordine p della matrice A. Ad esempio:

A =

(
1 0 5
2 −1 3

)
(1.42)

Assumiamo:
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h1 = 1, h2 = 2

k1 = 2, k2 = 3

Quindi:

a12,23 =

∣∣∣∣ 0 5
−1 3

∣∣∣∣ ,
che è un minore di ordine 2 della matrice (1.42).
Ora consideriamo il caso particolare di una matrice quadrata di ordine n :

A =


a11 a12 ... a1n

a21 a22 ... a2n

... ... ... ...
an1 an2 ... ann


Assegnati p ∈ {1, 2, ..., n− 1}, h1, h2, ..., hp, k1, k2, ..., kp abbiamo il minore di ordine p :

ah1h2...hp,k1k2...kp =

∣∣∣∣∣∣∣∣
ah1k1 ah1k2 ... ah1kp
ah2k1 ah2k2 ... ah2kp
... ... ... ...
ahpk1 ahpk2 ... ahpkp

∣∣∣∣∣∣∣∣ (1.43)

Al tempo stesso resta de�nito il minore di ordine n− p:

ahp+1hp+2...hn,kp+1kp+2...kn

def
=

∣∣∣∣∣∣∣∣
ahp+1kp+1 ahp+1kp+2 ... ahnkn
ahp+2kp+1 ahp+2kp+2 ... ahnkp

... ... ... ...
ahnkp+1 ahnkp+2 ... ahnkn

∣∣∣∣∣∣∣∣ (1.44)

Il minore (1.44) si chiama minore complementare del minore (1.43). De�niamo poi
complemento algebrico o aggiunto o cofattore del minore (1.43):

a′h1h2...hp,k1k2...kp = (−1)

p∑
r=1

hr+

p∑
r=1

kr

ahp+1hp+2...hn,kp+1kp+2...kn

Esempi numerici

A =

 0 1 12
−4 2 3
9 −6 14


Poniamo: h1 = 1, h2 = 2; k1 = 1, k2 = 2, per cui hp+1 = 3, kp+1 = 3, essendo p = 2. Perciò
il minore di ordine 2:

a12,12 =

∣∣∣∣ 0 1
−4 2

∣∣∣∣ = 4

Il minore complementare del minore a12,12 è di ordine 1:

a3,3 = det (14) = 14
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Il complemento algebrico di a12,12 è:

a′12,12 = (−1)6 a3,3 = 14

***

Sia:

A =


2 4 3 5
−1 −2 7 9
3 2 9 4
−7 2 1 0


Prendiamo p = 2, donde: h1 = 1, h2 = 2; k1 = 1, k2 = 2

a12,12 =

∣∣∣∣ 2 4
−1 −2

∣∣∣∣ = 0

Il minore complementare del minore a12,12 è

a34,34 =

∣∣∣∣ 9 4
1 0

∣∣∣∣ = −4

Il complemento algebrico di a12,12 è:

a′12,12 = (−1)6 a34,34 = −4

Sia:

A =


1 −2 9 4 0
2 3 −1 −3 2
5 −4 6 −2 1
0 8 1 5 3
6 4 9 −1 3


Consideriamo il minore del second'ordine:

a24,23 =

∣∣∣∣ 3 −1
8 1

∣∣∣∣ = 11

Il minore complementare di a24,23 è di ordine 3:

a135,145 =

∣∣∣∣∣∣
1 4 0
5 −2 1
6 −1 3

∣∣∣∣∣∣ = −41

Il complemento algebrico di a24,23 è:

a′24,23 = (−1)6+5 a135,145 = +41

***
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Sia

A =

 2 0 −10
4 1 2
0 −1 1


Abbiamo:

a12,12 =

∣∣∣∣ 2 0
4 1

∣∣∣∣ = 2

a12,13 =

∣∣∣∣ 2 −10
4 2

∣∣∣∣ = 44

a12,23 =

∣∣∣∣ 0 −10
1 2

∣∣∣∣ = 10

a13,12 =

∣∣∣∣ 2 0
0 −1

∣∣∣∣ = −2

a13,13 =

∣∣∣∣ 2 −10
0 1

∣∣∣∣ = 2

a13,23 =

∣∣∣∣ 0 −10
−1 1

∣∣∣∣ = −10

a13,23 =

∣∣∣∣ 0 −10
−1 1

∣∣∣∣ = −10

a13,23 =

∣∣∣∣ 0 −10
−1 1

∣∣∣∣ = −10

a23,12 =

∣∣∣∣ 4 1
0 −1

∣∣∣∣ = −4

a23,23 =

∣∣∣∣ 1 2
−1 1

∣∣∣∣ = 3

a3,3 = det (1) = 1

a′12,12 = (−1)6 a3,3 = −1

ecc.

***

La nozione di minore di ordine p si specializza nel caso p = 1. Più speci�catamente, un
qualunque elemento ahk di una matrice A (n× n) è un minore di ordine 1. Il complemento
algebrico di ahk è:

a′hk = (−1)h+kMhk, (1.45)

essendo

Mhk = detAhk
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Qui Ahk è la matrice complementare di A :

A =



a11 ... a1,k−1 a1k a1,k+1 ... a1n

a21 ... a2,k−1 a2k a2,k+1 ... a2n

... ... ... ... ... ... ...
ah−1,1 ... ah−1,k−1 ah−1,k ah−1,k+1 ... ah−1,n

ah1 ... ah,k−1 ahk ah,k+1 ... ahn
ah+1,1 ... ah+1,k−1 ah+1,k ah+1,k+1 ... ah+1,n

... ... ... ... ... ... ...
an1 ... an,k−1 ank an,k+1 ... ann


, (1.46)

cioè la matrice quadrata di ordine n− 1 ottenuta dalla (1.46) cancellando la riga h-esima e
la colonna k-esima:

Ahk =



a11 ... a1,k−1 a1,k+1 ... a1n

a21 ... a2,k−1 a2,k+1 ... a2n

... ... ... ... ... ...
ah−1,1 ... ah−1,k−1 ah−1,k+1 ... ah−1,n

ah+1,1 ... ah+1,k−1 ah+1,k+1 ... ah+1,n

... ... ... ... ... ...
an1 ... an,k−1 an,k+1 ... ann


1.6 Teorema di Laplace

Consideriamo la matrice quadrata:

A =


a11 a12 ... a1n

a21 a22 ... a2n

... ... ... ...
an1 an2 ... ann


Fissiamo p < n, dopodiché prendiamo p righe di indici: h1 < h2 < ... < hp. Resta così
individuata la matrice p× n: 

ah11 ah12 ... ah1n
ah21 ah22 ... ah2n
... ... ... ...
ahp1 ahp2 ... ahpn


Il numero di minori che possono essere estratti da tale matrice, è pari al numero delle
combinazioni di classe p di n oggetti, cioè(

n
p

)
=

n!

p! (n− p)!
Abbiamo quindi:

ah1h2...hp,k1,k2,...,kp ,

essendo k1 < k2 < ... < kp una qualunque combinazione di classe p di 1, 2, ..., n. Ciò posto,
sussiste il Teorema di Laplace:
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Teorema 17.
detA =

∑
k1k2...kp

ah1h2...hp,k1,k2,...,kpa
′
h1h2...hp,k1,k2,...,kp

(1.47)

Dimostrazione. Omessa.

Nel caso speciale p = 1, la (1.47) si scrive:

detA =
∑
k

ahka
′
hk (1.48)

che esprime lo sviluppo di un determinante secondo gli elementi di una riga assegnata (somma

degli

(
n
1

)
= n prodotti dei singoli elementi per i corrispondenti complementi algebrici).

In maniera analoga si dimostra lo sviluppo secondo gli elementi di una colonna assegnata.
Nella (1.48) a′hk è il complemento algebrico del minore ahk ed è dato dalla (1.45) che
riscriviamo:

a′hk = (−1)h+k detAhk =

{
detAhk, h+ k pari
− detAhk, altrimenti

La relazione precedente suggerisce la seguente

De�nizione. Un elemento ahk di una matrice quadrata, si dice di posto pari o di posto
dispari se h+ k è pari o dispari rispettivamente.

Esempi

A =

 1 −1 2
3 9 2
−2 1 5


Sviluppiamo il determinante di A secondo gli elementi della prima riga:

detA = (+1) ·
∣∣∣∣ 9 2

1 5

∣∣∣∣+ (−1)−1 ·
∣∣∣∣ 3 2
−2 5

∣∣∣∣+ 2

∣∣∣∣ 3 9
−2 1

∣∣∣∣ = 104,

poiché:

a′11 = (−1)2A11 = (+1) ·
∣∣∣∣ 9 2

1 5

∣∣∣∣
a′12 = (−1)3A12 = (−1) ·

∣∣∣∣ 3 2
−2 5

∣∣∣∣
a′22 = (−1)4A13 = (+1) ·

∣∣∣∣ 3 9
−2 1

∣∣∣∣
***

Calcoliamo il determinante

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 −2 3
2 3 1 −4
−1 3 −2 5
4 5 7 −6

∣∣∣∣∣∣∣∣
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Sviluppando secondo gli elementi della seconda colonna:

∆ = −

∣∣∣∣∣∣
2 1 −4
−1 −2 5
4 7 −6

∣∣∣∣∣∣+ 3

∣∣∣∣∣∣
1 −2 3
−1 −2 5
4 7 −6

∣∣∣∣∣∣− 3

∣∣∣∣∣∣
1 −2 3
2 1 −4
4 7 −6

∣∣∣∣∣∣+ 5

∣∣∣∣∣∣
1 −2 3
2 1 −4
−1 −2 5

∣∣∣∣∣∣
Risulta:

∣∣∣∣∣∣
2 1 −4
−1 −2 5
4 7 −6

∣∣∣∣∣∣ = −36

∣∣∣∣∣∣
1 −2 3
−1 −2 5
4 7 −6

∣∣∣∣∣∣ = −48

∣∣∣∣∣∣
1 −2 3
2 1 −4
4 7 −6

∣∣∣∣∣∣ = 60

∣∣∣∣∣∣
1 −2 3
2 1 −4
−1 −2 5

∣∣∣∣∣∣ = 0,

donde:

∆ = −288

1.7 Altre proprietà delle matrici

Sia A (n× n) una matrice quadrata di ordine n. Senza ledere la generalità supponiamo che
aij ∈ R. Fissiamo arbitrariamente p ∈ N : p < n, e le righe: h1 < h2 < ... < hp:

A =



a11 a12 ... a1n

... ... ... ...
ah11 ah12 ... ah1n
ah21 ah22 ... ahnn
... ... ... ...
ahp1 ahp2 ... ahpn
... ... ... ...
an1 an2 ... ann


(1.49)

Fissiamo l'attenzione sulle p righe:

(ahr1, ahr2, ..., ahrn) con r = 1, 2, ..., p

Se λ1, λ2, ...λp ∈ R, consideriamo le combinazioni lineari:
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b1 = λ1ah11 + λ2ah21 + ...+ λpahp1

b2 = λ1ah12 + λ2ah22 + ...+ λpahp2

...

bn = λ1ah1n + λ2ah2n + ...+ λpahpn

Indichiamo con B la matrice ottenuta da (1.49) con la sostituzione

(ai1, ai2, ..., ain) −→ (ai1 + b1, ai2 + b2, ..., ain + bn) ,

per un assegnato i ∈ {1, 2, ..., n} − {h1, h2, ..., hp}. Sussiste il

Teorema 18.
detA = detB

Dimostrazione. Omessa.

Un caso particolare è:

(ai1, ai2, ..., ain) −→ (ai1 + λar1, ai2 + λar2, ..., ain + λarn) ,

essendo i, r ∈ {1, 2, ..., n} con i 6= n. Tale sostituzione produce la matrice:

C =


a11 a12 ... a1n

... ... ... ...
ai1 + λar1 ai2 + λar1 ... ain + λar1

... ... ... ...
an1 an2 ... ann


Si ha:

detC = detA

Esempi

A =

 1 2 5
−4 1 1
2 1 −1


detA =

∣∣∣∣∣∣
1 2 5
−4 1 1
2 1 −1

∣∣∣∣∣∣ = −36

Fissiamo p = 2, h1 = 2, h2 = 3. Quindi:

b1 = λ1 · (−4) + λ2 · (2)

b2 = λ1 · (1) + λ2 · (1)

b3 = λ1 · (1) + λ2 · (−1)

Assumendo (λ1, λ2) = (1, 2):
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b1 = 0, b2 = 3, b3 = −1

Per i = 1:

B =

 1 5 4
−4 1 1
2 1 −1


Un calcolo diretto porge:

detB = −36

***

Sia:

A =

 1 −1 0
2 1 1
3 7 2


detA =

∣∣∣∣∣∣
1 −1 0
2 1 1
3 7 2

∣∣∣∣∣∣ = −4

Eseguiamo la sostituzione:

(a11, a12, a13) −→ (a11 + λa21, a12 + λa22, a13 + λa23)

Per λ = 1

(1,−1, 0)→ (3, 0, 1)

donde:

B =

 3 0 1
2 1 1
3 7 2


detB =

∣∣∣∣∣∣
3 0 1
2 1 1
3 7 2

∣∣∣∣∣∣ = −4

Per λ = −1/2

(1,−1, 0)→
(

0,−3

2
,−1

2

)
donde:
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C =

 0 3
2
−1

2

2 1 1
3 7 2


detC =

∣∣∣∣∣∣
0 3

2
−1

2

2 1 1
3 7 2

∣∣∣∣∣∣ = −4

Eseguiamo la sostituzione:

(a21, a22, a23) −→ (a21 + λa11, a22 + λa12, a23 + λa13)

Per λ = −2:

(2, 1, 1)→ (0, 3, 1) ,

donde:

D =

 0 3
2
−1

2

2 1 1
3 7 2


detC =

∣∣∣∣∣∣
1 −1 0
0 3 1
3 7 2

∣∣∣∣∣∣ = −4

Osservazione. I teoremi precedenti continuano a valere nel caso di sostituzioni per colonna.
Ad esempio:

A =

 1 2 3
−1 1 4
5 2 1


detA =

∣∣∣∣∣∣
1 2 3
−1 1 4
5 2 1

∣∣∣∣∣∣ = 14

Eseguiamo la sostituzione per colonna:

(a11, a21, a31)→ (a11 + λa12, a21 + λa22, a31 + λa32)

Per λ = 1
(1,−1, 5)→ (3, 0, 7) ,

donde:

B =

 1 3 3
−1 0 4
5 7 1


detB =

∣∣∣∣∣∣
1 3 3
−1 0 4
5 7 1

∣∣∣∣∣∣ = 14
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Teorema 19. Sia A (n× n) e p ∈ {1, 2, ..., n− 1}. Fissiamo quindi h1 < h2 < hp.

∃i0 ∈ {1, 2, ..., n} : (ai01, ai02, ..., ai0n) =

p∑
j=1

λj
(
ahj1, ahj2, ..., ahjn

)
=⇒ detA = 0

∃j0 ∈ {1, 2, ..., n} : (a1j0 , a2j0 , ..., anj0) =

p∑
i=1

λi (a1hi , a2hi,..., anhi) =⇒ detA = 0

Dimostrazione. Omessa.

Secondo il teorema precedente, un determinante è nullo se una riga (o una colonna) è
combinazione lineare di altre righe (o di altre colonne). Ad esempio:

A =

 5 7 19
1 2 5
1 1 3


Qui è:

(5, 7, 19) = 2 (1, 2, 5) + 3 (1, 1, 3) ,

donde

detA = 0

come confermato da un calcolo diretto.

Teorema 20. Siano A, B matrici quadrate di ordine n.

det (A ·B) = (detA) · (detB)

Dimostrazione. Omessa.

1.8 Inversa di una matrice

Consideriamo la matrice quadrata di ordine n :

A =


a11 a12 ... a1n

a21 a22 ... a2n

... ... ... ...
an1 an2 ... ann

 , (1.50)

Secondo la (1.45) per ogni elemento ahk resta univocamente de�nito il suo complemento
algebrico a′hk:

ahk → a′hk = (−1)h+k detAhk

Resta così de�nita la matrice quadrata di ordine n:

A(a) def=


a′11 a′12 ... a′1n
a′21 a′22 ... a′2n
... ... ... ...
a′n1 a′n2 ... a′nn


T
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che si chiama matrice aggiunta della matrice A. In altri termini, la matrice aggiunta è la
trasposta della matrice dei complementi algebrici.

De�nizione. Una matrice quadrata è non singolare se il suo determinante è non nullo.
Nel caso contrario, la matrice è singolare .

De�nizione. Sia A una matrice quadrata di ordine n. Se A è non singolare, si de�nisce
inversa di A e si indica con A−1 la matrice quadrata di ordine n tale che:

AA−1 = A−1A = In,

essendo In la matrice identità di ordine n.

Proposizione. Sia A una matrice quadrata di ordine n non singolare. La sua inversa è:

A−1 =
A(a)

detA
(1.51)

Dimostrazione. Omessa.

***

De�nizione. Una matrice quadrata di ordine n si dice involutoria se coincide con la propria
inversa:

A−1 = A⇐⇒ A2 = I

Esempi

Sia

A =

 1 −1 0
4 3 −2
2 2 5


detA = 43

La matrice aggiunta è:

A(a) =

 19 5 2
−24 5 2

2 −4 7


Quindi l'inversa:

A−1 =

 19
43

5
43

2
43

−24
43

5
43

2
43

2
43

− 4
43

7
43


***
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Sia

A =


1 2 3 4
5 6 7 8
9 10 11 12
13 14 15 16


La matrice aggiunta è:

A(a) =


0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0


Si osservi che detA = 0, per cui la matrice è singolare e come tale è priva di inversa.

1.9 Rango di una matrice

Se A (n× n) 6= 0 per � 1.5 esistono minori di ordine p = 1, 2, ...,min {m,n}.

De�nizione. Dicesi rango o caratteristica di A, l'intero naturale:

r (A)
def
= p>,

essendo p> = max {p} : i minori di ordine p> sono non nulli.

Da tale de�nizione segue che se r (A) = p>, signi�ca:

1. Esiste almeno un minore di ordine p> non nullo;

2. se p> < min {m,n}, i minori di ordine p> + 1, p> + 2, ..., sono tutti nulli.

1.10 Esercizi proposti

1.10.1 Operazioni sulle matrici e classi�cazione delle matrici

(per alcune soluzioni consultare l'Appendice A)

 1 2 −1 0
4 0 2 1
2 −5 1 2

+

 3 −4 1 2
1 5 0 3
2 −2 3 −1

 =

 4 −2 0 2
5 5 2 4
4 −7 4 1

 ;

 1 2 −1 0
4 0 2 1
2 −5 1 2

−
 3 −4 1 2

1 5 0 3
2 −2 3 −1

 =

 −2 6 −2 −2
3 −5 2 −2
0 −3 −2 3

 ;

3

 1 2 −1 0
4 0 2 1
2 −5 1 2

 =

 3 6 −3 0
12 0 6 3
6 −15 3 6

 ;

−

 1 2 −1 0
4 0 2 1
2 −5 1 2

 =

 −1 −2 1 0
−4 0 −2 −1
−2 5 −1 −2
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***

(
2 3 1

)
·

 1
−4
−2

 = −12

 1
−4
−2

 · ( 2 3 1
)

=

 2 3 1
−8 −12 −4
−4 −6 −2

 ;

(
2 3 1

)
·

 4 2 6 −9
0 1 −7 10
5 3 8 −11

 =
(

19 13 16 −14
)

(
2 3 4
1 5 6

)
·

 1
2
3

 =

(
20
29

)
;

(
1 2 1
4 0 2

)
·

 3 −4
1 5
−2 2

 =

(
3 8
8 −12

)
;

Date le matrici:

A =

 a11 a12

a21 a22

a31 a32

 , B =

(
b11 b12

b12 b22

)
,

calcolare la matrice prodotto AB.
Date le matrici:

A =

 1 2
3 4
5 6

 , B =

 −3 −2
1 −5
4 3

 ,

determinare:

D =

 p q
r s
t u

 : A+B −D = 0

***

Date le matrici:

A =

 1 2 −3
5 0 2
1 −1 1

 , B =

 3 −1 2
4 2 5
2 0 3

 , C =

 4 1 2
0 3 2
1 −2 3

 , (1.52)

determinare: A+B, A− C, −2A. Veri�care l'identità:

A+ (B − C) = (A+B)− C
Determinare una matrice D tale che:
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A+D = B

Veri�care le identità:

D = B − A
D = − (A−B)

***

Date le matrici:

A =

 1 −1 1
−3 2 −1
−2 1 0

 ; B =

 1 2 3
2 4 6
1 2 3


veri�care la non commutatività del loro prodotto.
Soluzione

AB =

 0 0 0
0 0 0
0 0 0


BA =

 1− 6− 6 −1 + 4 + 3 1− 2
2− 12− 12 −2 + 8 + 6 2− 4
1− 6− 6 −1 + 4 + 3 1− 2


=

 −11 6 −1
−20 12 −2
−11 6 −1

 ,

cioè AB 6= BA.

***

Date le matrici:

A =

 1 −2 2
2 1 −3
4 −3 −1

 , B =

 1 4 1 0
2 1 1 1
1 −2 1 2

 , C =

 2 1 −1 −2
3 −2 −1 −1
2 −5 −1 0

 ,

veri�care l'identità matriciale:

AB = AC

Soluzione

Procediamo per calcolo diretto:
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AB =

 −3 −3 0 1
1 15 0 −5
−3 15 0 −5


AC =

 −3 −3 0 1
1 15 0 −5
−3 15 0 −5


***

Date le matrici:

A =

 1 1 −1
2 0 3
3 −1 2

 , B =

 1 3
0 2
−1 4

 , C =

(
1 2 3 −4
2 0 −2 1

)
veri�care l'identità (proprietà distributiva rispetto alla moltiplicazione righe per colonne):

A (BC) = (AB)C

Soluzione
Procediamo per calcolo diretto:

AB =

 2 1
−1 18
1 15


(AB)C =

 4 4 4 −7
35 −2 −39 22
31 2 −27 11


BC =

 7 2 −3 −1
4 0 −4 2
7 −2 −11 8


A (BC) =

 4 4 4 −7
35 −2 −39 22
31 2 −27 11


***

Date le matrici (1.52) veri�care la proprietà distributiva della moltiplicazione righe per
colonne rispetto all'addizione di matrici:

A (B + C) = AB + AC (1.53)

Soluzione

B + C =

 7 0 4
4 5 7
3 −2 6
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Quindi:

A (B + C) =

 6 16 0
41 −4 32
6 −7 3


Determiniamo il secondo membro della (1.53):

AB =

 5 3 3
19 −5 16
1 −3 0


AC =

 1 13 −3
22 1 16
5 −4 3


da cui:

AB + AC =

 6 16 0
41 −4 32
6 −7 3


***

Data la matrice:

A =

(
i 0
0 i

)
,

essendo i =
√
−1, determinare An per n ∈ N.

Soluzione

A2 =

(
i 0
0 i

)(
i 0
0 i

)
=

(
−1 0
0 −1

)
= −I

A3 =

(
−1 0
0 −1

)(
i 0
0 i

)
= −A

A4 = A3A =

(
−i 0
0 −i

)(
i 0
0 i

)
=

(
1 0
0 1

)
= I

Da ciò segue:

n è pari =⇒ An = ±I
n è dispari =⇒ An = ±A

Precisamente:

A2 = −I
A4 = +I

A8 = +I

A10 = −I
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da ciò segue:

An = +I, se n = 4p ∀p ∈ N
An = −I, se n = 4p+ 2 ∀p ∈ N

In maniera simile si dimostra che:

An = +A, se n = 4p+ 1 ∀p ∈ N
An = −A, se n = 4p+ 3 ∀p ∈ N

***

Assegnate le matrici:

A =

 2 −3 −5
−1 4 5
1 −3 −4

 , B =

 −1 3 5
1 −3 −5
−1 2 5

 , C =

 2 −2 −4
−1 3 4
1 2 −3

 ,

veri�care che A e B commutano e che AC = A, CA = C.
Soluzione

AB =

 2− 3 + 5 −6− 9− 15 10 + 15− 25
1 + 4− 5 −3− 12 + 15 −5− 20 + 25
−1− 3 + 4 3 + 9− 12 5 + 15− 20


=

 0 0 0
0 0 0
0 0 0


BA =

 2− 3 + 5 −6− 9− 15 10 + 15− 25
1 + 4− 5 −3− 12 + 15 −5− 20 + 25
−1− 3 + 4 3 + 9− 12 5 + 15− 20


=

 0 0 0
0 0 0
0 0 0


Cioè AB = BA = 0.

AC =

 2 −3 −5
−1 4 5
1 −3 −4

 = A

CA =

 2 −2 −4
−1 3 4
1 −2 −3

 = C

***
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Assegnate le matrici:

A =

(
a b
b a

)
, B =

(
c d
d c

)
, con a, b, c, d ∈ R

veri�care che A e B commutano.
Soluzione

AB =

(
a b
b a

)(
a b
b a

)
=

(
ac+ bd ad+ bc
bc+ ad bd+ ac

)
BA =

(
ca+ db cb+ da
da+ cb db+ ca

)
,

donde:

∀a, b, c, d ∈ R, AB = BA

***

Veri�care che la matrice:

A =

 2 −2 −4
−1 3 4
1 −2 −3


è idempotente.
Soluzione

A2 =

 2 −2 −4
−1 3 4
1 −2 −3

 ·
 2 −2 −4
−1 3 4
1 −2 −3


=

 2 −2 −4
−1 3 4
1 −2 −3

 =⇒ A2 = A

***

Veri�care l'idempotenza delle matrici:

A =

 2 −3 −5
−1 4 5
1 −3 −4

 , B =

 −1 3 5
1 −3 −5
−1 3 3


Per la matrice A:
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A2 =

 2 −3 −5
−1 4 5
1 −3 −4

 ·
 2 −3 −5
−1 4 5
1 −3 −4


=

 2 −3 −5
−1 4 5
1 −3 −4

 = A

Per la matrice B

B2 =

 −1 3 5
1 −3 −5
−1 3 3

 ·
 −1 3 5

1 −3 −5
−1 3 3


=

 −1 3 5
1 −3 −5
−1 3 3

 = B

***

Dimostrare la seguente proposizione:

AB = A, BA = B) =⇒ (A, B sono idempotenti

Soluzione

AB = A =⇒ A (BA) = A

Per la proprietà distributiva rispetto alla moltiplicazione tra matrici:

(AB)A = A

Ma AB = A, donde:

A2 = A

da cui l'idempotenza di A. Passiamo alla matrice B:

BA = B =⇒ B (AB) = B

Per la proprità distributiva:

(BA)B = B

Ma BA = B, donde:

B2 = B,

da cui l'idempotenza di B.

***
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Veri�care la nilpotenza di ordine 3 della matrice:

A =

 1 1 3
5 2 6
−2 −1 −3


Soluzione

A2 =

 1 1 3
5 2 6
−2 −1 −3

 1 1 3
5 2 6
−2 −1 −3


=

 0 0 0
3 3 9
−1 −1 −3


A3 =

 0 0 0
3 3 9
−1 −1 −3

 1 1 3
5 2 6
−2 −1 −3


=

 0 0 0
0 0 0
0 0 0

 ,

donde l'asserto.

***

Assegnata la matrice quadrata:

A =

 1 2 2
2 1 2
2 2 1


veri�care che è soluzione dell'equazione matriciale:

X2 − 4X − 5I3 = 0

Abbiamo:

A2 =

 1 2 2
2 1 2
2 2 1

 ·
 1 2 2

2 1 2
2 2 1


=

 9 8 8
8 9 8
8 8 9


Quindi:
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A2 − 4A− 5I3

=

 9 8 8
8 9 8
8 8 9

−
 4 8 8

8 4 8
8 8 4

−
 5 0 0

0 5 0
0 0 5


=

 0 0 0
0 0 0
0 0 0


Cioè:

A2 − 4A− 5I3 = 0

***

Assegnata la matrice:

A =

 2 1 3
1 −1 2
1 2 1


veri�care che è soluzione dell'equazione matriciale:

X3 − 2X2 − 9X = 0

Abbiamo:

A2 =

 2 1 3
1 −1 2
1 2 1

 ·
 2 1 3

1 −1 2
1 2 1


=

 8 7 11
3 6 3
5 1 8


A3 =

 8 7 11
3 6 3
5 1 8

 ·
 2 1 3

1 −1 2
1 2 1


=

 34 23 49
15 3 24
19 20 25


Quindi:

A3 − 2A2 − 9A =

 0 0 0
0 0 0
0 0 0


***
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Veri�care che la matrice:

A =

 1 −3 −4
−1 3 4
1 −3 −4


è nilpotente di ordine 2.
Soluzione

A2 =

 1 −3 −4
−1 3 4
1 −3 −4

 ·
 1 −3 −4
−1 3 4
1 −3 −4


=

 0 0 0
0 0 0
0 0 0


***

Veri�care che le matrici:

A =

 1 2 3
3 2 0
−1 −1 −1

 , B =

 −2 −1 −6
3 2 9
−1 −1 −4


commutano, e che il loro prodotto è la matrice identità.
Soluzione
Abbiamo:

AB =

 1 2 3
3 2 0
−1 −1 −1

 ·
 −2 −1 −6

3 2 9
−1 −1 −4


=

 1 0 0
0 1 0
0 0 1


BA =

 −2 −1 −6
3 2 9
−1 −1 −4

 ·
 1 2 3

3 2 0
−1 −1 −1


=

 1 0 0
0 1 0
0 0 1


***

Veri�care che le matrici:

A =

 1 1 2
2 3 2
−1 2 4

 , B =

 2/3 0 −1/3
−3/5 2/5 1/5
7/15 −1/5 1/15
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commutano, e che il loro prodotto è la matrice identità.
Soluzione
Abbiamo:

AB =

 1 1 2
2 3 2
−1 2 4

 ·
 2/3 0 −1/3
−3/5 2/5 1/5
7/15 −1/5 1/15


=

 1 0 0
0 1 0
0 0 1


BA =

 2/3 0 −1/3
−3/5 2/5 1/5
7/15 −1/5 1/15

 ·
 1 1 2

2 3 2
−1 2 4


=

 1 0 0
0 1 0
0 0 1


***

Veri�care che le matrici:

A =

(
1 −1
2 −1

)
, B =

(
1 1
4 −1

)
anticommutano. Inoltre si dimostri che:

∀A,B : A e B anticommutano, (A+B)2 = A2 +B2

Soluzione

AB =

(
1 −1
2 −1

)
·
(

1 1
4 −1

)
=

(
−3 2
−2 −3

)
BA =

(
1 1
4 −1

)
·
(

1 −1
2 −1

)
=

(
3 −2
2 3

)
= −BA

Se A, B sono due qualunque matrici che anticommutano:

(A+B)2 = (A+B) · (A+B)

= A2 + AB +BA+B2

=
BA=−AB

A2 +B2

***
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Assegnate le matrici:

A1 =

(
0 1
1 0

)
, A2 =

(
0 −i
i 0

)
, A3 =

(
i 0
0 −i

)
,

veri�care che ciascuna anticommuta con le altre. Più precisamente:

AiAj =

{
−AjAi se i 6= j
I se i = j

Soluzione

Abbiamo:

A1A2 =

(
i 0
0 −i

)
A2A1 =

(
−i 0
0 i

)
= −A1A2

A1A3 =

(
0 −i
i 0

)
A3A1 =

(
0 i
−i 0

)
= −A1A3

A2A3 =

(
0 −1
−1 0

)
A3A2 =

(
0 1
1 0

)
= −A2A3

A2
1 =

(
1 0
0 1

)
A2

2 =

(
1 0
0 1

)
A2

3 =

(
1 0
0 1

)

***

Determinare le matrici che commutano con D = diag (1, 2, 3).
Soluzione

Sia

A =

 a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33


Quindi:
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AD =

 a11 2a12 3a13

a21 2a22 3a23

a31 2a32 3a33


DA =

 a11 a12 a13

2a21 2a22 2a23

3a31 3a32 3a33


A e D commutano se:

AD = DA⇐⇒


a12 = 2a12

a13 = 3a13

a21 = 2a12

a31 = 3a31

3a32 = 2a32

Cioè

A =

 a11 0 0
0 2a22 0
0 0 3a33

 , ∀a11, a22, a33

Ride�nendo (in forza della loro arbitarietà) a11, a22, a33:

A =

 a11 0 0
0 a22 0
0 0 a33


Il risultato precedente si generalizza al caso di una matrice diagonale di ordine n. Precisamen-
te, la più generale matrice quadrata di ordine n che commuta conDn = diag (d11, d22, ..., dnn).

An =


a11 0 ... 0
0 a22 ... 0
... ... ... ...
0 0 ... ann


***

Determinare l'inversa della matrice

(
1 2
3 4

)
applicando la de�nizione.

Soluzione
Imponiamo (

1 2
3 4

)(
a b
c d

)
=

(
1 0
0 1

)
Cioè:

{
a+ 2c = 1
3a+ 4c = 1{
b+ 2d = 0
3b+ 4d = 1
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Risolvendo entrambi i sistemi lineari:

(a, c) =

(
−2,

3

2

)
, (b, d) =

(
1,−1

2

)
,

donde: (
1 2
3 4

)−1

=

(
−2 1
3/2 −1/2

)
***

Assegnata la matrice:

A =

 0 1 −1
4 −3 4
3 −3 4


veri�care che è involutoria.
Soluzione
Abbiamo:

A2 = A · A

=

 0 1 −1
4 −3 4
3 −3 4

 ·
 0 1 −1

4 −3 4
3 −3 4


=

 1 0 0
0 1 0
0 0 1


***

Assegnate le matrici:

A =

 1 1 + i 2 + 3i
1− i 2 −i
2− 3i i 0

 , B =

 i 1 + i 2− 3i
−1 + i 2i 1
−2− 3i −1 0


veri�care che A è hermitiana, e B antihermitiana.
Soluzione
Abbiamo:

A∗ =

 1 1 + i 2− 3i
1 + i 2 i
2 + 3i −i 0


(A∗)T =

 1 1 + i 2 + 3i
1− i 2 −i
2− 3i i 0

 = A

(B∗)T =

 i 1 + i 2− 3i
−1 + i 2i 1
−2− 3i −1 0

 = −B
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1.10.2 Minori e complementi algebrici

Assegnata la matrice:

A =


1 2 3 4 5
6 7 8 9 10
11 12 12 14 15
16 17 18 19 20
21 22 23 24 25


Determinare il minore complementare e il complemento algebrico del minore del terzo ordine
a145,135.
Soluzione
Abbiamo:

a145,135 =

∣∣∣∣∣∣
1 3 5
16 18 20
21 23 25

∣∣∣∣∣∣ (1.54)

Il minore complementare di (1.54) è il minore del second'ordine:

a23,24 =

∣∣∣∣ 7 9
12 4

∣∣∣∣ = −10

Il complemento algebrico:

a′145,135 = (−1)1+4+5+1+3+5 a23,24 = −a23,24

***

Assegnate le matrici:

A = (aij) =

 −1/3 −2/3 −2/3
2/3 1/3 −2/3
2/3 −2/3 1/3

 ; B = (bij) =

 −4 −3 −3
1 0 1
4 4 3

 ,

veri�care che i complementi algebrici degli elementi di A,B soddisfano rispettivamente le
proprietà seguenti:

a′ij = aij, b
′
ij = bji

Soluzione
Per la matrice A:

a′11 = −1

3
= a11, a

′
12 = −2

3
= a12, a

′
13 = −2

3
= a′13

a′21 =
2

3
= a21, a

′
22 =

1

3
= a22, a

′
23 = −2

3
= a′23

a′31 =
2

3
= a31, a

′
22 = −2

3
= a22, a

′
33 = −2

3
= a′33

In maniera analoga per la matrice B.
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***

Assegnata la matrice:

A =

 1 2 3
2 3 2
1 2 2


Determinare i cofattori dei singoli elementi, nonché la matrice inversa.
Soluzione
Abbiamo:

a′11 =

∣∣∣∣ 3 2
2 2

∣∣∣∣ = 2 a′12 = −
∣∣∣∣ 2 2

1 2

∣∣∣∣ = −2 a′13 =

∣∣∣∣ 2 3
1 2

∣∣∣∣ = 1

a′21 = −
∣∣∣∣ 2 3

2 2

∣∣∣∣ = 2 a′22 = −
∣∣∣∣ 1 3

1 2

∣∣∣∣ = −1 a′23 =

∣∣∣∣ 1 2
1 2

∣∣∣∣ = 0

a′31 = +

∣∣∣∣ 2 3
3 2

∣∣∣∣ = −5 a′32 = −
∣∣∣∣ 1 3

2 2

∣∣∣∣ = 4 a′33 =

∣∣∣∣ 1 2
2 3

∣∣∣∣ = −1

La matrice aggiunta è:

A(a) =

 2 2 −5
−2 −1 4
1 0 −1


L'inversa:

A−1 =
A(a)

detA

Calcolo del determinante:

detA =

∣∣∣∣∣∣
1 2 3
2 3 2
1 2 2

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
1 2 3
2 3 2
0 0 −1

∣∣∣∣∣∣ = −
∣∣∣∣ 1 2

2 3

∣∣∣∣ = +1

Quindi:

A−1 = A(a)

***

Assegnato il determinante

∆ =

∣∣∣∣∣∣
bc a2 a2

b2 ca b2

c2 c2 ab

∣∣∣∣∣∣ ,
si moltiplichino le sue colonne per a, b, c. Quindi, raccogliendo il fattore comune di ciascuna
riga, si dimostri che:
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∆ =

∣∣∣∣∣∣
bc ab ac
ab ac cb
ac bc ab

∣∣∣∣∣∣
Soluzione
Abbiamo:

a∆ = a

∣∣∣∣∣∣
bc a2 a2

b2 ca b2

c2 c2 ab

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
abc a2 a2

ab2 ca b2

ac2 c2 ab

∣∣∣∣∣∣
ab∆ = b

∣∣∣∣∣∣
abc a2 a2

ab2 ca b2

ac2 c2 ab

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
abc a2b a2

ab2 bca b2

ac2 bc2 ab

∣∣∣∣∣∣
abc∆ = c

∣∣∣∣∣∣
abc a2b a2

ab2 bca b2

ac2 bc2 ab

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
abc a2b a2c
ab2 bca cb2

ac2 bc2 abc

∣∣∣∣∣∣
Raccogliendo i fattori comuni per singola riga:

abc∆ = abc

∣∣∣∣∣∣
bc ab ac
ab ac cb
ac bc ab

∣∣∣∣∣∣ =⇒ ∆ =

∣∣∣∣∣∣
bc ab ac
ab ac cb
ac bc ab

∣∣∣∣∣∣

***

1.10.3 Calcolo di determinanti del secondo ordine

(Soluzioni in A.1)∣∣∣∣ 2 3
1 4

∣∣∣∣; ∣∣∣∣ 2 1
−1 2

∣∣∣∣; ∣∣∣∣ sinα cosα
− cosα sinα

∣∣∣∣; ∣∣∣∣ a c+ id
c− id b

∣∣∣∣; ∣∣∣∣ α + iβ γ + iδ
γ − iδ α− iβ

∣∣∣∣;∣∣∣∣ sinα cosα
sin β cos β

∣∣∣∣; ∣∣∣∣ cosα sinα
sin β cos β

∣∣∣∣; ∣∣∣∣ tanα −1
1 tanα

∣∣∣∣; ∣∣∣∣ 1 +
√

2 2−
√

3

2 +
√

3 1−
√

2

∣∣∣∣; ∣∣∣∣ 1 lgb a
lga b 1

∣∣∣∣;∣∣∣∣ a+ b b+ d
a+ c c+ d

∣∣∣∣; ∣∣∣∣ a+ b a− b
a− b a− b

∣∣∣∣; ∣∣∣∣ x− 1 1
x3 x2 + x+ 1

∣∣∣∣; ∣∣∣∣ ω ω
−1 ω

∣∣∣∣;
1.10.4 Calcolo di determinanti del terzo ordine∣∣∣∣∣∣

1 1 1
−1 0 1
−1 −1 0

∣∣∣∣∣∣;
∣∣∣∣∣∣

0 1 1
1 0 1
1 1 0

∣∣∣∣∣∣;
∣∣∣∣∣∣
a a a
−a a x
−a −a x

∣∣∣∣∣∣;
∣∣∣∣∣∣

1 1 1
1 2 3
1 3 6

∣∣∣∣∣∣;
∣∣∣∣∣∣

1 i 1 + i
−i 1 0

1− i 0 1

∣∣∣∣∣∣;∣∣∣∣∣∣
1 cos π

3
+ i sin π

3
cos π

4
+ i sin π

4

cos π
3
− i sin π

3
1 cos 2π

3
+ i sin 2π

3

cos π
4
− i sin π

4
cos 2π

3
− i sin 2π

3
1

∣∣∣∣∣∣;
∣∣∣∣∣∣

1 1 1
1 ω ω2

1 ω2 ω

∣∣∣∣∣∣;
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1.10.5 Calcolo di determinanti di ordine qualsiasi

Determinare i valori di x ∈ R per i quali è nullo il determinante:

f (x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
2x x 1 2
1 0 1 −1
3 2 0 1
1 1 1 −x

∣∣∣∣∣∣∣∣
Calcolare il determinante della matrice di ordine n:

Adiag =


1 0 0 ... 0
0 2 0 ... 0
0 0 3 ... 0
... ... ... ... ...
0 0 0 ... n


***

Calcolare il determinante di ordine n:

∆ (n) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0 0 0 ... 0 1
0 0 0 ... 1 0
... ... ... ... ... ...
0 1 0 ... 0 0
1 0 0 ... 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, n = 2, 3, 4, ...,+∞ (1.55)

***

Calcolare il determinante di ordine n:

D (n) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 a a ... a
0 2 a ... a
0 0 3 ... a
0 0 0 ... ...
0 0 0 ... n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, n = 2, 3, 4, ...,+∞ (1.56)

***

Assegnata la funzione:

fn (x) =
n−1∏
k=0

(x− k) , con n ∈ N− {0, 1} , (1.57)

calcolare i seguenti determinanti di ordine n+ 1:

a) F (n) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
fn (0) fn (1) fn (2) ... fn (n)
fn (1) fn (2) fn (3) ... fn (n+ 1)
... ... ... .. ...

fn (n) fn (n+ 1) fn (n+ 2) ... fn (2n)

∣∣∣∣∣∣∣∣
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b) G (x, n) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
fn (x) f ′n (x) f ′′n (x) ... f

(n)
n (x)

f ′n (x) f ′′n (x) f ′′′n (x) ... f
(n+1)
n (x)

... ... ... ... ...

f
′′
n (x) f ′′′n (x) ... ... f

(2n)
n (x)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
***

Assegnati ak ∈ R con ak′ 6= ak′′ (k′, k′′ = 1, 2, ...n), risolvere l'equazione algebrica di grado
n− 1: ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 x x2 ... xn−1

1 a1 a2
1 ... an−1

1

1 a2 a2
2 ... an−1

2

... ... ... ... ...
1 an−1 a2

n−1 ... an−1
n−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0 (1.58)

***

Risolvere l'equazione algebrica di grado n− 2:∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1 ... 1
1 1− x 1 ... 1
1 1 2− x ... 1
... ... ... ... ...
1 1 1 ... (n− 1)− x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(1.59)

Assegnati ak ∈ R con ak′ 6= ak′′ (k′, k′′ = 1, 2, ...n), risolvere l'equazione algebrica di grado
n− 1: ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1 a2 a3 ... an
a1 a1 + a2 − x a3 ... an
a1 a2 a2 + a3 − x ... an
... ... ... ... ...
a1 a2 a3 ... an−1 + an − x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0 (1.60)

***

Dimostrare che ∣∣∣∣∣∣∣∣
α2 (α + 1)2 (α + 2)2 (α + 3)2

β2 (β + 1)2 (β + 2)2 (β + 3)2

γ2 (γ + 1)2 (γ + 2)2 (γ + 3)2

δ2 (δ + 1)2 (δ + 2)2 (δ + 3)2

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0 (1.61)

***

Assegnata la matrice diagonale di ordine n:

Adiag =


a1 0 0 ... 0
0 a2 0 ... 0
0 0 a3 ... 0
... ... ... ... ...
0 0 0 ... an

 , (1.62)

determinare la somma dei complementi algebrici degli elementi di matrice.
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***

Assegnata la matrice di ordine n:

A =


0 0 ... 0 a1

0 0 ... a2 0
0 0 ... 0 0
... ... ... ... ...
an 0 ... ... 0

 (1.63)

determinare la somma dei complementi algebrici degli elementi di matrice.

***

Calcolare il seguente determinante, sviluppando secondo gli elementi delle terza riga:

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 −1 −1
0 −1 −1 1
a b c d
−1 −1 1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣ (1.64)

Calcolare il seguente determinante, sviluppando secondo gli elementi delle quarta colonna:

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
2 1 1 x
1 2 1 y
1 1 2 z
1 1 1 t

∣∣∣∣∣∣∣∣ (1.65)

***

Calcolare il seguente determinante, sviluppando secondo gli elementi delle prima colonna:

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
a 1 1 1
b 0 1 1
c 1 0 1
d 1 1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣ (1.66)

***

Calcolare:

1.

∣∣∣∣ 13547 13647
28423 28523

∣∣∣∣ = −1487 600

2.

∣∣∣∣∣∣
246 427 327
1014 543 443
−342 721 621

∣∣∣∣∣∣ = −29 400 000

3.

∣∣∣∣∣∣∣∣
3 1 1 1
1 3 1 1
1 1 3 1
1 1 1 3

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 48
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4.

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1 1
1 2 3 4
1 3 6 10
1 4 10 20

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 1

5.

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 3 4
2 3 4 1
3 4 1 2
4 1 2 3

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 160

6.

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1 1
1 2 3 4
1 4 9 16
1 8 27 64

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 12

7.

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 3 4
−2 1 −4 3
3 −4 −1 2
4 3 −2 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 900

8.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2 1 1 1 1
1 3 1 1 1
1 1 4 1 1
1 1 1 5 1
1 1 1 1 6

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 394

9.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
5 6 0 0 0
1 5 6 6 0
0 1 5 5 0
0 0 1 1 6
0 0 0 0 5

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0

10.

∣∣∣∣∣∣∣∣
0 1 1 1
1 0 a b
1 a 0 c
1 b c 0

∣∣∣∣∣∣∣∣ = c2 − 2ac− 2bc+ b2 − 2ba+ a2

11.

∣∣∣∣∣∣
x y x+ y
y x+ y x

x+ y x y

∣∣∣∣∣∣ = −2x3 − 2y3

12.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x 0 −1 1 0
1 x −1 1 0
1 0 x− 1 0 1
0 1 −1 x 1
0 1 −1 0 x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= x5 − x4 + x2 − x+ 1 + x3

13.

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 + x 1 1 1

1 1− x 1 1
1 1 1 + z 1
1 1 1 1− z

∣∣∣∣∣∣∣∣ = z2x2
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14.

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 2 3
1 2− x2 2 3
2 3 1 5
2 3 1 9− x2

∣∣∣∣∣∣∣∣ = −12− 3x4 + 15x2

15.

∣∣∣∣∣∣
cos (a− b) cos (b− c) cos (c− a)
cos (a+ b) cos (b+ c) cos (c+ a)
sin (a+ b) sin (b+ c) sin (c+ a)

∣∣∣∣∣∣ = 2 sin (a− b) sin (a− c) sin (b− c)

16.

∣∣∣∣∣∣∣∣
0 a b c
−a 0 d e
−b −d 0 f
−c −e −f 0

∣∣∣∣∣∣∣∣ = [−eb+ af + 2c sin (a− b) sin (a− c) sin (b− c)]2

17.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 3 ... n
−1 0 3 ... n
−1 −2 0 ... n
... ... ... ... ...
−1 −2 −3 ... 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

18.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 a1 a2 ... an
1 a1 + b1 a2 ... an
1 a1 a2 + b2 ... an
... ... ... ... ...
1 a1 a2 ... an + bn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
19. Esplicitare l'espressione analitica della funzione fn (x, x1, x2, ..., xn) data dallo sviluppo

del determinante di ordine n:

fn (x;x1, x2, ..., xn) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 x1 x2 ... xn−1 xn
1 x x2 ... xn−1 xn
1 x1 x ... xn−1 xn
... ... ... ... ... ...
1 x1 x2 ... xn−1 xn
1 x1 x2 ... xn−1 x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
20. Calcolare:

∆ (n) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 3 ... n− 1 n
1 3 3 ... n− 1 n
1 2 5 ... n− 1 n
... ... ... ... ... ...
1 2 3 ... 2n− 3 n
1 2 3 ... n− 1 2n− 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(1.67)

21. Calcolare:

∆ (n) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 2 ... 2 2
2 2 2 ... 2 2
2 2 3 ... 2 2
... ... ... ... ... 2
2 2 2 ... n− 1 2
2 2 2 ... ... n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(1.68)
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22. Calcolare:

φ (b1, b2, ..., bn) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 b1 0 0 ... 0 0
−1 1− b1 b2 0 ... 0 0
0 −1 1− b2 b2 .. 0 0
... ... ... ... ... ... ...
0 0 0 0 ... 1− bn−1 bn
0 0 0 0 ... −1 1− bn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, con n ∈ N− {0}

(1.69)

23. Calcolare:

∆ (n) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a a+ h a+ 2h ... a+ (n− 1)h
−a a 0 ... 0
0 −a a ... 0
... ... ... ... ...
0 0 0 ... a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(1.70)

24. Calcolare:

∆ (n) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a0 −1 0 ... 0 0
a1 x −1 ... 0 0
a2 0 x ... 0 0
... ... ... ... ... ...
an−1 0 0 ... x −1
an 0 0 ... 0 x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(1.71)

25. Calcolare:

∆ (n) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

n n− 1 n− 2 ... 3 2 1
−1 x 0 ... 0 0 0
0 −1 x ... 0 0 0
... ... ... ... ... ... ...
0 0 0 ... −1 x 0
0 0 0 ... 0 −1 x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
26. Se n ∈ N−{0, 1} e se fk (x) con k = 1, 2, ..., n, sono polinomi su R di grado rk ≤ n−2,

dimostrare:

∀a1, a2, ..., an ∈ R,

∣∣∣∣∣∣∣∣
f1 (a1) f1 (a2) ... f1 (an)
f2 (a1) f2 (a2) ... f2 (an)
... ... ... ...

fn (a1) fn (a2) ... fn (an)

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0 (1.72)

27. Calcolare (n ∈ N− {0}):

f (x1, x2, ...xn; y1, y2, ..., yn) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a0 a1 a2 ... an−1 an
−y1 x1 0 ... 0 0

0 −y2 x2 ... 0 0
... ... ... ... ... ...
0 0 0 ... −yn xn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(1.73)
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28. Calcolare (n ∈ N− {0}):

fn (x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
n!a0 (n− 1) a1 (n− 2) a2 an
−n x 0 0
0 − (n− 1) x 0
... ... ... ...
0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(1.74)

29. Calcolare per ogni n ∈ N−{0}

D (n) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2 1 0 0 ... 0 0
1 2 0 0 ... 0 0
0 1 2 1 ... 0 0
... ... ... ... ... ... ...
0 0 0 0 ... 1 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(1.75)

30. Costruire il diagramma cartesiano della funzione reale di variabile reale nell'intervallo
[−2, 2]:

fn (x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2 cosx 1 0 ... 0

1 2 cos x 1 ... 0
0 1 2 cos x ... 0
... ... ... ... ...
0 0 0 ... 2 cosx

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, (1.76)

per n = 1, ..., 7.

31. Costruire il diagramma cartesiano della funzione reale di variabile reale nell'intervallo
[−1, 1]:

fn (x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
cosx 1 0 ... 0

1 2 cosx 1 ... 0
0 1 2 cosx ... 0
... ... ... ... ...
0 0 0 ... 2 cosx

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(1.77)

per n = 1, ..., 7.
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Capitolo 2

Sistemi di equazioni lineari

2.1 Generalità

Sia Σ un sistema di m equazioni lineari in n incognite:
a11x1 + a12x2 + ...+ a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + ...+ a2nxn = b2

....
am1x1 + am2x2 + ...+ amnxn = bm

(2.1)

Qui aij ∈ R (o C) sono i coe�cienti, mentre bi sono i termini noti. Poniamo:

A =


a11 a12 ... a1n

a21 a22 ... a2n

... ... ... ...
am1 am2 ... amn

 (2.2)

La matrice A (m× n) così de�nita, è la matrice dei coe�cienti1.
Risulta inoltre de�nita la seguente matrice m× n+ 1:

M =


a11 a12 ... a1n b1

a21 a22 ... a2n b2

... ... ... ... ...
am1 am2 ... amn bm

 , (2.3)

denominata matrice dei coe�cienti e dei termini noti2.
Il sistema (2.1) può essere scritto come:

AX = B, (2.4)

essendo:

X =


x1

x2

...
xn

 , (2.5)

1Tale matrice è spesso denominata matrice incompleta.
2Tale matrice è spesso denominata matrice completa.
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il vettore colonna di dimensioni n× 1, mentre:

B =


b1

b2

...
bm

 , (2.6)

è il vettore colonna costituito dai termini noti.
Una soluzione di (2.4) [o di (2.1)] è ogni n-pla (ξ1, ξ2, ..., ξn) ∈ Rn(o Cn) tale che:

AΞ = B,

dove:

Ξ =


ξ1

ξ2

...
ξn

 (2.7)

Chiamiamo Ξ vettore soluzione di (2.4).
De�nizione 2. Il sistema (2.4) [o (2.1)] si dice compatibile se ammette almeno una soluzione.
Di contro, è incompatibile se è privo di soluzioni. Risolvere il sistema (2.4) equivale a
veri�care la sua compatibilità e in caso a�ermativo ricercare le soluzioni.
De�nizione 3
Un sistema compatibile si dice determinato se ammette una ed una sola soluzione. Se un
sistema compatibile ammette più di una soluzione, ne ammette in�nite. In tal caso il sistema
si dice indeterminato.

2.2 Ricerca delle soluzioni

Sia p il rango della matrice dei coe�cienti. Chiamiamo p rango del sistema (2.1). Come è
noto, deve essere p ≤ min {m,n}.
Inoltre, per de�nizione di rango di una matrice, esiste almeno un minore di A non nullo
di ordine p. Preso ad arbitrio un minore non nullo di ordine p, chiameremo tale minore
determinante fondamentale.
Senza perdita di generalità3 supponiamo che tale minore sia il determinante della matrice
quadrata di ordine p:

C =


a11 a12 ... a1p

a21 a22 ... a2p

... ... ... ...
ap1 ap2 ... app

 , detC 6= 0 (2.8)

I casi possibili sono:

1. p = m. In tal caso il sistema Σ è un sistema normale.

2. p < m. In tal caso il sistema Σ è un sistema non normale.

3Basta comunque e�ettuare opportuni scambi di righe e colonne.
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2.3 Sistemi normali: teorema di Cramer

Per quanto detto deve essere p = m. Abbiamo i due sottocasi:

a p = n;

b p < n.

Nel caso a il sistema è di p equazioni in p incognite con la matrice dei coe�cienti pari a C
[eq .(2.8)] Quindi: 

a11x1 + a12x2 + ...+ a1pxp = b1

a21x1 + a22x2 + ...+ a2pxp = b2

...
ap1x1 + ap2x2 + ...+ appxp = bp,

(2.9)

che può essere scritto come:

CX = B (2.10)

Abbiamo il
Teorema 1
Il sistema (2.9) ammette una ed una sola soluzione:

X = C−1B (2.11)

Dimostrazione. La matrice C è tale che detC 6= 0, donde è dotata di inversa C−1. Moltipli-
chiamo per C−1 primo e secondo membro (da sinistra) della (2.10):

C−1 (CX) = C−1B ⇐⇒
(
CC−1

)
X = C−1B ⇐⇒

CC−1=1
X = C−1B (2.12)

Viceversa, il vettore colonna C−1B veri�ca la (2.10):

C
(
C−1B

)
=
(
CC−1

)
B = 1B = B (2.13)

(Nelle (2.12) - (2.13), 1 è la matrice identità di ordine p).

Dalla (2.11) segue il
Teorema 2 (Teorema di Cramer)
Il sistema (2.9) è compatibile e determinato. La soluzione è data da:

x1 =
detC1

detC
, x2 =

detC2

detC
, ..., xp =

detCp
detC

(2.14)

Nella (2.14) Cj ( j = 1, 2, ..., p) è la matrice di ordine p, ottenuta da C sostituendo alla

colonna


a1j

a2j

...
apj

 , dei coe�cienti dell'incognita xj, la colonna


b1

b2

...
bp

 dei termini noti.

Cioè:
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C1 =


b1 a12 ... a1p

b2 a22 ... a2p

... ... ... ...
bp ap2 ... app

 , C2 =


a11 b1 ... a1p

a21 b2 ... a2p

... ... ... ...
ap1 bp ... app

 , (2.15)

.......

Cp =


a11 a21 ... b1

a21 a22 ... b2

... ... ... ...
ap1 ap2 ... bp


Dimostrazione. Dall'algebra delle matrici:

C−1 =
1

detC


a′11 a′12 ... a′1p
a′21 a′22 ... a′2p
... ... ... ...
a′p1 a′p2 ... a′pp


T

(2.16)

=
1

detC


a′11 a′21 ... a′p1
a′12 a′22 ... a′p2
... ... ... ...
a′1p a′2p ... a′pp


Qui a′ij è il complemento algebrico di aij. Per la (2.11):

X =
1

detC


a′11b1 + a′21b2 + ...+ a′p1bp
a′12b1 + a′22b2 + ...+ a′p2bp

...
a′1pb1 + a′2pb2 + ...+ a′ppbp

 (2.17)

È facile rendersi conto che a′1jb1 + a′2jb2 + ... + a′pjbp è lo sviluppo del determinante della
matrice Cj, per cui:

X =
1

detC


detC1

detC2

...
detCp

 ,

donde l'asserto (2.14).

***

Passiamo ora ai sistemi di tipo b. Ora il numero delle incognite è n > p, quindi il sistema si
scrive: 

a11x1 + a12x2 + ...+ a1pxp + a1,p+1xp+1 + ...+ a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + ...+ a2pxp + a2,p+1xp+1 + ...+ a2nxn = b2

..............................................
ap1x1 + ap2x2 + ...+ appxp + ap,p+1xp+1 + ...+ apnxn = bp

(2.18)

Abbiamo il seguente:
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Teorema 3
Il sistema (2.18) ammette ∞n−p soluzioni, che si ottengono assumendo come parametri le
incognite xj, con j = p+ 1, p+ 2, ..., n e applicando il teorema di Cramer.
Infatti, il sistema (2.18) può essere scritto come:

a11x1 + a12x2 + ...+ a1pxp = b1 − (a1,p+1xp+1 + ...+ a1nxn)
a21x1 + a22x2 + ...+ a2pxp = b2 − (a2,p+1xp+1 + ...+ a2nxn)

..............................................
ap1x1 + ap2x2 + ...+ appxp = bp − (ap,p+1xp+1 + ...+ annxn)

(2.19)

Poniamo:

λ1 = xp+1, λ2 = xp+2, ... λn−p = xn

Siccome le λk sono arbitrarie, segue che il numero di soluzioni è ∞n−p.
Si conclude che i sistemi normali (p = m) sono sempre compatibili. Più speci�catamente,
sono determinati se n = m , indeterminati se n > m.

Osservazione. Il numero di equazioni di un sistema normale è m ≤ n. Infatti, se m > n, è
p < m, giacché p ≤ min {m,n}. Ad esempio, il sistema:

a11x1 + a12x2 = b1

a21x1 + a22x2 = b2

a31x1 + a32x2 = b3

è composto da m = 3 equazioni in n = 2 incognite. Quindi è p ≤ 2, perciò il sistema è non
normale (p < m).

2.4 Sistemi non normali: Teoremi di Rouchè e di Capelli

In un sistema non normale è p < m:

a11x1 + a12x2 + ...+ a1pxp + a1,p+1xp+1 + ...+ a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + ...+ a2pxp + a2,p+1xp+1 + ...+ a2nxn = b2

...
ap1x1 + ap2x2 + ...+ appxp + ap,p+1xp+1 + ...+ apnxn = bp

ap+1,1x1 + ap+1,2x2 + ...+ ap+1,pxp + ap+1,p+1xp+1 + ...+ ap+1,nxn = bp+1

...
am1x1 + am2x2 + ...+ ampxp + am,p+1xp+1 + ...+ amnxn = bm

(2.20)

deve essere:

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 ... a1p

a21 a22 ... a2p

... ... ... ...
ap1 ap2 ... app

∣∣∣∣∣∣∣∣ 6= 0,

avendo indicato con ∆ il determinante fondamentale del sistema (eq. (2.8))
Dimostriamo il seguente
Lemma
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Assegnato r ∈ {p+ 1, p+ 2, ...,m}, risulta

∀ (x1, x2, ..., xn) ,

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 ... a1p b1 −
n∑
j=1

a1jxj

a21 a22 ... a2p b2 −
n∑
j=1

a2jxj

... ... ... ... ...

ap1 ap2 ... app bp −
n∑
j=1

apjxj

ar1 ar2 ... arp br −
n∑
j=1

arjxj

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 ... a1p b1

a21 a22 ... a2p b2

... ... ... ... ...
ap1 ap2 ... app bp
ar1 ar2 ... arp br

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(2.21)

Dimostrazione. L'asserto è dimostrabile attraverso una nota proprietà dei determinanti. Pre-
cisamente (senza perdita di generalità), un determinante una cui colonna (o riga) è costituito
da elementi binomi (in generale polinomi), ammette uno sviluppo del tipo:

∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 ... c1j + d1j ... a1n

a21 a22 ... c2j + d2j ... a2n

... ... ... ... ... ...
an1 an2 ... cnj + dnj ... ann

∣∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 ... c1j ... a1n

a21 a22 ... c2j ... a2n

... ... ... ... ... ...
an1 an2 ... cnj ... ann

∣∣∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 ... d1j ... a1n

a21 a22 ... d2j ... a2n

... ... ... ... ... ...
an1 an2 ... dnj ... ann

∣∣∣∣∣∣∣∣

Indichiamo con D1 il determinante a primo membro della (2.21). Abbiamo:

D1 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 ... a1p b1

a21 a22 ... a2p b2

... ... ... ... ...
ap1 ap2 ... app bp
ar1 ar2 ... arp br

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−

n∑
j=1

xj

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 ... a1p a1j

a21 a22 ... a2p a2j

... ... ... ... ...
ap1 ap2 ... app apj
ar1 ar2 ... arp arj

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣︸ ︷︷ ︸
def
= D2

(2.22)
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Esplicitiamo il determinante D2:

D2 = x1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 ... a1p a11

a21 a22 ... a2p a21

... ... ... ... ...
ap1 ap2 ... app ap1
ar1 ar2 ... arp ar1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+ ...+

+ x2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 ... a1p a12

a21 a22 ... a2p a22

... ... ... ... ...
ap1 ap2 ... app ap2
ar1 ar2 ... arp ar2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+ ...

+ xp

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 ... a1p a1p

a21 a22 ... a2p a2p

... ... ... ... ...
ap1 ap2 ... app app
ar1 ar2 ... arp arp

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+

+ xp+1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 ... a1p a1,p+1

a21 a22 ... a2p a2,p+1

... ... ... ... ...
ap1 ap2 ... app ap,p+1

ar1 ar2 ... arp ar,p+1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+ ...

+ xn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 ... a1p a1n

a21 a22 ... a2p a2n

... ... ... ... ...
ap1 ap2 ... app apn
ar1 ar2 ... arp arn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
I determinanti a secondo membro sono tutti nulli: per j = 1, ..., p, hanno due colonne
identiche; per j = p+ 1, ..., n, sono minori di ordine p+ 1 e come tali nulli, giacché il rango
della matrice dei coe�cienti è p.

De�nizione. Si de�niscono determinanti associati al determinante fondamentale ∆, i de-
terminanti:

∆r =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 ... a1p b1

a21 a22 ... a2p b2

... ... ... ... ...
ap1 ap2 ... app bp
ar1 ar2 ... arp br

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, con r = p+ 1, p+ 2, ...,m (2.23)

Ora siamo in grado di enunciare il:

Teorema (di Rouche') 21.

il sistema è compatibile ⇐⇒ ∆r = 0, con r = p+ 1, p+ 2, ...,m
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Dimostrazione. Implicazione diretta Per ipotesi il sistema è compatibile. Se (ξ1, ξ2, ..., ξn)
è una soluzione, per il lemma 2.4:

∆r =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 ... a1p b1

a21 a22 ... a2p b2

... ... ... ... ...
ap1 ap2 ... app bp
ar1 ar2 ... arp br

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=
xj=ξj

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 ... a1p b1 −
n∑
j=1

a1jξj

a21 a22 ... a2p b2 −
n∑
j=1

a2jξj

... ... ... ... ...

ap1 ap2 ... app bp −
n∑
j=1

apjξj

ar1 ar2 ... arp br −
n∑
j=1

arjξj

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 ... a1p 0
a21 a22 ... a2p 0
... ... ... ... ...
ap1 ap2 ... app 0
ar1 ar2 ... arp 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0

Implicazione inversa. L'ipotesi è:

∆r = 0, con r = p+ 1, p+ 2, ...,m

La (2.21) diventa:

∀ (x1, x2, ..., xn) ,

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 ... a1p b1 −
n∑
j=1

a1jxj

a21 a22 ... a2p b2 −
n∑
j=1

a2jxj

... ... ... ... ...

ap1 ap2 ... app bp −
n∑
j=1

apjxj

ar1 ar2 ... arp br −
n∑
j=1

arjxj

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= 0 (2.24)

Si consideri ora il sistema ottenuto dalla (2.20) conservando solo le prime p equazioni:
a11x1 + a12x2 + ...+ a1pxp + a1,p+1xp+1 + ...+ a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + ...+ a2pxp + a2,p+1xp+1 + ...+ a2nxn = b2

....
ap1x1 + ap2x2 + ...+ appxp + ap,p+1xp+1 + ...+ apnxn = bp

(2.25)
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Tale sistema è compatibile, poiché il rango p è pari al numero di equazioni, ed è indeterminato
(∞n−p soluzioni). Se (ξ1, ξ2, ...ξn) è una soluzione, abbiamo che ponendola in (2.24):∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 ... a1p 0
a21 a22 ... a2p 0
... ... ... ... ...
ap1 ap2 ... app 0

ar1 ar2 ... arp br −
n∑
j=1

arjξj

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0

Cioè: (
br −

n∑
j=1

arjξj

)
∆ = 0 =⇒

∆ 6=0
br −

n∑
j=1

arjξj = 0 (2.26)

Quindi le ξj soddisfano le rimanenti m− p equazioni.

Un enunciato equivalente è dato da:

Teorema (di Capelli) 22.

il sistema è compatibile⇐⇒ R (A) = R (M)

Dimostrazione. Implicazione inversa

R (A) = R (M) = p =⇒ ∀r ∈ {p+ 1, p+ 2, ...,m} ,∆r = 0

Per il teorema di Rouché il sistema è compatibile.
Implicazione diretta. L'ipotesi è la compatibilità del sistema. La tesi da dimostrare è
R (M) = p. Prendiamo ad arbitrio un minore di ordine p+ 1 di M. Se è formato da colonne
di soli elementi aij allora esso è nullo, in quanto minore di ordine p+ 1 di A. Viceversa è del
tipo:

δ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ai1j1 ai1j2 ... ai1jp bi1
ai2j1 ai2j2 ... ai2jp bi2
... ... ... ... ...
... ... ... ... ...

aip+1j1 aip+1j2 ... aip+1jp bip+1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Considerando i complementi algebrici degli elementi dell'ultima colonna si ha che essi o sono
tutti nulli (=⇒ δ = 0) o ne esiste almeno uno non nullo, ma in questo caso è un minore
di ordine p della matrice A, che può essere assunto come determinante fondamentale del
sistema. Quindi δ risulta essere un determinante associato e come tale è nullo per il teorema
di Rouchè. Da ciò segue che tutti i minori di ordine p+ 1 sono nulli, donde l'asserto.

2.5 Sistemi omogenei

Un sistema di equazioni lineari si dice omogeneo quando i suoi termini noti sono tutti nulli.
Continuando a considerare un sistema di m equazioni in n incognite:

a11x1 + a12x2 + ...+ a1nxn = 0
a21x1 + a22x2 + ...+ a2nxn = 0

...
am1x1 + am2x2 + ...+ amnxn = 0

(2.27)
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Osserviamo innanzitutto che un sistema omogeneo è sempre compatibile, poiché ammette la
soluzione.

(x1, x2, ..., xn) = (0, 0, ..., 0) (2.28)

Si badi che ciò è in accordo con il teorema di Rouchè (se p < m). Infatti, supponendo senza
ledere la generalità, che il determinante fondamentale del sistema sia:

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 ... a1p

a21 a22 ... a2p

... ... ... ...
ap1 ap2 ... app

∣∣∣∣∣∣∣∣ 6= 0, (2.29)

con p < m. Segue che i determinanti associati a ∆ sono tutti nulli:

∆r =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 ... a1p 0
a21 a22 ... a2p 0
... ... ... ... ...
ap1 ap2 ... app 0
ar1 ar2 ... arp 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0, r = p+ 1, p+ 2, ...,m

Quindi per il teorema di Rouchè il sistema è compatibile.
Ciò premesso, osserviamo che da un punto di vista applicativo non è molto interessante la so-
luzione (2.28), denominata soluzione banale, bensì le soluzioni non tutte nulle. Quest'ultime
sono le autosoluzioni o soluzioni proprie del sistema.
Sussite il seguente

Teorema 23. Il sistema (2.27) ammette autosoluzioni se e solo se p < n

Dimostrazione. Per ipotesi il determinante fondamentale è (2.29). Quindi le soluzioni del
sistema sono tutte e sole quelle del sistema equivalente ottenuto conservando le prime p
equazioni: 

a11x1 + a12x2 + ...+ a1pxp + a1,p+1xp+1 + ...+ a1nxn = 0
a21x1 + a22x2 + ...+ a2pxp + a2,p+1xp+1 + ...+ a2nxn = 0

...
ap1x1 + ap2x2 + ...+ appxp + ap,p+1xp+1 + ...+ annxn = 0

(2.30)

Risulta:

p = n =⇒ ∃! (x1, x2, ..., xn) = (0, 0, ..., 0)

Ciò implica che a�nché esistano autosoluzioni deve necessariamente essere p < n. Si osservi
che tale condizione è anche su�ciente. Infatti, posto:

xp+k = λk, con k = 1, 2, ..., n− p

con

(λ1, λ2, ..., λn−p) 6= (0, 0, ..., 0)
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il sistema (2.30) diventa:

a11x1 + a12x2 + ...+ a1pxp = −
n−p∑
k=1

a1,p+kλk

a21x1 + a22x2 + ...+ a2pxp = −
n−p∑
k=1

a2,p+kλk

...

ap1x1 + ap2x2 + ...+ appxp = −
n−p∑
k=1

ap,p+kλk

, (2.31)

ed ammette ∞n−p soluzioni non tutte nulle.

Consideriamo ora il caso particolare m = n:
a11x1 + a12x2 + ...+ a1nxn = 0
a21x1 + a22x2 + ...+ a2nxn = 0

...
an1x1 + an2x2 + ...+ annxn = 0

(2.32)

La matrice dei coe�cienti è

A =


a11 a12 ... a1n

a21 a22 ... a2n

... ... ... ...
an1 an2 ... ann


È evidente che p < n⇐⇒ detA = 0. Da ciò segue:

∃ (x1, x2, ..., xn) 6= (0, 0, ..., 0)⇐⇒ detA = 0

Cioè, un sistema omogeneo di n equazioni in n incognite ammette autosoluzioni se e solo se
è nullo il determinante della matrice dei coe�cienti.

2.6 Esempi numerici

Consideriamo il sistema:

x1 + x2 = 2 (2.33)

2x1 − x2 = 1

La matrice dei coe�cienti è:

A =

(
1 1
2 −1

)
Risulta: r (A) = 2 = m (numero di equazioni di 2.33), donde il sistema è di Cramer. Le
matrici (2.15) sono:
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C1 =

(
2 1
1 −1

)
, C2 =

(
1 2
2 1

)
L'unica soluzione (x1, x2) è:

x1 =
detC1

detC
=
−3

−3
= 1, x2 =

detC2

detC
=
−3

−3
,

cioè:

Ξ =

(
−1
−1

)
***

Risolviamo il sistema:

x1 − x2 + x3 = 0 (2.34)

2x1 + 0 + 3x3 = 1

0 + x2 + x3 = 2

La matrice dei coe�cienti è:

A =

 1 −1 1
2 0 3
0 1 1


Il suo determinante è:

detA =

∣∣∣∣∣∣
1 −1 1
2 0 3
0 1 1

∣∣∣∣∣∣ = −3− 2

∣∣∣∣ −1 1
1 1

∣∣∣∣ = −3− 2 (−1− 1) = −3 + 4 = 1 =⇒ r (A) = 3,

quindi (2.34) è un sistema di Cramer.

C1 =

 0 −1 1
1 0 3
2 1 1

 , detC1 =

∣∣∣∣ −1 1
1 1

∣∣∣∣+ 2

∣∣∣∣ −1 1
0 3

∣∣∣∣ = −4

C2 =

 1 0 1
2 1 3
0 2 1

 , detC2 =

∣∣∣∣ 1 3
2 1

∣∣∣∣− 2

∣∣∣∣ 0 1
2 1

∣∣∣∣ = −1

C3 =

 1 −1 0
2 0 1
0 1 2

 , detC2 =

∣∣∣∣ 0 1
1 2

∣∣∣∣− 2

∣∣∣∣ −1 0
1 2

∣∣∣∣ = 3

La soluzione è:

x1 = −4, x2 = −1, x3 = 3
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***

Risolviamo il sistema:

x1 − x2 + x3 − x4 = 4 (2.35)

2x1 + x2 + 0 + 2x4 = 0

0− 2x2 + 3x3 + x4 = 3

9x1 + 3x2 − 5x3 + 0 = 0

Il determinante della matrice dei coe�cienti è:

detA =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 −1 1 −1
2 1 0 2
0 −2 3 1
9 3 −5 0

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 31 =⇒ p = 4 = m =⇒ il sistema è di Cramer

Abbiamo:

detC1 =

∣∣∣∣∣∣∣∣
4 −1 1 −1
0 1 0 2
.3 −2 3 1
0 3 −5 0

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 31

detC2 =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 4 1 −1
2 0 0 2
.0 3 3 1
9 0 −5 0

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 62

detC3 =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 −1 4 −1
2 1 0 2
.0 −2 3 1
9 3 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 93

detC4 =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 −1 1 4
2 1 0 0
.0 −2 3 3
9 3 −5 0

∣∣∣∣∣∣∣∣ = −61

da qui l'unica soluzione del sistema: (1, 2,−2, 3).

***

Risolvere il sistema:

2x1 + x2 + x3 + x4 = 7

x1 + 2x2 + x3 + x4 = 6

x1 + x2 + 2x3 + x4 = 6

x1 + x2 + x3 + x4 = 6
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Risulta:

detA =

∣∣∣∣∣∣∣∣
2 1 1 1
1 2 1 1
1 1 2 1
1 1 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 1 ≡ detC

detC1 =

∣∣∣∣∣∣∣∣
7 1 1 1
6 2 1 1
6 1 2 1
6 1 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 1

detC2 =

∣∣∣∣∣∣∣∣
2 7 1 1
1 6 1 1
1 6 2 1
1 6 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0

detC3 =

∣∣∣∣∣∣∣∣
2 1 7 1
1 2 6 1
1 1 6 1
1 1 6 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0

detC4 =

∣∣∣∣∣∣∣∣
2 1 1 7
1 2 1 6
1 1 2 6
1 2 1 6

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 5



Capitolo 3

Spazi vettoriali

3.1 De�nizione assiomatica

Sia E un insieme non vuoto e K un campo (ad esempio, R o C). L'insieme E è uno spa-
zio vettoriale (e i suoi elementi si dicono vettori) su K se sono de�nite una legge di
composizione interna χ e una legge di composizione esterna η:

χ : E × E 7−→ E (3.1)

η : K × E 7−→ E

La prima delle (3.1) si chiama addizione di vettori e si indica con +. Quindi:

+ : (u,v) ∈ E × E 7−→ (u + v) ∈ E (3.2)

L'operazione (3.2) veri�ca le seguenti proprietà:

1. Proprietà commutativa.

∀u,v ∈ E, u + v = v + u

2. Proprietà associativa.

∀u,v,w ∈ E, u + (v + w) = (u + v) + w

3. Esistenza dell'elemento neutro.

∃0 ∈ E | ∀u ∈ E, u + 0 = u

4. Esistenza dell'opposto

∀u ∈ E,∃ (−u) ∈ E | −u + u = 0

La seconda delle (3.1) si chiama moltiplicazione di uno scalare per un vettore:

η : (λ,v) ∈ K × E 7−→ (λv) ∈ E (3.3)

L'operazione (3.3) veri�ca le seguenti proprietà:

I Proprietà distributiva rispetto alla somma vettoriale.

∀λ ∈ K, ∀u,v ∈ E, λ (u + v) = λu + λv
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II Proprietà distributiva rispetto alla somma in K

∀λ, µ ∈ K, ∀v ∈ E, (λ+ µ)v = λv + µv

III Proprietà associativa

∀λ, µ ∈ K, ∀v ∈ E, λ (µv) = (λµ)v

IV Esistenza dell'elemento neutro

∃1 ∈ K | ∀v ∈ E, 1v = v

Per quanto detto, se le operazioni (3.1) veri�cano le proprietà 1, 2, 3, 4 e I, II, III, IV,
l'insieme E assume la struttura di spazio vettoriale su K. Gli elementi di K si dicono
scalari.

Esempio 24. Consideriamo l'insieme Rn = R× R× ...× R︸ ︷︷ ︸
n

delle n-ple ordinate di numeri

reali:
Rn = {(x1, x2, ..., xn) | xi ∈ R, i = 1, 2, ..., n}

De�niamo l'operazione di addizione:

+ : (x,y) ∈ Rn × Rn 7−→ (x + y) ∈ Rn

essendo:
x = (x1, x2, ...xn) , y = (y1, y2, ...yn)

Per de�nizione:
x + y = (x1 + y1, x2 + y2, ..., xn + yn)

Abbiamo

1. ∀x,y ∈ Rn, xi + yi = yi + xi (i = 1, 2, ..., n) =⇒ x + y = y + x

2. ∀x,y, z ∈ Rn, xi+(yi + zi) = (xi + yi)+zi, (i = 1, 2, ..., n) =⇒ x+(y + z) = (x + y)+z

3. ∃0 = (0, 0, ..., 0) ∈ Rn | ∀x ∈ Rn, x + 0 = x

4. ∀x ∈ Rn, ∃ − x = (−x1,−x2, ...,−xn) ∈ Rn | −x + x = 0

L'operazione di moltiplicazione di uno scalare per un vettore è così de�nita:

ax = (ax1, ax2, ..., axn) , a ∈ R

e veri�ca le proprietà:

I ∀a ∈ R, ∀x,y ∈ Rn, a (x + y) = ax + ay

II ∀a, b ∈ R, ∀x ∈ Rn, (a+ b)x = ax + bx

III ∀a, b ∈ R, ∀x ∈ Rn, a (bx) = (ab)x

IV ∀x ∈ Rn, 1x = x

Da ciò segue che con le operazioni sopra de�nite, l'insieme Rn è uno spazio vettoriale
sul campo reale R.
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Esempio 25. Consideriamo l'insieme Cn delle n-ple ordinate di numeri complessi:

Cn = {(z1, z2, ..., zn) : zi ∈ C, i = 1, 2, ..., n}

De�niamo l'operazione di addizione:

+ : (z,w) ∈ Cn × Cn 7−→ Cn

essendo:
z = (z1, z2, ...zn) , w = (w1, w2, ...wn)

Per de�nizione:
z + w = (z1 + w1, z2 + w2, ..., zn + wn)

È evidente che:

1. ∀z,w ∈ Cn, z + w = w + z

1. ∀z,w,u ∈ Cn, z + (w + u) = (z + w) +u

2. ∃0 = (0, 0, ...0) ∈ Cn : z + 0 = z

3. ∀z ∈ Cn, ∃ − z = (−z1,−z2, ...,−zn) ∈ Cn : −z + z = 0

L'operazione di moltiplicazione di uno scalare per un vettore è così de�nita:

az = (az1, az2, ..., azn) , a ∈ C

e veri�ca le proprietà:

I ∀a ∈ C, ∀x,y ∈ Cn, a (z + w) = az + aw

II ∀a, b ∈ C, ∀z ∈ Cn, (a+ b) z = az + bz

III ∀a, b ∈ C, ∀z ∈ Cn, a (bz) = (ab) z

IV ∀z ∈ Cn, 1z = z

Da ciò segue che con le operazioni sopra de�nite, l'insieme Cn è uno spazio vettoriale
sul campo complesso C.

Esempio 26. Sia MR (m,n) l'insieme delle matrici m× n su R. Introduciamo in MR (m,n)
l'operazione di addizione:

+ : (A,B) ∈MR (m,n)×MR (m,n) 7−→ (A+B) ∈MR (m,n)

Più precisamente:

(A = (aij) , B = (bij)) =⇒ A+B = (aij + bij)

L'operazione di addizione veri�ca le seguenti proprietà:

1. ∀A,B ∈MR (m,n), A+B = B + A

2. ∀A,B,C ∈MR (m,n), A+ (B + C) = (A+B) + C
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3. ∃0 =


0 0 ... 0
0 0 ... 0
... ... ... ...
0 0 ... 0

 ∈MR (m,n) | ∀A ∈MR (m,n), A+ 0 = A

4. ∀A = (aij) ∈MR (m,n), ∃ − A = (−aij) ∈MR (m,n) : −A+ A = 0

De�niamo l'operazione moltiplicazione di uno scalare per una matrice:

η : (λ,A) ∈ R×MR (m,n) 7−→ (λA) ∈MR (m,n)

Più precisamente:
(λ ∈ R, A = (aij)) =⇒ λA = (λaij)

Tale operazione veri�ca le seguenti proprietà:

I ∀λ ∈ R, ∀A,B ∈MR (m,n) , λ (A+B) = λA+ λB

II ∀λ, µ ∈ R, ∀A ∈MR (m,n), (λ+ µ)A = λA+ µA

III ∀λ, µ ∈ R, ∀A ∈MR (m,n), λ (µA) = (λµ)A

IV ∀A ∈MR (m,n), 1A = A

Si conclude che MR (m,n) con le operazioni sopra introdotte assume la struttura di
spazio vettoriale su R.

Esempio 27. Sia Pn [x] l'insieme dei polinomi su R di grado minore o uguale di n ∈ N.
Prendiamo ad arbitrio due elementi di tale insieme:

pm (x) = a0 + a1x+ a2x
2 + ...+ amx

m

qr (x) = b0 + b1x+ b2x
2 + ...+ brx

r,

essendo m, r ≤ n. De�niamo l'addizione tra polinomi:

+ : (pm (x) , qr (x)) ∈ Pn [x]× Pn [x] 7−→ (pm (x) + qr (x)) ∈ Pn [x]

Senza ledere la generalità, supponiamo che m < r:

pm (x) + qr (x)

= (a0 + b0) + (a1 + b1)x+ (a2 + b2)x2 + ...+ (am + bm)xm + bm+1x
m+1 + ...+ brx

r

L'operazione di addizione veri�ca le seguenti proprietà:

1. ∀pm (x) , qr (x) ∈ Pn [x], pm (x) + qr (x) = qr (x) + pm (x)

2. ∀pm (x) , qr (x) , lk (x) ∈ Pn [x], pm (x) + (qr (x) + lk (x)) = (pm (x) + qr (x)) + lk (x)

3. ∃0 = 0 + 0x+ 0x2 + ...+ 0xn | ∀pm (x) ∈ Pn [x], pm (x) + 0 = pm (x)

4. ∀pm (x) =
(∑m

k=1 akx
k
)
∈ Pn [x], ∃ − pm (x) =

(∑m
k=1 (−ak)xk

)
∈ Pn [x] | −pm (x) +

pm (x) = 0
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De�niamo l'operazione moltiplicazione di uno scalare per un polinomio

η : (λ, pm (x)) ∈ R× Pn [x] 7−→ (λpm (x)) ∈ Pn [x]

Più speci�catamente:

pm (x) =
m∑
k=1

ajx
j =⇒ λpm (x) =

m∑
k=1

(λaj)x
j

Esempio 28. Tale operazione veri�ca le seguenti proprietà:

I ∀λ ∈ R, ∀pm (x) , qr (x) ∈ Pn [x] , λ (pm (x) + qr (x)) = λpm (x) + λqr (x)

II ∀λ, µ ∈ R, ∀pm (x) ∈ Pn [x], (λ+ µ) pm (x) = λpm (x) + µpm (x)

III ∀λ, µ ∈ R, ∀pm (x) ∈ Pn [x], λ (µpm (x)) = (λµ) pm (x)

IV ∀pm (x) ∈ Pn [x], 1pm (x) = pm (x)

Da ciò segue che l'insieme Pn [x] con l'operazioni sopra introdotte assume la struttura
di spazio vettoriale su R.

Esempio 29. Sia F (a, b) l'insieme delle funzioni reali di variabile reale de�nite in [a, b] ⊆ R:

f ∈ F (a, b)⇐⇒ f : [a, b] 7−→ R

De�niamo l'addizione:

+ : (f, g) ∈ F (a, b)×F (a, b) 7−→ (f + g) ∈ F (a, b) (3.4)

Più speci�catamente:
(f + g) (x) = f (x) + g (x)

La (3.4) veri�ca le seguenti proprietà:

1. ∀f, g ∈ F (a, b) , f + g = g + f

2. ∀f, g, h ∈ F (a, b) , f + (g + h) = (f + g) + h

3. ∃0 ≡ 0 (funzione identicamente nulla): ∀f ∈ F (a, b) , f + 0 = f

4. ∀f ∈ F (a, b) ,∃ − f : −f + f = 0

De�niamo l'operazione moltiplicazione di uno scalare per un elemento di F (a, b):

η : (λ, f) ∈ R×F (a, b) 7−→ (λf) ∈ F (a, b)

Precisamente:
(λf) (x) = λf (x) ,

e veri�ca le seguenti proprietà:

I ∀λ ∈ R, ∀f, g ∈ F (a, b) , λ (f + g) = λf + λg

II ∀λ, µ ∈ R, ∀f ∈ F (a, b), (λ+ µ) f (x) = λf (x) + µg (x)
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III ∀λ, µ ∈ R, ∀f ∈ F (a, b), λ (µf) = (λµ) f (x)

IV ∀f ∈ F (a, b), 1f = f

Con le operazioni sopra introdotte, F (a, b) assume la struttura di spazio vettoriale sul
campo reale.

***

Sia E uno spazio vettoriale su K.

Proposizione. ∀λ ∈ K, λ0 = 0

Dimostrazione. λ0 = λ (0 + 0) = λ0+λ0 =⇒λ0 = 0

Proposizione. ∀v ∈ E, 0v = 0

Dimostrazione. 0v = (0 + 0)v =0v + 0v =⇒0v = 0

3.2 Dipendenza ed indipendenza lineare di vettori

Sia E uno spazio vettoriale su K. Consideriamo il sistema di vettori:

Σ = {v1,v2, ...,vr} , con r ∈ N− {0}

dove l'intero naturale r è l'ordine del sistema.
Presi ad arbitrio r scalari λi ∈ K (i = 1, 2, ..., r), il vettore:

v = λ1v1 + λ2v2 + ...+ λrvr,

si chiama combinazione lineare dei vettori di Σ. Equivalentemente si dice che v dipende
linearmente dai vettori v1,v2, ...,vr (o dal sistema Σ).
Ciò premesso, abbiamo la seguente:

De�nizione. Σ è linearmente indipendente se:

λ1v1 + λ2v2 + ...+ λrvr = 0 =⇒ λ1 = λ2 = ... = λr = 0 (3.5)

Nel caso contrario diremo che Σ è linearmente dipendente. Cioè:

∃ (λ1, λ2, ..., λr) 6= (0, 0, ..., 0) | λ1v1 + λ2v2 + ...+ λrvr = 0 (3.6)

Esempio 30. Assegnato lo spazio vettoriale R3 (cfr esempio 24 per n = 3), mostrare che il
sistema di vettori Σ = {v1,v2,v3} con

v1 = (2, 1, 2) , v2 =

(
7,−3

2
, 3

)
, v3 = (−3, 1,−1) , (3.7)

è linearmente dipendente.



3.2 Dipendenza ed indipendenza lineare di vettori 83

Soluzione 31. Consideriamo l'equazione vettoriale:

λ1v1 + λ2v2 + λ3v3 = 0, (3.8)

equivalente a:

λ1 (2, 1, 2) + λ2

(
7,−3

2
, 3

)
+ λ3 (−3, 1,−1) = (0, 0, 0) ,

le cui componenti formano il sistema lineare omogeneo:

2λ1 + 7λ2 − 3λ3 = 0 (3.9)

λ1 −
3

2
λ2 + λ3 = 0

2λ1 + 3λ2 − λ3 = 0

La matrice dei coe�cienti del sistema (3.9) è:

A =

 2 7 −3
1 −3/2 1
2 3 −1


La caratteristica del sistema 3.9 è p = r (A) = 2, per cui tale sistema ammette ∞1 soluzioni
proprie. In altri termini ∃ (λ1, λ2, λ3) 6= (0, 0, 0) :

∑3
i=1 λivi = 0, per cui Σ = {vi} è

linearmente dipendente.

Esempio 32. Assegnato lo spazio vettoriale R3, mostrare che il sistema di vettori Σ =
{v1,v2,v3} con

v1 = (2, 1, 2) , v2 =

(
7,−1

2
, 3

)
, v3 = (−3, 1,−1) , (3.10)

è linearmente indipendente. Esprimere altresì il vettore v4 = (1, 1,−1) come combinazione
lineare di Σ.

Soluzione 33. Procedendo come nell'esercizio precedente, abbiamo il sistema lineare omo-
geneo:

2λ1 + 7λ2 − 3λ3 = 0 (3.11)

λ1 −
1

2
λ2 + λ3 = 0

2λ1 + 3λ2 − λ3 = 0,

la cui matrice dei coe�cienti è:

A =

 2 7 −3
1 −1/2 1
2 3 −1


Qui è detA = 4, perciò p = 3 = n (numero di incognite). Pertanto il sistema 3.11 am-
mette solo la soluzione impropria (λ1, λ2, λ3) = (0, 0, 0); da ciò segue che Σ è linearmente
indipendente. Per la seconda domanda, poniamo:

v4 = µ1v1 + µ2v2 + µ3v3
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Tale equazione vettoriale può essere scritta come:

µ1 (2, 1, 2) + µ2

(
7,−1

2
, 3

)
+ µ3 (−3, 1,−1) = (1, 1,−1) ,

le cui componenti formano il sistema lineare non omogeneo:

2µ1 + 7µ2 − 3µ3 = 1 (3.12)

µ1 −
1

2
µ2 + µ3 = 1

2µ1 + 3µ2 − µ3 = −1,

Il sistema 3.12 è manifestamente di Cramer, ammettendo l'unica soluzione:

(µ1, µ2, µ3) =

(
−5

2
, 3, 5

)
,

donde:

v4 = −5

2
v1 + 3v2 + 5v3

Proposizione. (0 ∈ Σ) =⇒ (Σ è linearmente dipendente)

Dimostrazione. ∃h ∈ {1, 2, ..., r} | vh = 0. Quindi:

∀λh ∈ K − {0} , 0v1 + 0v2 + ...+ 0vh−1 + λh0 + 0vh+1 + ...+ 0vr = 0

Abbiamo così trovato una r-pla di scalari (0, 0, ...0, λh, 0, ..., 0) non tutti nulli tali che
∑r

k=1 λkvk =
0, donde l'asserto.

Proposizione. (∃vh,vk ∈ Σ | vh = µvk, µ ∈ K − {0}) =⇒ (Σ è linearmente dipendente)

Dimostrazione. Senza perdita di generalità, supponiamo che h < k. Eseguiamo la combina-
zione lineare di vettori di Σ :

0v1 + ...+ (−1)vh + ...+ µvk + ...+ 0vr

= −µvk + µvk + 0

= (−µ+ µ)vk

= 0vk

= 0

In questi passaggi abbiamo applicato la proposizione 3.1 e la proprietà distributiva dell'ope-
razione · rispetto all'addizione di scalari. Abbiamo quindi trovato una r-pla di scalari:

(λ1, ..., λh, ..., λk, ..., λr) = (0, ...,−1, ..., µ, ..., 0) 6= (0, ..., 0, ..., 0, ....0) |
r∑
i=1

λivi = 0,

donde l'asserto.

Proposizione. (Σ è linearmente dipendente)⇐⇒ (∃Σ′ ⊆ Σ | Σ′ è linearmente dipendente)
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Dimostrazione. La condizione è necessaria.
Hp: ∃Σ′ ⊆ Σ | Σ′ è linearmente dipendente.
Th: Σ è linearmente dipendente Sia:

Σ′ =
{
vh1 ,vh2 , ...,vhp

}
,

essendo:
hi ∈ {1, 2, ..., r} , i = 1, 2, ..., p ≤ r

Per ipotesi ∃
(
λh1 , λh2 , ..., λhp

)
6= (0, 0, ..., 0) |

hp∑
k=h1

λkvk = 0

Posto H = {h1, h2, ..., hp}, si consideri la seguente combinazione lineare:

r∑
k=1

λkvk =
∑
k∈H

λkvk +
∑
k/∈H

0vk = 0

Abbiamo così trovato una r-pla di scalari non tutti nulli tali che
∑r

k=1 λkvk = 0, donde la
tesi.
La condizione è su�ciente
(Σ è linearmente dipendente) =⇒ (∃Σ′ ⊆ Σ | Σ′ è linearmente dipendente).
È banale, poiché Σ ⊇ Σ. Quindi, posto Σ′ = Σ, segue la tesi.

Proposizione.

∃h ∈ {1, 2, ..., r} | vh =
r∑

k=1
k 6=h

µkvk

 =⇒
(

Σ è linearmente
dipendente

)

Dimostrazione. Dimostriamo l'asserto per vh 6= 0; nel caso contrario si riduce alla proposi-
zione 3.2. Esplicitando la sommatoria:

vh − µ1v1 − µ2v2 − ...− µh−1vh−1 − µh+1vh+1 − ...− µrvr = 0

Riordinando i singoli termini:

−µ1v1 − µ2v2 − ...− µh−1vh−1 + vh − µh+1vh+1 − ...− µrvr = 0

Cioè:

∃ (λ1, λ2, ..., λh−1, λh, λh+1, ..., λr) = (−µ1,−µ2, ...,−µh−1, 1, µh+1, ..., µr) |
r∑

k=1

λkvk = 0

La r-pla di scalari (−µ1,−µ2, ...,−µh−1, 1, µh+1, ..., µr) è non nulla.

3.3 Sottospazio vettoriale generato da un numero �nito

di vettori

Sia E uno spazio vettoriale su K. Consideriamo un insieme H 6= ∅ e tale che H ⊆ E. Diremo
che H è un sottospazio vettoriale di E se:
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1. ∀v,w ∈ H, (v + w) ∈ H

2. ∀v ∈ H, ∀λ ∈ K, (λv) ∈ H

I punti 1 e 2 si esprimono dicendo che l'insieme H è chiuso rispetto alle operazioni di
addizione tra vettori e di moltiplicazione di uno scalare per un vettore.

Proposizione. Il vettore nullo appartiene ad ogni sottospazio vettoriale di E.

Dimostrazione. Sia H un qualunque sottospazio di E. Ciò implica:

∀v,w ∈ H, (v + w) ∈ H

Prendiamo w = −v, per cui 0 ∈ H, per ogni H sottospazio di E.

Corollario 34. L'insieme H0 = {0} è un sottospazio di ogni spazio vettoriale E.

Dimostrazione. Sia E uno spazio vettoriale su K. Risulta: 0 + 0 = 0; per la proposizione
3.1 è λ0 = 0, ∀λ ∈ K, quindi sono veri�cate le proprietà 1 e 2, da cui l'asserto.

De�nizione. {0} è denominato sottospazio improprio di E.

Esempio 35. Asegnato lo spazio vettoriale R3, dire quali tra i suoi seguenti sottoinsiemi è
uno sottospazio vettoriale di R3:
H1 = {(a, b, 0) | a, b ∈ R}; H2 = {(a, b, c) ∈ R3 | a+ b+ c = 0},H3 = {(a, b, c) ∈ R3 | a ≥ 0};
H4 = {(a, b, c) ∈ R3 | a2 + b2 + c2 ≤ 1}

Soluzione 36. Prendiamo ad arbitrio due elementi di H1:

v = (a, b, 0) , w = (c, d, 0)

Risulta:
v + w = (a+ b, c+ d, 0) =⇒ (v + w) ∈ H1

Preso ad arbitrio λ ∈ R:
λv = (λa, λb, 0) ∈ H1

Si conclude che H1 è un sottospazio di R3.
Consideriamo H2. Per ogni v = (a, b, c) ∈ H2, w = (d, e, f) ∈ H2, la somma è:

v + w = (a′, b′, c′) ,

essendo:
a′ = a+ d, b′ = b+ e, c′ = c+ f

Risulta:
a′ + b′ + c′ = (a+ b+ c) + (d+ e+ f) = 0

Quindi:
∀v,w ∈ H2, (v + w) ∈ H2 (3.13)

Per ogni λ ∈ R e per ogni v ∈ H2:

λv = (λa, λb, λc) ,
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ed è tale che:

λa+ λb+ λc = λ (a+ b+ c) = 0,

per cui:

∀v ∈ H2, ∀λ ∈ R, (λv) ∈ H2 (3.14)

Le (3.13)-(3.14) implicano che H2 è un sottospazio vettoriale di R3.
L'insieme H3 è:

H3 =
{

(a, b, c) ∈ R3 | a ≥ 0
}

Quindi:

∀λ ∈ (−∞, 0) , ∀v = (a > 0, b, c) ∈ H3, λv = (λa, λb, λc) con λa < 0 =⇒ (λv) /∈ H3

Si conclude che H3 non è un sottospazio vettoriale di R3.
L'insieme H4 è:

H4 =
{

(a, b, c) ∈ R3 | a2 + b2 + c2 ≤ 1
}

Abbiamo:

∀v = (a, b, c) ∈ R3,∀w = (d, e, f) ∈ R3, v + w = (a′, b′, c′) ,

essendo:

a′ = a+ d, b′ = b+ e, c′ = c+ f

Da ciò segue:

a′2 + b′2 + c′2 = (a+ d)2 + (b+ e)2 + (c+ f)2 (3.15)

= g (a, b, c) + g (d, e, f) + 2 (ad+ eb+ cf)

Nella (3.15) è:

g (x, y, z) = x2 + y2 + z2

Deve essere:

∀ (a, b, c) , (d, e, f, ) ∈ H4, g (a, b, c) , g (d, e, f) ≤ 1,

per cui:

a′2 + b′2 + c′2 ≤ 2 (1 + ad+ eb+ cf) =⇒
(
∃ (a, b, c) , (d, e, f, ) ∈ H4 | a′2 + b′2 + c′2 > 1

)
(3.16)

La (3.16) implica che H4 non è un sottospazio vettoriale di R3.

Esempio 37. Consideriamo lo spazio vettorialeMR (n, n) (es. 26). Dire quale tra i seguenti
suoi sottoinsiemi sono sottospazi vettoriali:

HR (n, n) = {A ∈MR (n, n) | A è simmetrica}
H ′R (n, n) = {A ∈MR (n, n) | AX = XA} , con X ∈MR (n, n)

JR (n, n) = {A ∈MR (n, n) | detA = 0 }
J ′R (n, n) =

{
A ∈MR (n, n) | A2 = A

}
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Soluzione 38. ∀A = (aij) , B = (bij) ∈ HR (n, n), A+B = (cij = aij + bij) = (A,B simmetriche) =
(cji = aji + bji), quindi:

∀A,B ∈ HR (n, n) , (A+B) ∈ HR (n, n) (3.17)

Inoltre: ∀λ ∈ R, ∀A = (aij) ∈ HR (n, n), (λA) = (λaij) = (λaji), perciò:

∀λ ∈ R,∀A ∈ HR (n, n) , (λA) ∈ HR (n, n) (3.18)

Le (3.17)-(3.18) implicano che HR (n, n) è un sottospazio vettoriale diMR (n× n).
L'insieme H ′R (n× n) è l'insieme delle matrici di MR (n× n) che commutano con un'asse-
gnata matrice X ∈MR (n× n).
Risulta: ∀A,B ∈ H ′R (n, n), (A+B)X = AX +BX = XA+XB = X (A+B), donde:

∀A,B ∈ H ′R (n, n) , (A+B)X = X (A+B) =⇒ (A+B) ∈ H ′R (n, n) (3.19)

Inoltre: ∀λ ∈ R, ∀A ∈ H ′R (n× n), (λA)X = λ (AX) = λ (XA) = (λX)A = X (λA), donde:

∀λ ∈ R,∀A ∈ H ′R (n, n) , (λA)X = X (λA) =⇒ (λA) ∈ H ′R (n, n) (3.20)

Le (3.19)-(3.19) implicano che H ′R (n, n) è un sottospazio vettoriale diMR (n× n).
L'insieme JR (n, n) è l'insieme delle matrici diMR (n× n) a determinante nullo. Risulta:

(∃A,B ∈ JR (n, n) : det (A+B) 6= detA+ detB = 0) =⇒ (A+B) /∈ JR (n× n) ,

donde JR (n× n) non è un sottospazio diMR (n× n).
L'insieme J ′R (n, n) è l'insieme delle matici diMR (n× n) idempotenti. Risulta:

∀A,B ∈ J ′R (n, n) , (A+B)2 = A2 + AB +BA+B2

Evidentemente:

∃A,B ∈ J ′R (n, n) , (A+B)2 = A2 +B2 + AB +BA = A+B + AB +BA

6= A+B =⇒ (A+B) /∈ J ′R (n, n) ,

donde J ′R (n, n) non è un sottospazio diMR (n× n).

***

Proposizione. Sia E uno spazio vettoriale su K. Se H1, H2, ..., Hn sono sottospazi di E,
allora ∩ni=1Hi è un sottospazio vettoriale di E.

Dimostrazione. Osserviamo innanzitutto che:

(∀i ∈ (1, 2, ..., n) , Hi ⊆ E) =⇒
n⋂
i=1

Hi ⊆ E

(∀v,w ∈ Hi (i = 1, 2, ..., n)) =⇒ v,w ∈
n⋂
i=1

Hi

Inoltre Hi è un sottospazio di E, quindi:

(v + w ∈ Hi (i = 1, 2, ..., n)) =⇒ (v + w) ∈
n⋂
i=1

Hi

(∀λ ∈ K, (λv) ∈ Hi (i = 1, 2, ...n)) =⇒ (λv) ∈
n⋂
i=1

Hi,

donde l'asserto.
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Teorema 39. Sia Σ = {v1,v2, ...,vr} un sistema di vettori di E. Sia A l'insieme delle
combinazioni lineari dei vettori di Σ:

A
def
=

{
r∑
i=1

λivi | λi ∈ K, vi ∈ Σ, (i = 1, 2, ...r)

}
(3.21)

L'insieme (3.21) è un sottospazio vettoriale di E.

Dimostrazione. Osserviamo innanzitutto che risulta ∅ 6= A ⊆ E. Presi ad arbitrio due
elementi di A:

v =
r∑
i=1

λivi, w =
r∑
i=1

µivi,

risulta:

v + w =
r∑
i=1

(λi + µi)vi =⇒ (v + w) ∈ A

∀λ ∈ K, λv =
r∑
i=1

λ̃ivi =⇒ (λv) ∈ A, essendo λ̃i
def
= λλi

donde l'asserto.

De�nizione. L'insieme (3.21) si chiama sottospazio generato da Σ e si indica con A [Σ]
o con Span (Σ). L'insieme Σ si chiama sistema di generatori di A. Quest'ultimo si dice
che è �nitamente generabile.

Esercizio 40. Assegnato il sistema Σ = {v1,v2,v3} di R4:

v1 = (1,−2, 0, 3) , v2 = (2, 3, 0,−1) , v3 = (2,−1, 2, 1)

provare che v ∈ A [Σ], essendo v = (3, 9,−4,−2).

Soluzione 41. Risulta:

v ∈ A [Σ]⇐⇒

(
∃ (λ1, λ2, λ3) | v =

3∑
i=1

λivi

)
(3.22)

La (3.22) si scrive:

λ1 (1,−2, 0, 3) + λ2 (2, 3, 0,−1) + λ3 (2,−1, 2, 1) = (0, 0, 0, 0)

cioè:

λ1 + 2λ2 + 2λ3 = 3 (3.23)

−2λ1 + 3λ2 − λ3 = 9

0 + 0 + 2λ3 = −4

3λ1 − λ2 + λ3 = −2

La matrice incompleta di tale sistema è:

M =


1 2 2
−2 3 −1
0 0 2
3 −1 1

 ,
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mentre la matrice completa è:

B =


1 2 2 3
−2 3 −1 9
0 0 2 −4
3 −1 1 −2


Risulta:

detB = 0,

∣∣∣∣∣∣
1 2 2
−2 3 −1
0 0 2

∣∣∣∣∣∣ 6= 0

Cioè r (M) = r (B), da cui la compatibilità del sistema. Per quanto detto, il rango del
sistema è p = 3, per cui esso è equivalente a:

λ1 + 2λ2 + 2λ3 = 3

−2λ1 + 3λ2 − λ3 = 9

0 + 0 + 2λ3 = −4,

che ammette l'unica soluzione (λ1, λ2, λ3) = (1, 3,−2). Si conclude che v ∈ A [Σ], poichè v
si esprime come combinazione lineare dei vettori di Σ:

v = v1 + 3v2 − 2v3

***

Sia Σ = {v1,v2, ...,vr} un sistema di vettori di E. Abbiamo la seguente:

Proposizione.

(
Σ è linearmente
indipendente

)
⇐⇒

(
v ∈ A [Σ] =⇒ ∃! (λ1, λ2, ..., λr) | v =

r∑
i=1

λivi

)
Dimostrazione. Implicazione diretta
Hp Σ è lin. indip.
Per de�nizione di spazio vettoriale generato da Σ, deve essere:

v ∈ A [Σ] =⇒ ∃ (λ1, λ2, ..., λr) | v =
r∑
i=1

λivi

Se esiste una seconda r-pla di scalari (µ1, µ2, ..., µr) | v =
∑

i µivi, abbiamo il sistema di
equazioni:

r∑
i=1

λivi = v

r∑
i=1

µivi = v

Sottraendo la seconda dalla prima:

(λ1 − µ1)v1 + (λ2 − µ2)v2 + ...+ (λr − µr)vr = 0 (3.24)
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Ma Σ è linearmente indipendente, per cui la (3.24) implica:

λ1 − µ1 = λ2 − µ2 = ... = λr − µr = 0,

cioè:
λi = µi, per i = 1, 2, ..., r,

da cui esistenza ed unicità della r-pla di scalari (λ1, λ2, ..., λr).
Implicazione inversa. L'ipotesi è

v ∈ A [Σ] =⇒ ∃! (λ1, λ2, ..., λr) | v =
r∑
i=1

λivi (3.25)

Per la proposizione 3.3 è 0 ∈ A [Σ], quindi la (3.25) per v = 0 si scrive:

∃! (λ1, λ2, ..., λr) | 0 = λ1v1 + λ2v2 + ...+ λrvr (3.26)

L'unica r-pla (λ1, λ2, ..., λr) che veri�ca la (3.26) è (λ1, λ2, ..., λr) = (0, 0, ..., 0), da cui Σ è
linearmente indipendente.

La proposizione (3.3) ci dice che se Σ è un sistema di vettori linearmente indipendente, ogni
vettore appartenente al sottospazio generato da Σ, si esprime in uno e un sol modo come
combinazione lineare dei vettori di Σ.

Lemma 42. Siano Σ = {v1,v2, ...,vr}, Σ′ = {u1,u2, ...,up} due sistemi di vettori di E. Se
Σ′ è linearmente indipendente e ogni suo vettore dipende linearmente dai vettori di Σ, allora
è p ≤ r.

Dimostrazione. Procediamo per assurdo supponendo che sia: p = r + 1. Per ipotesi:

uj =
r∑
i=1

λjivi, per j = 1, 2, ..., r, r + 1 (3.27)

Scriviamo la (3.27) per j = j1 ∈ {1, 2, ..., r + 1}:

uj1 = λj11v1 + λj12v2 + ...+ λj1rvr (3.28)

Gli scalari (λj11, λj12, ..., λj1r) sono non tutti nulli. Nel caso contrario è uj1 = 0 e per la
proposizione 3.2 Σ′ è linearmente dipendente. Senza perdita di generalità supponiamo che
λj11 6= 0. Dalla (3.28):

v1 =
1

λj11

uj1 −
λj12

λj11

v2 − ...−
λj1r
λj11

vr (3.29)

=
1

λj11

uj1 − λ′j12v2 − ...− λ′j1rvr,

essendo:

λ′j1i
def
=

λj1i
λj11

, i = 2, 3, ..., r
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In tal modo la (3.27) diventa:

uj = λj1v1 +
r∑
i=2

λjivi

=
λj1
λj11

uj1 − λj1λ′j12v2 − ...− λj1λ′j1rvr +
r∑
i=2

λjivi

=
λj1
λj11

uj1 +
(
λj2 − λj1λ′j12

)
v2 + ...+

(
λjr − λj1λ′j1r

)
vr

cioè:

uj = λ̃j1uj1 +
r∑
i=2

λ̃jivi per j ∈ {1, 2, ..., r + 1} − {j1} (3.30)

essendo:

λ̃ji = λji − λjiλ′j1i per i = 2, ..., r

λ̃j1 =
λj1
λj11

Esplicitiamo la sommatoria a secondo membro della (3.30):

uj = λ̃j1uj1 + λ̃j2v2 + λ̃j3v3 + ...+ λ̃jrvr, per j ∈ {1, 2, ..., r + 1} − {j1} (3.31)

Scriviamo la (3.31) per j = j2 ∈ {1, 2, ..., r + 1} − {j1}:

uj2 = λ̃j21uj1 + λ̃j22v2 + λ̃j23v3 + ...+ λ̃j2rvr (3.32)

Gli scalari
(
λ̃j22, λ̃j23, ..., λ̃j2r

)
sono non tutti nulli. Nel caso contrario è uj2 = λ̃j21uj1 e per

la proposizione 3.2 Σ′ è linearmente dipendente. Senza perdita di generalità supponiamo che
λj22 6= 0. Dalla (3.32):

v2 =
1

λ̃j22

uj2 −
λ̃j21

λ̃j22

uj1 −
λ̃j23

λ̃j22

v3 − ...−
λ̃j2r

λ̃j22

vr

In tal modo la (3.31) diventa:

uj = λ̃j1uj1 + λ̃j2

(
1

λ̃j22

uj2 −
λ̃j21

λ̃j22

uj1 −
λ̃j23

λ̃j22

v3 − ...−
λ̃j2r

λ̃j22

vr

)
+ λ̃j3v3 + ...+ λ̃jrvr

=

(
λ̃j1 −

λ̃j2λ̃j21

λ̃j22

)
uj1 +

λ̃j2

λ̃j22

uj2 +

(
λ̃j3 − λ̃j2

λ̃j23

λ̃j22

)
v3 + ...+

(
λ̃jr − λ̃j2

λ̃j2r

λ̃j22

)
vr

cioè:

uj = λ̃′j1uj1 + λ̃′j2uj2 +
r∑
i=3

λ̃′jivi, per j ∈ {1, 2, ..., r + 1} − {j1, j2} (3.33)

essendo:

λ̃′ji = λ̃ji − λ̃j2
λ̃j2i

λ̃j22

, i ∈ {1, ..., r} − {2}

λ̃′j2 =
λ̃j2

λ̃j22
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Il procedimento può essere iterato r volte, ottenendo:

ujr+1 = µj1uj1 + µj2uj2 + ...+ µjrujr

Abbiamo quindi trovato un vettore di Σ′ che dipende linearmente dai rimanenti vettori di
Σ′, quindi per la proposizione 3.2 Σ′ è linearmente dipendente. Ma ciò contraddice l'ipotesi
secondo cui Σ′ è linearmente indipendente, da qui la tesi.

3.4 Sistemi massimi di vettori linearmente indipendenti

di un insieme di vettori

Sia E uno spazio vettoriale sul campo K. Assegnato un insieme di vettori I ⊆ E, un sistema
Σ = {v1,v2, ...,vr} ⊆ I si dice sistema massimo di vettori linearmente indipendenti
di I, se:

1. Σ è linearmente indipendente.

2. Ogni sistema Σ′ contenuto in I e contenente propriamente Σ è linearmente dipendente.

Abbiamo la seguente:

Proposizione. Siano I ⊆ E e Σ = {v1,v2, ...,vr} ⊆ I con Σ linearmente indipendente:

∀Σ′ ⊆ I | Σ′ ⊃ Σ
Σ′ è linearmente dipendente

)
⇐⇒

(
∀v ∈ I, v dipende
linearmente da Σ

(3.34)

Dimostrazione. Implicazione diretta
Per ipotesi:

∀v ∈ I − Σ, I ⊇ Σ′ = Σ ∪ {v} ⊃ Σ , Σ′ è linearmente dipendente (3.35)

La (3.35) implica:

∃ (λ, λ1, ..., λr) 6= (0, 0, ..., 0) | λv+λ1v1 + λ2v2 + ...+ λrvr = 0 (3.36)

Se λ = 0 si ha:

λ1v1 + λ2v2 + ...+ λrvr = 0 =⇒
Σ è lin. indip.

λ1 = λ2 = ...λr = 0,

ma ciò è impossibile, giacché è ∃ (λ, λ1, ..., λr) 6= (0, 0, ..., 0). Quindi necessariamente λ 6= 0.
Dividendo la (3.36) per λ:

v =
r∑
i=1

λ̃ivi, (3.37)

essendo:

λ̃i = −λi
λ
, i = 1, 2, ..., r,

da cui la tesi.
Implicazione inversa. Per ipotesi: ∀v ∈ I, v dipende linearmente da Σ ⊆ I. Per la
proposizione 3.2 il sistema Σ′ = Σ∪ {v} è linearmente dipendente. In forza dell'arbitrarietà
di v ∈ E − I, ogni Σ′ ⊆ I e tale che Σ′ ⊃ Σ è linearmente dipendente, cioè la tesi.
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Osservazione. Da tale proposizione segue che assegnati I ⊆ E e un sistema Σ = {v1,v2, ...,vr} ⊆
I, dire che Σ è un sistema massimo di vettori linearmente indipendenti di I, equivale a dire
che Σ veri�ca le seguenti proprietà:

1. Σ è linearmente indipendente.

2. Ogni vettore di I dipende linearmente da Σ.

Da qui in avanti consideriamo un sottoinsieme non vuoto I di uno spazio vettoriale E
comunque assegnato.

Proposizione.

Σ = {v1,v2, ...,vr} è un sistema massimo
di vettori linearmente indipendenti di I

)
=⇒

(
∀p > r, Σ′ = {u1,u2, ...,up} ⊆ I

è linearmente dipendente
(3.38)

Dimostrazione. Per la proposizione precedente:

(∀ui ∈ Σ′, ui ∈ I) =⇒ (ui dipende linearmente da Σ) (3.39)

Per il lemma 42, se Σ′ è linearmente indipendente, la (3.39) implica p ≤ r. Viceversa, se
p > r, Σ′ è linearmente dipendente.

Proposizione.

Σ = {v1,v2, ...,vr} , Σ′ = {u1,u2, ...,up}
sistemi massimi di vettori linearmente indipendenti di I

)
=⇒ p = r

Dimostrazione. Per la proposizione 3.4 e per il lemma 42:

∀ui ∈ Σ′, ui dipende linearmente da Σ =⇒ p ≤ r

∀vi ∈ Σ, vi dipende linearmente da Σ′ =⇒ r ≤ p

cioè:
p ≤ r, r ≤ p)⇐⇒ p = r

Proposizione. Sia Σ = {v1,v2, ...,vr} un sistema massimo di vettori linearmente indipen-
denti di I.

Σ′ = {u1,u2, ...,ur} ⊆ I
è linearmente indipendente

)
=⇒

(
Σ′ è un sistema massimo

di vettori linearmente indipendenti di I

Dimostrazione. ∀v ∈ I−Σ′, Σ′∪{v} ⊆ I è linearmente dipendente (per la (3.38)), quindi per
la proposizione (3.34), v dipende linearmente da Σ′. In forza dell'arbitrarietà di v ∈ I −Σ′,
segue che Σ′ è un sistema massimo di vettori linearmente indipendenti di I.

Proposizione.

∅ è un sistema massimo di vettori
linearmente indipendenti di I 6= ∅

)
⇐⇒ (I = {0}
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Dimostrazione. I = {0} =⇒ @Σ 6= ∅ | Σ =sistema massimo di vettori linearmente indipen-
denti di I, da cui necessariamente l'unico sistema massimo è l'insieme vuoto.

Proposizione.

∀v ∈ E, ∃!Σ = sistema massimo di vettori linearmente indipendenti di {v}

Dimostrazione. v 6= 0 =⇒ Σ = {v}, mentre per la proposizione precedente:

v = 0 =⇒ Σ = ∅

Esempio 43. Sia I = {v1,v2}, ∀v1,v2 ∈ E | v1 6= v2.

I è lineramente indipendente =⇒ Σ = I

Se invece I è linearmente dipendente, si veri�ca uno dei seguenti casi: 1) v1,v2 proporzionali;
2) ∃i ∈ {1, 2} | vi = 0.
Nel caso 1 {v1}, {v2} sono sistemi massimi di vettori lineramente indipendenti di I. Nel
caso 2 l'insieme I ammette un solo sistema massimo di vettori lineramente indipendenti. Ad
esempio, se v1 = 0, {v2} è l'unico sistema massimo di vettori linearmente indipendenti di I.

3.5 Basi e dimensioni di uno spazio vettoriale

Sia E uno spazio vettoriale sul campo K. Supponiamo che E sia �nitamente generabile. In
tale ipotesi, l'insieme dei vettori di E ammette dei sistemi massimi di vettori linearmente
indipendenti, che prendono il nome di basi di E.
Le basi di E hanno tutte lo stesso ordine n che si chiama la dimensione di E, e si indica
con dimE.

De�nizione. Uno spazio vettoriale E su K si dice di dimensione non �nita o con impro-
prietà di linguaggio in�nita, se in esso esistono sistemi di vettori linearmente indipendenti
di ordine comunque elevato.

Tipicamente una base di E è indicata con:

{e1, e2, ..., en} ≡ {ei} (3.40)

Per ogni v ∈ E:
v = λ1e1 + λ2e2 + ...+ λnen (3.41)

Gli scalari (λ1, λ2, ...λn) sono le componenti del vettore v nella base {ei}, e si indicano con
(v1, v2, ..., vn), per cui:

v = v1e1 + v2e2 + ...+ vnen (3.42)

Una scrittura equivalente è:

v = (v1, v2, ..., vn)
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Esempio 44. Consideriamo lo spazio vettoriale Rn sul campo reale R. I vettori unitari
di Rn:

e1 = (1, 0, ..., 0) , e2 = (0, 1, ..., 0) ,..., en = (0, 0, ..., 1) ,

costituiscono una base di Rn. Quindi dimRn = n.
Infatti preso ad arbitrio un vettore v = (v1, v2, ..., vn):

v = (v1, 0, ..., 0) + (0, v2, ..., 0) + ... (0, 0, ..., vn)

=
n∑
i=1

viei

3.6 Il metodo delle trasformazioni elementari

Questo metodo è utile per la ricerca di un sistema massimo di vettori linearmente indi-
pendenti di un insieme �nito di vettori. Per �ssare le idee, consideriamo un sistema �nito
Σ = {v1,v2, ...vr} di uno spazio vettoriale E comunque assegnato.

De�nizione. Si dice trasformazione elementare di Σ operante sul vettore vj tramite il
vettore vi e lo scalare λ, e si indica con [j, i, λ], l'operazione che al sistema Σ sostituisce il
sistema Σ′ ottenuto da Σ sostituendo al vettore vj il vettore vj + λvi. Quindi:

Σ = {v1, ...,vj, ...,vr} −→ Σ′ = {v1, ...,vj + λvi, ...,vr}

Esempio 45. Consideriamo il sistema di vettori di R3

Σ = {v1,v2,v3,v4} ,

essendo

v1 =
(

2, 0,−
√

2
)

v2 = (1,−1, π)

v3 =
(√

3, 0, 0
)

v4 = (1, 0, e)

Il risultato della trasformazione elementare [3, 1, 4] è il sistema di vettori Σ′ = {v1,v2,v3 + 4v1,v4},
cioè il sistema i cui vettori sono:

v1 =
(

2, 0,−
√

2
)

v2 = (1,−1, π)

v3 + 4v1 =
(√

3 + 8, 0,−
√

2
)

v4 = (1, 0, e)

Proposizione. Se Σ′ è il sistema di vettori ottenuto da Σ = {v1,v2, ...,vr} mediante una
qualunque trasformazione elementare, risulta:

Σ è linearmente
indipendente

)
⇐⇒

(
Σ′ è linearmente
indipendente



3.6 Il metodo delle trasformazioni elementari 97

Dimostrazione. Senza perdita di generalità, supponiamo che Σ′ sia il risultato della trasfor-
mazione lineare [1, 2, λ], cosicchè Σ′ = {w1,v2, ...,vr}, essendo:

w1 = v1 + λv2

Ciò premesso, dimostriamo l'implicazione diretta. Consideriamo la relazione vettoriale:

λ1w1 + λ2v2 + ...+ λrvr = 0

Cioè:

λ1 (v1 + λv2) + λ2v2 + ...+ λrvr = 0

λ1v1 + (λ2 + λλ1)v2 + λ3v3...+ λrvr = 0

=⇒
S è lin. indip.

λ1 = λ2 + λλ1 = λ3 = ... = λr = 0

=⇒ λ1 = λ2 = ... = λr = 0,

quindi Σ′ è linearmente indipendente.
Implicazione inversa. Consideriamo la relazione vettoriale:

λ1w1 + λ2v2 + ...+ λrvr

= λ1v1 + λ2v2 + ...+ λrvr + (λ1λ)v2

Abbiamo:
n∑
i=1

λ1vi = 0 =⇒ λ1w1 + λ2v2 + ...+ λrvr = 0 + (λ1λ)v2

cioè:

λ1w1 + (λ2 − λ1λ)v2 + λ3v3 + ...+ λrvr = 0

=⇒
S′ è lin. indip.

λ1 = λ2 − λ1λ = λ3 = ... = λr = 0

=⇒ λ1 = λ2 = ... = λr = 0,

quindi Σ è linearmente indipendente.

De�nizione. Il sistema Σ = {v1,v2, ...,vr} è ridotto rispetto al vettore vi ed alla
componente j-esima, se la componente j-esima di vi è diversa da zero e ogni altro vettore
di Σ ha la componente j-esima nulla.
Quindi, se n = dimE:

vi = (vi1, ..., vij 6= 0, ..., vin)

∀k 6= i, vk = (vk1, ..., vkj = 0, ..., vkn)

Esempio 46. Assegnato lo spazio vettoriale R4, consideriamo il sistema di vettori Σ =
{v1,v2,v3},

v1 = (−3, 0, 2, 5)

v2 = (0, 0, 1, 4)

v3 = (0, 2, 0, 0)

Σ è ridotto rispetto al vettore v1 e alla prima componente. Inoltre è ridotto rispetto a v3 e
alla seconda componente.
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Proposizione. Un sistema ridotto rispetto a tutti i suoi vettori non nulli è linearmente
indipendente.

Dimostrazione. Senza perdita di generalità Σ = {v1,v2, ...vr} è ridotto rispetto a vi e alla
i-esima componente, per i = 1, 2, ..., r. Quindi:

v1 = (v11, 0, ..., 0, v1,r+1, ..., v1n)

v2 = (0, v21, ..., 0, v2,r+1, ..., v2n)

...

vr = (0, 0, ..., vrr, vn,r+1, ..., vnn)

Consideriamo la relazione vettoriale:

λ1v1 + λ2v2 + ...+ λnvn = 0,

equivalente a:

(λ1v11, 0, ...0, λ1v1,r+1, ..., λ1v1n) +

+ (0, λ2v21, ..., 0, λ2v2,r+1, ..., λ2v2n) +

+ ...+ (0, 0, ..., λrvrr, λrvr,r+1, ..., λrvrn) = 0

⇐⇒ (λ1v11, λ2v22, ..., λrvrr, λ1v1,r+1 + λ2v2,r+1 + ...+ λrvr,r+1, ..., λ1v1n + λ2v2n + ...+ λrvrn)

= (0, 0, ..., 0, 0, ..., 0)

cioè il sistema: 

λ1v11 = 0
λ2v22 = 0

...
λrvrr = 0

r∑
i=1

λivi,r+1 = 0

...
r∑
i=1

λivi,n = 0

⇐⇒
vii 6=0

λi = 0, i = 1, 2, ..., r

donde Σ è linearmente indipendente.

La proposizione precedente è utilissima per la ricerca di un sistema massimo di vettori linera-
mente indipendenti di un insieme assegnato di vettori. Supponiamo di voler ricercare un si-
stema massimo di vettori linearamente indipendenti di Σ = {v1,v2, ...,vr}. Applicando ripe-
tutamente opportune trasformazioni elementari, otteniamo il sistema Σ′ = {w1,w2, ...,wr}
da cui scartando eventuali vettori nulli, otteniamo il sistema Σ′0 ridotto rispetto a tutti i suoi
vettori. Senza perdita di generalità: Σ′0 = {w1,w2, ...,wp}, con p ≤ r e tale che wi = 0 con
i = p+ 1, ..., r.
Per la proposizione precedente, il sistema Σ′0 è linearmente indipendente, mentre Σ′0 ∪ {wi}
è lineramente dipendente (i = p + 1, ..., r), per cui Σ′0 è un sistema massimo di vettori
lineramente indipendenti di Σ′.
Inoltre:

Σ′0 linearmente indipendente ) =⇒ (Σ0 è linearmente indipendente ,
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essendo Σ0 il sistema corrispondente a S ′0.

∀i ∈ {p+ 1, ..., r} , Σ′0 ∪ {wi}
è linearmente dipendente

)
=⇒

(
∀i ∈ {p+ 1, ..., r} , Σ0 ∪ {vi}
è linearmente dipendente

Si conclude che Σ0 è un sistema massimo di vettori lineramente indipendenti di Σ.

Esempio 47. Determiniamo un sistema massimo di vettori lineramente indipendenti del
seguente insieme di vettori dello spazio vettoriale R3:

Σ = {v1,v2,v3,v4} ,

essendo:

v1 = (0, 1, 2)

v2 = (0, 1, 0)

v3 = (1,−1, 0)

v4 = (0, 0, 1)

Eseguendo le opportune trasformazioni elementari, otteniamo il sistema

Σ′ = {w1,w2,w3,w4} ,

essendo:

w1 = (0, 0, 0)

w2 = (0, 1, 0)

w3 = (1, 0, 0)

w4 = (0, 0, 1)

Quindi:
Σ′0 = {w2,w3,w4}

Si conclude che un sistema massimo di vettori lineramente indipendenti di Σ è Σ0 =
{v2,v3,v4}

3.7 Cambiamento di base

Abbiamo visto che assegnata una base (3.40) dello spazio vettoriale E, un vettore v ∈ E ha
componenti (v1, v2, ..., vn) in tale base. È conveniente utilizzare la convenzione di Einstein,
secondo cui si somma sugli indici ripetuti (in basso e in alto). Quindi l'espressione (3.42)

v = viei,

avendo ride�nito le componenti di v:

v =
(
v1, v2, ..., vn

)
Ciò premesso, siano {ei}, {e′i} due basi distinte del medesimo spazio vettoriale E su K.
Evidentemente:

e′k = αikei (3.43)
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Qui αik compongono una matrice P (n× n) sul campo K, essendo l'indice in alto l'indice
di riga, e quello in basso l'indice di colonna. A loro volta i vettori ei si esprimono come
combinazione lineare dei vettori di {e′i}:

ek = βike
′
i (3.44)

In maniera analoga, i coe�cienti βik della combinazione lineare sono gli elementi di matrice
di P ′ (n× n) sul campo K.
Sostituendo la (3.43) nella (3.44):

ek = βikα
j
iej (3.45)

Il vettore ek si scrive:

ek = δjkej,

essendo δik il simbolo di Kronecher :

δik =

{
1, se i = k
0, se i 6= k

La (3.45) diventa:

βikα
j
iej − δ

j
kej = 0

Cioè: (
βikα

j
i − δ

j
k

)
ej = 0 (3.46)

Per de�nizione di base, il sistema di vettori {ei} è linearmente indipendente, donde la (3.46)
è veri�cata se e solo se:

βikα
j
i = δjk per k, j = 1, 2, ..., n

che è manifestamente equivalente alla relazione seguente:

P ′P = 1,

essendo 1 la matrice identità di ordine n.
Allo stesso modo si dimostra che PP ′ = 1. Si conclude che:

P ′ = P−1

Si consideri ora un vettore v ∈ E che ha componenti (v1, v2, ..., vn) in {ei}:

v = vkek (3.47)

Il medesimo vettore ha componenti (v′1, v′2, ..., v′n) in {e′i}:

v = v′ie′i (3.48)

Confrontando le (3.47)-(3.48):

v′ie′i = vkek
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e tenendo conto della (3.44):

v′ie′i = vkβjke
′
j

Eseguendo negli indici muti la sostituzione (k, j)→ (j, i):

v′ie′i = vjβije
′
i

cioè: (
v′i−vjβij

)
e′i = 0

Il sistema di vettori {e′i} è linearmente indipendente, per cui:

v′i−vjβij = 0⇐⇒ v′i=βijv
j, i = 1, 2, ..., n (3.49)

Indichiamo con V la matrice (n× 1) i cui elementi sono le componenti di v in {ei}:

V
def
=


v1

v2

...
vn

 , (3.50)

Quindi:

V ′ =


v′1

v′2

...
v′2

 (3.51)

Con le posizioni (3.50)-(3.51), la (3.49) si scrive:

V ′ = P−1V , (3.52)

che può essere invertita:

V = PV ′ (3.53)

Le (3.52)-(3.53) sono le formule del cambiamento di base {ei} → {e′i}, mentre la matrice P
è la matrice di passaggio dalla base {ei} alla base {e′i}.

Esempio 48. Assegnato il vettore v = (1, 2) nella base e1 = (1, 0), e2 = (0, 1) dello spazio
vettoriale R2, si determinino le componenti di v rispetto alla base e′1 = (1, 1), e′2 = (1,−1).

Soluzione 49. La matrice R è:

R =

(
1 1
1 −1

)
, detR = −1− 1 = −2

la cui aggiunta è:

aggR =

(
−1 −1
−1 1

)
Quindi l'inversa [eq. (1.51)]:

R−1 =

(
1
2

1
2

1
2
−1

2

)
,
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Per la (3.52):

V ′ =

(
1
2

1
2

1
2
−1

2

)(
1
2

)
=

(
3
2

−1
2

)
,

quindi:

v′1 =
3

2
, v′2 = −1

2

Esempio 50. Assegnato il vettore v = (3, 2, 2) nella base e1 = (1, 0, 0), e2 = (0, 1, 0),
e3 = (0, 0, 1) dello spazio vettoriale R3, si determinino le componenti di v rispetto alla base
e′1 = (1, 0, 1), e′2 = (2, 1, 0), e′3 = (0, 1, 1).

Soluzione 51. La matrice R è:

R =

 1 2 0
0 1 1
1 0 1


L'inversa è:

R−1 =

 1
3
−2

3
2
3

1
3

1
3
−1

3

−1
3

2
3

1
3


Quindi il vettore colonna nella nuova base:

V ′ =

 1
3
−2

3
2
3

1
3

1
3
−1

3

−1
3

2
3

1
3

 3
2
2

 =

 1
1
1


Si conclude che le componenti di v nella nuova base sono:

v′1 = 1, v′2 = 1, v′3 = 1

3.8 Dimensione di un sottospazio vettoriale

Sia Σ = {v1,v2, ...,vr} un sistema di vettori di uno spazio vettoriale E comunque assegnato
sul campo K. Se Σ è linearmente indipendente, risulta dimA [Σ] = r, essendo A [Σ] il
sottospazio vettoriale di E generato da Σ. Infatti:

1. Σ è linearmente indipendente

2. ∀v ∈ A [Σ], v dipende linearmente da Σ,

quindi Σ è una base di A [Σ] e ciò implica dimA [Σ] = r.

Osservazione. A [Σ] è il più piccolo sottospazio contentente Σ e si indica anche con la
notazione [Σ]. Una denominazione alternativa è inviluppo lineare di Σ, e si indica con
L (Σ).

Proposizione (Teorema del completamento della base) 52. Sia E uno spazio vetto-
riale n-dimensionale. Se Σ = {v1,v2, ...,vr} è un sistema di vettori linearmente indipendenti
di E, allora ∃vr+1, ...,vn ∈ E | Σ′ = Σ ∪ {vr+1, ...,vn} è una base di E.
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Dimostrazione.

r < n =⇒ ∃vr+1 ∈ E − {0} | vr+1 /∈ [Σ] ,

giacché Σ non è una base di E. Assegnato il sistema {v1,v2, ...,vr,vr+1}, consideriamo la
relazione vettoriale:

λ1v1 + λ2v2 + ...+ λrvr + λr+1vr+1 = 0 (3.54)

Se λr+1 6= 0:

vr+1 =
r∑
i=1

λ̃ivi, con λ̃i = − λi
λr+1

Ma ciò è impossibile, giacché vr+1 /∈ [Σ]. Quindi deve essere λr+1 = 0. Perciò la (3.54)
diventa:

λ1v1 + λ2v2 + ...+ λrvr = 0 =⇒
Σ è lin. indip.

λ1 = λ2 = ... = λr = 0

Ciò implica che Σ ∪ {vr+1} è linearmente indipendente, poichè la (3.54) implica λ1 = λ2 =
... = λr = λr+1 = 0. Se risulta r + 1 < n, allora ∃vr+2 ∈ E − {0} | vr+2 /∈ [Σ], giacché
Σ non è una base di E. Possiamo allora ripetere il ragionamento precedente sul sistema
{v1,v2, ...,vr,vr+1,vr+2}, giungendo alla conclusione che Σ ∪ {vr+1,vr+2} è linearmente
indipendente. Iterando il procedimento per un numero �nito di volte, giungiamo ad un
sistema Σ′ = Σ∪{vr+1, ...,vn} linearmente indipendente e tale che ogni vettore di E dipende
linearmente da Σ′, da cui l'asserto.

Da ciò segue immediatamente:

Corollario 53. Sia E uno spazio vettoriale di dimensione �nita, e sia V un suo sottospazio.
Allora V ha dimensione �nita, dimV ≤ dimE, risultando

dimV = dimE ⇐⇒ V = E

Inoltre
Σ′ è una base di V =⇒ ∃Σ base di E | Σ′ ⊆ Σ

3.9 Somma di due spazi vettoriali

Dati due sottospazi V e W di uno spazio vettoriale vettoriale E, si de�nisce il sottospazio
somma:

V +W = {v + w | v ∈ V , w ∈ W} , (3.55)

e il sottospazio intersezione V ∩W .
Proviamo che (3.55) è un sottospazio vettoriale di E:

∀ (v1 + w1) , (v2 + w2) ∈ V +W , (3.56)

(v1 + w1) + (v2 + w2) = (v1 + v2)︸ ︷︷ ︸
∈V

+ (w1 + w2)︸ ︷︷ ︸
∈W

=⇒ [(v1 + w1) + (v2 + w2)] ∈ V +W



104 Spazi vettoriali

∀λ ∈ K, ∀ (v + w) ∈ V +W , (3.57)

λ (v + w) = λv︸︷︷︸
∈V

+ λv︸︷︷︸
∈W

=⇒ λ (v + w) ∈ V +W

Le (3.56)-(3.57) implicano che V +W è un sottospazio vettoriale di E.

Teorema 54. Le dimensione di V,W, V +W,V ∩W , sono legate dalla formula di Grass-
mann:

dimV + dimW = dim (V +W ) + dim (V ∩W ) (3.58)

Dimostrazione. Poniamo:
dim (V ∩W ) = m

Sia {v1,v2, ...,vm} una base di V ∩W . Per il teorema di completamento della base:

V ∩W ⊆ V =⇒ ∃{v1,v2, ...,vm,u1,u2, ...,um′} base di V

V ∩W ⊆ W =⇒ ∃{v1,v2, ...,vm,w1,w2, ...,wm′′} base di W,

essendo m+m′ = dimV , m+m′′ = dimW .
Posto Σ = {v1,v2, ...,vm,u1,u2, ...,um′ ,w1,w2, ...,wm′′}, è manifestamente V +W = L (Σ).
Dimostriamo che Σ è una base di V +W . A tale scopo consideriamo la relazione vettoriale:

m∑
i=1

λivi +
m′∑
i=1

µiui +
m′′∑
i=1

νiwi = 0 (3.59)

Da cui:
m′∑
i=1

µiui =
m∑
i=1

(−λi)vi +
m′′∑
i=1

(−νi)wi

È chiaro che
m′∑
i=1

µiui ∈ V ∩W , per cui ∃βi ∈ K |
m′∑
i=1

µiui =
m∑
i=1

βivi Quindi:

m∑
i=1

βivi +
m′∑
i=1

(−µi)ui = 0

Ma {v1,v2, ...,vm,u1,u2, ...,um′} è linearmente indipendente, quindi:

m∑
i=1

βivi +
m′∑
i=1

(−µi)ui = 0 =⇒ β1 = ... = βm = −µ1 = ... = −µm′ = 0

=⇒ µ1 = ... = µm′ = 0

La (3.59) diventa:
m∑
i=1

λivi +
m′′∑
i=1

νiwi = 0

Ma {v1,v2, ...,vm,w1,w2, ...,wm′} è linearmente indipendente, quindi:

m∑
i=1

λivi +
m′′∑
i=1

νiwi = 0 =⇒ λ1 = ... = λm = ν1 = ... = νm′′ = 0
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Ne concludiamo che {v1,v2, ...,vm,u1,u2, ...,um′ ,w1,w2, ...,wm′′} è linearmente indipenden-
te. Abbiamo così dimostrato che Σ è una base di V + W . Siamo ora in grado calcolare la
dimensione di V +W :

dim (V +W ) = m+m′ +m′′ = (m+m′)︸ ︷︷ ︸
=dimV

+ (m+m′′)︸ ︷︷ ︸
=dimW

− m︸︷︷︸
=dim(V ∩W )

,

donde l'asserto.

Se V ∩W = {0}, allora il sottospazio V + W si indica con V ⊕W , e si chiama somma
diretta di V e W . In tal caso la formula di Grassman diventa:

dimV + dimW = dim (V ⊕W )

Teorema 55.

u ∈ E =⇒ ∃!v ∈ V , ∃!w ∈ W | u = v + w)⇐⇒ E = V ⊕W
Dimostrazione. Implicazione inversa
u ∈ V ⊕W =⇒ ∃v ∈ V , ∃w ∈ W | u = v + w Supponiamo che

∃v′ ∈ V, ∃w′ ∈ W | u = v′ + w′

da cui:
v + w = v′ + w′ =⇒ v − v′ = w −w′

Cioè:

(v − v′) ∈ V, (w −w′) ∈ W , V ∩W = {0}
=⇒ v − v′ = w −w′ = 0 =⇒ v = v′, w = w′

Dimostriamo l'implicazione diretta. Per ipotesi:

u ∈ E =⇒ ∃!v ∈ V , ∃!w ∈ W | u = v + w

Abbiamo:

u ∈ V ∩W ,
u = u + 0, u ∈ V , 0 ∈ W
u = 0 + u, 0 ∈ V , u ∈ W

Per l'unicità della decomposizione di u deve essere: u = 0. Quindi:

∀u ∈ V ∩W , u = 0 =⇒ V ∩W = {0}
Ne concludiamo che E = V ⊕W .

Osservazione. La relazione E = V ⊕W si interpreta dicendo che lo spazio vettoriale E
si decompone nella somma diretta di V e W . Se invece E = V + W e V + W non è una
somma diretta, ogni vettore di E si decompone in ∞dim(V ∩W ) modi diversi, nella somma di
un vettore di V e di un vettore di W .

Teorema 56. Assegnato un sottospazio vettoriale V di E, esiste almeno un sottospazio
vettoriale W tale che E = V ⊕W .
W si chiama spazio supplementare di V in E.

Dimostrazione. Omessa

Osservazione. Uno spazio supplementare non è univocamente determinato.

Nel caso di uno spazio vettoriale E �nito-dimensionale, la determinazione di una base di
uno spazio supplementare di V è facilitata dal teorema di completamento della base, per cui
assegnata comunque una base {e1, ..., en} di E, se dimV = n1, è possibile scegliere n − n1

vettori tra e1, ..., en tali che essi siano una base di un supplementare di V in E.
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3.10 Esercizi

1. Assegnati i seguenti vettori di R2:

v1 = (2, 4) , v2 = (1, 2) , v3 = (−1, 1) , v4 = (3, 6) , v5 = (4, 5) , v6 = (3, 9) ,

provare che: 1) v2,v4 sono proporzionali a v1; 2) v5 dipende linearmente da Σ1 =
{v1,v3}; 3) v4 dipende linearmente da Σ2 = {v1,v2}; 4) v6 dipende linearmente da
Σ3 = {v1,v3,v5}; 5) v3 non dipende linearmente da Σ2.

2. Assegnati i seguenti vettori di R3:

v1 = (1, 2, 1) , v2 = (1, 1, 0) , v3 = (0, 1, 1) , v4 = (1, 1, 1) , v5 = (2, 1,−2) , v6 = (1, 5, 4) ,

provare che: 1) v4,v5 non dipendono linearmente Σ1 = {v1,v2}; 2) v3 e v6 dipendono
linearmente da Σ1; 3) v5 dipende linearmente da Σ2 = {v1,v2,v4}; 4) v6 dipende
linearmente da Σ3 = {v1,v2,v3}.

3. Provare che il seguente sistema di vettori di R3:

Σ = {v1,v2,v3} ,

essendo: v1 = (1, 1, 1), v2 = (1, 2, 3), v3 = (2,−1, 1), è linearmente indipendente.
Esprimere quindi il vettore v = (1,−2, 5) come combinazione lineare dei vettori di Σ.

4. Assegnato il sistema i vettori di R3:

Σ = {v1,v2,v3} ,

essendo: v1 = (1,−3, 2), v2 = (2,−4,−1), v3 = (1,−5, 7), scrivere il vettore v =
(2,−5, 3) come combinazione lineare dei vettori di Σ.

5. Provare che il seguente sistema di vettori di R3:

Σ = {v1,v2} ,

essendo: v1 = (3, 0,−2), v2 = (2,−1,−5), è linearmente indipendente. Determinare
poi per quali valori del parametro reale k il vettore v = (1,−2, k) si esprime come
combinazione lineare dei vettori di Σ.

6. Sia Σ = {u (x) , v (x) , w (x)} un sistema di vettori di P2 [x] (spazio vettoriale i cui
vettori sono i polinomi su R di grado ≤ 2).

u (x) = x2 − 2x+ 5, v (x) = 2x2 − 3x, w (x) = x+ 3

Dimostrare che Σ è linearmente indipendente ed esprimere il vettore p (x) = x2 +4x−3
come combinazione lineare dei vettori di Σ.
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7. Assegnati i vettori di P2 [x]:

a (x) = x2 − x+ 1 b (x) = x2 + x− 1 c (x) = x2

d (x) = −x+ 1 e (x) = 2x2 − x+ 2 f (x) = x2 + x− 2
,

mostare che: 1) b (x) non è proporzionale a a (x); 2) c (x) dipende linearmente da Σ1 =
{a (x) , b (x)}; 3) e (x) non dipende linearmente da Σ1; 4) e (x) dipende linearmente
da Σ2 = {a (x) , b (x) , c (x)}; 5) d (x) dipende linearmente da Σ2; 6) f (x) dipende
linearmente da Σ3 = {a (x) , b (x) , e (x)}.

8. Provare che il sistema Σ =
{
e1 (x) = 1, e2 (x) = x− 1, e3 (x) = (x− 1)2} è una base

di P2 [x], e trovare le componenti di p (x) = 4x2 − x+ 1 in Σ.

9. Mostrare che dimPn [x] = n+ 1.

10. Sia P∞ [x] lo spazio vettoriale dei polinomi su R di grado comunque elevato. Mostrare
che tale spazio ha dimensione in�nita.

11. Determinare la matrice del cambiamento di base dello spazio vettoriale P2 [x] quando
si passa dalla base

e0 (x) = 1, e2 (x) = x, e3 (x) = x2

alla base:
e′1 (x) = 1, e′2 (x) = x− x0, e

′
3 (x) = (x− x0)2 ,

determinando poi le componenti di p (x) = a0 + a1x+ a2x
2 nella nuova base.

12. Mostrare che dimMR (m× n) = mn.

13. Assegnato lo spazio vettoriale R3, si considerino le basi:

e1 = (1, 0, 0) , e2 = (0, 1, 0) , e3 = (0, 0, 1)

e′1 = (1, 1, 1) , e′2 = (1, 1, 0) , e′3 = (1, 0, 0)

Determinare le componenti dei vettori v e w nella base {e′i}, essendo note le loro
componenti nella base {ei}: v = (4,−3, 2), w = (a, b, c).

14. Assegnato lo spazio vettoriale Rn si consideri l'insieme:

H =
{(
x1, x2, ..., xn

)
∈ Rn | x1 = x2 = ... = xα = 0

}
⊂ Rn,

essendo α ∈ {1, ...n− 1}.
Dimostrare che H è un sottospazio vettoriale di Rn determinandone la dimensione.

15. Assegnato lo spazio vettoriale R3 si consideri l'insieme:

H =
{

(v1, v2, v3) ∈ R3 : 2v1 + v2 − v3 = 0
}
⊂ R3

Dimostrare che H è un sottospazio vettoriale di R3, determinandone una base.
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3.10.1 Soluzioni

1. Il quesito 1 si risolve banalmente:

v2 =
1

2
v1, v4 =

3

2
v1

Quesito 2:
v5 = λv1 + µv3

cioè:

λ (2, 4) + µ (−1, 1) = (4, 5)⇐⇒
{

2λ− µ = 4
4λ+ µ = 5

,

che ammette l'unica soluzione (λ, µ) = (3/2,−1), quindi:

v5 =
3

2
v1 − v3

Quesito 3:
v4 = αv1 + βv2,

cioè:

α (2, 4) + β (1, 2) = (3, 6)⇐⇒
{

2α + β = 3
4α + 2β = 6

,

che ammette ∞1soluzioni (α, β) = (α, 3− 2α), ∀α ∈ R, quindi:

v4 = 3v2 − αv1, ∀α ∈ R

Quesito 4:
v6 = λv1 + µv3 + νv4,

cioè:

λ (2, 4) + µ (−1, 1) + ν (4, 5) = (3, 9)⇐⇒
{

2λ− µ+ 4ν = 3
4λ+ µ+ 5ν = 9

,

che ammette ∞1soluzioni (λ, µ, ν) =
(
2− 3

2
ν, 1 + ν, ν

)
, ∀ν ∈ R, quindi:

v6 =

(
2− 3

2
ν

)
v1 + (1 + ν)v3 + νv5

= 2v1 + v3 + ν

(
v3 + v5 −

3

2
v1

)
, ∀ν ∈ R

Quesito 5:
v3 = γv1 + δv2

cioè:

γ (2, 4) + δ (1, 2) = (−1, 1)⇐⇒
{

2γ + δ = −1
4γ + 2δ = 1

Tale sistema è incompatibile =⇒ @ (γ, δ) : v3 = γv1 + δv2.
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2. Quesito 1:
v4 = λv1 + µv2

cioè:

λ (1, 2, 1) + µ (1, 1, 0) = (1, 1, 1)⇐⇒


λ+ µ = 1
2λ+ µ = 1
λ+ 0 = 1

Tale sistema lineare è incompatibile, quindi @ (λ, µ) : v4 = λv1 + µv2.

v5 = λv1 + µv2

cioè:

λ (1, 2, 1) + µ (1, 1, 0) = (2, 1,−2)⇐⇒


λ+ µ = 2
2λ+ µ = 1
λ+ 0 = −2

Tale sistema lineare è incompatibile, quindi @ (λ, µ) : v5 = λv1 + µv2.

Quesito 2:
v3 = λv1 + µv2

cioè:

λ (1, 2, 1) + µ (1, 1, 0) = (0, 1, 1)⇐⇒


λ+ µ = 0
2λ+ µ = 1
λ+ 0 = 1

La terza equazione di tale sistema è combinazione lineare delle prime due, per cui:{
λ+ µ = 0
2λ+ µ = 1

=⇒ (λ, µ) = (1,−1)

Quindi:
v3 = v1 − v2

Imponiamo che:
v6 = αv1 + βv2

cioè:

α (1, 2, 1) + β (1, 1, 0) = (1, 5, 4)⇐⇒


α + β = 1
2α + β = 5
α + 0 = 4

La terza equazione di tale sistema è combinazione lineare delle prime due, per cui:{
α + β = 1
2α + β = 5

=⇒ (α, β) = (4,−3) ,

quindi:
v6 = 4v1 − 3v2

Quesito 3:
v5 = λv1 + µv2 + νv4,
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cioè:

λ (1, 2, 1) + µ (1, 1, 0) + ν (1, 1, 1) = (2, 1,−2)⇐⇒


λ+ µ+ ν = 2
2λ+ µ+ ν = 1
λ+ 0 + ν = −2

Tale sistema è compatibile e determinato: ∃! (λ, µ, ν) = (−1, 4− 1), donde:

v5 = −v1 + 4v2 − v4

Quesito 4:
v6 = λv1 + µv2 + νv3,

cioè:

λ (1, 2, 1) + µ (1, 1, 0) + ν (0, 1, 1) = (1, 5, 4)⇐⇒


λ+ µ+ 0 = 1

2λ+ µ+ ν = 5
λ+ 0 + ν = 4

La terza equazione di tale sistema è combinazione lineare delle prime due, per cui:{
λ+ µ+ 0 = 1

2λ+ µ+ ν = 5

Tale sistema è compatibile e indeterminato. Precisamente: p = 2, n = 3 =⇒
∃∞1soluzioni:

(λ, µ, ν) = (4− ν, ν − 3, ν) , ∀ν ∈ R

Quindi il vettore v6 si esprime in ∞1 modi distinti come combinazione lineare dei
vettori v1, v2, v3:

v6 = (4− ν)v1 + (ν − 3)v2 + νv3

Osservazione. Esistono ∞1 combinazioni lineari, poiché il sistema {v1,v2,v3} è li-
nearmente dipendente. Infatti il sistema omogeneo:

α + β + 0 = 0
2α + β + γ = 0
α + 0 + γ = 0

,

ha caratteristica p = 2, per cui ammette ∞1 autosoluzioni =⇒ ∃ (α, β, ν) 6= (0, 0, 0) |
αv1 + βv2 + γv3 = 0.

3. Abbiamo l'equazione vettoriale:

λ1 (1, 1, 1) + λ2 (1, 2, 3) + λ3 (2,−1, 1) = (0, 0, 0)

che scritta componente per componente conduce al sistema omogeneo:

λ1 + λ2 + 2λ3 = 0 (3.60)

λ1 + 2λ2 − λ3 = 0

λ1 + 3λ2 + λ3 = 0
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La matrice dei coe�cienti è:

A =

 1 1 2
1 2 −1
1 3 1


Abbiamo: detA = 5 =⇒ il sistema (3.60) ammette unicamente la soluzione banale
(λ1, λ2, λ3) = (0, 0, 0), per cui il sistema Σ è linearmente indipendente.

Scriviamo la combinazione lineare:

v = λ1v1 + λ2v2 + λ3v3

equivalente a:

λ1 + λ2 + 2λ3 = 1 (3.61)

λ1 + 2λ2 − λ3 = −2

λ1 + 3λ2 + λ3 = 5

Tale sistema è compatibile e determinato. La soluzione è (λ1, λ2, λ3) = (−6, 3, 2).
Perciò: v = −6v1 + 3v2 + 2v3.

4. Il sistema Σ = {(1,−3, 2) , (2,−4,−1) , (1,−5, 7)} è linearmente dipendente se il siste-
ma lineare omogeneo:

λ1 + λ2 + λ3 = 0 (3.62)

−3λ1 − 4λ2 − 5λ3 = 0

2λ1 − λ2 + 7λ3 = 0,

è banale. La matrice dei coe�cienti è:

A =

 1 2 1
−3 −4 −5
2 −1 7


Risulta: detA = 0 =⇒ p < n, essendo p la caratteristica del sistema e n = 3 il
numero di incognite. Quindi il sistema (3.62) ammette ∞n−p soluzioni non nulle,
perciò ∃ (λ1, λ2, λ3) 6= 0, da ciò segue che Σ è linearmente dipendente e che non è
possibile esprimere il vettore v come combinazione lineare dei vettori di Σ.

5. @λ ∈ R : v1 = λv2, quindi per la proposizione 3.2 il sistema Σ è linearmente
indipendente. Scriviamo:

v = λ1v1 + λ2v2,

ottenendo il sistema lineare:

3λ1 + 2λ2 = 1 (3.63)

0− λ2 = −2

−2λ1 − 5λ2 = k
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La matrice dei coe�cienti e la matrice dei coe�cienti più termini noti:

A =

 3 2
0 −1
−2 −5

 ;M (k) =

 3 2 1
0 −1 −2
−2 −5 k

 ;

Risulta: p = r (A) = 2. A�nchè il sistema sia compatibile, deve essere r (A) = r (M).
Poniamo:

F (k)
def
= detM (k) =

∣∣∣∣∣∣
3 2 1
0 −1 −2
−2 −5 k

∣∣∣∣∣∣ = −3 (k + 8)

È facile convincersi che r (A) = r (M) = 2 ⇐⇒ F (k) = 0 ⇐⇒ k = −8
def
= k∗. Ed è

questo il valore di k tale che:

v =
2∑
i=1

λivi

Per k = k∗, il sistema (3.63) ammette l'unica soluzione (λ1, λ2) = (−1, 2), per cui:

v = −v1 + 2v2

6. Il sistema Σ è linearmente indipendente se:

λu (x) + µv (x) + νw (x) = 0 =⇒ λ = µ = ν = 0

Sostituendo le espressioni analitiche di u (x), v (x), w (x) e ordinando i vari termini:

(λ+ 2µ)x2 + (−2λ− 3µ+ ν)x+ (5λ+ 3ν) = 0, (3.64)

essendo 0 il polinomio nullo 0x2 + 0x+ 0.

La (3.64) equivale al sistema:

λ+ 2µ+ 0 = 0 (3.65)

−2λ− 3µ+ ν = 0

5λ+ 0 + 3ν = 0,

che è banale: (λ, µ, ν) = (0, 0, 0), per cui Σ è linearmente indipendente.

Scriviamo:
p (x) = λ1u (x) + λ2v (x) + λ3w (x) ,

cioè:

λ1 + 2λ2 + 0 = 1 (3.66)

−2λ1 − 3λ2 + λ3 = 4

5λ1 + 0 + 3λ3 = −3,

Il sistema lineare (3.66) è compatibile e determinato. La soluzione è (λ1, λ2, λ3) =
(−3, 2, 4); pertanto:

p (x) = −3u (x) + 2v (x) + 4ν (x)
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7. 1) b (x) e a (x) sono proporzionali se:

(∃λ ∈ R : b (x) = λa (x))⇐⇒ x2 + x− 1 = λ
(
x2 − x+ 1

)
equivalente a:

(λ− 1)x2 + (−λ− 1)x+ (λ+ 1) = 0, (3.67)

essendo 0 il polinomio nullo (vettore nullo). La (3.67) è vera se, e solo se:

λ− 1 = 0

λ+ 1 = 0

λ+ 1 = 0

Tale sistema è manifestamente incompatibile, donde @λ : b (x) = λ (x).

2). Scriviamo:
c (x) = λa (x) + µb (x)

equivalente a:
(λ+ µ− 1)x2 + (−λ+ µ)x+ (λ− µ) = 0,

da cui il sistema lineare:
λ+ µ = 1
λ− µ = 0
λ− µ = 0

=⇒ (λ, µ) =

(
1

2
,
1

2

)
,

quindi:

c (x) =
1

2
[a (x) + b (x)]

3). Scriviamo:
e (x) = λa (x) + µb (x)

Sostituendo le espressioni di a (x), b (x), e (x):

(λ+ µ− 2)x2 + (−λ+ µ+ 1)x+ (λ− µ− 2) = 0,

da cui il sistema: 
λ+ µ = 2
λ− µ = 0
λ− µ = 2

=⇒ @ (λ, µ) ,

per cui e (x) non è combinazione lineare di Σ1.

4). Scriviamo:
e (x) = λa (x) + µb (x) + νc (x)

Sostituendo le espressioni di a (x), b (x), c (x), e (x):

(λ+ µ+ ν − 2)x2 + (−λ+ µ+ 1)x+ (λ− µ− 2) = 0,
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da cui il sistema: 
λ+ µ+ ν = 2
λ− µ+ 0 = 0
λ− µ+ 0 = 0

⇐⇒
{
λ+ µ+ ν = 2
λ− µ+ 0 = 0

,

che ammette ∞1 soluzioni:

(λ, µ, ν) =
(

1− ν

2
, 1− ν

2
, ν
)
, ∀ν ∈ R

Quindi:

e (x) =
(

1− ν

2

)
a (x) +

(
1− ν

2

)
b (x) + νc (x)

Osservazione. Il vettore e (x) si esprime in in�niti modi come combinazione lineare
dei vettori Σ2 = {a (x) , b (x) , c (x)}, poiché tale sistema è linearmente dipendente.
Infatti:

αa (x) + βb (x) + γc (x) = 0⇐⇒


α + β + γ = 0
α− β + 0 = 0
α− β + 0 = 0

Tale sistema ammette ∞1 soluzioni non banali, quindi ∃∞1 (α, β, γ) 6= (0, 0, 0) :
αa (x) + βb (x) + γc (x) = 0

5). Scriviamo:
d (x) = λa (x) + µb (x) + νc (x)

Sostituendo le espressioni di a (x), b (x), c (x), d (x):

(λ+ µ+ ν)x2 + (−λ+ µ+ 1)x+ (λ− µ− 1) = 0,

da cui il sistema: 
λ+ µ+ ν = 0
λ− µ+ 0 = 1
λ− µ+ 0 = 1

,

che è compatibile e indeterminato con ∞1 soluzioni:

(λ, µ, ν) =

(
1

2

(
1− ν

2

)
,−1

2

(
1 +

ν

2

)
, ν

)
, ∀ν ∈ R

Quindi:

d (x) =
1

2

[(
1− ν

2

)
a (x) +

(
1 +

ν

2

)
b (x)

]
+ νc (x)

6). Esprimiamo il polinomio f (x) come combinazione lineare di Σ2 = {a (x) , b (x) , e (x)}:

f (x) = λa (x) + µb (x) + νe (x)

cioè:
(λ+ µ+ 2ν − 1)x2 + (−λ+ µ− ν − 1)x+ (λ− µ+ 2ν + 2) = 0,



3.10 Esercizi 115

quindi: 
λ+ µ+ 2ν = 1
−λ+ µ− ν = 1
λ− µ+ 2ν = −2

Tale sistema è compatibile e determinato:

(λ, µ, ν) =

(
3

2
,
3

2
,−1

)
,

donde:

f (x) =
3

2
[a (x) + b (x)]− e (x)

8. Scriviamo:
λ1e1 (x) + λ2e2 (x) + λ3e3 (x) = 0

Sostituendo le espressioni analitiche di ei (x):

λ1 + λ2 (x− 1) + λ3

(
x2 − 2x+ 1

)
= 0,

equivalente al sistema lineare omogeneo:
0 + 0 + λ3 = 0
0 + λ2 − 2λ3

λ1 − λ2 + λ3 = 0
,

che ammette l'unica soluzione (λ1, λ2, λ3) = (0, 0, 0), donde Σ è una base.

Scriviamo p (x):
p (x) = µ1e1 (x) + µ2e2 (x) + µ3e3 (x)

Ottenendo: 
0 + 0 + µ3 = 4

0 + µ2 − 2µ3 = −1
µ1 − µ2 + µ3 = 1

=⇒ (µ1, µ2, µ3) = (4, 7, 4)

Quindi:
p (x) = 4e1 (x) + 7e2 (x) + 4e3 (x)

Si conclude che la terna (4, 7, 4) sono le componenti del vettore p (x) nella base Σ.

9. Ricordiamo che Pn [x] è l'insieme dei polinomi su R di grado ≤ n, ed è uno spazio
vettoriale su R. Consideriamo ora il sistema di vettori di Pn [x]:

Σ =
{

1, x, x2, ..., xn
}

Abbiamo
λ0 + λ1x+ λ2x

2 + ...+ λnx
n = 0,
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cioè: 
λ1 + 0 + 0 + ...+ 0 = 0
0 + λ2 + 0 + ...+ 0 = 0

...
0 + 0 + 0 + ...+ λn = 0

⇐⇒ λi = 0, i = 0, 1, ..., n

Quindi Σ è linearmente indipendente. Inoltre, ogni vettore di Pn [x] dipende linear-
mente da Σ. Se ne conclude che Σ è una base di Pn [x], con dimensione dimPn [x] =
n+ 1.

10. Consideriamo il sistema di in�niti vettori:

Σ∞ =
{

1, x, x2, ..., xn, ...
}

Per quanto visto nell'esercizio precedente, tale sistema è linearmente indipendente.
Inoltre, ogni vettore di P∞ [x] dipende linearmente da Σ∞. Se ne conclude che Σ∞ è
una base di P∞ [x], con dimensione dimP∞ [x] = +∞.

11. La matrice R è:

R =

 1 −x0 x2
0

0 1 −2x0

0 0 1


Quindi l'inversa:

R−1 =

 1 x0 x2
0

0 1 2x0

0 0 1


Il polinomio p (x) = a0 +a1x+a2x

2 ha componenti (a0, a1, a2) in {ei (x)}, mentre nella
nuova base {e′i (x)} le componenti sono (a′0, a

′
1, a
′
2) tali che: a′0

a′1
a′2

 =

 1 −x0 x2
0

0 1 −2x0

0 0 1

 a0

a1

a2


=

 a0 + a1x0 + a2x
2
0

a1 + 2a2x0

a2


Cioè:

a′0 = a0 + a1x0 + a2x
2
0

a′1 = a1 + 2a2x0

a′2 = a2

12. Ricordiamo che MR (m,n) è lo spazio vettoriale i cui vettori sono le matrici m× n sul
campo reale. Senza perdita di generalità, consideriamo MR (2, 2), quindi consideriamo
il sistema di vettori Σ = {Eik} con i, k = {1, 2, 3}, essendo:

E11 =

(
1 0
0 0

)
, E12 =

(
0 1
0 0

)
E21 =

(
0 0
1 0

)
, E31 =

(
0 0
0 1

)
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Σ è lineramente indipendente. Infatti:

λ1E11 + λ2E12 + λ3E21 + λ4E22 =

(
0 0
0 0

)
⇐⇒

(
λ1 λ2

λ3 λ4

)
=

(
0 0
0 0

)
⇐⇒ λi = 0, i = 1, 2, 3, 4

Inoltre ogni elemento di

∀A = (aik) ∈MR (2× 2) ,

A = a11E11 + a12E12 + a21E21 + a22E22

Ne concludiamo che Σ è una base di MR (2, 2), perciò dimMR (2, 2) = 4. Passando al
caso generale: dimMR (n, n) = mn.

13. Passando ai vettori colonna:

V ′ = R−1V , W ′ = R−1W ,

R−1 è la matrice inversa di:

R =

 1 1 1
1 1 0
1 0 0


Abbiamo:

R−1 =

 0 0 1
0 1 −1
1 −1 0


Quindi:

V ′ =

 2
−5
7

 , W ′ =

 c
b− c
a− b

 ,

da cui le componenti di v e w nella nuova base:

v = (2,−5, 7)

w = (c, b− c, a− b)

14. v,w ∈ H =⇒ v = (x1 = 0, x2 = 0, ..., xα = 0, xα+1..., xn),

w = (y1 = 0, y2 = 0, ..., yα = 0, yα+1..., yn)

Quindi:
v + w =

(
0, 0, ..., 0, xα+1 + yα+1, ..., xn + yn

)
,

cioè (v + w) ∈ H. Inoltre ∀λ ∈ R

λv =
(
0, 0, ..., 0, λxα+1, ..., λxn

)
=⇒ (λv) ∈ H
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Ciò implica che H è un sottospazio vettoriale di Rn Per determinarne la dimensione,
dobbiamo prima trovare una base, poiché la dimensione altro non è che l'ordine di una
qualunque base. Consideriamo i vettori di H:

u1 =

0, 0, ...0︸ ︷︷ ︸
α

, 1, 0, ..., 0


u2 =

0, 0, ...0︸ ︷︷ ︸
α

, 0, 1, ..., 0


...

un−α =

0, 0, ...0︸ ︷︷ ︸
α

, 0, 0, ..., 1


Il sistema Σ = {ui} è linearmente indipendente, in quanto è ridotto rispetto a tutti i
suoi vettori. Inoltre, ogni vettore di H dipende linearmente da Σ; infatti:

v,w ∈ H =⇒ v =
(
x1 = 0, x2 = 0, ..., xα = 0, xα+1..., xn

)
= xiui

Si concude che Σ è una base di H, e che quindi dimH = n− α.

15. ∀v = (v1, v2, v3) ,v′ = (v′1, v
′
2, v
′
3) ∈ H,

v + v′ = (v1 + v′1, v2 + v′2, v3 + v′3)

2 (v1 + v′1) + (v2 + v′2)− (v3 + v′3)

= (2v1 + v2 − v3) + (2v′1 + v′2 − v′3)

= 0

∀λ ∈ R, ∀v = (v1, v2, v3) ∈ H,

2 (λv1) + (λv2)− (λv3) = λ (2v1 + v2 − v3) = 0

da cui H è un sottospazio di R3. Per ricercare una sua base risolviamo l'equazione
lineare omogenea:

2v1 + v2 − v3 = 0,

nelle incognite v1, v2, v3. Essa ammette ∞2 soluzioni non banali:

(v1, v2, v3) = (v1, v2, 2v1 + v2)

= (v1, 0, 2v1) + (0, v2, v2)

= v1 (1, 0, 2) + v2 (0, 1, 1)

Quindi dimH = 2, e una base di H è {(1, 0, 2) , (0, 1, 1)}.
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Omomor�smi ed isomor�smi





Capitolo 4

Applicazioni lineari tra spazi vettoriali

4.1 De�nizione di applicazione lineare

Siano E e F due spazi vettoriali sul medesimo campo K. Consideriamo l'applicazione:

Ω : E 7−→ F (4.1)

La (4.1) applica a x ∈ E, un vettore y ∈ F :

x ∈ E 7−→ y ∈ F

Scriviamo:
y = Ω (x) (4.2)

De�nizione. L'applicazione Ω è lineare se è additiva ed omogenea:

1. ∀x,x′ ∈ E, Ω (x + x′) = Ω (x) + Ω (x′) (additività)

2. ∀x ∈ E, ∀λ ∈ K, Ω (λx) = λΩ (x) (omogeneità)

È facile rendersi conto che additività e omogeneità sono contenute nell'unica condizione:

∀x,x′ ∈ E, ∀λ, λ′ ∈ K, Ω (λx + λ′x′) = λΩ (x) + λ′Ω (x′) (4.3)

Nel caso E = F l'applicazione lineare (4.2) si chiama operatore lineare e viene spesso
utilizzata la seguente notazione:

Ωx = y, (4.4)

che si legge: il vettore y è il risultato dell'applicazione dell'operatore Ω sul vettore x.
Equivalentemente: Ω opera su x, dando y come risultato.
Due esempi immediati di operatori lineari sono dati rispettivamente dall'operatore nullo
0̂ e dall'operatore identità 1̂:

0̂x = 0, ∀x ∈ E
1̂x = x, ∀x ∈ E

L'operatore nullo associa ad ogni vettore di E, il vettore nullo, mentre l'operatore identità
applicato ad un qualunque vettore di E, fornisce il vettore medesimo.
Ulteriori esempi:



122 Applicazioni lineari tra spazi vettoriali

Figura 4.1: Rettangoloide relativo alla funzione f e di base [a, x].

1. Consideriamo lo spazio vettoriale Pn [x] su R dei polinomi di grado ≤ n. L'operatore
di derivazione d

dx
è un operatore lineare. Per mostrare ciò, osserviamo innanzitutto

che:
d

dx
: pm (x) ∈ Pn [x] 7−→ d

dx
pm (x) ∈ Pn [x]

essendo pm (x) = a0 + a1x + a2x
2 + ... + amx

m, quindi d
dx
pm (x) = a1 + 2a2x + ... +

mam−1x
m−1, per cui d

dx
pm (x) ∈ Pn [x].

La linearità segue immediatamente dalle regole di derivazione della somma di due
funzioni e del prodotto di una costante per una funzione:

∀pm (x) ,qr (x) ∈ Pn [x] , ∀λ, µ ∈ R, d

dx
[λpm (x) + µqr (x)] = λ

d

dx
pm (x) + µ

d

dx
qr (x)

2. Consideriamo lo spazio vettoriale F (a, b) i cui elementi sono le funzioni reali di variabile
reale de�nite nell'intervallo chiuso e limitato [a, b] (� 29). Se C (a, b) è l'insieme delle
funzioni continue in [a, b], proviamo che a) C (a, b) è un sottospazio vettoriale di F (a, b),
b) l'applicazione:

S : C (a, b) 7−→ C (a, b)

tale che:

f ∈ C (a, b) 7−→
x∫
a

f (ξ) dξ, x ∈ (a, b)

C (a, b) ⊂ F (a, b) è un sottospazio di F (a, b), poiché la somma di due funzioni continue
è a sua volta una funzione continua, e il prodotto di uno numero reale per una funzione
continua è una funzione continua. In simboli:

∀f, g ∈ C (a, b) , (f + g) ∈ C (a, b)

∀f ∈ C (a, b) , ∀λ ∈ R, (λf) ∈ C (a, b)

Da un punto di vista geometrico, l'applicazione S associa ad ogni funzione f (x) conti-
nua in (a, b), l'area del rettangoloide R (x) relativo alla funzione f e di base [a, x]. Ad
esempio, se f (x) ≥ 0::

R (x) =
{

(ξ, y) ∈ R2 | a ≤ ξ ≤ x, 0 ≤ y ≤ f (ξ)
}

Per i dettagli vedere �gura 4.1.

La linearità dell'operatore S segue immediatamente dalle proprietà di addività e omo-
geneità dell'integrale de�nito. Scriviamo:

S (f) =

x∫
a

f (ξ) dξ
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Quindi ∀f, g ∈ C (a, b), ∀λ, µ ∈ R:

S (λf + µg) =

x∫
a

(λf (ξ) + µg (ξ)) dξ

= λ

x∫
a

f (ξ) dξ + µ

x∫
a

g (ξ) dξ

= λS (f) + µS (g)

Di seguito sono riportati casi speciali di applicazioni tra spazi vettoriali.

Sia E uno spazio vettoriale su un campo K. Consideriamo una base di E:

{ei} , i = 1, 2, ..., r (4.5)

Quindi dimE = r. Sia E ′ il sottospazio di E generato da {ei} per i = 1, 2, ..., p < r.
Ciò premesso, si de�nisce operatore di proiezione di E su E ′, l'operatore lineare:

π : E 7−→ E ′

v =
r∑
i=1

viei 7−→ v′ =

p∑
i=1

viei

Proviamo la linearità di π.

∀v,w ∈ E, ∀λ, µ ∈ K, u
def
= λv + µw

Se u = (u1, u2, ..., ur) nella base (4.5), risulta:

πu =

p∑
i=1

uiei, (4.6)

Evidentemente:
ui = λvi + µwi

Quindi la (4.6) diventa:

πu =

p∑
i=1

(λvi + µwi) ei

= λ

p∑
i=1

viei + µ

p∑
i=1

wiei

= λπv + µπu,

donde la linearità di π. Ad esempio, consideriamo lo spazio vettoriale R3. Quindi �ssiamo
un riferimento cartesiano ortogonale R (0xyz). L'operatore di proiezione πx su R è:

πx : R3 7−→ R

Più precisamente, πx proietta ogni vettore v = (vx, vy, vz) sull'asse x:

v = vxex + vyey + vzez 7−→ vxex

essendo ei (i = x, y, z) i versori degli assi coordinati.
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***

L'operatore traslazione è così de�nito:

Tv = v + u,

essendo u un vettore assegnato di E. Si osservi che tale operatore non è lineare:

T (λv + µw) = λv + µw + u

D'altro canto:

λTv + µTw = λ (v + u) + µ (w + u)

= λv + µw + (λ+ µ)u

Quindi:
T (λv + µw) = λTv + µTw − (λ+ µ)w

Cioè:
∀λ, µ ∈ K : λ+ µ 6= 0, ∀w ∈ E − {0} , T (λv + µw) 6= λTv + µTw

Da un punto di vista geometrico se E = R3, l'operatore T trasla di una quantità u (nello
spazio �sico), ogni vettore su cui esso agisce.

***

L'operatore costante è così de�nito:

Ax = a,

essendo x, a ∈ E, con a vettore assegnato. Mostriamo che tale operatore è non lineare.

A (λx + λ′x′) = a

D'altro canto:
λAx + λ′Ax′ = (λ+ λ′) a,

donde:
A (λx + λ′x′) 6= λAx + λ′Ax′,

da cui la non linearità di A.

***

Sia E uno spazio vettoriale tridimensionale sul campo K. Consideriamo l'operatore A tale
che:

Ax = y, con x = (x1, x2, x3) , y = (2x1 + x2, x2 + x3, x1) in una base {ei}

Studiamo il comportamento di tale operatore.

A (λx + λ′x′) = A (λx1 + λ′x′1, λx2 + λ′x′2, λx3 + λ′x′3)

= (2λx1 + 2λx′1 + λx2 + λ′x′2, λx2 + λ′x′2 + λx3 + λ′x′3,

λx1 + λ′x′1)

= (λ (2x1 + x2) + λ′ (2x′1 + x′2) , λ (x2 + x3) + λ′ (x′2 + x′3) , λx1 + λ′x′1)

= λ (2x1 + x2, x2 + x3, x1) + λ′ (2x′1 + x′2, x
′
2 + x′3, x

′
1)

= λAx + Ax′,

da cui la linearità di A.



4.2 Esercizi 125

4.2 Esercizi

1. Dimostrare la linearità delle seguenti applicazioni:{
A : R2 7−→ R2

(x, y) −→ (x+ y, y)
(4.7){

B : R3 7−→ R
(x, y, z) −→ 2x− 3y + 4z

2. Dimostrare la non linearità delle seguenti applicazioni:{
A : R2 7−→ R2

(x, y) −→ xy
(4.8){

A : R2 7−→ R3

(x, y) −→ (x+ 1, 2y, x+ y){
A : R3 7−→ R2

(x, y, z) −→ (|x| , 0)

4.2.1 Soluzioni

1. Prendiamo ad arbitrio x = (x, y) ∈ R2, x′ = (x′, y′) ∈ R2. Quindi

∀λ, λ′ ∈ R, A (λx + λ′x′) =

= A (λx+ λ′x′, λy + λ′y′)

= (λx+ λ′x′ + λy + λ′y′, λy + λ′y′)

= (λ (x+ y) + λ′ (x′ + y′) , λy + λ′y′)

= (λ (x+ y) , λy) + (λ′ (x′ + y′) , λ′y′)

= λ (x+ y, y) + λ′ (x′ + y′, y′)

= λAx + λ′Ax′

Da qui la linearità di A.

Prendiamo ad arbitrio x = (x, y, z) ∈ R3, x′ = (x′, y′, z′) ∈ R3. Quindi:

∀λ, λ′ ∈ R, B (λx + λ′x′) =

= B (λx+ λ′x′, λy + λ′y′, λz + λ′z′)

= 2 (λx+ λ′x′)− 3 (λy + λ′y′) + 4 (λz + λ′z′)

= λ (2x− 3y + 4z) + λ′ (2x′ − 3y′ + 4z′)

= λBx + λ′Bx′

donde la linearità di B.

2. Prendiamo ad arbitrio x = (x, y) ∈ R2, x′ = (x′, y′) ∈ R2. Quindi:

∀λ, λ′ ∈ R, A (λx + λ′x′) =

= A (λx+ λ′x′, λy + λ′y′)

= (λx+ λ′x′) (λy + λ′y′)

= λ2xy + λλ′ (xy′ + x′y) + λ′2x′y′

6= λAx + λ′Ax′

= λxy + λ′x′y′
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da qui la non linearità di A.

Passiamo all'operatore dato dalla seconda delle (4.8). Prendiamo ad arbitrio x =
(x, y) ∈ R2, x′ = (x′, y′) ∈ R2. Quindi:

∀λ, λ′ ∈ R, A (λx + λ′x′) =

= A (λx+ λ′x′, λy + λ′y′)

= (λx+ λ′x′ + 1, 2λy + 2λ′y′, λx+ λ′x′ + λy + λ′y)

= (λx+ 1, 2λy, λ (x+ y)) + λ′ (x′ + 2y′ + x′ + y′)

6= λAx + λ′Ax′

= λ (x+ 1, 2y, x+ y) + λ′ (x′ + 1, 2y′, x′ + y′)

da cui la non linearità di A.

Passiamo all'operatore dato dalla terza delle (4.8). Prendiamo ad arbitrio x = (x, y, z) ∈
R3, x′ = (x′, y′, z′) ∈ R3. Quindi:

∀λ, λ′ ∈ R, A (λx + λ′x′) =

= A (λx+ λ′x′, λy + λ′y′, λz + λ′z′)

= (|λx+ λ′x′| , 0)

6= λAx + λ′Ax′

= λ (|x| , 0) + λ′ (|x′| , 0)

= (λ |x|+ λ′ |x′| , 0)

da cui la non linearità di A.



Capitolo 5

Omomor�smi e isomor�smi

5.1 Introduzione

Ricordiamo che dati gli insiemi X, Y 6= ∅ e f : X 7−→ Y , l'immagine di f in Y è:

f (X) = {y ∈ Y | y = f (x)} ⊆ Y

Ciò premesso, sussistono le seguenti:

De�nizione. (f è suriettiva)⇐⇒ (∀y ∈ Y, ∃x ∈ X | f (x) = y)

De�nizione. (f è iniettiva)⇐⇒ (x 6= x′ =⇒ f (x) 6= f (x′))

De�nizione. (f è biiettiva)⇐⇒ (f è iniettiva e suriettiva)

Nel caso speciale f : R 7−→ R, le de�nizioni suddette si prestano ad interpretazione geome-
trica. Nel caso di un'applicazione iniettiva, ogni retta parallela all'asse x interseca in uno ed
un sol punto la curva di equazione y = f (x). Ad esempio, la funzione esponenziale:

f : R 7−→ R
x 7−→ ax

, (5.1)

è un'applicazione iniettiva ma non suriettiva (�gura 5.1). Infatti:

x 6= x′ =⇒ ax 6= ax
′

∀y ∈ (−∞, 0) ,@x ∈ R | ax = y,

da cui l'iniettività e la non suriettività dell'applicazione (5.1).
Nel caso di un'applicazione f : R 7−→ R suriettiva, ogni retta parallela all'asse x interseca
almeno in un punto la curva y = f (x). Ciò implica (a di�erenza del caso precedente) che
possono esserci intersezioni multiple, come nel caso della funzione f (x) = x3−x2−x (�gura
5.2).Si consideri ora l'applicazione:

f : R 7−→ R
x 7−→ x2 (5.2)

Tale applicazione non è né iniettiva e né suriettiva. Infatti, ogni x2 è immagine di −x e +x.
Inoltre, ∀y ∈ (−∞, 0), @x ∈ R : f (x) = y (�gura 5.3)

Figura 5.1: Gra�co della funzione f (x) = ax (a > 0, a 6= 1). Ogni retta y = y0 > 0 interseca
in uno e un sol punto il gra�co di f (x). Per y0 < 0 l'intersezione è vuota. Si tratta quindi
di un'applicazione iniettiva ma non suriettiva.
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Figura 5.2: Gra�co della funzione f (x) = x3− x2− x. Esistono rette parallele all'asse x che
intersecano in punti distinti il gra�co della funzione. Ogni retta y = y0 interseca comunque
y = f (x). Si tratta quindi di un'applicazione suriettiva ma non iniettiva.

Figura 5.3: Gra�co della funzione f (x) = x2. Ogni retta y = b > 0 interseca in due punti
distinti la curva y = f (x). L'intersezione di una generica retta y = c < 0 con il gra�co di
f (x), è l'insieme vuoto.

5.2 De�nizione assiomatica e teoremi conseguenti

De�nizione. Siano E,F due spazi vettoriali sul campo K. Dicesi omomor�smo tra E ed
F ogni applicazione lineare Ω : E 7−→ F .

Osservazione. Nel caso speciale E = F , ogni applicazione lineare Ω : E → E, è denominata
endomor�smo.

De�nizione. Due spazi vettoriali si dicono omomor� se esiste un omomor�smo tra essi.

De�nizione. Siano E,F due spazi vettoriali sul campo K. Dicesi isomor�smo tra E ed
F ogni applicazione lineare biiettiva Ω : E 7−→ F .

De�nizione. Due spazi vettoriali si dicono isomor� se esiste un isomor�smo tra essi.

Esempio 57.
Se E è un qualunque spazio vettoriale su un campo K, consideriamo l'applicazione:

Ω : E 7−→ E
v 7−→ λv

, (5.3)

essendo λ scalare assegnato non nullo. Dimostriamo che la (5.3) è biiettiva.
Iniziamo a dimostrare la linearità:

∀v,w ∈ E, ∀µ, ν ∈ K, Ω (µv + νw) =

= λ (µv + νw)

= µ (λv) + ν (λw)

= µΩv + νΩw

L'iniettività:
v 6= v′ =⇒ Ωv 6= Ωv′

La suriettività:
∀ (λv) ∈ E, ∃v ∈ E | Ωv = λv

Da ciò segue la biiettività di Ω. Tale isomor�smo è noto come omotetia di rapporto λ:
l'immagine di un generico vettore v ∈ E si identi�ca con v medesimo a meno di un fattore
di scala λ.

***

Teorema 58. Sia K un campo. Gli spazi vettoriali su K isodimensionali sono isomor�.
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Dimostrazione. Siano E, F due arbitrari spazi vettoriali isodimensionali:

dimE = n, dimF = n

Fissiamo due basi:

{ei} , i = 1, 2, ..., n base di E

{e′i} , i = 1, 2, ..., n base di F

Si consideri l'applicazione lineare:
ψ : E 7−→ F (5.4)

tale che:

x =
n∑
i=1

xiei 7−→ x′ =
n∑
i=1

xie
′
i

L'applicazione (5.4) associa ad ogni vettore x di E il vettore x′ di F che ha per componenti
le componenti di x in {ei}. Osserviamo che presi ad arbitrio x e y in E:

x =
n∑
i=1

xiei, y =
n∑
i=1

yiei,

risulta:

ψ (x) = x′ =
n∑
i=1

xie
′
i

ψ (y) = y′ =
n∑
i=1

yie
′
i

Tenendo conto della proposizione (3.3) (unicità delle componenti di un vettore in una
assegnata base:

x 6= y =⇒ xi 6= yi,

donde:
x 6= y =⇒ψ (x) 6= ψ (y)

Cioè ψ è iniettiva. Inoltre:

∀x′ ∈ F , ∃ (x1, x2, ..., xn) | x′ =
n∑
i=1

xie
′
i =⇒ ∃x ∈ E | x =

n∑
i=1

xiei

da cui la suriettività di ψ. Si conclude che ψ è iniettiva e suriettiva, quindi biiettiva. Da qui
la tesi.

De�nizione. Si chiama immagine dell'applicazione lineare Ω : E 7−→ F e si indica con
Ω (E) il sottoinsieme di F :

Ω (E) = {y ∈ F | Ωx = y, ∀x ∈ E}

Teorema 59. Ω (E) è un sottospazio vettoriale di F .
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Dimostrazione. y1, y2 ∈ Ω (E)⇐⇒ ∃x1,x2 ∈ E | y1 = Ωx1, y2 = Ωx2. Quindi:

∀y1,y2 ∈ Ω (E) , y1 + y2 = Ωx1 + Ωx2 =
Ω è lineare

Ω (x1 + x2) ∈ Ω (E)

∀λ ∈ K, ∀y ∈ Ω (E) , λy = λΩx =
Ω è lineare

Ω (λx) ∈ Ω (E) ,

donde l'asserto.

De�nizione. Dicesi rango di Ω : E 7−→ F , la dimensione del sottospazio Ω (E), e si indica
con R (Ω).

De�nizione. Dicesi kernel o nucleo dell'applicazione lineare Ω : E 7−→ F , il sottoinsieme
di E:

KerΩ = {x ∈ E | Ωx = 0F} ,

essendo 0F il vettore nullo di F .

Teorema 60. Il kernel di Ω : E 7−→ F è un sottospazio vettoriale di E.

Dimostrazione. Prendiamo ad arbitrio x,x′ ∈ KerΩ, λ ∈ K. Quindi:

Ω (x + x′) = Ωx + Ωx′ = 0F + 0F = 0F =⇒ (x + x′) ∈ KerΩ
Ω (λx) = λΩx = λ0F = 0F =⇒ (λx) ∈ KerΩ ,

donde l'asserto.

De�nizione. Dicesi nullità di Ω : E 7−→ F , e si indica con N (Ω), la dimensione di KerΩ:

N (Ω) = dim ker Ω

Se E ≡ F , Ω (E) e KerΩ non sono in generale sottospazi supplementari, cioè E non si
decompone nella somma diretta di Ω (E) e di KerΩ, però vale sempre la relazione:

R (Ω) +N (Ω) = dimE (5.5)

Teorema 61.(
Un omomor�smo suriettivo Ω : E 7−→ F

è un isomor�smo

)
⇐⇒ (ker Ω = {0E})

Dimostrazione. Implicazione inversa
Hp: ker Ω = {0E}
Th: Ω : E 7−→ F è un isomor�smo (basta dimostrare l'iniettività, poiché per ipotesi Ω è
suriettiva).

∀x,y ∈ E | Ωx = Ωy =⇒ 0F = Ωx− Ωy = Ω (x− y) =⇒ (x− y) ∈ KerΩ

L'ultima implicazione si giusti�ca ricordando la de�nizione di Kernel. Inoltre:

(x− y) ∈ KerΩ =⇒
ker Ω={0E}

x− y = 0E =⇒ x = y

Si conclude
∀x,y ∈ E, Ωx =Ωy =⇒ x = y,
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da cui l'iniettività di Ω.
Implicazione diretta
Hp: Ω : E 7−→ F è iniettiva e suriettiva.
Th: ker Ω = {0E}.
Osserviamo innanzitutto che:

∀x ∈ ker Ω, ∀y ∈ E, x + y
def
= z ∈ E

Inoltre per de�nizione di kernel:

x ∈ ker Ω =⇒ 0F = Ωx = Ω (z− y) =
Ω è lineare

Ωz−Ωy =⇒ Ωz = Ωy =⇒
Ω è iniettiva

z = y =⇒ x = 0E

Cioè:
(∀x ∈ ker Ω, x = 0E) =⇒ ker Ω = {0E}

Conclusione 62. Il kernel di un isomor�smo Ω : E → F è il sottospazio nullo (o �improprio�)
di E.

Teorema 63. Sia K un campo. Spazi vettoriali su K isomor� sono isodimensionali.

Dimostrazione. Sia Ω : E 7−→ F un isomor�smo. Consideriamo una generica base di E:

{ei} , i = 1, 2, ..., n = dimE

Quindi, preso ad arbitrio x ∈ E:

x =
n∑
i=1

xiei

Il risultato dell'applicazione dell'operatore lineare Ω sul vettore x è:

Ωx =
n∑
i=1

xiΩei (5.6)

Fissiamo l'attenzione sul sistema di vettori:

{Ωe1,Ωe2, ...,Ωen} (5.7)

Per ipotesi Ω è un isomor�smo e per il teorema 61 deve essere KerΩ = {0E}, quindi:

Ωx = 0F =⇒ x = 0E =⇒ x1 = x2 = ... = xn = 0

Tenendo conto della (5.6):

n∑
i=1

xi (Ωei) = 0F =⇒ x1 = x2 = ... = xn = 0

Cioè il sistema (5.7) è linearemente indipendente. Inoltre: Ω è un isomor�smo =⇒ Ω (E) =
F =⇒ ∀y ∈ F , ∃x ∈ E | y = Ωx =

∑n
i=1 xi (Ωei) =⇒ {Ωei} è una base di F =⇒ dimF =

n.

I teoremi 58 e 63 si riuniscono nell'unico teorema:

Teorema 64. Spazi vettoriali su un assegnato campo K sono isomor� se e solo se sono
isodimensionali.
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5.3 Esercizi

1. Assegnata l'applicazione

Ω : R3 7−→ R2 (5.8)

tale che:

x = (x, y, z) ∈ R3 7−→ x′ = (x, y) ∈ R2

Si dimostri che Ω è un omomor�smo ma non un isomor�smo. Si determini inoltre
l'immagine, il kernel e la nullità di Ω.

2. Se (a, b) ⊆ R, con la notazione Cn (a, b) si denota l'insieme delle funzioni continue in
(a, b) e ivi derivabili �no all'ordine n. Come è noto, introducendo le operazioni:

+ : Cn (a, b)× Cn (a, b) 7−→ Cn (a, b)

· : R×Cn (a, b) 7−→ Cn (a, b) ,

l'insieme Cn (a, b) assume la struttura algebrica di spazio vettoriale su R. Ciò pre-
messo, si consideri lo spazio vettoriale C∞ (a, b) e i cui vettori sono le funzioni reali
di una variabile reale continue in (a, b) e ivi in�nitamente derivabili. Si consideri
l'applicazione:

D : C∞ (a, b) 7−→ C∞ (a, b) ,

essendo D l'operatore di derivazione, per cui:

Df =
d

dx
f (x)

Provare che D è un omomor�smo suriettivo ma non iniettivo. Determinare poi l'im-
magine e il kernel di D.

3. Sia Pn [x] lo spazio vettoriale i cui vettori sono i polinomi di grado ≤ n (� 27). Si con-
sideri l'operatore di derivazione D dell'esercizio precedente. Applicando tale operatore
ai vettori di Pn [x], determinare l'immagine e il kernel di D. De�nire inoltre l'operatore
di derivazione n-ma Dn, determinando il suo nucleo.

4. Si consideri l'applicazione:

Ω : C0 (R) 7−→ C0 (R) (5.9)

f (x) 7−→
x∫

0

f (ξ) dξ

Dimostrare la linearità di Ω, determinando poi la sua immagine e il suo nucleo.
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5.3.1 Soluzioni

1. Risulta:

∀λ, µ ∈ R, ∀x,y ∈R3, Ω (λx + µy)

= Ω (λx+ µx′, λy + µy′, λz + µz′)

= (λx+ µx′, λy + µy′)

= λ (x, y) + µ (x′.y′)

= λΩx + µΩy,

donde il carattere omomorfo di Ω. Inoltre, tale applicazione è suriettiva, poichè:

∀x′ = (x, y) ∈ R2, ∃x = (x, y, z) ∈ R3 | Ωx = x′

Per il teorema (64) l'applicazione (5.8) non è un isomor�smo.

L'immagine di Ω è:

Ω (E) =
{

(x, y) ∈ R2 | −∞ < x < +∞, −∞ < y < +∞
}

= piano cartesiano xy

Il rango di Ω è:
R (Ω) = 2

Per il kernel di Ω osserviamo che:

(
∀z ∈ (−∞,+∞) , x = (0, 0, z) ∈ R3

)
=⇒ Ωx = (0, 0) = 0R2 ,

quindi:

KerΩ =
{

(0, 0, z) ∈ R3 | −∞ < z < +∞
}

= asse z

La nullità di Ω è:
N (Ω) = dimKerΩ = 1

Si noti che risulta R (Ω) +N (Ω) = 3 = dimR3.

2. La linearità di D discende immediatamente dalle regole di derivazione della somma di
due funzioni e del prodotto di uno costante per una funzione. Quindi:

∀λ, µ ∈ R, ∀f, g ∈ C∞ (a, b) , D (λf + µg) = λDf + µDg,

donde D è un omor�smo. La suriettività è evidente:

∀f ∈ C∞ (a, b) , ∃F (x) =

∫
f (x) dx | DF = f



134 Omomor�smi e isomor�smi

Inoltre:

(∀c ∈ R− {0} , ∀f ∈ C∞ (a, b) , g (x) = f (x) + c 6= f (x)) =⇒ Df = Dg

Cioè:
f 6= g ; Df 6= Dg,

per cui D non è suriettiva.

Il kernel di D è composto dalle funzioni costanti in [a, b]:

KerD = {f (x) = const,∀x ∈ [a, b]} ,

in quanto è tale che:
d

dx
f (x) = 0

3. Consideriamo un generico elemento di Pn [x]:

pm (x) = a0 + a1x+ a2x
2 + ...+ amx

m

Il risultato dell'applicazione dell'operatore D su pm (x) è:

Dpm (x) = a1 + 2a2x+ ...+mamx
m−1

Quindi:
D : pm (x) 7−→ qm−1 (x)

Per m = n, si ottiene il polinomio di grado n− 1, pertanto l'immagine di D è:

D (Pn [x]) = Pn−1 [x]

Per de�nizione di kernel:

KerD = {pm (x) ∈ Pn [x] | Dpm (x) = 0} ,

cioè:
KerD = {p0} (5.10)

Si conclude che il kernel di D è composto dai polinomi di grado nullo.

L'operatore Dn è così de�nito:

Dnpm (x) =
dn

dxn
pm (x)

=
d

dx

(
d

dx
...

(
d

dx
pm (x)

))
Per m = n:

Dpn (x) = a1 + 2a2x+ ...+ nanx
n−1

D2pn (x) = 2a2 + 6a3x+ ...+ n (n− 1)xn−2

...

Dnpn (x) = n!an
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Per m < n:
Dnpm (x) = 0 (5.11)

La (5.11) implica:
KerDn = {pm<n (x)} , (5.12)

cioè il kernel di Dn è composto da tutti e soli i polinomi di grado strettamente minore
di n. Si osservi che la (5.10) è un caso particolare della (5.12).

4. La linearità della (5.9) segue immediatamente dalle proprietà di additività e omogeneità
dell'integrale de�nito di una funzione reale di variabile reale.

Se indichiamo con F (x) una primitiva di f (x) ∈ C0 (R), deve essere:

Ωf (x) = F (x)− F (0) ,

donde l'immagine di Ω:

Ω
(
C0 (R)

)
=

{
F (x)− F (0) | d

dx
F (x) = f (x)

}
Per de�nizione di kernel:

KerΩ =
{
f (x) ∈ C0 (R) | Ωf (x) = 0C0(R)

}
,

essendo 0C0(R) il vettore nullo di C0 (R), cioè la funzione identicamente nulla su R.
Dobbiamo perciò risolvere l'equazione operatoriale:

Ωf (x) = 0C0(R),

equivalente alla:

∀x ∈ R,
x∫

0

f (ξ) dξ = 0⇐⇒ ∀x ∈ R, F (x) = F (0)⇐⇒ F (x) ≡ c⇐⇒ f (x) ≡ 0

Quindi:
KerΩ =

{
0C0(R)

}
5.4 Lo spazio vettoriale Hom (E,F )

Siano E,F due spazi vettoriali su K. Poniamo per de�nizione:

Hom (E,F )
def
= {Ω | Ω omomor�smo tra E e F} (5.13)

In altri termini, Hom (E,F ) è la totalità delle applicazioni lineari tra i due spazi vettoriali
E, F . Introduciamo l'operazione di addizione di omomor�smi:

+ : Hom (E,F )×Hom (E,F ) 7−→ Hom (E,F ) (5.14)

(Ω1,Ω2) ∈ Hom (E,F )×Hom (E,F ) 7−→ (Ω1 + Ω2) ∈ Hom (E,F )
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La (5.14) è così de�nita:

Ω1 + Ω2 : E 7−→ F (5.15)

v ∈ E 7−→ v′ = (Ω1 + Ω2)v
def
= (Ω1v + Ω2v) ∈ F

Veri�chiamo che (Ω1 + Ω2) ∈ Hom (E,F ). Posto Ω̃ = Ω1 + Ω2, abbiamo:

∀α, β ∈ K, ∀v,w ∈ E, Ω̃ (αv + βw)
def
= Ω1 (αv + βw) + Ω2 (αv + βw)

Ωk∈Hom(E,F )
= αΩ1v + βΩ1w+αΩ2v + βΩ2w

= α (Ω1 + Ω2)v + β (Ω1 + Ω2)w

= αΩ̃v + βΩ̃w

Introduciamo ora l'operazione di moltiplicazione di uno scalare per un elemento diHom (E,F ):

· : K×Hom (E,F ) 7−→ Hom (E,F ) (5.16)

(λ,Ω) ∈ K×Hom (E,F ) 7−→ (λΩ) ∈ Hom (E,F )

La (5.16) è così de�nita:

λΩ : E 7−→ F (5.17)

v ∈ E 7−→ v′ = (λΩ)v
def
= λ (Ωv) ∈ F

Veri�chiamo che (λΩ) ∈ Hom (E,F ). Posto Φ = λΩ, abbiamo:

∀α, β ∈ K, ∀v,w ∈ E, Φ (αv + βw)
def
= λΩ (αv + βw)

Ω∈Hom(E,F )
= λ (αΩv + βΩw)

= αλΩv + βλΩw

= αΦv + βΦw

È facile veri�care che le operazioni (5.14)-(5.16) veri�cano le seguenti proprietà:

1. Proprietà commutativa.

∀Ω,Λ ∈ Hom (E,F ), Ω + Λ = Λ + Ω

2. Proprietà associativa.

∀Ω,Λ,Φ ∈ Hom (E,F ), Ω + (Λ + Φ) = (Ω + Λ) + Φ

3. Esistenza dell'elemento neutro.

∃Ô ∈ Hom (E,F ) | Ω + Ô = Ω

Ricordiamo che l'omomor�smo nullo Ô è così de�nito: ∀v ∈ E, Ôv = 0F .

4. Esistenza dell'opposto

∀Ω ∈ Hom (E,F ) ,∃ (−Ω) ∈ Hom (E,F ) | −Ω + Ω = Ô

L'opposto di Ω è così de�nito: −Ω : v ∈ E 7−→ (−Ωv) ∈ F
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I Proprietà distributiva rispetto alla somma di omomor�smi

∀α ∈ K, ∀Ω,Λ ∈ Hom (E,F ), α (Ω + Λ) = αΩ + αΛ

II Proprietà distributiva rispetto alla somma in K
∀α, β ∈ K, ∀Ω ∈ Hom (E,F ), (α + β) Ω = αΩ + βΩ

III Proprietà associativa

∀α, β ∈ K, ∀Ω ∈ Hom (E,F ), α (βΩ) = (αβ) Ω

IV Esistenza dell'elemento neutro

∃1 ∈ K | ∀Ω ∈ Hom (E,F ), 1Ω = Ω

Con l'introduzione delle operazioni (5.14)-(5.16), l'insieme Hom (E,F ) assume la struttura
di spazio vettoriale su K. Nel caso speciale in cui E = F , la generica applicazione lineare
Ω : E 7−→ F è un operatore lineare spesso denominato endomor�smo o trasformazione
lineare di E. In tal caso l'insieme (5.13) si indica con il simbolo End (E).

5.5 Matrice rappresentativa

Siano E e F due spazi vettoriali sul medesimo campo K. Consideriamo due basi di E ed F
rispettivamente:

{ei} , i = 1, 2, ..., n = dimE

{fj} , j = 1, 2, ...,m = dimF

Se prendiamo arbitariamente un vettore x ∈ E: x =
n∑
i=1

xiei, quindi Ω ∈ Hom (E,F ) =⇒

Ωx =
n∑
i=1

xiΩei. Poniamo:

e′i = Ωei

Evidentemente e′i ∈ F , per cui essi si esprimono come combinazioni lineari della base {fj}:

e′i =
m∑
j=1

aijfj (5.18)

Esplicitiamo la (5.18):

e′1 = a11f1 + a12f2 + ...+ a1mfm (5.19)

e′2 = a21f1 + a22f2 + ...+ a2mfm

...

e′n = an1f1 + an2f2 + ...+ anmfm

Gli scalari aij compongono una matrice n×m la cui trasposta è:

A = (aij)
T ,
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La matrice A si chiama matrice rappresentativa dell'omomor�smo Ω relativamente alle basi
{ei}, {fj}. Scriviamo:

Ω
.
= A =


a11 a21 ... an1

a12 a22 ... an2

... ... ... ...
a1m a2m ... anm

 (5.20)

Si noti che la colonna i-esima della matrice rappresentativa di Ω è composta dalle componenti
del vettore trasformato Ωei nella base {fj}.
Osserviamo che la notazione utilizzata per gli elementi di matrice della (5.20) genera con-
fusione, giacché scambia gli indici di riga con gli indici di colonna. È conveniente ride�nire
gli elementi di matrice scrivendo l'indice di riga in alto e quello di colonna in basso. Ad
esempio, a21 diventa a1

2. Si tratta, dunque, di eseguire la sostituzione di simboli:

aji → aij

Quindi:

A =


a1

1 a1
2 ... a1

n

a2
1 a2

2 ... a2
n

... ... ... ...
am1 am2 ... amn

 (5.21)

In tal modo:
Ωej =

(
a1
j , a

2
j , ..., a

m
j

)
Cioè:

Ωej =
m∑
i=1

aijfi

Utilizzando la convenzione di Einstein:

Ωej = aijfi

Nel caso speciale in cui Ω ∈ End (E), assumiamo {fi} = {ei}. La matrice (5.20) è la matrice
rappresentativa dell'endomor�smo Ω relativamente alla base {ei}:

Ω
.
= A =


a1

1 a1
2 ... a1

n

a2
1 a2

2 ... a2
n

... ... ... ...
an1 an2 ... ann

 (5.22)

***

Per quanto detto, assegnato Ω ∈ Hom (E,F ), risulta univocamente associata una matrice
A ∈ MK (m,n), essendo quest'ultimo lo spazio vettoriale delle matrici m × n sul campo K.
Quindi abbiamo l'applicazione lineare:

L : Hom (E,F ) −→MK (m,n) (5.23)

Ω→ A, ∀Ω ∈ Hom (E,F )

Mostriamo che tale applicazione è un isomor�smo, cioè L è suriettiva e iniettiva. La prima
proprietà deriva dall'implicazione:

A ∈MK (m,n) =⇒ ∃Ω ∈ Hom (E,F ) | Ω .
= A
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Per dimostrare tale implicazione, prendiamo due basi {ei}, {fj} di E e F rispettivamente.
La matrice A è m× n, quindi:

A =


α1

1 α1
2 ... α1

n

α2
1 α2

2 ... α2
n

... ... ... ...
αm1 αm2 ... αmn

 ,

con αij ∈ K. Assumiamo la j-esima colonna della matrice A come componenti (nella base
{fj}) del vettore Ωej. Cioè poniamo:

Ωej =
(
α1
j , α

2
j , ..., α

m
j

)
, j = 1, 2, ..., n (5.24)

Per ogni vettore x ∈ E, risulta: x =
n∑
i=1

xiei, quindi Ωx =
n∑
i=1

xiΩei. Siccome Ωei sono

noti dalla (5.24), restano univocamente de�nite le componenti dei vettori trasformati dei
vettori di E. Ciò equivale a de�nire univocamente l'applicazione lineare Ω. L'iniettività
dell'applicazione (5.23) segue immediatamente dalla de�nizione di matrice rappresentativa e
dall'esistenza e unicità delle componenti di un vettore in una base assegnata. Quindi posiamo
scrivere:

Ω 6= Ω′ =⇒ A 6= A′

Si conclude che l'applicazione (5.23) è un isomor�smo.

Osservazione. L'isomor�smo L dipende dalla scelta delle due basi. Ciò si esprime dicen-
do che tale isomor�smo non è canonico, a di�erenza di un isomor�smo canonico (o
naturale) che è indipendente dalla base.

I due spazi vettoriali Hom (E,F ), MK (m,n) sono isomor�, e per il teorema 64 sono isodi-
mensionali:

dimHom (E,F ) = dimMK (m,n) = mn

Cioè:
dimHom (E,F ) = dimE · dimF

Nel caso speciale di End (E) si ha che tale spazio è isomorfo a MK (n, n), per cui:

dimEnd (E) = (dimE)2

5.6 Relazioni tra le componenti dei vettori trasformati

Per applicare e�cacemente la convenzione di Einstein, è preferibile ride�nire le componenti
dei vettori (esclusi i vettori di una base) scrivendo gli indici in alto, anziché in basso:

x =
(
x1, x2, ..., xn

)
Quindi:

x =
n∑
i=1

xiei ≡ xiei

Inoltre se Ω ∈ Hom (E,F )
Ωx = xiaji fj, (5.25)
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essendo {fj} una base di F . Indichiamo con y il risultato dell'applicazione lineare Ω al
vettore x ∈ E:

y = Ωx =
(
y1, y2, ..., ym

)
Cioè:

y = yifi, (5.26)

dove la sommatoria sugli indici ripetuti è estesa da 1 a m. Sostituendo la (5.26) nella (5.25)
e ridi�nendo l'indice della sommatoria:(

yj − xiaji
)
fj = 0F =⇒

{fj} è lin. inip.
yj − xiaji = 0, j = 1, 2, ...,m

Cioè:
yj = ajix

i, (5.27)

che esprime il prodotto righe per colonne della matrice rappresentativa (5.22) per il vettore

colonna


x1

x2

...
xn

. Il risultato è il vettore colonna


y1

y2

...
ym

. Quindi poniamo:

Y =


y1

y2

...
ym

 , X =


x1

x2

...
xn

 (5.28)

Con tale notazione, la (5.27) si scrive:

Y = AX (5.29)

Osserviamo che la (5.29) altro non è che la y = Ωx scritta in forma matriciale. Infatti
all'applicazione lineare Ω corrisponde la matrice rappresentativa A nelle basi assegnate, e ai
vettori y ∈ F,x ∈ E, i vettori colonna Y e X. L'equivalenza tra la relazione operatoriale y =
Ωx e la relazione matriciale (5.29) è una conseguenza dell'isomor�smo degli spazi vettoriali
Hom (E,F ) e MK (m,n).

5.7 Sistemi di equazioni lineari. Applicazione di Kn in

Km

Consideriamo il sistema di equazioni lineari di m equazioni in n incognite:
a1

1x
1 + a1

2x
2 + ...+ a1

nx
n = y1

a2
1x

1 + a2
2x

2 + ...+ a2
nx

n = y2

...
am1 x

1 + am2 x
2 + ...+ amn x

n = ym

(5.30)

dove i coe�cienti aij e i termini noti yi appartengono a un campo K; per ipotesi le incognite
xi appartengono al medesimo campo K.
Se indichiamo con A =

(
aij
)
la matrice dei coe�cienti (detta anche matrice incompleta), con

le posizioni (5.28) il sistema si scrive in forma matriciale:

Y = AX (5.31)
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Ciò premesso, ricordiamo che i problemi fondamentali della teoria dei sistemi di equazioni
lineari sono:

1. Compatibilità del sistema

2. Numero delle soluzioni linearmente indipendenti

Tali problemi possono essere interpretati in termini di nullità e rango di un omomor�smo.
Infatti, la matrice dei coe�cienti è la matrice rappresentativa dell'omomor�smo:

Ω : Kn −→ Km

x→ y, ∀x ∈ Kn

relativamente alle basi canoniche di Kn e Km.
Pertanto:

Ωx = y,

essendo x = (x1, x2, ..., xn), y = (y1, y2, ..., ym).
Indichiamo con A1 la matrice dei coe�cienti e dei termini noti (detta anche matrice com-
pleta), cioè la matrice m× (n+ 1) ottenuta aggiungendo la colonna Y alla matrice A.
Utilizzando il formalismo degli omomor�smi, dimostriamo il

Teorema (di Rouche'-Capelli) 65.

Il sistema è compatibile⇐⇒ ρ (A) = ρ (A1) ,

essendo ρ (A) il rango della matrice A.

Dimostrazione. Implicazione diretta. Innanzitutto dimostriamo:

Il sistema è compatibile⇐⇒ y ∈ Ω (Kn)

essendo Ω (Kn) l'immagine dell'applicazione Ω, spesso indicata con il simbolo Im Ω:

Im Ω = {z ∈ Km | Ωx = z} (5.32)

Consideriamo la base canonica di Kn:

e1 = (1, 0, ..., 0) , e2 = (0, 1, ..., 0) , ...,en = (0, 0, ..., 1)

Nella base {fj} di Km i vettori trasformati Ωei hanno componenti:

Ωei =
(
a1
i , a

2
i , ..., a

m
i

)
∈ Km

Cioè:
Ωei = aji fj

Dal sistema di vettori {Ωei} estraiamo un sistema di ordine massimo {e′i} con i = 1, 2, ..., r ≤
n. Ciò equivale ad estrarre r ≤ n colonne indipendenti dalla matrice A. Ricordiamo che
Ω (Kn) è un sottospazio vettoriale di Km, e la sua dimensione è il rango dell'applicazione Ω,
cioè:

R (Ω) = dim Ω (Kn) = r, (5.33)
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giacchè {e′i} è una base di Ω (Kn). Abbiamo:

il sistema è compatibile)⇐⇒ ∃X | AX = Y

⇐⇒ ∃x ∈ Kn | Ωx = y

⇐⇒ y ∈ Ω (Kn)

=⇒ ∃bi ∈ K | y = bie′i (i = 1, ..., r)

=⇒


y1

y2

...
ym

 =
r∑

ik=1

bik


a1
ik

a2
ik

...
amik


=⇒ ρ (A1) = ρ (A)

In altre parole, abbiamo prima dimostrato che la compatibilità del sistema è equivalente
a y ∈ Ω (Kn), dopodiché abbiamo dimostrato che tale appartenenza implica che il vettore
colonna Y della matrice A1 è combinazione lineare di r colonne linearmente indipendenti
della matrice A, e ciò implica che le due matrici hanno lo stesso rango.
Implicazione inversa
Abbiamo:

ρ (A) = ρ (A1) =⇒ ∃λik ∈ K |


y1

y2

...
ym

 =

ρ(A)∑
ik=1

λik


a1
ik

a2
ik

...
amik


=⇒ y = λie′i (i = 1, 2, ..., ρ (A) ) =⇒ y ∈ Ω (Kn) ,

da cui la compatibilità del sistema.

Casi particolari:

1. ρ (A) = m

2. y = 0 (sistema omogeneo)

In entrambi i casi il sistema è compatibile. Innanzitutto osserviamo che nel caso 1 il numero
delle incognite è maggiore o uguale del numero di equazioni, giacché ρ (A) ≤ min {m,n}.
Infatti:

ρ (A) = m =⇒
ρ(A)≤min{m,n}

n ≥ m

n < m =⇒ ρ (A) ≤ min {m,n} ≤ n < m

Inoltre, R (Ω) = m, essendo R (Ω) il rango di Ω (eq. (5.33)). Quindi:

dim Ω (Kn) = m

Cioè l'omomor�smo Ω è suriettivo:

Ω (Kn) = Km =⇒ ∀y ∈ Km, y ∈ Ω (Kn) ,
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da cui la compatibilità del sistema.

Nel caso 2, si ha AX = 0 per X =


0
0
...
0

, che è la soluzione banale (o impropria)

Passiamo al problema 2 (cioè il numero di soluzioni linearmente indipendenti). Consideriamo
prima il caso omogeneo, dimostrando la

Proposizione. Le soluzioni di un sistema omogeneo costituiscono uno spazio vettoriale di
dimensione n− ρ (A).

Dimostrazione. Abbiamo

AX = 0⇐⇒ Ωx = 0 =⇒ x ∈ KerΩ

Ricordiamo infatti che il kernel è:

KerΩ = {x ∈ Kn | Ωx = 0}

Per la (5.5):
R (Ω) +N (Ω) = n,

cioè la nullità di Ω è:
N (Ω) = n− ρ (A) ,

giacchè R (Ω) = ρ (A).
ρ (A) < n =⇒ N (Ω) > 0

Sia
{
u1, ...,uN(Ω)

}
una base di KerΩ. Evidentemente:

Ωui = 0 per i = 1, ..., N (Ω)

Ai vettori ui corrispondono N (Ω) vettori colonna linearmente indipendenti X1, X2, ..., XN(Ω)

che sono soluzioni non nulle del sistema:

AXi = 0, per i = 1, ..., N (Ω)

Si conclude che le soluzioni del sistema costituiscono uno spazio vettorialeN (Ω)-dimensionale,
che è appunto il kernel di Ω.

Dalla proposizione appena dimostrata segue:

∀ci ∈ K, X =

N(Ω)∑
i=1

ciXi =⇒ AX =

N(Ω)∑
i=1

ciAXi = 0

Cioè, ogni combinazione lineare dei vettori colonna X1, X2, ..., XN(Ω) è ancora soluzione del
sistema. Ciò equivale a dire che il sistema ammette ∞N(Ω) soluzioni proprie, ovvero non
banali, dette anche autosoluzioni del sistema.
Ponendo p = % (A) (rango del sistema), si conclude che se p < n, il sistema ammette ∞n−p

autosoluzioni. Se p = n si ha N (Ω) = 0, per cui KerΩ = {0}, cioè Ωx = 0 ⇐⇒ x = 0.
Quindi il sistema ammette solo la soluzione banale.
Consideriamo ora il caso non omogeneo. Ci proponiamo quindi di esprimere la soluzione
generale del sistema (5.30).
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Teorema 66. La soluzione generale del sistema (5.30) è data dalla somma di una qualunque
soluzione del sistema (5.30) e della soluzione generale del sistema omogeneo associato.

Dimostrazione. Indichiamo con S l'insieme delle soluzioni del sistema (5.30). Abbiamo:

∀v ∈ S, ∀v′ ∈ KerΩ, x
def
= v + v′

Ωx = Ωv + Ωv′

Risulta:

v ∈ S =⇒ Ωv = y

v′ ∈ KerΩ =⇒ Ωv′ = 0

Quindi:

Ωx = y

Cioè x = v + v′ è soluzione del sistema (5.30). Viceversa, se w,v ∈ S si ha Ω (w − v) =

y − y = 0 =⇒ w − v
def
= v′ ∈ KerΩ. Cioè due soluzioni arbitarie del sistema (5.30)

di�eriscono per una soluzione del sistema omogeneo associato.

Si conclude che la soluzione generale del sistema (5.30) si può scrivere come:

x
def
= v + v′ = v +

n−p∑
k=1

ckuk,

dove {uk} è una base di KerΩ, mentre ck sono scalari arbitrari.

5.8 Prodotto di endomor�smi

Siano Ω,Φ ∈ End (E). Dicesi prodotto dell'endomor�smo Ω per l'endomor�smo Φ,
l'endomor�smo Ψ = Φ ◦ Ω così de�nito:

∀v ∈ E, Ψv = Φ (Ωv)

È facile mostrare che Ψ ∈ End (E). Infatti:

∀λ, µ ∈ K, ∀v,w ∈ E, Ψ (λv + µw)
def
= Φ (Ω (λv + µw))

Ω∈End(E)
= Φ (λΩv + µΩw)

Φ∈End(E)
= λΦ (Ωv) + µΦ (Ωw)

def
= λΨv + µΨw

Proposizione. Se A e B sono le matrici rappresentative di Ω e Φ relativamente alla base
{ei}, la matrice rappresentativa di Φ ◦ Ω relativamente alla medesima base è A · B, dove ·
denota il prodotto righe per colonne.
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Dimostrazione. Nella base {ei} :

Φ
.
= A =

(
aij
)
, Ω

.
= B =

(
bij
)
i, j = 1, 2, ..., n = dimE

Quindi:
∀x ∈ E, Ωx = Ωxjej = xjΩej = xjbijej

Da ciò segue:

∀x ∈ E, Ψx = Φ (Ωx) = Φ
(
xjbijei

)
= xjbijΦei = xjbija

k
i ek,

poichè Φej = aki ek. Quindi:
∀x ∈ E, Ψx = xjckjek,

dove:

ckj
def
=

j

aki b
i
j,

per cui:

Ψ
.
= C

def
= (ckj) = A ·B

De�nizione. L'operatore Ω ∈ End (E) è nilpotente , se risulta: Ω2 = Ω ◦Ω = 0̂, essendo 0̂
l'operatore nullo.
Più in generale, se ∃p ∈ N� {0, 1, 2} | Ωp = 0̂, diremo che Ω è nilpotente con indice di
nilpotenza p.

De�nizione. L'operatore Ω ∈ End (E) è idempotente , se risulta: Ω2 = Ω.

Ad esempio, gli operatori:

Ω
.
=

(
6 −12
3 −6

)
; Λ

.
=

(
6 −2
15 −5

)
Sono rispettivamente nilpotente e idempotente:

Ω2 .
=

(
0 0
0 0

)
=⇒ Ω2 = 0̂

Λ2 .
=

(
6 −2
15 −5

)
=⇒ Λ2 = Λ

Esempi.
Consideriamo l'operatore lineare:

Ω : R2 7−→ R2 (5.34)

(x, y) 7−→ (x+ y, y)

Costruiamo la matrice rappresentativa di (5.34) relativamente alle basi:
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{e1 = (1, 0) , e2 = (0, 1)}
{f1 = (2, 1) , f2 = (1, 2)}

A tale scopo prendiamo ad arbitrio x = (x, y) ∈ R2, donde nella base {ei}:

x = xe1 + ye2

Il risultato dell'applicazione di Ω su x è:

Ωx = xΩe1 + yΩe2

Risulta:

Ωe1 = (1, 0) = e1 =⇒ e′1 = e1

Ωe2 = (0, 1) = (1, 1) =⇒ e′2 = (1, 1)

Esprimiamo e′1 come combinazione lineare di {fi}:

a11 (2, 1) + a12 (1, 2) = (1, 0)

equivalente al sistema lineare:

2a11 + a12 = 1

a11 + 2a12 = 0,

la cui soluzione è:

a11 =
2

3
, a12 = −1

3

Esprimiamo e′2 come combinazione lineare di {fi}:

a21 (2, 1) + a22 (1, 2) = (1, 1)

equivalente al sistema lineare:

2a21 + a22 = 1

a21 + 2a22 = 1,

la cui soluzione è:

a21 =
1

3
, a22 =

1

3

Quindi:

Ω
.
=

(
2
3
−1

3
1
3

1
3

)
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***

Consideriamo lo spazio vettoriale Pn [x] dei polinomi di grado ≤ n, quindi l'operatore di
derivazione D ≡ d

dx
:

D : Pn [x] 7−→ Pn−1 [x]

pm (x) 7−→ d

dx
pm (x)

Determiniamo la matrice rappresentativa di D relativamente alle basi:

{ei (x)} , (i = 1, 2, ..., n)

{fj (x)} , (j = 1, 2, ..., n− 1)

essendo:

e0 (x) = 1

e1 (x) = x

e2 (x) = x2

...

en (x) = xn

mentre {fj (x)} è una base dello spazio Pn−1 [x]:

f0 (x) = 1

f1 (x) = x

f2 (x) = x2

...

fn−1 (x) = xn−1

A tale scopo determiniamo i vettori e′i (x) = Dei (x). Risulta:

e′0 (x) = De0 (x) = 0

e′1 (x) = De1 (x) = 1

e′3 (x) = De2 (x) = 2x

...

e′n (x) = Den (x) = nxn−1

Scriviamo i vettori e′i (x) come combinazione lineare dei vettori della base {fi (x)}:

e′0 (x) = 0 · f0 (x) + 0 · f1 (x) + 0 · f2 (x) + ...+ 0 · fn−1 (x)

e′1 (x) = 1 · f0 (x) + 0 · f1 (x) + 0 · f2 (x) + ...+ 0 · fn−1 (x)

e′2 (x) = 0 · f0 (x) + 2 · f1 (x) + 0 · f2 (x) + ...+ 0 · fn−1 (x)

e′3 (x) = 0 · f0 (x) + 0 · f1 (x) + 3 · f2 (x) + ...+ 0 · fn−1 (x)

...

e′n (x) = 0 · f0 (x) + 0 · f1 (x) + 0 · f2 (x) + ...+ n · fn−1 (x) ,
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da cui la matrice rappresentativa:

D
.
=


0 1 0 0 0
0 0 2 0 0
0 0 0 3 0
... ... ... ... ...
0 0 0 0 n


︸ ︷︷ ︸

n+1 colonne

n righe

5.9 Endomor�smo inverso

De�nizione. Se Â ∈ End (E), diremo che esso è invertibile se esiste Â−1 ∈ End (E)
denomoninato inverso dell'operatore Â tale che:

ÂÂ−1 = Â−1Â = 1̂

Un endomor�smo invertibile è spesso denominato automor�smo.

Proposizione. (
Â ∈ End (E)
è invertibile

)
⇐⇒ (A è non singolare)

Dimostrazione. In una base assegnata, indichiamo con Ã la matrice rappresentativa di Â−1.
Deve essere:

ÂÃ = ÃÂ = In (5.35)

Dall'algebra delle matrici segue che la (5.35) è vera se e solo se Ã = Â−1.

5.9.1 Esercizi

1. Determinare la matrice rappresentativa dell'operatore omotetia (es. 57)

2. Assegnata l'applicazione:

Ω : R2 7−→ R3

(x, y) 7−→ (x− y, x+ y, x) ,

mostrare che Ω ∈ Hom (R2,R3), determinando poi la sua matrice rappresentativa
relativamente alle basi:

{e1 = (1, 0) , e2 = (0, 1)}
{f1 = (1, 0, 0) , f2 = (0, 1, 0) , f3 = (0, 0, 1)}

3. Sia E uno spazio vettoriale su K con dimE = 3. Si consideri l'operatore lineare
Ω : E 7−→ E tale che la sua applicazione sulla base {ei} è:

ei 7−→
{

ei−1, se i > 1
0, se i = 1

(5.36)

Determinare: a) il risultato dell'applicazione di Ω su un qualunque vettore di E; b) la
matrice rappresentativa di Ω nella base {ei}.
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4. Si determini la nullità del seguente operatore lineare:

Ω : R2 7−→ R2

(x, y) 7−→ (2x− 4y,−x+ 2y)

5.9.1.1 Soluzioni

1. Abbiamo:

Ω : E 7−→ E

v 7−→ λv

essendo λ ∈ K − {0} il rapporto di omotetia. Consideriamo una base di E:

{ei} , i = 1, 2, ..., n = dimE (5.37)

Applichiamo Ω ai vettori di base:

e′1 = λe1 = λe1 + 0 · e2 + ...+ 0 · en
e′2 = λe2 = 0 · e1 + λ · e2 + ...+ 0 · en

...

e′n = λen = 0 · e1 + 0 · e2 + ...+ λ · en

Quindi la matrice rappresentativa di Ω è la matrice diagonale:

Ω
.
=


λ 0 0 0
0 λ 0 0
... ... ... ...
0 0 0 λ


Ciò si esprime dicendo che Ω è diagonale nella base (5.37).

Nel caso speciale λ = 1, l'operatore omotetia si identi�ca con l'operatore identità:
1̂ : v 7−→ v, la cui matrice rappresentativa è la matrice identità di ordine n:

1̂
.
=


1 0 0 0
0 1 0 0
... ... ... ...
0 0 0 1

 (5.38)

2. Iniziamo a dimostrare la linearità.

∀λ, µ ∈ R, ∀v = (x, y) ∈ R2, ∀w = (x′, y′) ∈ R2, u = λv + µw = (λx+ µx′, λy + µy′)

Ωu = (λx+ µx′ − λy − µy′, λx+ µx′ + λy + µy′, λx+ µx′)

= (λ (x− y) + µ (x′ − y′) , λ (x+ y) + µ (x′ + y′) , λx+ µx′)

= λv + µw =⇒ Ω ∈ Hom
(
R2,R3

)
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Determiniamo ora il risultato dell'applicazione di Ω sui vettori di base:

e′1 = Ωe1 = (1, 1, 1)

e′2 = Ωe2 = (−1, 1, 0)

Quindi esprimiamo tali vettori nella base {fj}

e′1 = 1 · f1 + 1 · f2 + 1 · f3
e′2 = −1 · f1 + 1 · f2 + 0 · f3

da cui la matrice rappresentativa:

Ω
.
=

 1 −1
1 1
1 0


3. Sia x ∈ E:

x =
3∑
i=1

xiei

Applichiamo Ω:

Ωx =
3∑
i=1

xiΩei

= x2e2 + x3e3,

donde:
Ω : x = (x1, x2, x3) 7−→ x′ = (x2, x3, 0) (5.39)

Per determinare la matrice rappresentativa, esplicitiamo le (5.36):

e′1 = Ωe1 = 0 = 0 · e1 + 0 · e2 + 0 · e3

e′2 = Ωe2 = e1 = 1 · e1 + 0 · e2 + 0 · e3

e′3 = Ωe3 = e2 = 0 · e1 + 1 · e2 + 0 · e3,

per cui:

Ω
.
=

 0 1 0
0 0 1
0 0 0


Si osservi che al risultato (5.39) si perviene attraverso la moltiplicazione righe x colonne
delle matrici rappresentative di Ω e x rispettivamente: 0 1 0

0 0 1
0 0 0

 x1

x2

x3

 =

 x2

x3

0

 (5.40)
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4. Come è noto:
N (Ω) = dimKer (Ω)

Determiniamo il kernel dell'operatore:

KerΩ =
{
x ∈ R2 : Ωx = 0

}
=
{

(x, y) ∈ R2 : (2x− 4y,−x+ 2y) = (0, 0)
}

Gli elementi di KerΩ sono i vettori x = (x, y) le cui componenti sono soluzioni del
sistema di equazioni lineari:

2x− 4y = 0 (5.41)

−x+ 2y = 0,

equivalente all'equazione lineare omogenea:

x− 2y = 0,

per cui il sistema (3.23) ammette ∞1 autosoluzioni:

(x, y) = (2y, y)

Quindi il kernel di Ω è:

KerΩ =
{

(x, y) ∈ R2 : x = 2y, −∞ < y < +∞
}

La nullità:
N (Ω) = 1

5.10 Autovalori e autovettori di un endomor�smo

5.10.1 De�nizioni

Da qui in poi indichiamo con un simbolo del tipo X̂ un endomor�smo di uno spazio vettoriale
e con X la matrice rappresentativa relativamente ad una base assegnata. Ciò premesso, sia
Â ∈ End (E):

Â : E 7−→ E

v ∈ E 7−→ v′ ∈ E

In generale il vettore v′ - risultato dell'applicazione dell'operatore Â sul vettore v - non è
proporzionale a v. Ci si può chiedere se esistono vettori che veri�chino tale proprietà. Più
precisamente, sussiste la seguente de�nizione:

De�nizione. Il vettore v ∈ E� {0} dicesi autovettore dell'operatore Â se esiste uno
scalare λ ∈ K tale che:

Âv = λv

Lo scalare λ si chiama autovalore di Â, e diremo che v è un autovettore appartenente (o
associato) all'autovalore λ.
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Si osservi che se v è autovettore di Â con autovalore λ, per ogni α ∈ K� {0}:

Â (αv) = αÂv = λ (αv) , (5.42)

cioè αv è ancora autovettore di Â con autovalore λ. Sia V [v] il sottospazio vettoriale di E
generato da v:

V [v] =
{

(αv) ∈ E | α ∈ K, Âv = λv
}

(5.43)

Chiamiamo (5.43) sottospazio invariante per l'operatore Â.

Osservazione. V [v] contiene il vettore nullo (in quanto sottospazio vettoriale) corrispon-
dente a α = 0.

Assegnato λ ∈ K, consideriamo l'insieme:

E0 (λ)
def
=
{
v ∈ E� {0} | Âv = λv

}
(5.44)

In altri termini consideriamo la totalità dei vettori di E che sono autovettori di Â apparte-
nenti al medesimo autovalore λ.

Proposizione. E (λ) = E0 (λ) ∪ {0} è un sottospazio di E.

Dimostrazione. ∀v,w ∈ E (λ):

Â (v + w)
Â∈End(E)

= Âv + Âw

= λ (v + w) =⇒ (v + w) ∈ E (λ)

∀α ∈ K, ∀v ∈ E (λ), per la (5.42) il vettore (αv) ∈ E (λ).

De�nizione. Il sottospazio vettoriale E (λ) dicesi autospazio di Â associato all'autovalore
λ.

Teorema 67. Autovettori appartenenti ad autovalori distinti sono linearmente indipendenti.

Dimostrazione. Sia Â ∈ End (E) tale che:

Âvk = λkvk, k = 1, 2, ..., n (5.45)

λk 6= λk′ , k, k
′ ∈ {1, 2, ..., n}

k 6=k′

Si osservi che nel caso speciale n = 1, l'asserto è banalmente vero:

Âv1 = λ1v1

Per de�nizione di autovettore deve essere v1 6= 0 e come tale {v1} è linearmente indipendente.
Per dimostrare l'asserto per ogni n, procediamo per induzione:(

la proposizione è vera
per r = n− 1

)
=⇒

(
la proposizione è vera

per r = n

)
(5.46)

Per dimostrare l'implicazione induttiva (5.46) procediamo per assurdo. La negazione della
tesi è: (

la proposizione è falsa
per r = n

)
,
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ovvero: (
il sistema {v1,v2, ...,vn}
è linearmente dipendente

)
Quindi:

∃ (a1, a2, ..., an) 6= (0, 0, ..., 0) | a1v1 + a2v2 + ...+ anvn = 0 (5.47)

Senza perdita di generalità supponiamo che:

a1 6= 0 (5.48)

Applichiamo l'operatore Â ad ambo i membri della combinazione lineare (5.47), ricordando
che il sottospazio improprio è invariante rispetto all'azione di un qualunque operatore lineare:

Â (a1v1 + a2v2 + ...+ anvn) = 0

Per la (5.45):
a1λ1v1 + a2λ2v2 + ...+ anλnvn = 0 (5.49)

Moltiplichiamo la (5.47) per λn, per poi scrivere il sistema di equazioni:

a1λnv1 + a2λnv2 + ...+ anλnvn = 0

a1λ1v1 + a2λ2v2 + ...+ anλnvn = 0

Sottraendo membro a membro:

a1 (λ1 − λn)v1 + a2 (λ2 − λn)v2 + ...+ an−1 (λn−1 − λn)vn−1 = 0

Per la (5.48) e la seconda delle (5.45):

a1 (λ1 − λn) 6= 0,

cioè il sistema {v1,v2, ...,vn−1} è linearmente dipendente, che è una negazione dell'ipotesi
(5.46). La negazione della tesi implica la negazione dell'ipotesi, da cui l'asserto.

5.10.2 Polinomio caratteristico

Sia Â ∈ End (E) rappresentato dalla matrice (in una base assegnata):

A =
(
aij
)
, i, j = 1, 2, ..., n = dimE < +∞

Proposizione.
Âu = λu⇐⇒ det (A− λ1̄n) = 0,

essendo 1̄n la matrice identità di ordine n.

Dimostrazione. L'equazione agli autovalori:

Âu = λu

è equivalente alla: (
Â−λ1̂

)
u = 0, (5.50)
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essendo 1̂ ∈ End (E) l'operatore identità: 1̂u = u, ∀u ∈ E. La (5.50) può essere esplicitata
attraverso la matrice rappresentativa:

a1
1 − λ a1

2 ... a1
n

a2
1 a2

2 − λ ... a2
n

... ... ... ...
an1 an2 ... ann − λ




u1

u2

...
un

 =


0
0
...
0

 (5.51)

essendo ui le componenti di u. La (5.51) è equivalente al sistema lineare omogeneo:(
a1

1 − λ
)
u1 + a1

2u
2 + ...+ a1

nu
n = 0 (5.52)

a2
1u

1 +
(
a2

2 − λ
)
u2 + ...+ a2

nu
n = 0

...

an1u
1 + an2u

2 + ...+ (ann − λ)un = 0

Come è noto, il sistema (5.52) ammette autosoluzioni se e solo se:∣∣∣∣∣∣∣∣
a1

1 − λ a1
2 ... a1

n

a2
1 a2

2 − λ ... a2
n

... ... ... ...
an1 an2 ... ann − λ

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0

cioè:
det (A− λ1̄n) = 0

Si osservi che det (A− λ1̄n) è un polinomio di grado n, quindi poniamo per de�nizione:

pA (λ)
def
= det (A− λ1̄n) (5.53)

Chiamiamo pA (λ) polinomio caratteristico dell'endomor�smo Â.

Esempio 68. Esplicitare il polinomio caratteristico degli operatori Â e B̂, rappresentati
dalle matrici:

A =

(
a11 a12

a21 a22

)
, B =

 b11 b12 b13

b21 b22 b23

b31 b32 b33


Per l'operatore Â:

pA (λ) =

∣∣∣∣ a11 − λ a21

a12 a22 − λ

∣∣∣∣
= (a11 − λ) (a21 − λ)− a12a21

= λ2 + (−a11 − a22)λ+ a11a22

Per l'operatore B̂:

pB (λ) =

∣∣∣∣∣∣
b11 − λ b12 b13

b21 b22 − λ b23

b31 b32 b33 − λ

∣∣∣∣∣∣
= −λ3 + λ2 (b11 + b22 + b33) + λ (b12b21 − b11b22 + b13b31 + b23b32 − b11b33 − b22b33) +

− b13b22b31 + b12b23b31 + b13b21b32 − b11b23b32 − b12b21b33 + b11b22b33
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Da tali esempio si evince che nel caso n× n:

pA (λ) =
n∑
k=1

αk (aij)λ
k,

essendo αk (aij) funzioni degli elementi di matrice.

***

Per quanto detto, gli autovalori di un endomor�smo Â sono le radici (in K) del polinomio
caratteristico. Dalla conoscenza di tali radici, risolvendo il sistema lineare (5.52) si ottengono
i corrispondenti autovettori.

Esempio 69. Consideriamo l'endomor�smo Â ∈ End (E), dove E è lo spazio vettoriale C2

(sul campo complesso C) rappresentato - nella base canonica - dalla matrice:

A =

(
1 −1
2 −1

)
Determiniamo autovettori e autovalori di Â.
Il polinomio caratteristico è:

pA (λ) =

∣∣∣∣ 1− λ −1
2 −1− λ

∣∣∣∣
= λ2 + 1

Da ciò segue che gli autovalori di Â sono le radici dell'equazione:

λ2 + 1 = 0⇐⇒ λ1 = −i, λ2 = +i

Gli autovettori si ottengono risolvendo il sistema omogeneo:{
(1− λk)u1 − u2 = 0
2u1 − (1 + λk)u2 = 0

, (5.54)

ottenendo:

u(1) .=

(
1

1 + i

)
, u(2) .=

(
1

1− i

)
Si osservi che gli autovettori u(k) sono de�niti a meno di una costante moltiplicativa, poiché
il sistema (5.54) ammette ∞1 autosoluzioni.

***

Sia p (x) un polinomio a coe�cienti in K:

p (x) = a0 + a1x+ a2x
2 + ...+ anx

n (5.55)

Se Â ∈ End (E), essendo E uno spazio vettoriale n-dimensionale sul campo K, eseguiamo
nella (5.55) la sostituzione:

x→ Â, a0 → a01̂

ottenendo l'operatore

p
(
Â
)

= a01̂ + a1Â+ a2Â
2 + ...+ anÂ

n (5.56)

Se A è la matrice rappresentativa di Â:

p
(
Â
)
.
= p (A) = a01n + a1A+ a2A

2 + ...+ anA
n
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Esempio 70.

p (x) = 2x2 − 3x+ 7; q (x) = x2 − 5x− 2; A =

(
−1 2
−3 4

)
Risulta:

p (A) = 2A2 − 3A+ 7 · Ī2 =

(
12 2
27 27

)
; q (A) = A2 − 5A− 2 · Ī2 =

(
4 −6
24 −6

)
De�nizione. Se risulta p (A) = 0, diremo che p (x) è un polinomio annullatore di A.

Teorema (di Cayley-Hamilton) 71. Il polinomio caratteristico di una qualunque matrice
A è un polinomio annullatore di A.

Dimostrazione. Omessa

5.10.3 Endomor�smi diagonalizzabili

Consideriamo uno spazio vettoriale E n-dimensionale sul campo K.

De�nizione. Â ∈ End (E) è diagonalizzabile se esiste una base di E tale che: Â
.
= A =

diag (a1
1, a

2
2, ..., a

n
n).

Proposizione. Â ∈ End (E) è diagonalizzabile se e solo se Â ammette n autovettori
linearmente indipendenti.

Dimostrazione. La condizione è necessaria. Per ipotesi:

Âvi = λivi, i = 1, 2, ..., n

Il sistema Σ = {vi} è una base di E, in quanto sistema di ordine massimo. Scriviamo la
matrice rappresentativa dell'operatore Â nella base Σ. A tale scopo determiniamo il risultato
dell'applicazione di Â sui vettori di Σ:

Âv1 = λ1v1 + 0 · v2 + ...+ 0 · vn
Âv2 = 0 · v1 + λ2 · v2 + ...+ 0 · vn

...

Âvn = 0 · v1 + 0 · v2 + ...+ λn · vn

Quindi:

Â
.
= A =


λ1 0 ... 0
0 λ2 ... 0
... ... ... ...
0 0 ... λn

 ,

donde l'asserto. La condizione è su�ciente. Per ipotesi Â è diagonalizzabile, per cui
esiste una base {ei} di E tale che

Â
.
= A =


a1

1 0 ... 0
0 a2

2 ... 0
... ... ... ...
0 0 ... ann
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Per de�nizione di matrice rappresentativa deve essere:

Âe1 = a1
1e1, Âe2 = a2

2e2, ..., Âen = annen,

cosicchè Â ammette n autovettori linearmente indipendenti.

***

Consideriamo l'autospazio E (λi) corrispondente all'autovalore λi di Â ∈ End (E).

De�nizione. Dicesi molteplicità geometrica1 di λi l'intero naturale ri = dimE (λi) ≥ 1.

Da ciò segue che al medesimo autovalore λi possono corrispondere più autovettori linearmente
indipendenti. In simboli:

λi −→ {ui,1,ui,2, ...,ui,ri}

L'equazione agli autovalori si scrive:

Âui,1 = λiui,1

Âui,2 = λiui,2

...

Âui,ri = λiui,ri

D'altro canto, λi è una radice del polinomio caratteristico pA (λ) e come tale avrà una
molteplicità algebrica νi ≥ 1.

Teorema 72. Se λi è autovalore di Â ∈ End (E), allora ri ≤ νi.

Dimostrazione. Omessa

Proposizione. Sia E uno spazio vettoriale �nito-dimensionale. Â ∈ End (E) dotato di q
autovalori distinti λ1, λ2, ..., λq, è diagonalizzabile se e solo se:

q∑
i=1

ri = n,

essendo n = dimE.

Dimostrazione. Omessa

Esempio
Consideriamo gli operatori Â, B̂, Ĉ ∈ End (R3) che nella base canonica {(1, 0, 0) , (0, 1, 0) , (0, 0, 1)}
sono rappresentati dalle matrici:

A =

 2 1 0
0 1 −1
0 2 4

 , B =

 1 2 2
1 2 −1
−1 1 4

 , C =

 1 0 0
0 3 0
0 0 3


1In alcune teorie �siche (Meccanica Quantistica) la molteplicità geometrica è denominata grado di

degenerazione, e il corrispondente autovalore si dice degenere.
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Si diagonalizzino (quando è possibile) i suddetti operatori.
Soluzione.
Polinomio caratteristico di A:

pA (λ) = (2− λ)
(
λ2 − 5λ+ 6

)
,

le cui radici - autovalori di A - sono:

λ1 = 2, ν1 = 2

λ2 = 3, ν2 = 1

Da ciò segue immediatamente che r2 = 1, r1 ≤ 2.

λ1 −→ u1 = (1, 0, 0) ,

donde:

E (λ1) = {αu1 : α ∈ R} =⇒ r1 = 1

All'autovalore λ2:

λ2 = 3 −→ u2 = (−1,−1, 2)

Si conclude che l'operatore Â possiede solo due autovettori indipendenti, e come tale non è
diagonalizzabile. Alternativamente, osserviamo che:

2∑
i=1

ri = 2 < n = dimE,

quindi per la proposizione 5.10.3 l'endomor�smo Â non è diagonalizzabile.
Polinomio caratteristico di B̂:

pB (λ) = − (λ− 1) (λ− 3)2

Quindi:

λ1 = 1, ν1 = 1 =⇒ r1 = 1

λ2 = 3, ν2 = 2 =⇒ r2 = 2

Gli autovettori:

λ1 −→ u1 = (2,−1, 1)

λ2 = 3 −→ u1 = (1, 0, 1) , u2,2 = (1, 1, 0)

Ciò implica:

r2 = dimE (λ2) = 2

Il sistema {u1,u2,1,u2,2} è una base di R3 e in essa la matrice rappresentativa di B̂ è:
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Bdiag =

 1 0 0
0 3 0
0 0 3


Polinomio caratteristico di Ĉ:

pC (λ) = (1− λ)3

Quindi:

λ1 = 1, ν1 = 3 =⇒ r1 ≤ 3

Gli autovettori:

λ1 −→ u1,1 = (0, 0, 1) , u1,2 = (1, 0, 0)

Ciò implica:

r2 = dimE (λ2) = 2

Il sistema {u1,u2,1,u2,2} è una base di R3 e in essa la matrice rappresentativa di B̂ è:

Bdiag =

 1 0 0
0 3 0
0 0 3


Polinomio caratteristico di Ĉ:

pC (λ) = (1− λ)3

Quindi l'operatore Ĉ possiede l'unico autovalore λ1 = 1 la cui molteplicità algebrica è ν1 = 3.
Gli autovettori sono:

u1,1 = (1, 0, 0) , u1,2 = (0, 0, 1)

Da ciò segue che dimE (λ2) = r2 = 2, per cui Ĉ non è diagonalizzabile.

5.10.4 Esercizi

1. Assegnati gli operatori Â, B̂, Ĉ ∈ End (C) rappresentati nella base canonica dalle
seguenti matrici:

A =

(
2 1
1 2

)
, B =

(
3 4
5 2

)
, C =

(
0 −a
a 0

)
, a ∈ R− {0}

si determinino autovalori e autovettori, diagonalizzando (dove è possibile) il singolo
operatore.
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2. Assegnati gli operatori Â, B̂, Ĉ ∈ End (R3) rappresentati nella base canonica dalle
seguenti matrici:

A =

 1 0 −1
1 2 1
2 2 3

 , B =

 1 1 −2
−1 2 1
0 1 −1

 , C =

 1 2 2
0 2 1
−1 2 2

 ,

si determinino autovalori e autovettori, diagonalizzando (dove è possibile) il singolo
operatore.

3. Assegnati gli operatori Â, B̂, Ĉ ∈ End (R3) rappresentati nella base canonica dalle
seguenti matrici:

A =

 0 1 0
0 0 1
1 −3 3

 , B =

 −2 −8 −12
1 4 4
0 0 1

 , C =

 −3 −9 −12
1 3 4
0 0 1

 ,

si determinino autovalori e autovettori, diagonalizzando (dove è possibile) il singolo
operatore.

4. Assegnati gli operatori Â, B̂ ∈ End (R3) e Ĉ ∈ End (R4) rappresentati nella base
canonica dalle seguenti matrici:

A =

 2 1 1
1 2 1
0 0 1

 , B =

 2 2 0
2 2 0
0 0 1

 , C =


3 2 2 −4
2 3 2 −1
1 1 2 −1
2 2 2 −1

 ,

si determinino autovalori e autovettori, valutando la possibilità di diagonalizzazione di
singolo operatore.

5. Assegnati gli operatori Â ∈ End (R4), B̂ ∈ End (R3) rappresentati nella base canonica
dalle seguenti matrici:

A =


1 1 1 1
1 1 −1 −1
1 −1 1 −1
1 −1 −1 1

 , B =

 5 6 −3
−1 0 1
1 2 −1

 ,

si determinino autovalori e autovettori, valutando la possibilità di diagonalizzazione di
singolo operatore.

6. Diagonalizzare l'operatore Â ∈ End (R4) rappresentato nella base canonica dalla ma-
trice:

A =


1 −4 −1 −4
2 0 5 −4
−1 1 −2 3
−1 4 −1 6
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7. Diagonalizzare l'operatore Â ∈ End (R4) rappresentato nella base canonica dalla ma-
trice:

A =


5 6 −10 7
−5 −4 9 −6
−3 −2 6 −4
−3 −3 7 −5


8. Diagonalizzare l'operatore Â ∈ End (R4) rappresentato nella base canonica dalla ma-

trice:

A =


−1 −1 −6 3
1 −2 −3 0
−1 1 0 1
−1 −1 −5 3


9. Determinare gli autovalori di Â−1 essendo Â ∈ End (E), supponendo noti gli autovalori
λ di Â e nell'ipotesi λ 6= 0.

10. Sia Â ∈ End (E) con E spazio vettoriale n-dimensionale sul campo K, la cui equazione
agli autovalori è:

Âui = λiui, i = 1, 2, ..., n

Per semplicità consideriamo il caso non degenere: νi = ri = 1. Si consideri il polinomio
su K:

f (x) = a0

m∏
i=1

(x− xi) ,

Determinare: a) l'espressione analitica di f
(
Â
)
; b) det f (A) in funzione degli auto-

valori di Â; c) autovettori e autovalori di f
(
Â
)

5.10.4.1 Soluzioni

1. Il polinomio caratteristico di Â è:

pA (λ) = λ2 − 4λ− 1,

le cui radici sono:
λ1 = 1, λ2 = 3

La molteplicità algebrica di singola radice è:

ν1 = 1, ν2 = 1

In forza del teorema 72 la molteplicità geometrica di singolo autovalore è:

ri = 1, i = 1, 2 = q

per cui:
q∑
i=1

ri = 2 = dimC,
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donde la diagonalizzabilità dell'operatore Â. Le componenti dell'autovettore apparte-
nente a λ1 sono le soluzioni (x, y) dell'equazione lineare omogenea:

x+ y = 0,

quindi:
u1 = (1,−1)

In maniera analoga si determinano le componenti dell'autovettore appartenente all'au-
tovalore λ2, ottenendo:

u2 = (1, 1)

Nella base {u1,u2} l'operatore Â è rappresentato dalla matrice:

Adiag =

(
1 0
0 3

)

Il polinomio caratteristico di B̂ è:

pB (λ) = λ2 − 5λ− 14

le cui radici sono:
λ1 = −2, λ2 = 7

La molteplicità algebrica di singola radice è:

ν1 = 1, ν2 = 1

In forza del teorema 72 la molteplicità geometrica di singolo autovalore è:

ri = 1, i = 1, 2 = q

per cui:
q∑
i=1

ri = 2 = dimC,

donde la diagonalizzabilità dell'operatore B̂. Le componenti dell'autovettore apparte-
nente a λ1 sono le soluzioni (x, y) dell'equazione lineare omogenea:

5x+ 4y = 0,

quindi:
u1 = (4,−5)

In maniera analoga si determinano le componenti dell'autovettore appartenente all'au-
tovalore λ2, ottenendo:

u2 = (1, 1)
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Nella base {u1,u2} l'operatore B̂ è rappresentato dalla matrice:

Bdiag =

(
−2 0
0 7

)

Il polinomio caratteristico di Ĉ è:

pC (λ) = λ2 + a2,

le cui radici sono:
λ1 = −ia, λ2 = ia

La molteplicità algebrica di singola radice è:

ν1 = 1, ν2 = 1

In forza del teorema 72 la molteplicità geometrica di singolo autovalore è:

ri = 1, i = 1, 2 = q

per cui:
q∑
i=1

ri = 2 = dimC,

donde la diagonalizzabilità dell'operatore Ĉ. Le componenti dell'autovettore apparte-
nente a λ1 sono le soluzioni (x, y) dell'equazione lineare omogenea:

ix+ y = 0,

quindi:
u1 = (1,−i)

In maniera analoga si determinano le componenti dell'autovettore appartenente all'au-
tovalore λ2, ottenendo:

u2 = (1, i)

Nella base {u1,u2} l'operatore Ĉ è rappresentato dalla matrice:

Cdiag =

(
−ia 0

0 ia

)

2. Il polinomio caratteristico di Â è:

pA (λ) = −λ3 + 6λ2 − 11λ+ 6

le cui radici sono:
λ1 = 1, λ2 = 2, λ3 = 3
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La molteplicità algebrica di singola radice è:

νi = 1, i = 1, 2, 3

In forza del teorema 72 la molteplicità geometrica di singolo autovalore è:

ri = 1, i = 1, 2, 3,

per cui:
q∑
i=1

ri = 3,

donde la diagonalizzabilità dell'operatore Â.

Gli autovettori sono:

u1 = (−1, 1, 0) , u2 = (−2, 1, 2) ,u3 = (−1, 1, 2)

Essi compongono una base di R3, pertanto la matrice rappresentativa in tale base è:

Adiag =

 1 0 0
0 2 0
0 0 3


Il polinomio caratteristico di B̂ è:

pB (λ) = −λ3 + 2λ2 + λ− 2

le cui radici sono:
λ1 = −1, λ2 = 1, λ3 = 2

La molteplicità algebrica di singola radice è:

νi = 1, i = 1, 2, 3

In forza del teorema 72 la molteplicità geometrica di singolo autovalore è:

ri = 1, i = 1, 2, 3,

per cui:
q∑
i=1

ri = 3,

donde la diagonalizzabilità dell'operatore B̂ (prop. 5.10.3).

Gli autovettori sono:

u1 = (1, 0, 1) , u2 = (3, 2, 1) ,u3 = (1, 3, 1)
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Essi compongono una base di R3, pertanto la matrice rappresentativa in tale base è:

Bdiag =

 −1 0 0
0 1 0
0 0 2


Il polinomio caratteristico di Ĉ è:

pC (λ) = − (λ− 2)2 (λ− 1)

le cui radici sono:
λ1 = 2, λ2 = 1

La molteplicità algebrica di singola radice è:

ν1 = 2, ν2 = 1

In forza del teorema 72 la molteplicità geometrica di singolo autovalore è:

r1 ≤ 2, r2 = 1

Determiniamo gli autovettori.

λ1 −→ u1 = (2, 1, 0) =⇒ r1 = 1 (5.57)

λ2 −→ u2 = (−1,−1, 1) =⇒ r2 = 1

Dalle (5.57):
q∑
i=1

ri = 2,

donde la non diagonalizzabilità dell'operatore Ĉ.

3. Il polinomio caratteristico di Â è:

pA (λ) = (1− λ)3

la cui radice è:
λ1 = 1

La molteplicità algebrica:
ν1 = 3

λ1 ammette un solo autovettore:

u1 = (1, 1, 1)

Evidentemente:
r1 = 1,

per cui Â non è diagonalizzabile.



166 Omomor�smi e isomor�smi

Il polinomio caratteristico di B̂ è:

pB (λ) = −λ
(
λ2 − 3λ+ 2

)
le cui radici sono:

λ1 = 0, λ2 = 1, λ3 = 2

La molteplicità algebrica di singola radice è:

νi = 1, i = 1, 2, 3

In forza del teorema 72 la molteplicità geometrica di singolo autovalore è:

ri = 1, i = 1, 2, 3,

per cui:
q∑
i=1

ri = 3,

donde la diagonalizzabilità dell'operatore B̂ (prop. 5.10.3).

Gli autovettori sono:

u1 = (−4, 1, 0) , u2 = (−4, 0, 1) ,u3 = (−2, 1, 0)

Essi compongono una base di R3, pertanto la matrice rappresentativa in tale base è:

Bdiag =

 0 0 0
0 1 0
0 0 2


Il polinomio caratteristico di Ĉ è:

pC (λ) = λ2 (1− λ)2

le cui radici sono:
λ1 = 0, λ2 = 1

La molteplicità algebrica di singola radice è:

ν1 = 2, ν2 = 1

In forza del teorema 72 la molteplicità geometrica di singolo autovalore è:

r1 ≤ 2, r2 = 1

Determiniamo gli autovettori.

λ1 −→ u1 = (−3, 1, 0) =⇒ r1 = 1 (5.58)

λ2 −→ u2 = (−12, 4, 1) =⇒ r2 = 1

Dalle (5.57):
q∑
i=1

ri = 2,

donde la non diagonalizzabilità dell'operatore Ĉ.
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4. Il polinomio caratteristico di Â è:

pA (λ) = (3− λ) (λ− 1)2

le cui radici sono:
λ1 = 1, λ2 = 3,

La molteplicità algebrica di singola radice è:

ν1 = 2, ν2 = 3

In forza del teorema 72 la molteplicità geometrica di singolo autovalore è:

r1 ≤ 2, r2 = 1

All'autovalore λ1 corrispondono gli autovettori:

u1,1 = (−1, 0, 1) , u1,2 = (−1, 1, 0)

Cioè la molteplicità geometrica di λ1 è r1
def
= dimE (λ1) = 2.

All'autovalore λ2 corrisponde l'autovettore:

u2 = (1, 1, 0)

Abbiamo:
q∑
i=1

ri = 2 + 1 = 3

donde la diagonalizzabilità dell'operatore Â. La matrice rappresentativa in tale base
è:

Adiag =

 1 0 0
0 1 0
0 0 3


Il polinomio caratteristico di B̂ è:

pB (λ) = −λ
(
λ2 − 5λ+ 4

)
le cui radici sono:

λ1 = 0, λ2 = 1, λ3 = 4

La molteplicità algebrica di singola radice è:

νi = 1, i = 1, 2, 3

In forza del teorema 72 la molteplicità geometrica di singolo autovalore è:

ri = 1, i = 1, 2, 3,
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per cui:
q∑
i=1

ri = 3,

donde la diagonalizzabilità dell'operatore B̂ (prop. 5.10.3).

Gli autovettori sono:

u1 = (−1, 1, 0) , u2 = (0, 0, 1) ,u3 = (1, 1, 0)

Essi compongono una base di R3, pertanto la matrice rappresentativa in tale base è:

Bdiag =

 0 0 0
0 1 0
0 0 4


Il polinomio caratteristico di Ĉ è:

pC (λ) = (λ− 1)2 (λ2 − 5λ+ 6
)

le cui radici sono:
λ1 = 1, λ2 = 2, λ3 = 3

La molteplicità algebrica di singola radice è:

ν1 = 2, ν2 = 1 ,ν3 = 1

In forza del teorema 72 la molteplicità geometrica di singolo autovalore è:

r1 ≤ 2, r2 = 1, r3 = 1

Determiniamo gli autovettori.

λ1 −→ {u1,1 = (−1, 0, 1, 0) , u1,2 = (−1, 1, 0, 0)} =⇒ r1 = 2 (5.59)

λ2 −→ u2 = (−2, 4, 1, 2) =⇒ r2 = 1

λ3 −→ u3 = (0, 3, 1, 2) =⇒ r3 = 1 (5.60)

Dalle (5.57):
q∑
i=1

ri = 4,

donde la diagonalizzabilità dell'operatore Ĉ.

Il sistema di autovettori:
{u1,1,u1,2,u2,u3} ,

è una base di R4, e la matrice rappresentativa di Ĉ in tale base è:

Cdiag =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 2 0
0 0 0 3
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5. Il polinomio caratteristico di A è:

pA (λ) = (λ− 2)3 (λ+ 2)

Quindi gli autovalori:
λ1 = −2, λ2 = 2

le cui molteplicità algebriche sono:

ν1 = 1, ν2 = 3

Le molteplicità geometriche:
r1 = 1, r2 ≤ 3

Gli autovettori appartenenti all'autovalore λ1 hanno per componenti nella base cano-
nica, le soluzioni del sistema lineare omogeneo:

3x+ y + z + t = 0

x+ 3y − z − t = 0

x− y + 3z − t = 0

x− y − z + 3t = 0,

che ammette ∞1 autosoluzioni. Quindi a meno di una costante moltiplicativa:

u1 = (−1, 1, 1, 1)

Per l'autovalore λ2 occorre risolvere il sistema omogeneo:

−x+ y + z + t = 0

x− y − z − t = 0

x− y − z − t = 0

x− y − z − t = 0,

equivalente a:
x− y − z − t = 0

Pertanto esistono ∞3 autosoluzioni (α + β + γ, α, β, γ), per ogni α, β, γ ∈ (−∞,+∞).
Quindi il più generale autovettore di Â appartenente all'autovalore λ2 è:

w = (α + β + γ, α, β, γ)

= α (1, 1, 0, 0) + β (1, 0, 1, 0) + γ (1, 0, 0, 1)

Posto:
u2,1 = (1, 1, 0, 0) , u2,2 = (1, 0, 1, 0) , u2,3 = (1, 0, 0, 1)

risulta che i suddetti vettori compongono una base dell'autospazio E ′ (λ2):

Âu2,i = λ2u2,i, i = 1, 2, 3 = r2



170 Omomor�smi e isomor�smi

Pertanto all'autovalore λ2 corrispondono tre autovettori lineramente indipendenti:

λ2 → {u2,1,u2,2,u2,3}

In�ne
4∑
i=1

ri = 1 + 3 = 4

donde la diagonalizzabilità dell'operatore Â. La matrice rappresentativa in tale base
è:

Adiag =


−2 0 0 0
0 2 0 0
0 0 2 0
0 0 0 2


Il polinomio caratteristico di B è:

pB (λ) = −λ3 + 4λ2 − 2λ− 4,

le cui radici sono:
λ1 = 2, λ2 = 1−

√
3, λ3 = 1 +

√
3

Gli autovettori sono:

u1 = (−2, 1, 0)

u2 =

(
3
(
−1 +

√
3
)

1 +
√

3
,
1−
√

3

1 +
√

3
, 1

)

u3 =

(
3
(
1 +
√

3
)

−1 +
√

3
,

1 +
√

3

1−
√

3
, 1

)

Nella base {ui} la matrice rappresentativa di B̂ è:

Bdiag =

 2 0 0

0 1−
√

3 0

0 0 1 +
√

3


6. Il polinomio caratteristico è:

pA (λ) = det
∣∣A− λ14

∣∣
= (λ− 1)3 (λ− 2)

Quindi gli autovalori:
λ1 = 1, λ2 = 2

le cui molteplicità algebriche sono:

ν1 = 3, ν2 = 1
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Le molteplicità geometriche:
r1 ≤ 3, r2 = 1

Gli autovettori appartenenti all'autovalore λ1 hanno per componenti nella base cano-
nica, le soluzioni del sistema lineare omogeneo:

1 −4 −1 −4
2 0 5 −4
−1 1 −2 3
−1 4 −1 6




x
y
z
t

 =


x
y
z
t

 ,

che ammette ∞1 autosoluzioni. Quindi a meno di una costante moltiplicativa:

u1 = (−3,−6, 4, 5)

Per l'autovalore λ2 troviamo:

u2 = (−2,−3, 2, 3)

Si conclude che l'operatore lineare Â possiede solo due autovettori indipendenti, per-
tanto non è diagonalizzabile.

7. Il polinomio caratteristico è:

pA (λ) = det
∣∣A− λ14

∣∣
= (λ+ 1) (λ− 1)3

Quindi gli autovalori:
λ1 = −1, λ2 = 1

le cui molteplicità algebriche sono:

ν1 = 1, ν2 = 3

Le molteplicità geometriche:
r1 = 1, r2 ≤ 3

Gli autovettori appartenenti all'autovalore λ1 hanno per componenti nella base cano-
nica, le soluzioni del sistema lineare omogeneo:

5 6 −10 7
−5 −4 9 −6
−3 −2 6 −4
−3 −3 7 −5




x
y
z
t

 = −


x
y
z
t

 ,

che ammette ∞1 autosoluzioni. Quindi a meno di una costante moltiplicativa:

u1 = (−3, 0, 1, 4)

Per l'autovalore λ2 troviamo:
u2 = (1, 2, 3, 2)

Si conclude che l'operatore lineare Â possiede solo due autovettori indipendenti, per-
tanto non è diagonalizzabile.
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8. Il polinomio caratteristico è:

pA (λ) = det
∣∣A− λ14

∣∣
= λ2

(
λ2 − 1

)
Quindi gli autovalori:

λ1 = 0, λ2 = −1, λ3 = 1

le cui molteplicità algebriche sono:

ν1 = 2, ν2 = ν3 = 1,

Le molteplicità geometriche:
r1 ≤ 2, r2 = r3 = 1

Gli autovettori appartenenti all'autovalore λ1 hanno per componenti nella base cano-
nica, le soluzioni del sistema lineare omogeneo:

−1 −1 −6 3
1 −2 −3 0
−1 1 0 1
−1 −1 −5 3




x
y
z
t

 =


0
0
0
0

 ,

che ammette ∞1 autosoluzioni. Quindi a meno di una costante moltiplicativa:

u1 = (2, 1, 0, 1)

Per gli autovalori λ2, λ3 troviamo:

u2 = (3, 0, 1, 2) , u3 = (3, 0, 1, 4)

Si conclude che l'operatore lineare Â possiede solo tre autovettori indipendenti, per-
tanto non è diagonalizzabile.

9. Scriviamo l'equazione agli autovalori per gli operatori Â, Â−1:

Âu = λu (5.61)

Â−1w = λ′w

Dalla seconda delle (5.61):

pA−1 (λ′) = det
(
A−1 − λ′Ī

)
= 0

Da ciò segue:

0 = det
(
AA−1 − λ′A

)
= det

(
Ī − λ′A

)
= −λ′ det

[
A− (λ′)

−1
Ī
]

Cioè:

det
[
A− (λ′)

−1
Ī
]

= 0⇐⇒ pA

[
(λ′)

−1
]

= 0 =⇒ λ =
1

λ′

Si conclude che gli autovalori di Â−1 sono:

λ′ =
1

λ
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10. L'operatore f
(
Â
)
si ottiene dall'espressione f (x) eseguendo la sostituzione x → Â,

xi → xi1̂, a0 → a01̂:

f
(
Â
)

= a01̂

m,∏
i=1

(
Â− xi1̂

)
(5.62)

Dalla (5.62) passiamo alla matrice rappresentativa:

f
(
Â
)
.
= f (A) = a01̄n

m,∏
i=1

(A− xi1̄n) ,

e per una nota proprietà dei determinanti:

det [f (A)] = am0

m,∏
i=1

det (A− xi1̄n)

Cioè:

det [f (A)] = am0

m∏
i=1

pA (xi) , (5.63)

essendo pA (λ) il polinomio caratteristico della matrice A: pA (λ) = det (A− λ1̄n) , le
cui radici sono gli autovalori λi, donde:

pA (xi) =
n∏
j=1

(xi − λj) (5.64)

Sostituendo la (5.64) nella (5.63):

det [f (A)] = am0

m∏
i=1

n∏
j=1

(xi − λj)

=
n∏
j=1

m∏
i=1

[a0 (xi − λj)] ,

donde:

det [f (A)] =
n∏
j=1

f (λj)

Per determinare gli autovettori dell'operatore f
(
Â
)
si osservi che f

(
Â
)
si esprime

come:

f
(
Â
)

=
m∑
i=1

ciÂ
i, (5.65)

con ci ∈ K. Applichiamo l'operatore Â ad ambo i membri della (5.65):

f
(
Â
)
ui =

m∑
j=1

cjÂ
jui

=

(
m∑
j=1

cjλ
j
i

)
ui

= f (λi)ui
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L'ultimo passaggio si giusti�ca osservando che se Aui = λiui, allora Anui = λni ui. Si

conclude che f
(
Â
)
ammette gli stessi autovettori di Â, con autovalori f (λi).

Osservazione. Si può dimostrare che f (λi) sono gli autovalori di f
(
Â
)
nel seguente

modo: si consideri la funzione:

g (x) = f (x)− λ

Posto B̂ = f
(
Â
)
, il polinomio caratteristico della matrice B è:

pB (µ) = det (B − µ1̄n)

Scriviamo l'equazione agli autovalori per B̂:

B̂vi = µivi

Inoltre:

pB (µ) = det g (A) = det (f (A)− λ) =
n∏
i=1

g (λi)

=
n∏
i=1

[f (λj)− λ] =⇒ µi = f (λi)

5.11 Similitudine

5.11.1 Matrici simili

Sia Â un endomor�smo diagonalizzabile di uno spazio vettoriale �nito-dimensionale (dimE =
n) sul campo K. Supponiamo che in una base assegnata {ei}, Â sia rappresentato dalla
matrice:

A =


a11 a12 ... a1n

a21 a22 ... a2n

... ... ... ...
an1 an2 ... ann

 (5.66)

Per ipotesi Â è diagonalizzabile, per cui se {ui} è il suo sistema di autovettori e λi i relativi
autovalori2, nella base {ui} l'operatore è rappresentato dalla matrice diagonale:

Adiag =


λ1 0 ... 0
0 λ2 ... 0
... ... ... ...
0 0 ... λn

 (5.67)

Proposizione. Le matrici (5.66)-(5.67) sono legate dalla relazione:

Adiag = R−1AR, (5.68)

essendo R la matrice del cambiamento di base {ei} → {vi} (� ??).
2Per semplicità stiamo considerando il caso ri = νi = 1, i = 1, ..., n.
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Dimostrazione. Omessa

***

Naturalmente le matrici Adiag e A hanno i medesimi autovalori, per cui ci si può chiedere
se la relazione (5.68) abbia validità generale. La risposta è a�ermativa ed è espressa dalla
seguente

De�nizione. Le matrici A e B sono simili se esiste una matrice C non singolare tale che:

B = C−1AC (5.69)

Proposizione. Due matrici simili hanno gli stessi autovalori.

Dimostrazione. Il polinomio caratteristico di B è:

pB (λ) = det
(
B − λI

)
= det

(
C−1AC − λI

)
, (5.70)

giacchè la matrice B è legata alla matrice A dalla (5.69). D'altro canto:

λI =
C−1C=I

λIC−1C =
IC−1=C−1I

λC−1IC = C−1
(
λI
)
C,

che sostituita nella (5.70) porge:

pB (λ) = det
[
C−1AC − C−1

(
λI
)
C
]

= det
[
C−1

(
A− λI

)
C
]

=
(
detC−1

)
det
(
A− λI

)
(detC)

= det
(
A− λI

)
= pA (λ) ,

cioè A e B hanno lo stesso polinomio caratteristico, da cui l'asserto.
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Capitolo 6

Spazio duale

6.1 Forme lineari

Nel capitolo 5.4 abbiamo de�nito l'insieme Hom (E,F ) (eq. 5.13) che assume la struttura
di spazio vettoriale su K. Riferiamoci in particolare a:

Hom (E,K) = {ω : ω è un omomor�smo tra E e K}

De�nizione. Un omomor�smo ω ∈ Hom (E,K) si dice forma lineare.

Il risultato dell'applicazione di ω su un vettore di E è uno scalare. Scriviamo:

ω (x)
def
= 〈x, ω〉 , x ∈ E

Esempio 73. Nello spazio vettoriale Rn il prodotto scalare di due vettori a = (a1, a2, ..., an),
b = (b1, b2, ..., bn) è de�nito da:

a · b =
n∑
i=1

aibi

Ciò premesso, consideriamo l'applicazione lineare:

ωa : Rn 7−→ R (6.1)

tale che ad ogni x ∈ Rn associa il prodotto scalare x · a, essendo a un assegnato vettore di
Rn. Quindi:

〈x, ωa〉 = x · a

È facile rendersi conto che l'applicazione (6.1) è una forma lineare.

Poniamo per de�nizione:

E∗
def
= Hom (E,K)

Introduciamo in E∗ l'operazione di somma tra forme lineari:

+ : E∗ × E∗ 7−→ E∗ (6.2)

(ω1, ω2) ∈ E∗ × E∗ 7−→ (ω1 + ω2) ∈ E∗
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La (6.2) è così de�nita:

ω1 + ω2 : E∗ 7−→ K (6.3)

v ∈ E 7−→ 〈v, ω1 + ω2〉
def
= (〈v, ω1〉+ 〈v, ω2〉) ∈ K

Dimostriamo che (ω1 + ω2) ∈ E∗:

∀α, β ∈ K, ∀v,w ∈ E, 〈αv + βw, ω1 + ω2〉
def
= 〈αv + βw, ω1〉+ 〈αv + βw, ω2〉

ωk∈E∗= α 〈v, ω1〉+ β 〈w, ω1〉+α 〈v, ω2〉+ β 〈w, ω2〉
= α 〈v, ω1 + ω2〉+ β 〈w, ω1 + ω2〉 =⇒ (ω1 + ω2) ∈ E∗

Introduciamo ora l'operazione di prodotto di uno scalare per un elemento di Hom (E,K):

· : K × E∗ 7−→ E∗ (6.4)

(λ, ω) ∈ K × E∗ 7−→ (λω) ∈ E∗

La (6.4) è così de�nita:

λω : E∗ 7−→ K (6.5)

v ∈ E 7−→ 〈v, λω〉 def= λ 〈v, ω〉 ∈ K

Dimostriamo che (λω) ∈ E∗:

∀α, β ∈ K, ∀v,w ∈ E, 〈αv + βw, λω〉 def= λ 〈αv + βw, ω〉
ω∈E∗

= λ (α 〈v, ω〉+ β 〈w, ω〉)
= αλ 〈v, ω〉+ βλ 〈w, ω〉
= α 〈v, λω〉+ β 〈v, λω〉 =⇒ (λω) ∈ E∗

Con l'introduzione delle operazioni (6.2)-(6.4), l'insieme E∗ assume la struttura di spazio
vettoriale su K. Chiamiamo E∗ spazio duale dello spazio vettoriale E.

Osservazione. L'elemento neutro in E∗ è la forma lineare:

Ô : v ∈ E 7−→ 0

Cioè: 〈
v, Ô

〉
= 0, ∀v ∈ E

L'elemento opposto ad un elemento ω ∈ E∗ è la forma lineare −ω tale che:

〈v,−ω〉 = −〈v, ω〉 , ∀v ∈ E

***
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Lemma 74. Sia E uno spazio vettoriale su K e {ei} una sua base (i = 1, 2, ..., n = dimE).

∀b1, b2, ..., bn ∈ K, ∃! ω ∈ E∗ : 〈ei, ω〉 = bi (i = 1, 2, ..., n)

Dimostrazione. Esistenza di ω Preso ad arbitrio un vettore x ∈ E, siano xi le sue compo-
nenti nella base {ei}. Consideriamo l'applicazione:

ω : E 7−→ K (6.6)

x ∈ E 7−→
n∑
i=1

xibi

Cioè

〈x, ω〉 =
n∑
i=1

xibi

L'applicazione (6.6) è manifestamente lineare, per cui è una forma lineare. Applichiamo ω
ai vettori di base:

x = ej =⇒ 〈ej, ω〉 =
n∑
i=1

δijbi = bj,

da cui l'esistenza di ω : 〈ej, ω〉 = bj per j = 1, 2, ..., n. Unicità di ω Neghiamo la tesi:

∃ω, ω′ ∈ E∗ : 〈ei, ω〉 = 〈ei, ω′〉 = bi =⇒ 〈ei, ω − ω′〉 = 0

Poniamo:
ω̃
def
= ω − ω′,

donde:
〈ei, ω̃〉 = 0

Quindi:(
∀x ∈ E, 〈x, ω̃〉 =

〈
n∑
i=1

xiei, ω̃

〉
=

n∑
i=1

xi 〈ei, ω̃〉 = 0

)
=⇒ ω̃ = Ô =⇒ ω = ω′

Remark 75. Da qui in avanti utilizziamo la convenzione (di Einstein) di somma sugli indici
ripetuti due volte. Ad esempio, la sommatoria:

n∑
i=1

aibi

andrebbe scritta omettendo il simbolo di sommatoria:

aibi

Per una ragione che apparirà chiara in seguito, uno dei due indici è scritto in alto, per cui
ogni espressione del tipo:

aib
i

signi�ca: ∑
i

aib
i
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Prendiamo la n-pla:

(b1, b2, ..., bn) = (1, 0, ..., 0)

Per il lemma precedente esiste ed è unica la forma lineare θ1 ∈ E∗ tale che:〈
ei, θ

1
〉

= δ1
i

Si ricordi che δji è la delta di Kronecher:

δji =

{
1, se i = j
0, altrimenti

Similmente possiamo costruire una forma θ2:

(b1, b2, ..., bn) = (0, 1, ..., 0) =⇒ ∃!θ2 ∈ E∗ :
〈
ei, θ

2
〉

= δ2
i

Da ciò segue che in corrispondenza delle n-ple:

(1, 0, ..., 0) , (0, 1, ..., 0) , ..., (0, 0, ..., 1)

esiste ed è unica la n-pla di forme lineari:{
θj
}
, j = 1, 2, ..., n

tali che: 〈
ei, θ

j
〉

= δji

Ciò premesso, dimostriamo il:

Teorema 76. {θj} è una base dello spazio duale E∗.

Dimostrazione. Si tratta di dimostrare che {θj} è un sistema massimo linearmente indipen-
dente. Abbiamo:

λjθ
j = 0

Quindi: 〈
x, λjθ

j
〉

= 0, ∀x ∈ E
Se x è un vettore di base:

0 =
〈
ei, λjθ

j
〉

= λj
〈
ei, θ

j
〉

= λjδ
j
i = λi (6.7)

La (6.7) implica che il sistema {θj} è linearmente indipendente. Dimostriamo che tale sistema
è di ordine massimo. A tale scopo prendiamo ad arbitrio ω ∈ E∗, quindi occorre far vedere
che

{
ω, θh

}
è linearmente dipendente o, ciò che è lo stesso:

ω = ωiθ
i, ωi = 〈ei, ω〉 (6.8)

La (6.8) è vera se le forme lineari ω e ωiθi riproducono i medesimi scalari quando agiscono
sui vettori di base dello spazio vettoriale E. Risulta:〈

ei, ωjθ
j
〉

= ωj
〈
ei, θ

j
〉

= ωjδ
j
i = ωi (6.9)

〈ei, ω〉 = ωi

da cui la validità della (6.8).
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Il teorema appena dimostrato garantisce l'esistenza di una base {θj} dello spazio duale E∗,
denominata base duale associata alla base {ei} di E. Le grandezze ωi sono le componenti
di ω ∈ E∗ nella base {θj}.

6.2 Cambiamento di base nello spazio duale.

Riprendiamo le equazioni relative al cambiamento di base {ei} → {e′i} (� ??):

e′i =
n∑
k=1

αikek (6.10)

ei =
n∑
k=1

βike
′
k,

che individuano la matrice R = (αik) e la sua inversa R−1 = (βik). Se x è un arbitrario
vettore di E:

x =
n∑
i=1

xiei nella base {ei}

x =
n∑
i=1

x′ie
′
i nella base {e′i}

Le componenti xi si trasformano secondo la legge:

x′i =
n∑
j=1

βijxj (6.11)

Utilizzando la convenzione di Einstein possiamo ride�nire gli indici degli elementi di matrice
che compaiono nelle equazioni appena scritte:

e′i = αki ek (6.12)

ei = βki e
′
k,

Con tale notazione, la (6.11) si riscrive:

x′i = βijx
j (6.13)

La (6.13) esprime la legge di trasformazione dei cosiddetti vettori controvarianti che per
de�nizione hanno le componenti con gli indici scritti in alto. Inoltre la legge di trasformazione
è individuata dall'inversa della matrice R.
Al cambiamento di base {ei} → {e′i} nello spazio vettoriale E, corrisponde nello spazio duale
E∗ il cambiamento di base {θj} → {θ′j}. Si ricordi che:

〈
ei, θ

j
〉

= δji〈
e′i, θ

′j
〉

= δji
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Determiniamo le equazioni di trasformazione che connettono le basi {θj}, {θ′j}. A tale scopo
esprimiamo θ′j come combinazione lineare delle θi:

θ′j = γji θ
i (6.14)

Per la (6.9):

γji =
〈
ei, θ

′j〉 ,
donde:

θ′j =
〈
ei, θ

′j〉 θi
Per la seconda delle (6.12):

θ′j =
〈
βki e

′
k, θ
′j〉 θi = βki

〈
e′k, θ

′j〉 θi = βki δ
j
kθ
i = βji θ

i

In maniera simile si ottengono le θj = f j (θ′i). Quindi:

θ′j = βji θ
i (6.15)

θj = αjiθ
′i

Determiniamo la legge di trasformazione delle forme lineari in corrispondenza di un cambia-
mento di base {θi} → {θ′i}. Abbiamo:

ω = ωiθ
i nella base

{
θi
}

ω = ω′iθ
′i nella base

{
θ′i
}

Evidentemente:

ωiθ
i = ω′iθ

′i = ω′iβ
j
kθ
k

Scrivendo θi come θi = θkδik e sostituendo nell'equazione precedente:

ωiθ
kδik − ω′iβikθk = 0⇐⇒

(
ωiδ

i
k − ω′iβik

)
θk = 0

Il sistema di vettori {θi} è linearmente indipendente, per cui:(
ωk − ω′iβik

)
θk = 0 =⇒ ωk − ω′iβik = 0, per k = 1, 2, ..., n

Cioè:

ωk = βikω
′
i (6.16)

Allo stesso modo si giunge a:

ω′k = αikωi (6.17)

Le (6.16) o ciò che è lo stesso le (6.16) compongono le equazioni di trasformazione che
connetteno le due basi {θi}, {θ′i} dello spazio duale E∗.
Per chiarezza riscriviamo tutte le equazioni ottenute:
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e′i = αki ek, θ′j = βji θ
i (6.18)

ei = βki e
′
k, θj = αjiθ

′i

Per quanto riguarda i vettori dello spazio E e del suo spazio duale E∗:

x′i = βijx
j, ωi = βki ω

′
k (6.19)

xi = αijx
′j, ω′i = αki ωk

Si noti che le equazioni relative al cambiamento di base {ei} → {e′i} esibiscono una forma
per così dire, speculare rispetto alle equazioni che connettono le basi {θi}, {θ′i}. Più preci-
samente, i �vettori� di E∗ hanno componenti scritte in basso, e ciò si esprime dicendo che
sono vettori covarianti.
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Capitolo 7

Spazi vettoriali euclidei

7.1 Introduzione

Gli spazi vettoriali euclidei nascono dall'esigenza di introdurre in uno spazio vettoriale nozioni
primitive del tipo distanza tra punti, angolo tra direzioni.

7.2 Prodotto scalare

Nell'esempio 73 abbiamo de�nito il prodotto scalare tra due vettori di Rn:

a · b =
n∑
i=1

aibi

Più in generale, assegnato un qualunque spazio vettoriale E sul campo reale R, si de�nisce
prodotto scalare l'applicazione lineare:

· : E × E 7−→ R
(u,v) ∈ E × E 7−→ u · v ∈ R,

che veri�ca le proprietà seguenti:

1. Commutatività:
u · v = u · v, ∀u,v ∈ E

2. Associatività rispetto alla moltiplicazione di uno scalare per un vettore:

λu · v = u · λv = λ (u · v) , ∀λ ∈ R, ∀u,v ∈ E

3. Proprietà distributiva rispetto alla somma tra vettori:

u · (v + w) = u · v + u ·w, ∀u,v,w ∈ E

4. ∀u ∈ E, u · v = 0 =⇒ v = 0.
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In Rn il prodotto scalare è così de�nito:

x · y =
n∑
k=1

xkyk, (7.1)

essendo x = (x1, x2, ..., xn) ∈ Rn, y = (y1, y2, ..., yn) ∈ Rn.
Si consideri lo spazio vettoriale C (a, b) (� 2), i cui elementi sono le funzioni reali e continue
in [a, b]. Il prodotto scalare tra i �vettori� di C (a, b) è de�nito da:

f · g =

b∫
a

f (x) g (x) dx (7.2)

Infatti:

1.

g · f =

b∫
a

g (x) f (x) dx =

b∫
a

f (x) g (x) dx = f · g

2.

(λf) · g =

b∫
a

λf (x) g (x) dx = λ

b∫
a

f (x) g (x) dx = λf · g

3.

f · (g + h) =

b∫
a

f (x) [g (x) + h (x)] dx =

b∫
a

f (x) g (x) dx+

b∫
a

g (x)h (x) dx

= f · g + f · h

4.
∀f ∈ C (a, b) , f · g = 0 =⇒ g (x) ≡ 0

Dimostriamo l'ultima implicazione. Deve essere:

∀f ∈ C (a, b) ,

b∫
a

f (x) g (x) dx = 0 =⇒ g (x) ≡ 0 (7.3)

Procediamo per assurdo:

∃x0 ∈ [a, b] : g (x0) 6= 0

Senza perdita di generalità supponiamo che sia g (x0) > 0. La continuità della funzione g (x)
porge:

∃Iδ (x0) = (x0 − δ, x0 + δ) : x ∈ Iδ (x0) =⇒ g (x) > 0

Quindi:

g (x) = 0, se x ∈ [a, b]− Iδ (x0)

g (x) > 0, se x ∈ Iδ (x0)
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Pertanto:
b∫

a

f (x) g (x) dx =

x0−δ∫
x0−δ

f (x) g (x) dx (7.4)

In forza dell'arbitrarietà della funzione f (x), poniamo:

f (x) = 0, se x ∈ [a, b]− Iδ (x0)

f (x) = [x− (x0 − δ)] [(x0 + δ)− x] , sex ∈ Iδ (x0)

Con tale posizione, l'integrale (7.4) diventa:

x0−δ∫
x0−δ

f (x) g (x) dx =

x0−δ∫
x0−δ

[x− (x0 − δ)] [(x0 + δ)− x] g (x) dx > 0, (7.5)

giacchè l'integrando è maggiore di zero. Il risultato (7.5) contraddice l'ipotesi, da cui
l'asserto.
Esempi numerici
Consideriamo lo spazio vettoriale C (0, π).

f (x) = x; g (x) = sinx

Il prodotto scalare è:

f · g =

π∫
0

x sinxdx

Integriamo per parti:

f · g =

π∫
0

x sinxdx =

π∫
0

xd (− cosx) = −x cosx|x=π
x=0 +

π∫
0

cosxdx = π

***

Consideriamo lo spazio vettoriale C (0, b) essendo b numero reale positivo preso ad arbitrio.
Siano:

f (x) = xe−x; g (x) = sin x (7.6)

Il prodotto scalare è una funzione di b:

(f · g) (b) =

b∫
0

xe−x sinxdx

=
1

2

[
1− e−b ((1 + b) cos b+ b sin b)

]
Il prodotto scalare di f e g date dalla (7.6) ha l'andamento riportato in �gura 7.1.
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Figura 7.1: Gra�co di (f · g) (b).

Osservazione. In Rn il prodotto scalare tra due vettori è dato dalla somma dei prodotti
delle componenti omonime dei vettori medesimi [eq. (7.1)]. In C (a, b) il prodotto scalare
tra i �vettori� f, g ∈ C (a, b) è dato dalla (7.2), che è la generalizzazione al continuo della
(7.1). Infatti si passa dalla (7.1) alla (7.2) attraverso la sostituzione

∑
→
∫
. Quindi gli

elementi di C (a, b) sono vettori con un numero in�nito non numerabile di componenti (in
quanto funzioni della variabile continua x).

7.3 Tensore metrico

Sia E uno spazio vettoriale su K. Presi ad arbitrio u,v ∈ E, consideriamone le componenti
nella base {ei}:

u = uiei, v = viei, (i = 1, 2, ..., n = dimE)

Eseguiamo il prodotto scalare:

u · v =
(
uiei

)
·
(
vkek

)
= uivkei · ek (7.7)

Poniamo:

gik
def
= ei · ek (7.8)

gik è un �oggetto� a n (n+ 1) /2 componenti, denominato tensore metrico. La ragione
di tale de�nizione apparirà chiara in un prossimo capitolo. Il numero delle componenti è
n (n+ 1) /2 in forza della simmetria di gik rispetto alla permutazione degli indici:

gki = ek · ei =
commutatività del p.s.

ei · ek = gik

Il prodotto scalare (7.7) si scrive:

u · v = giku
ivk (7.9)

Per la proprietà 4 del prodotto scalare:

∀u ∈ E, u · v = 0 =⇒ v = 0

In termini del tensore metrico:

∀u ∈ E, gikuivk = 0 =⇒ vk = 0

Cioè: (
gikv

k = 0, i = 1, 2, ..., n
)

=⇒ vk = 0, k = 1, 2, ..., n (7.10)

La (7.10) è il sistema omogeneo:
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g11v
1 + g12v

2...+ g1nv
n = 0 (7.11)

g21v
1 + g22v

2...+ g2nv
n = 0

..

gn1v
1 + gn2v

2...+ gnnv
n = 0

La nostra richiesta si traduce nell'esistenza della sola soluzione banale (o impropria):

(
v1, v2, ..., vn

)
= (0, 0, ..., 0)

Come è noto, condizione necessaria e su�ciente a�nchè il sistema (7.11) ammetta la sola
soluzione impropria è che sia diverso da zero il determinante della matrice dei coe�cienti:∣∣∣∣∣∣∣∣

g11 g12 ... g1n

g21 g22 ... g2n

... .... ... ...
gn1 gn2 ... gnn

∣∣∣∣∣∣∣∣ 6= 0 (7.12)

Poniamo per de�nizione:

g
def
=

∣∣∣∣∣∣∣∣
g11 g12 ... g1n

g21 g22 ... g2n

... .... ... ...
gn1 gn2 ... gnn

∣∣∣∣∣∣∣∣ = det (gik)

Quindi la (7.12) si riscrive:

g 6= 0 (7.13)

***

L'introduzione del prodotto scalare in uno spazio vettoriale E ci consente di introdurre le
nozioni di ortogonalità, unitarietà e norma di un vettore.

De�nizione. Due vettori u,v si dicono ortogonali se u · v = 0.

Osservazione. Il vettore nullo è ortogonale ad ogni vettore di E. Infatti, ∀v ∈ E,v · 0 = 0

De�nizione. Dicesi quadrato del vettore v, la grandezza:

v · v = gikv
ivk (7.14)

Si noti che la (7.14) è una forma quadratica nelle vi i cui coe�cienti sono le componenti del
tensore metrico gik.

De�nizione. Un vettore u dicesi vettore unitario o versore se u · u = 1.
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7.4 Spazi vettoriali propriamente euclidei e pseudo-euclidei

Sia E uno spazio vettoriale sul campo K.

De�nizione. Lo spazio vettoriale E è propriamente euclideo (o euclideo) se per ogni
v ∈ E la forma quadratica gikvivk è de�nita positiva. Nel caso contrario, lo spazio vettoriale
E dicesi pseudo-euclideo.

La suddetta de�nizione può essere formulata in termini di prodotto scalare tra i vettori di
E. Precisamente, abbiamo visto in 7.2 che una delle proprietà del prodotto scalare è:

∀u ∈ E, u · v = 0 =⇒ v = 0

In uno spazio vettoriale propriamente euclideo tale proprietà si specializza nella seguente:

∀v ∈ E, v · v =

{
> 0, se v 6= 0
= 0, se v = 0

7.5 Norma di un vettore

Sia E uno spazio vettoriale propriamente euclideo. Dicesi norma del vettore v ∈ E la
grandezza:

||v|| def=
√
v · v

Sussiste la seguente

Teorema della media.

∀v,w ∈ E, |v ·w| ≤ ||v|| · ||w||

Dimostrazione. Omessa.

7.6 Spazi metrici

Uno spazio metrico è un qualunque insieme non vuoto S tale che esiste una funzione reale
d (a, b) de�nita in S × S che veri�ca le seguenti proprietà:

1. d (a, b) è non negativa:
d (a, b) : S × S 7−→ [0,+∞)

Inoltre d (a, b) = 0 se e solo se a = b.

2. d (a, b) è simmetrica rispetto alla permutazione delle variabili indipendenti:

d (a, b) = d (b, a) , ∀a, b ∈ S

3. d (a, b) veri�ca la disuguaglianza triangolare:

d (a, c) ≤ d (a, b) + d (b, c) , ∀a, b, c ∈ S



7.7 Base ortonormale 191

Chiamiamo d (a, b) distanza tra gli elementi di S.
Consideriamo il caso speciale S = E spazio vettoriale su K. Una possibile de�nizione di
distanza è:

d (x,y) = ||x− y|| (7.15)

È facile rendersi conto che la (7.15) veri�ca gli assiomi precedenti.

7.7 Base ortonormale

De�nizione. Un sistema Σ = {wi} con i = 1, 2, ..., r ≤ n = dimE, dicesi ortonormale se:

wi ·wj = δij, (7.16)

cioè se i suoi vettori sono versori e sono mutuamente ortogonali.

L'ortonormalità di un sistema di vettori implica l'indipendenza lineare dello stesso. Invero,
sussiste la seguente:

Proposizione.

(Σ = {w1,w2, ...,wr} è ortonormale) =⇒ (Σ è linearmente indipendente)

Dimostrazione. Studiamo le soluzioni rispetto a λi dell'equazione:

λiwi = 0 (7.17)

A tale scopo moltiplichiamo scalarmente per wk (k = 1, 2, ..., n) primo e secondo membro
della (7.17):

λiwi ·wk = 0 ·wk = 0

Tenendo conto della (7.16):

λiδik = 0 =⇒ λk = 0, per k = 1, 2, ..., r

da cui segue che Σ è linearmente indipendente.

De�nizione. Per r = n si ha che Σ è un sistema massimo linearmente indipendente, cioè una
base. Si conclude che ogni sistema ortonormale di ordine r = n è una base di E, denominata
base ortonormale

***

L'algoritmo che implementa l'ortonormalizzazione di una base generica {êi} è noto come
procedimento di ortonormalizzazione di Gram-Schmidt:

ê′i =
ai
||ai||

,

essendo:
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a1 = e1 (7.18)

a2 = e2 −
a1 · e2

a1 · a1

a1

a3 = e3 −
a2 · e3

a2 · a2

a2 −
a1 · e3

a1 · a1

a1

.........................................

an = en −
an−1 · en
an−1 · an−1

an−1 − ...−
a1 · en
a1 · a1

a1

Esempio 77. Assegnati i vettori di R3:

e1 = (1, 1, 1) , e2 = (1,−2, 1) , e3 = (1, 2, 3) ,

provare che {ei} è una base di R3, determinando poi la base ortonormale {e′i} attraverso il
procedimento di Gram-Schimidt

Soluzione 78. Studiamo l'equazione vettoriale:

λ1e1 + λ2e2 + λ3e3 = 0,

equivalente al sistema lineare omogeneo:

λ1 + λ2 + λ3 = 0

λ1 − 2λ2 + 2λ3 = 0

λ1 + λ2 + 3λ3 = 0,

che ammette l'unica soluzione (λ1, λ2, λ3) = (0, 0, 0), donde {ei} è manifestamente una base
di R3. Per ortonormalizzare {ei}, applichiamo le (7.18) che in questo caso si scrivono:

a1 = e1

a2 = e2 −
a1 · e2

a1 · a1

a1

a3 = e3 −
a2 · e3

a2 · a2

a2 −
a1 · e3

a1 · a1

a1

da cui:
a1 = (1, 1, 1) , a2 = (1,−2, 1) , a3 = (−1, 0, 1)

La norma di singolo vettore:

||a1|| =
√

3, ||a2|| =
√

6, ||a3|| =
√

2,

quindi:

ê1 =

(
1√
3
,

1√
3
,

1√
3

)
ê2 =

(
1√
6
,− 2√

6
,

1√
6

)
ê3 =

(
− 1√

2
, 0,

1√
2

)
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***

Sia {ei} una base ortonormale di uno spazio propriamente euclideo E (n-dimensionale).
Preso ad arbitrio x ∈ E:

x =
n∑
i=1

xiei (7.19)

moltiplichiamo scalarmente per ek (k = 1, 2, ..., n) primo e secondo membro della (7.19):

x · ek =
n∑
i=1

xiδik,

da cui:

xk = x · ek, per k = 1, 2, ..., n (7.20)

La (7.20) esprime le componenti del vettore x nella base {ei}. Spesso le xk si indicano con
ck noti come coe�cienti di Fourier del vettore x rispetto alla base {ei}.

7.8 Polinomi ortonormali

De�nizione. Dicesi polinomio trigonometrico di ordine n, la funzione reale di variabile
reale:

τn (x) =
a0

2
+

n∑
k=1

[ak cos (kx) + bk sin (kx)] , ak, bk ∈ R

Indichiamo con Tn (−π, π) l'insieme dei polinomi trigonometrici di ordine n, per x ∈ [−π, π].
Tale insieme assume la struttura di spazio vettoriale reale, e la (2n+ 1)-pla di scalari
(a0, a1, ..., an, b1, ..., bn) sono le componenti del �vettore� τn (x) nella base:

{1, cosx, sinx, cos 2x, sin 2x, ..., cos (nx) , sin (nx)} (7.21)

Poniamo:

e1 (x) = 1 (7.22)

e2 (x) = cos x

e3 (x) = sinx

...

e2n (x) = cos (nx)

e2n+1 (x) = sin (nx)

Da ciò segue che dimTn (−π, π) = 2n+ 1. De�niamo il prodotto scalare:

τn · τ ′n =

π∫
−π

τn (x) τ ′n (x) dx,

in forza del quale lo spazio vettoriale Tn (−π, π) risulta essere propriamente euclideo.
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Inoltre la base (7.21) è ortogonale in forza delle seguenti identità:

π∫
−π

sin (kx) =

π∫
−π

cos (kx) = 0, ∀k ∈ N

π∫
−π

sin (kx) cos (k′x) = 0, ∀k, k′ ∈ N

Cioè:

π∫
−π

ek (x) ek′ (x) dx = 0, se k 6= k′

Tale base non è però ortonormale, in quanto i suoi vettori non sono unitari:

||e1 (x)||2 =

π∫
−π

e1 (x) e1 (x) dx =

π∫
−π

dx = 2π,

π∫
−π

cos2 (kx) =

π∫
−π

sin2 (kx) = π

Un vettore v non unitario è legato al suo versore da:

v̂ =
v

||v||
(7.23)

La (7.23) ci consente di passare dal vettore v al corrispondente vettore normalizzato v̂.
Quindi:

ê1 (x) =
e1 (x)

||e1 (x)||
=

1√
2π

êk (x) =
1√
π
, k > 1

Da cui otteniamo la base ortonormale dello spazio Tn (−π, π).

{
1√
2π
,

1√
π

cosx,
1√
π

sinx,
1√
π

cos 2x,
1√
π

sin 2x, ...,
1√
π

cos (nx) ,
1√
π

sin (nx)

}
(7.24)

***

La nozione di polinomi ortonormali si generalizza nel modo seguente. Consideriamo lo spazio
vettoriale C (a, b) con prodotto scalare:

f · g =

b∫
a

f (x) g (x) dx, f, g ∈ C (a, b)
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Sia:

Σ = {p1 (x) , p2 (x) , ..., pr (x)}

diremo che Σ è ortonormale se:

b∫
a

pi (x) pj (x) dx = δij
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Parte III

Appendici





Appendice A

Soluzioni degli esercizi proposti

A.1 Calcolo di determinanti del secondo ordine

AB =

 a11b11 + a12b21 a11b12 + a12b22

a21b11 + a22b21 a21b12 + a22b21

a31b11 + a32b21 a31b12 + a32b22



A+B −D =

 −p− 2 −q
4− r −1− s
9− t 9− u


Quindi:

A+B −D = 0⇐⇒ (p = −2, q = 0, r = 4, s = −1, t = 9, u = 9)

cioè:

D =

 −2 0
4 −1
9 9


***

A+B =

 4 1 2
0 3 2
1 −2 3


A− C =

 −3 1 −5
5 −3 0
0 1 −2


−2A =

 −2 −4 6
−10 0 −4
−2 2 −2
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A+ (B − C) =

 0 0 −3
9 −1 5
2 1 1


(A+B)− C =

 0 0 −3
9 −1 5
2 1 1



D =

 x1 x2 x3

x4 x5 x6

x7 x8 x9


ed è tale che:

A+D = B

Ciò implica:  1 + x1 2 + x2 −2 + x3

5 + x4 x5 2 + x6

1 + x7 −1 + x8 1 + x9

 =

 3 −1 2
4 2 5
2 0 3


da cui:

1 + x1 = 3

2 + x2 = −1

−3 + x3 = 2

5 + x4 = 4

2 + x6 = 5

1 + x7 = 2

−1 + x8 = 0

1 + x9 = 3

Quindi:

D =

 2 −3 5
−1 −1 3
1 1 2



B − A =

 2 −3 5
−1 −1 3
1 1 2


− (A−B) = −

 1 2 −3
5 0 2
1 −1 1

−
 3 −1 2

4 2 5
2 0 3


=

 2 −3 5
−1 −1 3
1 1 2
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***

∣∣∣∣ 2 3
1 4

∣∣∣∣ = 2 · 4− 3 · 1 = 5;∣∣∣∣ 2 1
−1 2

∣∣∣∣ = 4 + 1 = 5;

∣∣∣∣ sinα cosα
− cosα sinα

∣∣∣∣ = sin2 α + cos2 a = 1;

∣∣∣∣ α + iβ γ + iδ
γ − iδ α− iβ

∣∣∣∣ = α2 + β2 −
(
γ2 + δ2

)
= α2 + β2 − γ2 − δ2

∣∣∣∣ sinα sinα
sin β cos β

∣∣∣∣ = sinα cos β − sin β cos a = sin (α− β)∣∣∣∣ cosα sinα
sin β cos β

∣∣∣∣ = cosα cos β − sin β sinα = cos (α + β)∣∣∣∣ tanα −1
1 tan β

∣∣∣∣ = tan2 α + 1 = sec2 α∣∣∣∣ 1 lgb a
lga b 1

∣∣∣∣ = 1− lga b lgb a =
(lga b=lgb a)

0∣∣∣∣ a+ b b+ d
a+ c c+ d

∣∣∣∣ = ac+ bd− ab− cd = a (c− b) + d (b− c)∣∣∣∣ a+ b a− b
a− b a− b

∣∣∣∣ = a2 + 2ab+ b2 − a2 + 2ab− b2 = 4ab∣∣∣∣ x− 1 1
x3 x2 + x+ 1

∣∣∣∣ = (x− 1)
(
x2 + x+ 1

)
− x3 = x3 − 1− x3 = −1∣∣∣∣ ω ω

−1 ω

∣∣∣∣ = ω2 + ω =

[
cos

(
2π

3

)
+ i sin

(
2π

3

)]2

+ i sin

(
2π

3

)

A.2 Determinanti del terzo ordine∣∣∣∣∣∣
1 1 1
−1 0 1
−1 −1 0

∣∣∣∣∣∣ = (−1) ·
∣∣∣∣ −1 1
−1 0

∣∣∣∣− (−1) ·
∣∣∣∣ 1 1
−1 1

∣∣∣∣ = − (0 + 1) + (1 + 1) = +1

∣∣∣∣∣∣
0 1 1
1 0 1
1 1 0

∣∣∣∣∣∣ = −
∣∣∣∣ 1 1

1 0

∣∣∣∣+

∣∣∣∣ 1 1
0 1

∣∣∣∣ = − (0− 1) + (1− 0) = +1 + 1 = 2

∣∣∣∣∣∣
a a a
−a a x
−a −a x

∣∣∣∣∣∣ = a2

∣∣∣∣∣∣
1 1 a
−1 1 x
−1 −1 x

∣∣∣∣∣∣ = a2

∣∣∣∣∣∣
1 1 a
0 2 a+ x
−1 −1 x

∣∣∣∣∣∣
= a2

(∣∣∣∣ 2 a+ x
−1 z

∣∣∣∣+

∣∣∣∣ 1 a
2 a+ x

∣∣∣∣)
= 2a2 (a+ x)
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∣∣∣∣∣∣
1 1 1
1 2 3
1 3 6

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
1 1 1
1 2 3
0 1 3

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
1 1 1
0 1 2
0 1 3

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ 1 2
1 3

∣∣∣∣ = 1

∣∣∣∣∣∣
1 i 1 + i
−i 1 0

1− i 0 1

∣∣∣∣∣∣ = (1− i)
∣∣∣∣ i 1 + i

1 0

∣∣∣∣ = − (1 + i) (1− i) = −2

∣∣∣∣∣∣
1 cos π

3
+ i sin π

3
cos π

4
+ i sin π

4

cos π
3
− i sin π

3
1 cos 2π

3
+ i sin 2π

3

cos π
4
− i sin π

4
cos 2π

3
− i sin 2π

3
1

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ 1 cos 2π
3

+ i sin 2π
3

cos 2π
3
− i sin 2π

3
1

∣∣∣∣− (cos
π

3
+ i sin

π

3

) ∣∣∣∣ cos π
3
− i sin π

3
cos 2π

3
+ i sin 2π

3

cos π
4
− i sin π

4
1

∣∣∣∣+
+
(

cos
π

4
+ i sin

π

4

) ∣∣∣∣ cos π
3
− i sin π

3
1

cos π
4
− i sin π

4
cos 2π

3
− i sin 2π

3

∣∣∣∣
= 0−

(
−1

2
− i
√

3

2

)[
i

2
−
(

1

2
+
i

2

)√
3

2
+

1
2
− i

2√
2
− i
√

3

2

]
+

(
−1− 1 + i

2

)
= −1− 1− i√

2
− 1− 1 + i√

2
= −2−

√
2

Poniamo:

∆
def
=

∣∣∣∣∣∣
1 1 1
1 ω ω2

1 ω2 ω

∣∣∣∣∣∣ = −ω
(
ω3 − 3ω + 2

)
per ω = cos 2π

3
+ i sin 2π

3
:

∆ = −3i
√

3

A.3 Determinanti di ordine qualsiasi

Si tratta di determinare gli zeri della funzione f (x). Lo sviluppo del determinante porge:

f (x) = x2 − x− 8,

donde:

f (x) = 0⇐⇒ x =
1

2

(
1±
√

33
)

***

Per una nota proprietà, il determinante di una matrice diagonale è pari al prodotto degli
elementi della diagonale principale, donde:

detAdiag = 1 · 2 · 3 · ... · n = n!
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***

Il calcolo diretto di ∆ (n) (eq. 1.55) porge:

∆ (2) = −1, ∆ (3) = −1, ∆ (4) = 1, ∆ (5) = 1, ∆ (6) = −1

Da ciò segue che:

∆ (n) = (−1)k(n) ,

essendo k (n) tale che:

k (n) =



dispari, n = 2
dispari, n = 3
pari, n = 4
pari, n = 5
dispari, n = 6
.................

(A.1)

La (A.1) implica che k (n) deve essere del tipo:

k (n) = an2 + bn (A.2)

A�nchè sia valida la (A.1):

4a+ 2b = 1

9a+ 3b = 3,

da cui:

(a, b) =

(
1

2
,−1

2

)
=⇒ k (n) =

n (n− 1)

2

Si conclude:

∆ (n) = (−1)
n(n−1)

2

***

Il calcolo diretto di ∆ (n) (eq. 1.56) porge:

D (2) = 2, D (3) = 6, D (4) = 24, D (5) = 120, D (6) = 720

Da ciò segue:

D (n) = nD (n− 1)

Quindi:

D (n) = n (n− 1) (n− 2) · ... · 1 = n!
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***

Calcoliamo direttamente F (n) per n = 2, 3. La (1.57) è:

f2 (x) = x (x− 1) (A.3)

f3 (x) = x (x− 1) (x− 2)

Quindi:

F (2) =

∣∣∣∣∣∣
f2 (0) f2 (1) f2 (2)
f2 (1) f2 (2) f2 (3)
f2 (2) f2 (3) f2 (4)

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣
0 0 2
0 2 6
2 6 12

∣∣∣∣∣∣ = −8;

F (3) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
f3 (0) f3 (1) f3 (2) f3 (3)
f3 (1) f3 (2) f3 (3) f3 (4)
f3 (2) f3 (3) f3 (4) f3 (5)
f3 (3) f3 (4) f3 (5) f3 (6)

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣
0 0 0 3
0 0 3 24
0 3 24 60
3 24 60 120

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 1296

Osserviamo che:

(2!)3 = 8

(3!)4 = 1296

donde:

|F (n)| = n!n+1

Inoltre:

n (n− 1)

2
=

{
1, n = 1
2, n = 2

Quindi:

F (n) = (−1)
n(n−1)

2 n!n+1

***

Eseguiamo il calcolo esplicito per n = 2:

G (x, 2) =

∣∣∣∣∣∣
f2 (x) f ′2 (x) f ′′2 (x)
f ′2 (x) f ′′2 (x) f ′′′2 (x)

f ′′2 (x) f ′′′2 (x) f
(4)
2 (x)

∣∣∣∣∣∣
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Dalla prima delle (A.3):

f ′2 (x) = 2x− 1; f ′′2 (x) = 2; f ′′′2 (x) = f
(4)
2 (x) = 0

Quindi:

G (x, 2) =

∣∣∣∣∣∣
x2 − x 2x− 1 2
2x− 1 2 0

2 0 0

∣∣∣∣∣∣ = −8

Eseguiamo il calcolo esplicito per n = 3:

G (x, 3) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
f3 (x) f ′3 (x) f ′

′
3 (x) f ′′′3 (x)

f ′3 (x) f ′
′

3 (x) f ′′′3 (x) f
(4)
3 (x)

f ′
′

3 (x) f ′′′3 (x) f
(4)
3 (x) f

(5)
3 (x)

f ′′′3 (x) f
(4)
3 (x) f

(5)
3 (x) f

(6)
3 (x)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Dalla seconda delle (A.3):

f ′3 (x) = 3x2 − 6x+ 2

f ′′3 (x) = 6 (x− 1)

f ′′′3 (x) = 6

f
(r)
3 (x) = 0, (r = 4, 5, ...)

Quindi:

G (x, 3) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
x (x− 1) (x− 2) 3x2 − 6x+ 2 6 (x− 1) 6

3x2 − 6x+ 2 6 (x− 1) 6 0
6 (x− 1) 6 0 0

6 0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 1296

Si conclude che: 1) G (x, n) ≡ G (n); 2) G (n) = F (n) = (−1)
n(n−1)

2 n!n+1.

***

Risolviamo la (1.58) per alcuni valori di n. Per n = 1 la soluzione è immediata:∣∣∣∣ 1 x
1 a1

∣∣∣∣ = 0⇐⇒ x− a1 = 0⇐⇒ x = a1

Per n = 2: ∣∣∣∣∣∣
1 x x2

1 a1 a2
1

1 a2 a2
2

∣∣∣∣∣∣ = 0⇐⇒ (x− a1) (x− a2) (a2 − a1) = 0⇐⇒ x = a1, a2

Per n = 3:

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 x x2 x3

1 a1 a2
1 a3

1

1 a2 a2
2 a3

2

1 a3 a2
3 a3

3

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0⇐⇒ (x− a1) (x− a2) (a2 − a1) (a3 − a1) = 0⇐⇒ x = a1, a2, a3
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Per ogni n ∈ N:∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 x x2 ... xn−1

1 a1 a2
1 ... an−1

1

1 a2 a2
2 ... an−1

2

... ... ... ... ...
1 an−1 a2

n−1 ... an−1
n−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0⇐⇒

n−1∏
k=1

(x− ak) = 0⇐⇒ x = a1, a2, ..., an

***

La (1.59) per n = 2 si scrive: ∣∣∣∣ 1 1
1 1− x

∣∣∣∣ = 0⇐⇒ x = 0

Per n = 3: ∣∣∣∣∣∣
1 1 1
1 1− x 1
1 1 2− x

∣∣∣∣∣∣ = 0⇐⇒ x (x− 1) =⇐⇒ x = 0, 1

Per n = 4:∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1 1
1 1− x 1 1
1 1 2− x 1
1 1 1 3− x

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0⇐⇒ x
(
x2 − 3x+ 2

)
= 0⇐⇒ x = 0, 1, 2

Per n = 5:

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1 1 1
1 1− x 1 1 1
1 1 2− x 1 1
1 1 1 3− x 1
1 1 1 1 4− x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0⇐⇒ x

(
x3 − 6x2 + 11x− 6

)
= 0⇐⇒ x = 0, 1, 2, 3

Si conclude che (1.59) è un'equazione di grado n− 1, le cui soluzioni sono:

x = 0, 1, 2, ..., n− 2

***

Risolviamo la (1.60) per n = 2:∣∣∣∣ a1 a2

a1 a1 + a2 − x

∣∣∣∣ = 0⇐⇒ a1 (a1 − x) = 0⇐⇒ x = a1

Per n = 2:
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∣∣∣∣∣∣
a1 a2 a3

a1 a1 + a2 − x a3

a1 a2 a2 + a3 − x

∣∣∣∣∣∣ = 0⇐⇒ a1 (a1 − x) (a2 − x) = 0⇐⇒ x = a1,a2

Per n = 3:

∣∣∣∣∣∣∣∣
a1 a2 a3 a4

a1 a1 + a2 − x a3 a4

a1 a2 a2 + a3 − x a4

a1 a2 a3 a3 + a4 − x

∣∣∣∣∣∣∣∣
= a1 (a1 − x) (a2 − x) (a3 − x) = 0⇐⇒ x = a1,a2, a3

Per n = 4:

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a1 a2 a3 a4 a5

a1 a1 + a2 − x a3 a4 a5

a1 a2 a2 + a3 − x a4 a5

a1 a2 a3 a2 + a3 − x a5

a1 a2 a3 a3 a3 + a4 − x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= a1 (a1 − x) (a2 − x) (a3 − x) = 0⇐⇒ x = a1,a2, a3, a4

Per ogni n:

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a1 a2 a3 ... an
a1 a1 + a2 − x a3 ... an
a1 a2 a2 + a3 − x ... an
... ... ... ... ...
a1 a2 a3 ... an−1 + an − x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

n−1∏
k=1

ak (ak − x) = 0⇐⇒ x = ak, (k = 1, 2, ..., n− 1)

***

Il determinante (1.61) è nullo, in quanto la terza colonna è combinazione lineare delle prime
due. Infatti:

α2 + 6α + 9 = C1α
2 + C2

(
α2 + 2α + 1

)
+ C3

(
α2 + 4α + 4

)
,

da cui:

C1 + C2 + C3 = 1

0 + 2C2 + 4C3 = 6

0 + C2 + 4C3 = 9
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Tale sistema lineare è compatibile e determinato:

(C1, C2, C3) = (1, 6, 9)

Quindi:

(k + 3)2 = k2 − 3 (k + 1)2 + 3 (k + 2) , k = α, β, γ,

da cui l'annullarsi del determinante.

***

La matrice complementare della (1.62) relativa all'elemento 11 è la matrice diagonale di
ordine n− 1:

A11 =


a2 0 ... 0
0 a3 ... 0
... ... ... ...
0 0 ... an


Il complemento algebrico dell'elemento 11 è:

α11 = (−1)2M11,

essendo:

M11 = detA11 =
n∏
k=2

ak

È facile rendersi conto che:

Mij = 0 se i 6= j,

poiché ogni Aij con i 6= j ha una riga nulla. Ad esempio:

A12 =


0 a2 ... 0
0 0 ... 0
... ... ... ...
0 0 ... an


Inoltre:

A22 =


a1 0 0 ... 0
0 a3 0 ... 0
... ... ... ... ...
0 0 0 0 an

 ,

quindi:

α22 = M22 = detA22 =
n∏
k=1
k 6=2

ak

Si conclude che:
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αij = 0, se i 6= j

αii =
n∏
k=1
k 6=i

ak

Passando alla somma dei complementi algebrici:

n∑
i=1

n∑
j=1

αij =
n∑
i=1

αii

=
n∑
i=1

n∏
k=1
k 6=i

ak

= a2a3...an + a1a3...an + ...+ a1a2...an−1

= a1a2...an

(
1

a1

+
1

a2

+ ...+
1

an

)
***

È conveniente eseguire il calcolo diretto per n = 3. La matrice (1.63) è:

A =

 0 0 a1

0 a2 0
a3 0 0


Segue:

A11 =

∣∣∣∣ a2 0
0 0

∣∣∣∣ = 0 =⇒ α11 = 0

A12 =

∣∣∣∣ 0 0
a3 0

∣∣∣∣ = 0 =⇒ α12 = 0

A13 =

∣∣∣∣ 0 a2

a3 0

∣∣∣∣ = −a2a3 =⇒ α13 = −b2b3

A21 =

∣∣∣∣ 0 a1

0 0

∣∣∣∣ = 0 =⇒ α22 = 0

A22 =

∣∣∣∣ 0 a1

a3 0

∣∣∣∣ = −a1a3 =⇒ α22 = 0

A23 =

∣∣∣∣ 0 0
a3 0

∣∣∣∣ = 0 =⇒ α23 = 0

A31 =

∣∣∣∣ 0 a1

a2 0

∣∣∣∣ = −a1a2 =⇒ α31 = −a1a2

A32 =

∣∣∣∣ 0 a1

0 0

∣∣∣∣ = 0 =⇒ α32 = 0

A33 =

∣∣∣∣ 0 0
0 a2

∣∣∣∣ = 0 =⇒ α33 = 0
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Sommando:

3∑
i=1

3∑
j=1

αij = − (a1a2a3)

(
1

a1

+
1

a2

+
1

a2

)
Per ogni n:

n∑
i=1

n∑
j=1

αij = (−1)n a1a2...an

(
1

a1

+
1

a2

+ ...+
1

an

)

***

Sviluppando (1.64):

∆ = a

∣∣∣∣∣∣
0 −1 −1
−1 −1 1
−1 1 0

∣∣∣∣∣∣︸ ︷︷ ︸
=+3

− b

∣∣∣∣∣∣
1 −1 −1
0 −1 1
−1 1 0

∣∣∣∣∣∣︸ ︷︷ ︸
=+1

= +c

∣∣∣∣∣∣
1 0 −1
0 −1 1
−1 −1 0

∣∣∣∣∣∣︸ ︷︷ ︸
=+2

− d

∣∣∣∣∣∣
1 0 −1
0 −1 −1
−1 −1 −1

∣∣∣∣∣∣︸ ︷︷ ︸
=−1

= 3a− b+ 2c− d

***

Sviluppando (1.65):

∆ = −x

∣∣∣∣∣∣
1 2 1
1 1 2
1 1 1

∣∣∣∣∣∣︸ ︷︷ ︸
=+1

+ y

∣∣∣∣∣∣
2 1 1
1 1 2
1 1 1

∣∣∣∣∣∣︸ ︷︷ ︸
=−1

+ z

∣∣∣∣∣∣
2 1 1
1 2 1
1 1 1

∣∣∣∣∣∣︸ ︷︷ ︸
=1

+ 4

∣∣∣∣∣∣
2 1 1
1 2 1
1 1 2

∣∣∣∣∣∣︸ ︷︷ ︸
4

= 4t− (x+ y + z)

***

Sviluppando (1.66):

∆ = a

∣∣∣∣∣∣
0 1 1
1 0 1
1 1 0

∣∣∣∣∣∣︸ ︷︷ ︸
=+2

− b

∣∣∣∣∣∣
1 1 1
1 0 1
1 1 0

∣∣∣∣∣∣︸ ︷︷ ︸
=+1

+ c

∣∣∣∣∣∣
1 1 1
0 1 1
1 1 0

∣∣∣∣∣∣︸ ︷︷ ︸
=−1

− d

∣∣∣∣∣∣
1 1 1
0 1 1
1 0 1

∣∣∣∣∣∣︸ ︷︷ ︸
=1

= 2a− b+ c− d

***
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17.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 3 ... n
−1 0 3 ... n
−1 −2 0 ... n
... ... ... ... ...
−1 −2 −3 ... 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
; è conveniente eseguire il calcolo diretto per alcuni signi�cativi

valori dell'intero naturale n:

n = 2:

∣∣∣∣ 1 2
−1 0

∣∣∣∣ = 2 = 2!

n = 3:

∣∣∣∣∣∣
1 2 3
−1 0 3
−1 −2 0

∣∣∣∣∣∣ = 6 = 3!

n = 4:

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 3 4
−1 0 3 4
−1 −2 0 4
−1 −2 −3 0

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 24 = 6!

n = 5:

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 3 4 5
−1 0 3 4 5
−1 −2 0 4 5
−1 −2 −3 0 5
−1 −2 −3 −4 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 120 = 5!

Si conclude che per ogni n, il determinante vale n!.

18. Anche qui è conveniente calcolare per assegnati n:

n = 2:

∣∣∣∣ 1 a1

1 a1 + b1

∣∣∣∣ = b1

n = 3:

∣∣∣∣∣∣
1 a1 a2

1 a1 + b1 a2

1 a1 a2 + b2

∣∣∣∣∣∣ = b1b2

n = 4:

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 a1 a2 a2

1 a1 + b1 a2 a3

1 a1 a2 + b2 a3

1 a1 a2 a3 + b3

∣∣∣∣∣∣∣∣ = b1b2b3

Si conclude che D (n) =
n∏
k=1

bk

19. Esplicitando per i vari n:

n = 2; f2 (x;x1) =

∣∣∣∣ 1 x1

1 x

∣∣∣∣ = x− x1

n = 3; f3 (x;x1, x2) =

∣∣∣∣∣∣
1 x1 x2

1 x x2

1 x1 x

∣∣∣∣∣∣ = (x− x1) (x− x2)
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n = 4; f4 (x;x1,x2, x3) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 x1 x2 x3

1 x x2 x3

1 x1 x x3

1 x1 x2 x

∣∣∣∣∣∣∣∣ = (x− x1) (x− x2) (x− x3)

Si conlude che:

fn (x;x1, x2, ..., xn) =
n∏
k=1

(x− xk)

20. Esplicitiamo (1.67) per diversi valori di n:

∆ (2) =

∣∣∣∣ 1 2
1 3

∣∣∣∣ = 1

∆ (3) =

∣∣∣∣∣∣
1 2 3
1 3 3
1 2 5

∣∣∣∣∣∣ = 2

∆ (4) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 3 4
1 3 3 4
1 2 5 4
1 2 3 7

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 6

∆ (5) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 3 4 5
1 3 3 4 5
1 2 5 4 5
1 2 3 7 5
1 2 3 4 9

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 24

Si conclude che ∆ (n) = (n− 1)!

21. Esplicitiamo (1.68) per diversi valori di n:

∆ (2) =

∣∣∣∣ 1 2
2 2

∣∣∣∣ = −2

∆ (3) =

∣∣∣∣∣∣
1 2 2
2 2 2
2 2 3

∣∣∣∣∣∣ = −2

∆ (4) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 2 2
2 2 2 2
2 2 3 2
2 2 2 4

∣∣∣∣∣∣∣∣ = −4

∆ (5) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 2 2 2
2 2 2 2 2
2 2 3 2 2
2 2 2 4 2
2 2 2 2 5

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= −12

Si conclude che ∆ (n) = −2 (n− 2)!

22. Risulta:
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n = 1 =⇒ φ (b1) =

∣∣∣∣ 1 b1

−1 1− b1

∣∣∣∣ = 1

n = 2 =⇒ φ (b1, b2) =

∣∣∣∣∣∣
1 b1 0
−1 1− b1 b2

0 −1 1− b2

∣∣∣∣∣∣ = 1

n = 3 =⇒ φ (b1, b2, b3) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 b1 0 0
−1 1− b1 b2 0
0 −1 1− b2 b2

0 0 −1 1− b2

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 1

Da ciò segue:

∀n ∈ N− {0} , φ (b1, b2, ..., bn) = 1

23. Risulta:

∆ (2) =

∣∣∣∣ a a+ h
−a a

∣∣∣∣ = a (2a+ h)

∆ (3) =

∣∣∣∣∣∣
a a+ h a+ 2h
−a a 0
0 −a a

∣∣∣∣∣∣ = 3a2 (a+ h)

∆ (4) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
a a+ h a+ 2h a+ 3h
−a a 0 0
0 −a a 0
0 0 −a a

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 2a3 (2a+ 3h)

∆ (5) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a a+ h a+ 2h a+ 3h a+ 4h
−a a 0 0 0
0 −a a 0 0
0 0 −a a 0
0 0 0 −a a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 5a4 (a+ 2h)

Da ciò segue che:
∆ (n) = an−1fn

Deve essere:

f2 = 2a+ h

f3 = 3 (a+ h) = 3

(
a+

3− 1

2
h

)
f4 = 4

(
2a+

3

2
h

)
f5 = 5 (a+ 2h) = 5

(
a+

5− 1

2
h

)
...

fn = n

(
a+

n− 1

2
h

)
,
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cioè:

∆ (n) = nan−1

(
a+

n− 1

2
h

)

24. Per n = 4:

∆ (4) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
a0 −1 0 0
a1 x −1 0
a2 0 x −1
a3 0 0 x

∣∣∣∣∣∣∣∣ = a0x
3 + a1x

2 + a2x+ a3

Per ogni n:

∆ (n) = a0x
n−1 + a1x

n−2 + ...+ a3

25. Per n = 4:

∆ (4) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
4 3 2 1
−1 x 0 0
0 −1 x 0
0 0 −1 x

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 4x3 + 3x2 + 2x+ 1

Per ogni n:

∆ (n) =
n∑
k=1

kxk−1

26. Il determinante (1.72) è:

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

r1∑
k=1

α1ka
k
1

r1∑
k=1

α1ka
k
2 ...

r1∑
k=1

α1ka
k
n

r2∑
k=1

α2ka
k
1

r2∑
k=1

α2ka
k
2 ...

r2∑
k=1

α2ka
k
n

... ... ... ...
rn∑
k=1

αnka
k
1

rn∑
k=1

αnka
k
2 ...

rn∑
k=1

αnka
k
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, (A.4)

poiché:

fh (x) =

rk∑
k=1

αhkx
h, h = 1, 2, ..., n
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Per una nota proprietà dei determinanti, la (A.4) può essere scritta come:

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

α11a1

r1∑
k=1

α1ka
k
2 ...

r1∑
k=1

α1ka
k
n

α21a1

r2∑
k=1

α2ka
k
2 ...

r2∑
k=1

α2ka
k
n

... ... ... ...

αn1a1

rn∑
k=1

αnka
k
2 ...

rn∑
k=1

αnka
k
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+

+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

α12a
2
1

r1∑
k=1

α1ka
k
2 ...

r1∑
k=1

α1ka
k
n

α22a
2
1

r2∑
k=1

α2ka
k
2 ...

r2∑
k=1

α2ka
k
n

... ... ... ...

αn2a
n
1

rn∑
k=1

αnka
k
2 ...

rn∑
k=1

αnka
k
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+ ...

...+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

α1r1a
r1
1

r1∑
k=1

α1ka
k
2 ...

r1∑
k=1

α1ka
k
n

α2r1a
r1
1

r2∑
k=1

α2ka
k
2 ...

r2∑
k=1

α2ka
k
n

... ... ... ...

αnr1a
r1
1

rn∑
k=1

αnka
k
2 ...

rn∑
k=1

αnka
k
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

r1∑
k=1


ak1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

α1k

r1∑
k=1

α1ka
k
2 ...

r1∑
k=1

α1ka
k
n

α2k

r2∑
k=1

α2ka
k
2 ...

r2∑
k=1

α2ka
k
n

... ... ... ...

αnk

rn∑
k=1

αnka
k
2 ...

rn∑
k=1

αnka
k
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣



=

r1∑
k=1

r2∑
k=1

...

rn∑
k=1

ak1a
k
2...a

k
n

∣∣∣∣∣∣∣∣
α1k α1k ... α1k

α2k α2k ... α2k

... ... ... ...
αnk αnk ... αnk

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 ... 1
1 1 ... 1
... ... ... ...
1 1 ... 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
r1∑
k=1

r2∑
k=1

...

rn∑
k=1

ak1a
k
2...a

k
nα1kα2k...αnk

= 0
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27. Per n = 1, 2, 3:

n = 1 =⇒ f (x1; y1) =

∣∣∣∣ a0 a1

−y1 x1

∣∣∣∣ = a0x1 + a1y1

n = 2 =⇒ f (x1, x2; y1, y2) =

∣∣∣∣∣∣
a0 a1 a2

−y1 x1 0
0 −y2 x2

∣∣∣∣∣∣ = a0x1x2 + a1x2y1 + a2y1y2

n = 3 =⇒ f (x1, x2, x3; y1, y2, y3) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
a0 a1 a2 a3

−y1 x1 0 0
0 −y2 x2 0
0 0 −y3 x3

∣∣∣∣∣∣∣∣
= a0x1x2x3 + a1x2x3y1 + a2x3y1y2 + a3y1y2y3

Per tutti gli n:

f (x1, x2, ..., xn; y1, y2, ..., yn) =
n∑
h=0

ak

h∏
k=1

yk

n∏
j=h+1

xj

28. Per n = 1, 2, 3:

f1 (x) =

∣∣∣∣ a0 0
−1 x

∣∣∣∣ = a0x

f2 (x) =

∣∣∣∣∣∣
2a0 a1 0
−2 x 0
0 −1 x

∣∣∣∣∣∣ = 2
(
a0x

2 + 2a1

)

f3 (x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
6a0 2a1 a2 a3

−3 x 0 0
0 −2 x 0
0 0 0 x

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 3!
(
a0x

3 + a1x
2 + a2x+ a0

)

Per tutti gli n:

fn (x) = n!
n∑
k=0

akx
3−k
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Figura A.1: Gra�co di fn (x) per n = 1, 2, 3, ..., 7.

29. Esplicitiamo (1.75):

D (1) = 2

D (2) =

∣∣∣∣ 2 1
1 2

∣∣∣∣ = 3

D (3) =

∣∣∣∣∣∣
2 1 0
1 2 1
0 1 2

∣∣∣∣∣∣ = 4

D (4) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
2 1 0 0
1 2 1 0
0 1 2 1
0 0 1 2

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 5

D (5) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2 1 0 0 0
1 2 1 0 0
0 1 2 1 0
0 0 1 2 1
0 0 0 1 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 6

...

D (n) = n+ 1

30. Esplicitiamo l'espressione analitica della (1.76) per vari n:

f1 (x) = 2 cosx

f2 (x) =

∣∣∣∣ 2 cosx 1
1 2 cos x

∣∣∣∣ = 4 cos2 x− 1

f3 (x) =

∣∣∣∣∣∣
2 cosx 1 0

1 2 cos x 1
0 1 2 cos x

∣∣∣∣∣∣ = −4 cosx+ 8 cos3 x

Osserviamo che:

4 cos2 x− 1 =
sin 3x

sinx

−4 cosx+ 8 cos3 x =
sin 4x

sinx

Ciò implica:

fn (x) =
sin [(n+ 1)x]

sinx

Il gra�co è riportato in �gura A.1
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Figura A.2: Gra�co di fn (x) per n = 1, 2, 3, ..., 7.

31. Esplicitiamo l'espressione analitica della (1.77) per vari n:

f1 (x) = cos x

f2 (x) =

∣∣∣∣ cosx 1
1 2 cosx

∣∣∣∣ = 2 cos2 x− 1

f3 (x) =

∣∣∣∣∣∣
cosx 1 0

1 2 cosx 1
0 1 2 cosx

∣∣∣∣∣∣ = −3 cosx+ 4 cos3 x

Osserviamo che:

2 cos2 x− 1 = cos 2x

−3 cosx+ 8 cos3 x = cos 3x

Ciò implica:
fn (x) = cos (nx)

Il gra�co è riportato in �gura A.2
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