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Capitolo 1

Matrici e determinanti

1.1 Definizione di matrice

Una matrice é una tabella di m x n elementi disposti per m righe e n colonne. Scriviamo:

aix a2 A1n
a921 a9 ... Q2

A— n (1.1)
Am1 Am2 ... Omn

A volte si utilizza la seguente notazione simbolica:
A=(a;) coni=1,...,m;j=1,..,n

Gli elementi a;; appartengono a un assegnato campo K.
Se m = n si dice che A & una matrice quadrata di ordine n. Ad es.:

10
=(25)
A é una matrice quadrata di ordine 2.

V2cosht  —bel
B = 2sint g2t
—+/2sinht 10sint

B ¢ una matrice 3 x 2 i cui elementi sono funzioni del tempo t.

1.2 Classificazione delle matrici

Consideriamo una matrice A (m x n):

a1 a12 AT
a921 a9 ... Q2

A= " (1.2)
Am1 Am2 ... AOmn

Si definisce matrice trasposta di A e si indica con AT la matrice (n x m) ottenuta da A
scambiando le righe per le colonne:
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AT = (by) = (ays)

a1 a12 e Qp
i a921 a29 ... QAa9pn
Am1 Am2 ... Omn

Ad esempio, la trasposta della matrice:

e
S

I

ot

Kokok

Consideriamo la matrice quadrata di ordine n:

A= (ay),coni,j=12..,n

Abbiamo la seguente definizione:

Vi>j, a; =0) del, (A é una matrice triangolare alta

Risulta:
11 aiz2 Aaiz ... Qip
0 a929 Q923 ... QAgp
A= 0 0 ass ... Qaspn
0 0 0 0 ap
Viceversa:
. . def . . .
Vi < j, a;; =0) => (A & una matrice triangolare bassa
Risulta:
a1 0 0 0
a21 a29 0 O
A= a3; a3z Q33 0
An1 Ap2 Ap3 ... App

(1.3)

(1.4)

(1.5)

(1.6)

Nel caso speciale in cui la matrice quadrata di ordine n, A = (a;;) ¢ simultaneamente alta e

bassa, si ha:

Vi#j, a; =0) 24 (A ¢ una matrice diagonale

(1.7)
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La (1.7) implica:

a1y 0 0 0
0 929 0 0
A= 0 0 ass 0 s (1 8)
0O 0 0 Ann

e viene indicata con la notazione simbolica:

A= dmg (an, a29,A33, ..., ann) (19)
Se aj; = agy = ... = au, = k, la matrice si dice scalare, e per k = 1, la (1.9) é la matrice
identita di ordine n:
1 0 0 0
0 1 0 .. O
L=0o01 .0 (1.10)
0 0 ... ... 1

= diag (1,1,1,...,1)

Quando non é rilevante 'ordine n della matrice, la matrice identita si indica semplicemente
con I.

koK
Sia A una matrice quadrata di ordine n.
A= AT LL A ¢ simmetrica (1.11)
A= AT 2L A & antisimmetrica
Cioé, rispettiavamente:
VZ,j € {1,2,3,...,71}, Q35 = Qj; (112)
‘v’i,jE {1,2,3,...,71}, aij:—aji
Esempi.
1 2 3
A=|2 4 =5 (1.13)
3 =5 6
La (1.13) ¢ simmetrica:
1 2 3
A= 2 4 -5
3 =5 6
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0 -2 3
B= 2 0 4 (1.14)
-3 —4 0
La (1.14) é antisimmetrica:
0 2 -3
B'=| —2 0 —4
3 4 0
- B
Kook

Sia A una matrice quadrata di ordine n sul campo complesso C, cioé a;; € C. Si definisce
matrice coniugata di A, la matrice quadrata di ordine n i cui elementi sono i complessi
coniugati degli elementi di A:

A % ()

LY

Ad esempio:

Sussiste la proprieta:

Sia A una matrice quadrata di ordine n sul campo complesso C. Abbiamo le seguenti
definizioni:

(AT =4 2L 4 ¢ hermitiana (1.15)
(AT = -4 2L 4 ¢ antihermitiana

Cioé¢, rispettivamente:

o . d . .-
Vi,j €{1,2,...,n}, aj; = aij) 2 A ¢ hermitiana

Vi,j € {1,2,...,n}, ajy; = —aij) 2l A ¢ antihermitiana

Ad esempio:
1 1—12 2
A= 1+7 3 1
2 - 0

Passando alla trasposta della coniugata:
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1 1—7 2
A" = 147 3 i
2 —i 0
— A’
donde A é hermitiana.

1 1—17 2

B=| -1—¢ 3i 1

—2 7 0

Passando alla trasposta della coniugata:

donde B ¢ antihermitiana.

1.3 Operazioni elementari sulle matrici

1.3.1 Somma e differenza di matrici

Sian A = (a;j), B = (b;;) con i =1,2,...,m; j = 1,2,...n. Si definisce somma di A e B, la
matrice m X n:

A+ B = (cy), (1.16)

essendo:

Cij = Qjj + bij (117)
La differenza A — B ¢ la somma A + (—B), essendo —B = (—b;;). Quindi:

A— B =(di),

con

Esempio.

2 70 -4 -1 0
A(—159>’B<1 ) —9)

Abbiamo:
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2.6 0
A+B_( 0 0 0)

6 8 0
A_B_(—2 10 18)

Consideriamo le matrici A (n x m) e B (m X p):

a1; Qa2

A1m bll 1)12 cee blp
A — (21 dg2 ... Agm . B = bai by pr (1.18)
Gp1  Qp2 Anm bml bm2

che possono essere indicate con la notazione compatta

A=(ay),i=1,2,...n; j=1,2,..
1,2,.m; 7=1,2,...,p

Si definisce matrice prodotto righe per colonne e si indica con AB, la matrice n x p

AB = (¢j5),1=1,2,.n; j=1,2,..,p

(1.19)
essendo: .
Cij = Zaikbkj (120)
k=1
Esempio 1. Date le matrici:
210 1 110
A=13 2 0 |;B=2 110
1 01 2 31 2
Determinare la matrice AB.
Soluzione 2. Abbiamo A (3 x 3), B (3 x 4), quindi AB (3 x 4). Applicando la (1.20)
4 3 30
AB=1| 7 5 5 0
3 4 2 2
Cid premesso, sussiste il
Teorema 3. Siano A (n x m) e B (m x p). Risulta:
(AB)" = BT AT (1.21)
Dimostrazione. Poniamo:
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Indichiamo con un apice gli elementi di matrice delle rispettive trasposte:
AT = (al;) con aj; = aj; (1.22)
B" = (b};) con bl; = by
Il prodotto di A e B:
AB = (Cij) con ¢;; = Zaikbkj (123)
k=1
la cui trasposta é
(AB)T = (c;j) con c;j =cj = Zajkbm- (1.24)
Il prodotto di BT e AT:
BTA" = (¢f}) con ¢, Zblkak] (1.25)
Per le (1.22):
= Z Rtk = ¢y = BT A" = (AB)",
k=1
donde l'asserto. O
Teorema 4. Se A ¢ una matrice quadrata di ordine n, la matrice A + AT ¢ simmetrica.
Dimostrazione. Poniamo A = (a;;) con i,j = 1,2,...,n. Quindi, A" = (a;;); la somma é:
A+ A" = (o)),
essendo:
Oéij = (lij + aji
Risulta:
Qj = Oéij,\V/i,j = 1, 2, ., N
donde la simmetria di A + A7, ]

Teorema 5. Se A é una matrice quadrata di ordine n, la matrice A
Dimostrazione. Poniamo A = (a;;) con i,j = 1,2, ....,n. Quindi, AT =
A— AT = (By),

essendo:
Bij = aij — aji
Risulta:
ﬂjz = _6237\7@7] = 1727 cs T

donde Pantisimmetria di A — AT

— AT ¢ antisimmetrica.

(aji); la differenza é:

]

Corollario 6. Ogni matrice quadrata si esprime come somma di una matrice simmetrica e

di una matrice antisimmetrica.
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Dimostrazione. Sia A = (a;;) con i,j = 1,2,...,n. Il generico elemento di matrice puo
scriversi:
1
A5 = Qi + §Clji — iaﬁ- (126)
1 1 1
= §aij —I— §aij + §CL]‘Z' — Eaji
1 1
= 5 (@ +ag) + 5 (ayy — a51)

La (1.26) implica:
A=A+ A7) +5(A-A7),

. J/ . J/

TV TV
simmetrica antisimmetrica

donde l'asserto. O

Definizione. Se A ¢ una matrice quadrata, diremo che A & ortogonale se:
AAT = ATA =1, (1.27)

essendo A7 la matrice trasposta di A. In altri termini, la matrice A é ortogonale se I'inversa
(per tale definizione vedere § 1.8) coincide con la trasposta:

At = AT (1.28)

Definizione. Se A é una matrice quadrata di ordine n e se p € N, la potenza p-esima di A
é:
AP=A-A-...-A
—_—

p volte

Definizione. Se A ¢ una matrice quadrata di ordine n si dice che A é idempotente, se:
A?=A

Definizione. Se A é una matrice quadrata di ordine n e se p € N, si dice che A é nilpotente
di ordine p, se:
AP =0

Teorema 7. Se A ¢ nilpotente di ordine p, ogni intero p’ > p ¢ ordine di nilpotenza per A.

Dimostrazione.

Vp > p, AV = APAPTP = (. AP P =0

Teorema 8. A ¢ nilpotente di ordine p=2) = (Vse N, A(I £ A)°=A
Dimostrazione. La dimostrazione segue per calcolo diretto:

s=1l=A(I+A)=A+A*=A
s=2=—= Al +A°’=A+242+A43=A

s=s=>A(I+ Ay =A
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Kokook

Assegnate due matrici quadrate dello stesso ordine A (n x n), B (n X n), si osservi che in

generale il prodotto righe per colonne non é commutativo, cioé:

AB +# BA

Se risulta:

AB = BA

si dice che A e B commutano o che il prodotto AB é commutativo.
Se risulta:

AB = —-BA

si dice che A e B anticommutano o che il prodotto AB é anticommutativo.

Possiamo poi considerare la potenza k-sima di una matrice quadrata:

AF=A-A... - A
k volte

Si consideri ad esempio, la matrice quadrata di ordine 3:

2 —1 1
A= 0 1 2
1 0 1
Abbiamo:
2 -1 1 2 —1 1
A2=10 1 2 0 1 2
1 0 1 1 0 1
5 =3 1
=12 1 4
3 —1 2
5 —3 1 2 -1 1
A=A A=| 2 1 4 0 1 2
~-1 2 1 0 1
11 -8 0
= 8 -1 8
8 —4 3
Verifichiamo che il prodotto A% - A ¢ commutativo:
2 —1 1 5 —3 1
A-A2=10 1 2 2 1 4
1 0 1 3 —1 2
11 -8 0
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Determiniamo A°:

-3 1 11 =8 0
A® = A%2A3 = 1 4 8 —1 8
-1 2 8 —4 3
39 —41 —-21
=1 62 =33 20
41 -31 -2
Si osservi che A2A43 ¢ commutativo:
11 =8 0 5 =3 1
A3A? = 8 -1 8- 2 1 4
8 —4 3 3 —1 2
39 —41 —-21
=1 62 =33 20 = A%A3
41 —-31 -2

1.4 Determinanti

Abbiamo visto che una matrice é un array di m x n numeri. Nel caso speciale di una matrice
quadrata:

ailr  aig A1n
Q21 Aa22 a2

A= " , (1.29)
Ap1  Ap2 Ann

é possibile associare a tale array un numero, che si chiama determinante della matrice e si
indica con il simbolo det A,

a11 a2 Ain
21 (22 a2
det A = "
an1  Ap2 Ann
Per n = 1, si pone per definizione:
def
det A = a1

Per definire det A nel caso n > 2, dobbiamo introdurre la nozione di prodotto associato
alla matrice (1.29). A tale scopo chiediamoci se sia possibile prendere tra gli n* elementi di
A, un sottoinsieme S costituito da n elementi tali che:

Vaij, apr € S,

(i#hj#k)

cioé due qualunque elementi di S non appartengono né alla stessa riga, né alla stessa colonna.
Quindi il sottoinsieme deve essere del tipop:



1.4 Determinanti 19

S = {ah1k1 y Ahokos +vs ahnkn}

con h;, k; tali che:

Vi,j € {1,2,...,71}, i £ ] = (hz‘ # hjaki # k?j)

Cioé
ha, has ooy By (1.30)
kl? k27 ) kn

sono permutazioni arbitrarie (distinte o coincidenti) degli elementi 1,2, 3, ..., n.
Ad esempio, per n = 5 consideriamo:

(hl,hg, ---ahn) — (4, 2, 1,3,5)
(k1, ko, ..., k) = (2,4,3,1,5)

ottenendo:

S = {a42, 624,(113,61317@55} (1-31)

Quindi, gli elementi dellinsieme (1.31) soddisfano la condizione richiesta.
Siano ora h e k le inversioni della prima e seconda delle (1.30), rispettivamente. Il prodotto
associato alla matrice quadrata (1.29) é per definizione:

h+k
(_1) ah1k1ah2k2"'ahnk’n

Si osservi che:

(=1)"™* = 41, se h+ k & pari

(=1)"™* = —1, altrimenti

Inoltre h + k €& pari se h, k hanno la medesima parita, cioé se le due permutazioni sono della
stessa classe. Viceversa, se h + k ¢ dispari.

Per n = 2:
11 a2
A=
Q21 A22

Abbiamo i seguenti sottoinsiemi:

11, @22

12, 21

e i relativi prodotti associati:
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+ a11621

— Q2122

Da cio segue che per ottenere tutti i prodotti associati basta tenere fisso uno degli indici
h;, k;, facendo variare I’altro in tutti i modi possibili, per cui il numero di prodotti associati
ad una matrice di ordine n, é pari a n! Ad esempio, per n = 3:

11 a2 i3
A= Q21 QA22 (23

31 dzz G33

abbiamo 3! = 6 prodotti associati. Infatti gli insiemi sono:

a1, 22, 433
12, @21, 433
13, A21, A32
a13, @23, A31
a11, @23, 432

ay1, 23, A32

Nel caso generale, il determinante di A é la somma degli n! prodotti associati. Per eseguire la
somma si puo fissare la n-pla hy, ho, ..., h,, per poi variare in tutti i modi possibili k1, ko, ..., k,,
o viceversa. Abbiamo quindi:

detA:(—l)h Z (—1)kah1klah2k2...ahnkn (132)
ki1ks...kn

detA: (—1)k Z (—1)hah1k1ah2k2...ahnkn
hiha...hnp

Nel caso speciale in cui (hq, ho, ..., h,) = (1,2,...,n), la prima delle (1.32) diventa (h = 0):

det A = Z (=1)" @y, sy i, (1.33)

krks...kn
Nel caso speciale in cui (kq, ko, ..., k) = (1,2, ...,n), la seconda delle (1.32) diventa (k = 0):

det A = Z (—1)hah11ah22...ahnn (134)

hiha...hn

Ad esempio, per n = 3:

a1 G2 13
det A = 21 Q9292 Q23

a31 dazz G33

= Q11022033 — Q11023032 — A21A12033 + (21013032 + A31G12G23 — A31G13G22
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Pern =4
ail
21
det A =
a31
aq1

= 11022033044 — 11022034043 — Q11032023044 1 Q11032024043
+ 11042023034 — Q11042024033 — A21G12033044 T A21012034043
+ 21032013044 — Q21032014043 — Q21042013034 + 021042014033 + 031012023044
— (31012024043 — 31022013044 + 431022014043 + 431042013024

— 31042014023 — (41012023034 + Q41012024033 + Q41022013034

a2
22
as2
Q42

a13
23
33
43

14
24
as34
Q44

— Q410922014033 — Q41032013024 + Q41032014023

Da cio segue che al crescere di n, aumenta la complessita del calcolo diretto del determinante.

Fortunatamente esistono teoremi che riducono tale complessita di calcolo.

Teorema 9. Se A é una matrice quadrata di ordine n:

Dimostrazione. Siano:

Per definizione di matrice trasposta:

Il determinante di A:

Per la (1.35):

det A =

det A = det AT
a1 A1n
det A =
an1 Ann
/ /
T all cee aln
det A" =
! !
Apy oo Ay
/ j—
Apg = Akh

det A

Z (—1)k A1k, A2ks ---Ank,,

kika...kn

k
S () st i,

kika...kn

det AT

(1.35)

]

Teorema 10. Sia A una matrice quadrata di ordine n. Se negli indici di riga eseguiamo la

sostituzione:

otteniamo una nuova matrice quadrata di ordine n, che indichiamo con A’. Risulta:

det A" = (=1)" det A4,

(1,2, ...;n) — (hy, hay oo, i)

essendo h il numero di inversioni della sostituzione (1.36).

(1.36)
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Dimostrazione. Poniamo A’ = (a},):
/ !/ /
a1, = Qhyry Qyp = Qhgry oo oyGyy = Qp,p CONL T =120

»ar

Abbiamo:

kiko...kn
= (1)
- a/hlkla/h2]€2”‘ahnk'n
kiko..kn
h
=(—=1)"det A
]
Ad esempio, consideriamo la matrice
@11 Aaiz2 Gi3
A= Q21 Q22 A23
a31 dzz G33
Eseguiamo la sostituzione degli indici di riga:
(1,2,3) = (3,1,2) (1.37)
Quindi:
/ o / o _
Gy = a3, Ao = 11, A31 = A21
/ ! !
A9 = A11, Q9o = Q12 Qo3 = Q13
/ / /
ag1 = Q21, Q3p = Q22, Q33 = A23
Da cui:

a3; Aazz2 ass

/
A = a1; Aaiz2 i3
Q21 Q22 Q23

Si osservi che la sostituzione (1.37) presenta due inversioni, quindi h = 2. Il determinante
di A" é:

det A’ = (—1)*det A = det A
In maniera analoga si dimostra il seguente

Teorema 11. Sia A una matrice quadrata di ordine n. Se negli indici di colonna eseguiamo
la sostituzione:

(1,2, ...,n) = (k1 ko, ..., k) (1.38)

otteniamo una nuova matrice quadrata di ordine n, che indichiamo con A’. Risulta:
det A" = (—1)F det A,

essendo k il numero di inversioni della sostituzione (1.38).
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I due teoremi precedenti si specializzano nel seguente:

Teorema 12. Un determinante inverte il proprio segno se si scambiano due righe o due
colonne.

Dimostrazione. Poniamo:

a;pr a1 ... QAip
as) Q22 ... A2

det A = " (1.39)
ap1 Ap2 ... App

Senza ledere la generalita, scambiamo la prima riga con la seconda, ottenendo:

a21 @29 ... A9pn
ai; ai2 ... Qq

det A’ = " (1.40)
Ap1 Ap2 ... Qpp

Si osservi che (1.40) si ottiene da (1.39) attraverso la sostituzione di indici di riga:

Tale sostituzione ha h = 1 inversioni. Per i teoremi precedenti:
det A’ = —det A
In maniera analoga si dimostra che

det A” = —det A,

essendo det A” il determinante ottenuto da (1.39) scambiando la prima con la seconda
colonna. n

Teorema 13. Se in una matrice quadrata A (n x n) contiene due righe (o due colonne)
identiche, segue che det A = 0.

Dimostrazione. Senza ledere la generalita:

a1; Qa2 Q1n
A= a1; Qa2 Q1n
Ap1  Ap2 Ann

Se scambiamo la prima riga con la seconda otteniamo una matrice A’ = A. Per il teorema

precedente:
det A/ = —det A

D’altro canto A’ = A implica:
det A" = det A

donde:
det A= —det A= detA=0

cioé l'asserto. O
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Teorema 14. Sia A (n X n) una matrice quadrata:

aix  aig Q1n
A — a21 A22 Q2np,
Ap1  Ap2 Ann

Moltiplicando la riga -esima per una costante A, si ottiene la matrice

aix Qa2 Q1n
/ ! /
A= A Gy Qip, )
An1  Ap2 Ann

essendo a, = Aa;.
Cio posto, i determinanti di A e A’ sono legati dalla relazione:

det A = \det A

Dimostrazione. Nella (1.32) troviamo un fattore A in ogni termine della sommatoria, donde:

detA’:A(—l)h Z (—1)kah1klah2k2...ahnkn
ki1ks...kn

= Adet A
L]

Da tale teorema segue che se gli elementi di una riga hanno un fattore comune A, questo puo
essere posto fuori del determinante:

Aaj; Aagg Aai, ail  aig Q1n
21 22 Qon | \ 21 Q22 A2n,
an1 an2 Ann Ap1  Ap2 Ann

Il teorema precedente si generalizza al caso della moltiplicazione di una costante per gli
elementi di una colonna. Ad esempio:

Aair ag Q1n a11 a2 Q1n
Aagr Qg Aon | \ Q21 Q22 Q2n,
/\anl an2 Ann ap1  Ap2 (07979

Teorema 15. Se in una matrice quadrata A (n x n), gli elementi di una riga (o di una
colonna) sono tutti nulli, si ha det A = 0.

Dimostrazione. Per il teorema (14):

donde l'asserto.

a1 12 A1n a1 a1z A1n
0 0 0 [=0| 1 1 1 | =0,
an1  An2 Ann ap1  An2 Ann
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Teorema 16. Se una matrice quadrata A (n x n) contiene due righe (o due colonne) pro-
porzionali, allora é det A = 0.

Dimostrazione. Qui per ‘righe proporzionali” intendiamo:

X as1 = /\arla As2 = /\ar27 oy Qsp = /\arna

donde:
a1 a12 . QA1np
Qr1 Q2 e Qyp,
det A=1 .. .
Adp1 AGpo ... A
Qn1 Ap2 ... Qpp
ayj; a1 ... QAip
Ar1 Gp2 ... Qpp
=A
Qr1 Qpr2 ... App
Ap1 Ap2 ... Qpp
=X-0=0

1.5 Minori di una matrice

Consideriamo una matrice A (m X n):

a1 a1 ... QAip
A _ a921 a9292 o Qop
m1 AQm2 ... Gmp

Sia p € N—{0} | p < min{m,n}. Quindi prendiamo p righe di indice h; < hy < ... < h,, €
p colonne di indici &y, ks, ..., kp; in tal modo resta individuato il determinante:

ahlkl ahle ahlkp
Ahoky  Ahoky -+ QApgk

Ahyhy..hy e ko ey = ? (1.41)
Cthkl ahpkz ahpkp

Il determinante (1.41) si chiama minore di ordine p della matrice A. Ad esempio:

A:(; _01 g) (1.42)

Assumiamo:



26 Matrici e determinanti

hl == 1, hg =2
k?l == 2, k’g = 3
Quindi:
0 5
12,23 = ~1 3

che ¢ un minore di ordine 2 della matrice (1.42).
Ora consideriamo il caso particolare di una matrice quadrata di ordine n :

ai; a12 ... Qip
A _ 21 QA29 ... QAgp
Ap1 Ap2 ... QApp

Assegnati p € {1,2,...,n — 1}, hy, ho, ..., hy, k1, ko, ..., k, abbiamo il minore di ordine p :

ahlkl ahle ahlkp
_ | Qhoky  Ghoky -+ Qhoky

Qhyhs...hpk1ke.. .k, =
Ahpky  Qhpky -+ Qhyk,

Al tempo stesso resta definito il minore di ordine n — p:

Chpi1kprr  Qhpipikpyz o Qhaky
def | Qp, ok Qap, ok . Qp k
it p+2Fp+1 p+2~p+2 nikp
ahp+1hp+2---hnvkp+lkp+2---kn -
ahn k'erl ahn k'p+2 R ahn kn

Il minore (1.44) si chiama minore complementare del minore (1.43).

complemento algebrico o aggiunto o cofattore del minore (1.43):

p p
D et ) ke
! — = =
a’hlhg...hp,klkg...kp - (_1)T 1 r=1 ahp+1hp+2...hn,k‘p+1k‘p+2...kn

Esempi numerici

0 1 12
A=\ -4 2 3
9 —6 14

(1.43)

(1.44)

Definiamo poi

Poniamo: hy = 1,he = 2; ky = 1, ko = 2, per cui hyp1 = 3, kpp1 = 3, essendo p = 2. Percio

il minore di ordine 2:

0 1
a12,12_‘ 4 9 ‘_4

Il minore complementare del minore a9 12 ¢ di ordine 1:

a3z 3 = det (14) =14
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Il complemento algebrico di ays 12 €:

a/12,12 = (_1)6@3,3 =14

Kook
Sia:
2 4 35
-1 -2 79
A= 3 2 9 4
-7 2 10
Prendiamo p = 2, donde: hy = 1,ho =2; k1 = 1,ky = 2
2 4
12,12 = ‘ 1 —9 ' =0
Il minore complementare del minore a9 12 ¢
9 4
a34,34=‘ 10 ‘2—4
Il complemento algebrico di a2 12 é:
! 6
A1912 = (1) agszs = —4
Sia:
1 -2 9 4 0
2 3 -1 -3 2
A=1]15 -4 6 -2 1
0 8 1 5 3
6 4 9 -1 3

Consideriamo il minore del second’ordine:

3 —1
a24’23_'8 1 ’—11

Il minore complementare di ag4 93 € di ordine 3:

1 4 0
35145 = | O —2 1| =-41
6 —1 3

Il complemento algebrico di agq 93 é:

/ 645
(9403 = (=1)"7" a1zs,145 = +41

Kokok
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Sia
2 0 -—10
A=1 4 1 2
0 -1 1
Abbiamo:
2 0
Q212 = | 4 ‘ =2
2 —10
412,13 = 4 9 ’ =44
0 —10
12,23 = 1 9 ’ =10
2 0
1312 = 0 —1 ‘ = -2
2 —10
13,13 = 0 1 =
0 -10
a2z =| _1 | |= —10
0 -10
a2z =| _1 ¢ [=—10
0 -10
13,23 = 1 1 =—-10
4 1
a23,12 = 0 —1 ‘ = —4
1 2
323 = | _1 4 ‘ =3
azs3 = det (1) =1
a/12,12 = ( 1)6 ass = —1

Kokok

La nozione di minore di ordine p si specializza nel caso p = 1. Piu specificatamente, un
qualunque elemento ap, di una matrice A (n x n) é un minore di ordine 1. Il complemento

algebrico di ayy é:

essendo

th = det Ahk

(1.45)
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Qui Ay € la matrice complementare di A :
ar ay g—1 a1k a1 k+1 Qip
21 a2 k—1 A2k a2 k+1 Q2n,
Ap—1,1 ap—1k—1 Qp-1 Ap—1,k+1 Qp—1
A — h s h ,k} h ,k 5 + ,n , (146)
ap1 ap k—1 Qp Ap k41 QApn,
Ah+1,1 Ah41,k—1 Oh+1k Oht1k+1 Apt1,n
an1 Ap k-1 Ank An k41 Ann

cioé la matrice quadrata di ordine n — 1 ottenuta dalla (1.46) cancellando la riga h-esima e

la colonna k-esima:

11
a1

Ap—1,1
Ap+1,1

an1

ay k—1
as k—1

ap—1,k-1
Ah41,k—1

Qp,k—1

1.6 Teorema di Laplace

Consideriamo la matrice quadrata:

A:

a1; Qa2

Q21 Q22

Gp1  Qp2

a1 k+1
a2 k+1

Ap—1,k+1
Ap+1,k+1

Ay k+1

Q1n
Q2n

Qnn

Fissiamo p < n, dopodiché prendiamo p righe di indici:

individuata la matrice p x n:

Qpy1 Apy2
Ahy1  Apy2
Ah,1 Qpy2

ahln
Ahon

Qh,n

ap—1.n
Ah+1,n

hi < hy < ...

Q1n
A2p

ann

< h,. Resta cosi

Il numero di minori che possono essere estratti da tale matrice, ¢ pari al numero delle
combinazioni di classe p di n oggetti, cioe

(0) =5

Qhyhy...hpk1,k2,. o kp

Abbiamo quindi:

essendo k; < kg < ... < k, una qualunque combinazione di classe p di 1,2, ...,n. Cio posto,
sussiste il Teorema di Laplace:
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Teorema 17.

_ !/
detA - E : a’hlh2---hpvk17k2 ----- k»'pa’hlhg...hp,kl,kg,...,kp (]‘47)
kika...kp

Dimostrazione. Omessa. O

Nel caso speciale p = 1, la (1.47) si scrive:

det A = Zahk%k (1.48)
k

che esprime lo sviluppo di un determinante secondo gli elementi di una riga assegnata (somma

degli ( ZL ) = n prodotti dei singoli elementi per i corrispondenti complementi algebrici).

In maniera analoga si dimostra lo sviluppo secondo gli elementi di una colonna assegnata.
Nella (1.48) a}, ¢ il complemento algebrico del minore ap, ed ¢ dato dalla (1.45) che
riscriviamo:

det Ahk; h + k pari

I 1\htk —
e = (—1)77 det Ay { —det Ay, altrimenti
La relazione precedente suggerisce la seguente

Definizione. Un elemento ay, di una matrice quadrata, si dice di posto pari o di posto
dispari se h + k € pari o dispari rispettivamente.

Esempi
1 -1 2
A= 3 9 2
-2 1 5

Sviluppiamo il determinante di A secondo gli elementi della prima riga:

B 9 2 302 3 9
det A = (+1) '1 5’+(—1) 9 5’+2‘_2 1‘104,
poiché:

9 2

(= (_1)2 A = (+1) 15 ’
3 2

o= (-0 = (-1 5 3
39

(og = (_1)4 Az = (+1) -2 1 '

Calcoliamo il determinante

|
—_
Tt W W+~
|
[\
ot
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Sviluppando secondo gli elementi della seconda colonna:

2 1 —4 1 -2 3 1 -2 3 1 -2 3
A=—-| -1 -2 5 |+3| -1 -2 5 |—-3|2 1 —-4|+5| 2 1 —4
4 7 —6 4 7 —6 4 7 —6 -1 =2 5
Risulta:
2 1 —4
-1 -2 5 |=-36
4 7 —6
1 -2 3
-1 -2 5 | =-48
4 7 —6
1 -2 3
2 1 —-41|=60
4 7 -6
1 -2 3
2 1 -4 =0,
-1 =2 5
donde:
A = —288

1.7 Altre proprieta delle matrici

Sia A (n X n) una matrice quadrata di ordine n. Senza ledere la generalita supponiamo che
a;; € R. Fissiamo arbitrariamente p € N : p <mn, e le righe: hy < hy < ... < hy:

@11 A2 ... Qin
Cthl Cthg Cthn
A _ ah21 CLh22 ahnn (149)
Ah,1  Qh,2 -+ Qhyn
anl Qp2 ... QGpp

Fissiamo I’attenzione sulle p righe:

(Qpo1y Qhpy ooy Qpm) conr =12 ..p

Se A1, Ag, ...\, € R, consideriamo le combinazioni lineari:
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b1 = )\16Lh11 —+ )\gahzl + ...+ )\pahpl
b2 = )\1@}“2 + )\2(1}122 + ...+ )\pahPQ

bn = )xlahm + )\gahw + ...+ )\pahpn
Indichiamo con B la matrice ottenuta da (1.49) con la sostituzione
(@i, Qig, vy Ain) — (i1 + by, @ig + by, ooy @in + by)
per un assegnato ¢ € {1,2,....n} — {hy, ho, ..., h,}. Sussiste il

Teorema 18.
det A =det B

Dimostrazione. Omessa. OJ

Un caso particolare é:

(i1, Qigy ooy Qin) —> (Ai1 + A1, iz + Ay, ooy Qi + Ay,

essendo i,r € {1,2,...,n} con i # n. Tale sostituzione produce la matrice:

a1 a19 Q1n
C= a;1 + )\arl ;0 + )\CLrl vee Qi+ /\CLH
QAp1 [07%)) Apn
Si ha:
det C' = det A
Esempi
1 2 5
A= -4 1 1
2 1 -1
1 2 5
detA=| -4 1 1 |=-36
2 1 -1

Fissiamo p = 2, hy = 2, hy = 3. Quindi:

b =X - (—4)+ X2 (2)
by =Ar- (1) + A2 (1)
by = A1+ (1) + Az (1)

Assumendo (A1, A2) = (1,2):
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by =0, by =3, bs=—1

Per ¢ = 1:
1 5 4
B=| -4 1 1
2 1 -1
Un calcolo diretto porge:
det B = —36
KRk
Sia:
1 -1 0
A=12 1 1
3 7 2
1 -1 0
detA=|2 1 1 |=-4
3 7 2

Eseguiamo la sostituzione:

(a11, ara, a13) — (a11 + Aagy, a1z + Aasgg, a13 + Aass)

Per A\ =1
(1,—-1,0) = (3,0,1)
donde:
301
B=1]|211
37 2
301
detB=|2 1 1|=-4
3 7 2
Per A = —1/2

donde:
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0% -

C = 2 1 1

37 2

0% -
detC=]12 1 1 |=-4

37 2

Eseguiamo la sostituzione:

(@91, @92, as3) — (ag1 + Aaiy, ase + Aais, ass + Aajs)

Per A = —2:
(2,1,1) = (0,3,1),
donde:
03 -
D= 2 1 1
3 7 2
1 =1 0
detC=|0 3 1|=-4
3 7 2

Osservazione. [ teoremi precedenti continuano a valere nel caso di sostituzioni per colonna.
Ad esempio:

1 2 3
A=| -1 1 4
5 21
1 2 3
detA=] -1 1 4|=14
5o 21

Eseguiamo la sostituzione per colonna:

(@11, a21,a31) = (@11 + Aaja, ag1 + Aasgg, az; + Aag)

Per A\ =1
(17 _175) — (370a7>7
donde:
1 3 3
B = -1 0 4
5 7 1
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Teorema 19. Sia A(n xn)epe {1,2,...,n — 1}. Fissiamo quindi h; < hy < h,,.

p
dig € {1,2, ,TL} : (aiol,aiOQ, ...,aion) = Z)\] (ahjl, (p;2, ...,ahjn) — det A=0
j=1

p
djo € {1,2, ,TL} : (aljo,agjo, e anjo) = Z)\l (alhi,aghh...,anhi) —det A=0
=1

Dimostrazione. Omessa. O

Secondo il teorema precedente, un determinante ¢ nullo se una riga (o una colonna) é
combinazione lineare di altre righe (o di altre colonne). Ad esempio:

5 7 19
A=11 2 5
11 3
Qui é:
(5,7,19) =2(1,2,5) +3(1,1,3),
donde

det A =0

come confermato da un calcolo diretto.

Teorema 20. Siano A, B matrici quadrate di ordine n.
det (A- B) = (det A) - (det B)

Dimostrazione. Omessa. O

1.8 Inversa di una matrice

Consideriamo la matrice quadrata di ordine n :

a;pr a2 ... QAip
ag1 Q22 ... QA2

A= » | (1.50)
Ap1 Ap2 ... QApp

Secondo la (1.45) per ogni elemento ap resta univocamente definito il suo complemento
algebrico aj,:

apk — Cllhk = (—1)h+k det Ahk

Resta cosi definita la matrice quadrata di ordine n:

T
/ / !/
ay Ay - Gy
/ / /

/ / /
Ap1 Apo oo Apn
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che si chiama matrice aggiunta della matrice A. In altri termini, la matrice aggiunta é la
trasposta della matrice dei complementi algebrici.

Definizione. Una matrice quadrata é non singolare se il suo determinante ¢ non nullo.
Nel caso contrario, la matrice é stngolare.

Definizione. Sia A una matrice quadrata di ordine n. Se A é non singolare, si definisce
inversa di A e si indica con A™! la matrice quadrata di ordine n tale che:

AA Y =A"1A =1,
essendo I, la matrice identita di ordine n.

Proposizione. Sia A una matrice quadrata di ordine n non singolare. La sua inversa é:

Ala)
~det A

-1

(1.51)

Dimostrazione. Omessa. O

kKX

Definizione. Una matrice quadrata di ordine n si dice involutoria se coincide con la propria
inversa:

A=A A2 =1

Esempi
Sia
1 -1 0
A=14 3 =2
2 2 5
det A =43
La matrice aggiunta é:
19 5 2
AW = 24 5 2
2 47
Quindi I'inversa:
19 5 2
B, BB
Al | [ B %
P 4
43 43 13
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Sia
1 2 3 4
5 6 7 8
A= 9 10 11 12
13 14 15 16
La matrice aggiunta é:
00 00
00 00
(a) —
AT = 00 00
0000

Si osservi che det A = 0, per cui la matrice é singolare e come tale é priva di inversa.

1.9 Rango di una matrice

Se A(n xn) # 0 per § 1.5 esistono minori di ordine p = 1,2,..., min {m, n}.
Definizione. Dicesi rango o caratteristica di A, I'intero naturale:

de
r(A) Y p.,

essendo p~ = max {p} : i minori di ordine p- sono non nulli.

Da tale definizione segue che se r (A) = p~, significa:
1. Esiste almeno un minore di ordine p~ non nullo;

2. se p~ < min{m,n}, i minori di ordine p~ + 1, p~ + 2, ..., sono tutti nulli.

1.10 Esercizi proposti

1.10.1 Operazioni sulle matrici e classificazione delle matrici

(per alcune soluzioni consultare ’Appendice A)

1 2 -1 0 3 -4 1 2 4 -2 0 2
40 2 1]+[1 5 0 3 |=|5 5 24];
2 -5 1 2 2 -2 3 —1 4 -7 4 1
1 2 -1 0 3 -4 1 2 —2 6 -2 -2
40 2 1]-(1 5 0 3 |=|3 -5 2 —2|;
2 -5 1 2 2 -2 3 —1 0 -3 -2 3
1 2 -1 0 3 6 -30
314 0 2 1 |=(122 0o 6 3]|;
2 -5 1 2 6 —15 3 6
1 2 -1 0 —1 -2 1
14 0 2 1|=(-4 0 -2 -1
2 -5 1 2 —2 5 -1 -2
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*okok

1
(2 3 1) -4 |=-12

—2
1 2 3 1
-4 ]-(231)=| -8 —12 —4 |;
—2 -4 -6 -2
42 6 -9

(231)- 101 -7 10 |=(19 13 16 —14)

53 8 -1l

(i) (2)-(3)
3
(121)'(? _54 :(3 8 )
4 0 2 9 9 8§ —12 )’

Date le matrici:

aix a2 by b
A= a21 A2 s B <b12 b22 )7

a31 as2

calcolare la matrice prodotto AB.
Date le matrici:

1 2 -3 =2
A: 3 4 ,B: ]- _5 9
5 6 4 3
determinare:
P q
D=|r s | :A+B—-D=0
t u
KoKk
Date le matrici:
1 2 =3 3 —1 2 4 1 2
A= 5 0 2 , B = 4 2 5 |,C= 0o 3 21, (1.52)
1 -1 1 2 0 3 1 -2 3

determinare: A+ B, A — (', —2A. Verificare I'identita:

A+(B-C)=(A+B)—C

Determinare una matrice D tale che:
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A+D =B
Verificare le identita:
D=B-A
D=—-(A-B)
kookok
Date le matrici:
1 -1 1 1 2 3
A= -3 2 —-1|;B=|2 46
-2 1 0 1 2 3
verificare la non commutativita del loro prodotto.
Soluzione
000
AB=1|1 0 0 O
000
1-6-6 —-14+4+3 1-—-2
BA=| 2—-12—-12 —-24+84+6 2—1
1-6-6 —-144+3 1-—-2
—-11 6 -1
= —20 12 -2 |,
-11 6 -1
cioé AB # BA.
KKk
Date le matrici:
1 -2 2 1 4 10 2 1 -1 =2
A=12 1 -3 |,B=(2 1 11 }|,C=|3 -2 -1 -1
4 -3 -1 1 -2 1 2 2 -5 -1 0
verificare l'identitd matriciale:
AB = AC

Soluzione
Procediamo per calcolo diretto:
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-3 -3 0 1
AB = 1 15 0 -5
-3 15 0 =5
-3 -3 0 1
AC = 1 15 0 -5
-3 15 0 =5
KKk
Date le matrici:
1 1 -1 1 3
A=[2 0 3 |,B=| 0 2 ,C:(égi _14)
3 -1 2 -1 4

verificare l'identita (proprieta distributiva rispetto alla moltiplicazione righe per colonne):

A(BC) = (AB)C

Soluzione
Procediamo per calcolo diretto:

2 1
AB=1| -1 18
1 15

4 4 4 -7
(AB)C = | 35 —2 —39 22
31 2 —27 11
7 2 -3 -1
BC=|4 0 -4 2

7 -2 —11 8

4 4 4 -7
ABC)=| 35 —2 —39 22
31 2 —27 11

kkx

Date le matrici (1.52) verificare la proprieta distributiva della moltiplicazione righe per
colonne rispetto all’addizione di matrici:

A(B+C)=AB+ AC (1.53)
Soluzione
7 0 4
B+C=|4 5 7
3 =2 6
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Quindi:
6 16 O
AB+C)=| 41 —4 32
6 -7 3

Determiniamo il secondo membro della (1.53):

5 3 3
AB=1| 19 -5 16
1 -3 0

1 13 -3

AC = 22 1 16

5 —4 3

da cui:
6 16 0
AB+AC =1 41 —4 32
6 —7 3
skoskok

Data la matrice:

essendo ¢ = v/—1, determinare A" per n € N.

Soluzione
s (1t 0 i 0y (-1 0 L
(o0 D)= (3 )=
3 (-1 0 i 0 _
(33
4 34 [ -1 O i 0y (1 0\
w—wa= (300 0)=(5 0) -

n é pari = A" = +]
n é dispari = A" =+ A

Da cio segue:

Precisamente:

A =1
At=+1
A% = 4T

A =]
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da cio segue:

A" =+1, sen=4p VpeN
A= -1, sen=4p+2 VpeN

In maniera simile si dimostra che:

A" =+4A, sen=4p+1 VpeN
A= —-A sen=4p+3 VpeN
kokok
Assegnate le matrici:
2 -3 =5 -1 3 5 2 -2 -4
A= -1 4 5 |, B= 1 -3 5 |,c= -1 3 4 |,
1 -3 —4 -1 2 5} 1 2 =3
verificare che A e B commutano e che AC' = A, CA=C.
Soluzione
2—-3+5 —6-9—-15 10+15—-25
AB = 1+4—-5 —-3-124+15 —5—-20+25
—1-34+4 3+4+9-12 5+ 15—20
000
=1 0 0 0
000
2—-3+5 —-6-9-15 10+15-25
BA = 144—-5 —-3—-12415 —5—-20+25
—1-34+4 3+9-12 5+ 15—20
0 00
=1 000
000
Cioé¢ AB=BA=0.
2 -3 =5
1 -3 —4
2 -2 -4
CA=1| -1 3 4 =C
1 -2 =3
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Assegnate le matrici:

A=( ¢ b , B= ¢ d , cona,b,c,deR
b a d c

verificare che A e B commutano.

Soluzione
a b a b
AB_(b a)(b a)
[ ac+bd ad+ bc
~ \bc+ad bd+ac
[ ca+db cb+da
BA_(da—l—cb db+ca>’
donde:

VYa,b,c,d € R, AB = BA

skskok
Verificare che la matrice:
2 =2 —4
A= -1 3 4
1 -2 -3
é idempotente.
Soluzione
2 -2 — 2 -2 —
A= -1 3 4 |-| -1 3 4
1 -2 -3 1 -2 -3
2 -2 —
= -1 3 4 — A=A
1 -2 -3
kkok
Verificare I'idempotenza delle matrici:
2 -3 -5 -1
A= -1 4 5 , B= 1 -3
1 -3 —4 -1

Per la matrice A:

)
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2 -3 -5 2 -3 -5
A= =1 4 5 -l -1 4 5
1 -3 —4 1 -3 —4
2 -3 -5
= -1 4 5 =A
1 -3 —4
Per la matrice B
-1 3 5 -1 3 5
B? = 1 -3 =5 |- 1 -3 =5
-1 3 3 -1 3 3
-1 3 5
= 1 -3 -5 =B
-1 3 3
kokk

Dimostrare la seguente proposizione:

AB = A, BA= B)= (A, B sono idempotenti

Soluzione

AB=A— A(BA)=A

Per la proprieta distributiva rispetto alla moltiplicazione tra matrici:

(AB)A=A
Ma AB = A, donde:
A2=A
da cui 'iddempotenza di A. Passiamo alla matrice B:

BA=B = B(AB)=B

Per la proprita distributiva:

(BA)B=1B
Ma BA = B, donde:

da cui 'idempotenza di B.

Kokok
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Verificare la nilpotenza di ordine 3 della matrice:

11 3
A= 5 2 6
-2 -1 -3
Soluzione
11 3 1
A= 5 2 6 5
-2 -1 -3 -2
0 0 O
= 3 3 9
-1 -1 -3
0 0 O 1
A% = 3 3 9 5t
-1 -1 -3 -2
000
=000 |,
000
donde [asserto.
koK
Assegnata la matrice quadrata:
1 2 2
A= 2 1 2
2 21

verificare che é soluzione dell’equazione matriciale:

X2 4X —5I;,=0

Abbiamo:

A =

NN

O 00 © N N
O © o N N
© 00 00 = NN

Quindi:

N — DN

1
2

-1 -3

1
2

-1 =3

_ NN
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A% —4A — 514
9 8 8 4 8 8 5 0 0
=1 898 |—-[848]—-]1050
8 8 0 8 8 4 005
000
=1 000
000

Cioé:
A2 —4A—51,=0

Kok

Assegnata la matrice:

2 1 3
A= 1 -1 2
1 2 1

verificare che é soluzione dell’equazione matriciale:

X3 —-2X%2-9X =0

Abbiamo:
2 1 3 2 1 3
A2=11 -1 2 1 -1 2
1 2 1 1 2 1
8 7 11
=136 3
5 1 8
8 7 11 2 1 3
A =13 6 3 1 -1 2
5 1 8 1 2 1
34 23 49
=| 15 3 24
19 20 25
Quindi:
000
A2 =242 -9A=1| 0 0 0
000

Kokok
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Verificare che la matrice:

1 -3 —4
A= -1 3 4
1 -3 —4
é nilpotente di ordine 2.
Soluzione
1 -3 —4 1 -3 —4
A= -1 3 4 -1 3 4
1 -3 —4 1 -3 —4
0 00
=10 00
0 00
Skook ok
Verificare che le matrici:
1 2 3 -2 -1 —6
A= 3 2 0 , B= 3 2 9
-1 -1 -1 -1 -1 —4

commutano, e che il loro prodotto é la matrice identita.
Soluzione

Abbiamo:
1 2 3 -2 -1 -6
AB = 3 2 0 . 3 2 9
-1 -1 -1 -1 -1 —4
1 00
=1010
0 01
-2 -1 —6 1 2 3
BA = 3 2 9 . 3 2 0
-1 -1 —4 -1 -1 -1
1 00
=1010
0 01
Kok
Verificare che le matrici:
1 12 2/3 0 —1/3
A= 2 32 |,B=| -3/5 2/5 1/5

~1 2 4 7/15 —1/5 1/15
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commutano, e che il loro prodotto é la matrice identita.

Soluzione
Abbiamo:
1 1 2/3 0 -1/3
AB = 2 3 -3/5 2/5 1/5
-1 2 7/15 —1/5 1/15

2/3 0 —1/3 1 12
BA=| -3/5 2/5 1/5 |-| 2 3 2
7/15 —1/5 1/15 ~1 2 4
100
=010
00 1
kkosk

Verificare che le matrici:

1 —1 1 1
a=(5 0 )m=(0 4)
anticommutano. Inoltre si dimostri che:

VA, B : A e B anticommutano, (A + B)® = A? + B?

Soluzione

2 3

w3 a)(3 )
:<:g —23>

m-(34) (37
(

3 _2):—BA

Se A, B sono due qualunque matrici che anticommutano:

(A+ B*=(A+B)-(A+B)
= A’ + AB + BA + B?

= A+ B
BA=—-AB

Kok
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Assegnate le matrici:

01 0 —1 t 0
Al_(l O>7A2_(Z 0)7A3_(0_Z>7
verificare che ciascuna anticommuta con le altre. Piu precisamente:

AA — —A]Az SGZ%‘]
v I sei=7

Soluzione
Abbiamo:

2
I

&
[

Ay = ( é Ez’ )
Ay, = ( N ; ) — A A
wa= (57
gy — ( 0 ) — A4
Apds = ( —01 _01 )
As Ay — ( — AyAy
(
(
(

O~ O~ O =k O
_0 R O = O O -
N——— N N N S

&
I

Kokock

Determinare le matrici che commutano con D = diag (1,2, 3).
Soluzione
Sia

11 a12 413
A= Q21 Q22 A23
a3; azz ass

Quindi:
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ayr 2a12 3ags
AD = 921 2@22 3@23
as; 2asp 3ass

aj; a2 413
DA = 2&21 2&22 2(123
3@31 3@32 3(133

A e D commutano se:

a12 = 2a12
a13 = 3ai3
AD = DA <— a9l = 2(112
az = 3as;
3&32 = 2&32
Cioé
a1q 0 0
A= 0 2a2 O , Vaqi, ags, ass
0 0 3(133

Ridefinendo (in forza della loro arbitarieta) aq1, ase, ass:

a1 0 0
A= 0 a929 0
0 0 33

Il risultato precedente si generalizza al caso di una matrice diagonale di ordine n. Precisamen-
te, la pin generale matrice quadrata di ordine n che commuta con D,, = diag (dy1, das, ..., dpy)-

an 0 ... O
A, = 0 ag 0
0 0 . aw
Kok %

Determinare I'inversa della matrice ( ; i > applicando la definizione.

Soluzione
Imponiamo

(14)(: -

{ a+2c=1

Cioé:

3a+4c=1

b+2d=0
3b+4d =1



1.10 Esercizi proposti 51

Risolvendo entrambi i sistemi lineari:

donde:

kokok
Assegnata la matrice:
0o 1 -1
A=\ 4 -3 4
3 -3 4
verificare che é involutoria.
Soluzione
Abbiamo:
A2=A.-A
0 1 -1 0o 1 -1
=4 -3 4 -1 4 -3 4
3 -3 4 3 =3 4
1 00
=1 010
0 01
kskok
Assegnate le matrici:
1 14+7 2+ 3¢ ) 14+7 2—3¢
A= 1—1 2 —1 , B = —1+1 21 1
2 —3i 7 0 -2—-37 -1 0
verificare che A ¢ hermitiana, e B antihermitiana.
Soluzione
Abbiamo:

1 1+:7 2-—-31

A* = 1+ 2 ?

243 —i 0
1 1+7 2430

A= 1-i 2 —i | =4
2-3i i 0
i 1+d 2-3i
BY = —1+i 2 1 —-B

—-2-3 -1 0
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1.10.2 Minori e complementi algebrici

Assegnata la matrice:

1 2 3 4 5
6 7 8 9 10
A= 11 12 12 14 15
16 17 18 19 20
21 22 23 24 25

Determinare il minore complementare e il complemento algebrico del minore del terzo ordine

145,135+
Soluzione
Abbiamo:
1 3 5
(145,135 = 16 18 20 (154)
21 23 25

Il minore complementare di (1.54) ¢ il minore del second’ordine:

79
@23,242‘12 4’:—10

Il complemento algebrico:

1+4+5+1+3+5 a

a/145,135 = (-1 23,24 = —012324
Kk
Assegnate le matrici:
-1/3 =2/3 —-2/3 -4 -3 -3
2/3 —-2/3 1/3 4 4 3

verificare che i complementi algebrici degli elementi di A, B soddisfano rispettivamente le
proprieta seguenti:
ay; = aij, by; = by
Soluzione
Per la matrice A:

r 1_ ro_ 2 r 2_ !
011——3—a11,a12——3—a12,a13—_3—a13
! 2_ 1_1_ /__2_/
Qg = 3~ 21, Qg = 3= 22, Qg3 = 37 Qo3
/ 27 /7_27 /7_27 /
a31—§—a317a22— 5—0227%3— g—a33

In maniera analoga per la matrice B.
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Kokook

Assegnata la matrice:

A:

— N
N W DN
N DN W

Determinare i cofattori dei singoli elementi, nonché la matrice inversa.
Soluzione

Abbiamo:
3 2 2 2 2 3
dﬂ:‘z 2‘:2 a/H:_’1 2‘:_2 a/13:‘1 2‘:1
2 3 1 3 1 2
a,ﬂ:_‘z 2‘:2 a/”:_‘l 2‘:_1 a/23:‘1 2‘:0
2 3 1 3 1 2
a51:+‘3 2’:_5 aéf"z 2‘:4 a53:‘2 3‘:_1
La matrice aggiunta é:
2 2 =5
AW =1 —2 -1 4
10 -1
L’inversa:
G Al
det A
Calcolo del determinante:
1 2 3 12 3 1 92
detA=|2 3 2|=|2 3 2 :—‘2 3':+1
1 2 2 0 0 —1
Quindi:
A1 = A
koK
Assegnato il determinante
be a® a?
A=|b ca V|,
2 2 ab

si moltiplichino le sue colonne per a, b, c. Quindi, raccogliendo il fattore comune di ciascuna
riga, si dimostri che:
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bc ab ac
A=|ab ac cb
ac be ab
Soluzione
Abbiamo:
be a® a? abc a® a?
aA=al|b® ca bV |=|ab®> ca b
2 2 ab ac? ¢ ab
abc a® a? abc a?b a?
abA =b| ab® ca b* | =| ab® bea b?
ac® 2 ab ac® b ab
abc a*b a? abc a?b a’c
abcA =c| ab® beca V* | =| ab® bea cb?
ac® bc? ab ac® bc?  abe

Raccogliendo i fattori comuni per singola riga:

bec ab ac bec ab ac
abcA =abc| ab ac ¢cb | = A=|ab ac cb
ac bc ab ac be ab

Kxk

1.10.3 Calcolo di determinanti del secondo ordine

(Soluzioni in A.1)

2 3|2 1| | sina cosa | a ct+id | | a+if y+id |

1 47| -1 2| —cosa sina | | ¢c—1d b Tl y—1 a—if |

sina cosa | | cosa sina | |tana —1 | | 1++v2 2—-V3] 1 lgya |
sinf3 cosf |’ | sinf8 cosf |’ 1 tana || 243 1—vV2 | |lg,b 1 |
a+b b+d| |a+b a—-b| |z—1 1 | w ow |

a-+c c—i—d" a—b a—>b|| 23 x2+x+1" -1 w |

1.10.4 Calcolo di determinanti del terzo ordine

1 1 1 011 a a a 1 11 1 1 142
10 1Ll101);|-a a z[l1 23] = 1 0o |
-1 -1 0 1 10 —-a —a x 1 3 6 1—2 0 1

1 cosZ +ising  cosytising 1 1 1
cost —isin% 1 cos T 4+isin T ;) 1 w w?|;
cosT —isin% cos & —isin 1 1 w? w
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1.10.5 Calcolo di determinanti di ordine qualsiasi

Determinare i valori di € R per i quali ¢ nullo il determinante:

2 1 2
1 01 -1
Fa)=\3 9 ¢ 1
1 11 —=z
Calcolare il determinante della matrice di ordine n:
1 0 0 0
0 2 O 0
Adiag = 0 0 3 0
0O 0 O n
Skokok
Calcolare il determinante di ordine n:
0 0 O 0 1
0O 0 0 ... 1 0
An)=1|.. . o o o i |, n=2,34 .., 40 (1.55)
0 1 O 0 0
1 0 0 0 0
Skoskok
Calcolare il determinante di ordine n:
1 a a . a
0 2 a . a
Dn)y=10 0 3 ... al|, n=2,3,4,...,+00 (1.56)
00 0 ... ..
000 ... n
oKk
Assegnata la funzione:
n—1
fulw)=]](=—k), conneN-{0,1}, (1.57)
k=0
calcolare i seguenti determinanti di ordine n + 1:
fa(0)  fu(1) (2 o fa(n)

a) F(n)= ﬁg) @9) @G) t(ﬂ@fﬂ
fon) faon+1) fo(n+2) ... fu(2n)
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fo@) @) fl@) e g

/ " " (n+1)
b) G (z,n) = fn”(x) fa (2) fn”(.:z:) e fHD ()

fo@) fr@) e

Assegnati a, € R con ap # apr (K’ k" = 1,2,...n), risolvere 'equazione algebrica di grado

n—1:
1 = x?
2
1 a ay
2
1 a s

Risolvere I'equazione algebrica di grado n — 2:

1 1 1
1l—=x 1
1 1 2—x

—_

1 1 1

‘,L.nfl
ap~?
ay | =0
ap_)

1

1

1
(n—1)—=x

(1.58)

(1.59)

Assegnati a;, € R con ap # apr (' k" = 1,2,...n), risolvere 'equazione algebrica di grado

n — 1:
ay a9 as
a, a1 +ay—x as
aq a9 as +as —x
ay a9 as
skoksk
Dimostrare che
o? (a+1)? (a+2)°
82 (B+1)° (B+2)°
7 (v+1)° (v+2)°
02 (0+1)7° (0+2)°
*¥k

aq 0 0
0 (05} 0
Adiag = 0 0 a3
0 0 0

G,
an
Qn

Qp_1+a, —x

[\

a+3
B+3
v+3
o0+3

NN

M~ N N TN
— — —— —
[\

=}

an

—0 (1.60)

—0 (1.61)

(1.62)

determinare la somma dei complementi algebrici degli elementi di matrice.
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ok ok
Assegnata la matrice di ordine n:
0 O 0 a
0 0 ... ap O
A= 0O 0 .. 0 0 (1.63)
a, 0 .. ... O

determinare la somma dei complementi algebrici degli elementi di matrice.

KKK

Calcolare il seguente determinante, sviluppando secondo gli elementi delle terza riga:

1 0 -1 -1

0 -1 -1 1
A= (1.64)
-1 -1 1 0

Calcolare il seguente determinante, sviluppando secondo gli elementi delle quarta colonna:

(1.65)

—_ = =N
— =N =
+ N e R

1
1
2
1
ok

Calcolare il seguente determinante, sviluppando secondo gli elementi delle prima colonna:

a1 11
b 0 1 1
A = 10 1 (1.66)
d 11 0
skskok
Calcolare:
13547 13647
1 28423 28523 = —1437600
246 427 327
2. | 1014 543 443 | = —29400 000
—342 721 621
3111
1 311
311 1 3 1 = 48
1113
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o™
53
~ +
S —
T +
= 8
o _
_ el ~ 3\l
D
% N B 28
+ | N
O ” S I
s &
o (o] |
) _ _ S
o x — o
S Q Il
I =l S I
N % o _ = NS
— o — —
=) — ~ + 8 > — — +
I = I el I Il L o -
Il Il e
oo <« © N T O OO0 0o v = 5
S =3 ) N
<+ — ™ w00 A O VIO —0 0O >+ 8 | — |
o I~ —
©CE A M D N 1A_13 HA A OO A — 8O Q = 8
D
234 8 >+ + —
<t ¥ ) = o0 o S — ~ o3
i A — —
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1 1 2 3
1 2—2% 2 3 _ 4 9
14. 9 3 1 5 =—12 - 32" + 152
2 3 1 9-a?
cos(a—b) cos(b—c) cos(c—a)
15. | cos(a+b) cos(b+c) cos(c+a) | =2sin(a—b)sin(a— c)sin(b—c)
sin(a+b) sin(b+c¢) sin(c+ a)
0 a b c
16. | ¢ 0 d el [—eb + af 4 2¢sin (a — b) sin (a — ¢)sin (b — ¢)]?
b —-d 0 f
—c —e —f 0
1 2 3 n
-1 0 3 n
7.1 -1 =2 0 n
-1 -2 -3 .. 0
1 ai a9 an,
1 a; + bl Qo Qn,
18. 1 aq as + b2 an
1 aq Qo e Qp —+ bn

19. Esplicitare ’espressione analitica della funzione f, (z, x1, x9, ..., z,,) data dallo sviluppo

del determinante di ordine n:

1 1 To ... Tp—-1 Ip
1 = 29 . Tu1 Ty
1 = oz .. oz oz,
fn (x;x17$27 73;'”) = 1 1
1 =1 290 ... xp1 x,
1 21 290 ... Tp1 =«
20. Calcolare:
1 3 3 n—1 n
Amy=| ! 25 -~ n-1
L2 3 2n—3 n
21. Calcolare:
1 2 2 2
2 2 2 2
A(n) =

O
[\
w
[\]
S NN

(1.67)

(1.68)
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22. Calcolare:

¢ (b1,ba, ..., by)

1 by 0 0
-1 1-bH by 0
0 -1 1-0by by
0 0 0 0
0 0 0 0

23. Calcolare:
a a+h a+2h
—a a 0
An)=| 0 —a a
0 0 0
24. Calcolare:
Qo —1 0
ai r -1
A (n) = as 0 =«
Ap—1 0 0
an, 0 0
25. Calcolare:
n n—1 n-—2
-1 T 0
A (n) _ 0 —1 T
0 0 0
0 0 0

0 0
0 0
0 0 , conn €N —{0}
1 - bn—l bn
1 1-b,
(1.69)
a+(n—1)h
0
0 (1.70)
a
0 0
0 0
00 (L.71)
r —1
0 =
3 2 1
0o 0 0
0 0 0
-1 x 0
0 -1 =

26. Sen € N—{0,1} ese fy(x) con k =1,2,...,n, sono polinomi su R di grado r, < n—2,

dimostrare:

fi(a1)

Val, ag, ...,y € R,

fi(az)
f2(a1)  fa(a2)

fn(al) fn(aQ)

27. Calcolare (n € N — {0}):
Qo
—Y1
f(x1, o, T Y1, Y2y oY) = | O
0

ar a2
X1 0
—Y2 X2
0 0

f1(an)
f2§f‘") =0 (1.72)
fn (an)
R
0 0 (1.73)
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28. Calcolare (n € N — {0}):
nlag (n—1)a; (n—2)ay a,
-n x 0 0
fal@y=| 0 —(n—-1) x 0 (1.74)
0 0 0
29. Calcolare per ogni n € N— {0}
2 1 0 0 0 0
1 0 O 0 O
Dm)=0 1 2 1 0 0 (1.75)
0 0 0 0 1 2

30.

31.

Costruire il diagramma cartesiano della funzione reale di variabile reale nell’intervallo

[—2,2]:
2cosx
1

In (1‘) - 0

0

pern=1,..T7.

1
2cosx
1

0
1
2cosx

0
0
0

2cosx

, (1.76)

Costruire il diagramma cartesiano della funzione reale di variabile reale nell’intervallo

[—1,1]:
CoS T
1

fn(x): 0

0

pern=1,..T.

1
2cosx
1

0
1
2cosx

0

0

o

0

2cosx

(1.77)
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Capitolo 2

Sistemi di equazioni lineari

2.1 Generalita

Sia X un sistema di m equazioni lineari in n incognite:

a1 + a12T2 + ...+ ATy — b1
a21%1 + 92%2 + ... + AonTy = bo

Am1T1 + QmaXa + ... + Gmn Ty, = b,

Qui a;; € R (o C) sono i coefficienti, mentre b; sono i termini noti

ail Qa2 A1n
A— 21 A22 (57
Am1 Am2 ... AOmn

La matrice A (m x n) cosi definita, & la matrice dei coefficienti'.
Risulta inoltre definita la seguente matrice m x n + 1:

a1 a1 ... QAip bl
921 ao9 ... Q2 bg

M = " ,
Um1 Am2 oo Qmp b

denominata matrice dei coefficienti e dei termini noti’.
Il sistema (2.1) puo essere scritto come:

AX = B,

essendo:

X1

X2
X = ,

T

ITale matrice é spesso denominata matrice incompleta.
2Tale matrice & spesso denominata matrice completa.

. Poniamo:

(2.1)

(2.2)

(2.3)

(2.5)
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il vettore colonna di dimensioni n x 1, mentre:

¢ 1l vettore colonna costituito dai termini noti.
Una soluzione di (2.4) [o di (2.1)] & ogni n-pla (&1, &, ..., &) € R™(o C™) tale che:

A= =B

Y

dove:

&1

52 (2.7)
&n

(1]
I

Chiamiamo Z vettore soluzione di (2.4).

Definizione 2. Il sistema (2.4) [0 (2.1)] si dice compatibile se ammette almeno una soluzione.
Di contro, & incompatibile se é privo di soluzioni. Risolvere il sistema (2.4) equivale a
verificare la sua compatibilita e in caso affermativo ricercare le soluzioni.

Definizione 3

Un sistema compatibile si dice determinato se ammette una ed una sola soluzione. Se un
sistema compatibile ammette piu di una soluzione, ne ammette infinite. In tal caso il sistema
si dice indeterminato.

2.2 Ricerca delle soluzioni

Sia p il rango della matrice dei coefficienti. Chiamiamo p rango del sistema (2.1). Come &
noto, deve essere p < min {m, n}.

Inoltre, per definizione di rango di una matrice, esiste almeno un minore di A non nullo
di ordine p. Preso ad arbitrio un minore non nullo di ordine p, chiameremo tale minore
determinante fondamentale.

Senza perdita di generalita® supponiamo che tale minore sia il determinante della matrice
quadrata di ordine p:

11 Qa2 ... Qip
c=| " 2 o e £0 (2.8)
ap1 Ap2 ... QApp

I casi possibili sono:

1. p=m. In tal caso il sistema X é un sistema normale.

2. p < m. In tal caso il sistema X & un sistema non normale.

3Basta comunque effettuare opportuni scambi di righe e colonne.
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2.3 Sistemi normali: teorema di Cramer

Per quanto detto deve essere p = m. Abbiamo i due sottocasi:
ap=mn;

b p<n.

Nel caso a il sistema ¢ di p equazioni in p incognite con la matrice dei coefficienti pari a C'

leq .(2.8)] Quindi:

a1 + aj9T9 + ... + A1pTy = bl
a21T1 + A922%9 + ... + A2pTyp = bQ

Ap1T1 + Q%o + ... + AppTp = by,

che puo essere scritto come:

CX =8B

Abbiamo il
Teorema 1
Il sistema (2.9) ammette una ed una sola soluzione:

X=C"'B

(2.10)

(2.11)

Dimostrazione. La matrice C & tale che det C' # 0, donde ¢ dotata di inversa C~1. Moltipli-

chiamo per C'~! primo e secondo membro (da sinistra) della (2.10):

C'(CX)=C"B+ (CC"")X=C"'B < X=C'B
cCc-1=1

Viceversa, il vettore colonna C~!B verifica la (2.10):
C(C'B)=(cCc')B=1B=B
(Nelle (2.12) - (2.13), 1 ¢ la matrice identita di ordine p).

Dalla (2.11) segue il
Teorema 2 (Teorema di Cramer)
1l sistema (2.9) é compatibile e determinato. La soluzione é data da:

_det Cy . _det Oy . _det G,
T detC? T detC P T det C

X

(2.12)

(2.13)

(2.14)

Nella (2.14) C; (j = 1,2,...,p) €& la matrice di ordine p, ottenuta da C sostituendo alla

aij b1

by

colonna , det coefficienti dell’incognita x;, la colonna

_ Apj by
Cioé:

dei termini noti.
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bl Q12 ... Qip aiq bl e Qyp
ba as ... «a as, by ... «a
Cl _ 2 22 2p 7 02 _ 21 2 2p (215)
by apa ... app 1 bp App
ai;pr Qo1 ... bl
Cp _ 21 Q29 ... bg
Qp1  Ap2 ... bp
Dimostrazione. Dall’algebra delle matrici:
ah aly eoal, \
-1 _ 1 CL/21 a’l22 a,2p (216)
det C . ..
Uy Uy U
/ / /
ayy Q9 ap1
_ 1 aly Ay %2
det C'
ay,, —a a
1p 2p PP
Qui a;; ¢ il complemento algebrico di a;;. Per la (2.11):

det C'
aybr + ag,by + ...+ ay, by
E facile rendersi conto che ay ;b + ay;ba + ... + ay;b, € lo sviluppo del determinante della
matrice C}, per cui:

det 01
1 det 02
X pu—
det C ’
det C,
donde l'asserto (2.14). O
ok

Passiamo ora ai sistemi di tipo b. Ora il numero delle incognite € n > p, quindi il sistema si
scrive:

1121 + a2 + ... + A1pTp + a1, p+1Tp+1 + . AT, = b1

911 + a99x9 + ... + Q2pTyp + a2 p+1Tp+1 + ...+ Aonly = bg (2 18)

Ap1T1 + ApaTo + ... + AppTp + Qp pr1Tpr1 + ... + Apr Ty, = by

Abbiamo il seguente:
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Teorema 3

Il sistema (2.18) ammette co™ P soluzioni, che si ottengono assumendo come parametri le
incognite x;, con j =p+1,p+2,...,n e applicando il teorema di Cramer.

Infatti, il sistema (2.18) pud essere scritto come:

a1 + a9y + ... + A1pTp = b1 — ((117p+15(]p+1 + ...+ alnxn)
(911 + Q999 + ... + A2pTp = bg — (a27p+1a:p+1 + ...+ agnl'n) (2 19)

Ap1T1 + ApaTo + ... + AppTy = by — (Appi1Tpi1 + oo + Appy)

Poniamo:

/\1 = Tp+1, )\2 = Tp42, .- )\n—p = Tn

Siccome le Ay sono arbitrarie, segue che il numero di soluzioni é oo™ ?.
Si conclude che i sistemi normali (p = m) sono sempre compatibili. Piu specificatamente,
sono determinati se n = m , indeterminati se n > m.

Osservazione. Il numero di equazioni di un sistema normale ¢ m < n. Infatti, se m > n, é
p < m, giacché p < min{m,n}. Ad esempio, il sistema:

a1171 + ajpTe = by
2171 + GgaTo = by
a3171 + agare = b

é composto da m = 3 equazioni in n = 2 incognite. Quindi é p < 2, percio il sistema é non
normale (p < m).

2.4 Sistemi non normali: Teoremi di Roucheé e di Capelli

In un sistema non normale é p < m:

)
a1 + aj9x9 + ... + A1pTp + a1 p+1Tp+1 + .t apT, = bl

2171 + A922%o + ... + A2pTp + @2 p+1Tp+1 + ...+ Aoy = bg

Ap1T1 + QpaZo + ... + QppTp + Ap pr1Tpr1 + ... + QppZn = by (2.20)
Ap+1,1T1 + Qpy12T2 + oo T Apt1,pTp T Apt1,p+1Tp4+1 T oo+ App1nTn = Opy1

L Am1T1 + A2l + oo+ QpTp + A pr1Tpi1 + oo+ ATy = by

deve essere:

11 Aiz2 ... QAip
921 Q29 ... QA9

A= "1 #0,
Qp1 Ap2 ... QApp

avendo indicato con A il determinante fondamentale del sistema (eq. (2.8))
Dimostriamo il seguente
Lemma



68

Sistemi di equazioni lineari

Assegnato r € {p+1,p+2,...,m}, risulta

V (21,9, ...y Tp)

11

21

(0751

a2

22

Clpg

QArg

(llp

agp

n

bl— E Q15T

jf

1
bg— E Q25T 5

b, —

b, —

n
Jj=1

n

E (pj L5
Jj=1

n

E Qrj 5

J=1

a1
21

a2
22

(7]

alp
(12p

by
ba

(2.21)

Dimostrazione. L’asserto é dimostrabile attraverso una nota proprieta dei determinanti. Pre-
cisamente (senza perdita di generalitd), un determinante una cui colonna (o riga) é costituito
da elementi binomi (in generale polinomi), ammette uno sviluppo del tipo:

aix ag
a21 Qa2
anp1  Ap2

Indichiamo con D il determinante a primo membro della (2.21).

©
I

i
21

C1j + dlj
Coj + dgj

Cnj + dnj

Q12
22

ap2

Q1p
a2p

b
by

A1n
(57

ann

11 Q12 C1j Q1n
| G211 Qa2 Coj Q2n,
ap1  Ap2 Cnj Qnn
11 a2 dlj Q1n
Q21 QA22 da; Q2n,
+ J
Qp1  An2 dnj Apn
Abbiamo:
11 a2 A1p A1y
n G21 Qa2 Qop A2y
J=1 ap1 Ap2 App  Qpj
Qr1  Qr2 Qrp  Qrj
N -~ 7
def

(2.22)
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Esplicitiamo il determinante D-:

aix a2 aip ai
G21 Q22 Qop A21
DQ =T 4+ ...+
ap1r  Ap2 App  Qp1
Qry  Ar2 arp (0751
a11 A12 Q1p A12
Q21 A22 Q2p A22
—f- T —I—
(p1 Ap2 Gpp  Up2
Ar1 Q2 Qrp  Qr2
@11 A12 Q1p QAip
Q21 A2 Qop Q2p
+ Zp +
(p1 Ap2 Gpp  App
Qr1 Q2 Qrp  Qrp
a1 a2 A1p  A1p+1
G21 Q92 Q2p  A2p+1
+ IL'p_H + ...
(p1 Ap2 Qpp  App+1
Qr1  Qp2 Qrp  Qrpi1
SR D) Aip Qin
A1 Q22 Qop Q2p
+ Ty
ap1 Ap2 (pp  Qpn
Qr1 Q2 Arp  Arp
I determinanti a secondo membro sono tutti nulli: per ;7 = 1,...,p, hanno due colonne

identiche; per j = p+1,...,n, sono minori di ordine p + 1 e come tali nulli, giacché il rango
della matrice dei coefficienti é p.

]

Definizione. Si definiscono determinanti associati al determinante fondamentale A, i de-

terminanti:

ai
a1

apl
(0751

a12
22

Qp2
Ar2

Ora siamo in grado di enunciare il:

Teorema (di Rouche’) 21.

Q1p
agp

,conr=p+1,p+2,....m (2.23)

il sistema é compatibile <= A, =0, conr=p+1,p+2,....m
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Dimostrazione. Implicazione diretta Per ipotesi il sistema & compatibile. Se (&1, &2, ..., &)
é una soluzione, per il lemma, 2.4:

ail; Qaig
ag1 A22
Clpl CLPQ
Ar1  Qp2
11 a2
21 A22
T;=E;
Clpl ap2
Ar1  Apo
ailp Qaig
a1 Q22
CLPI CLp2
Ar1  Qp2

Implicazione inversa. I’ipotesi é:

La (2.21) diventa:

V(./L‘l,xQ,

Cllp
CL2p

App

Arp

by
by

b

p

by

Cllp

agp

by — Zaljfj
j=1
by — ZGijj

Jj=1

by — Zapjgj
j=1
br — Zam{j

1

J

A, =0,conr=p+1,p+2,..m

7xn>7

a1

a1

Q12

22

CLp2

Ar2

alp

agp

Arp

n
bl— E Q15T
j=1
n
bg— E Q25T j

J=1

n

by — E :apjxj
Jj=1
n

br— E Qi T j
Jj=1

=0 (2.24)

Si consideri ora il sistema ottenuto dalla (2.20) conservando solo le prime p equazioni:

a1, + a19x9 + ... + A1pTp + A1,p+1Tp41 + ...+ A1y = b1

(2121 + A92xg + ... + Q2pTyp + a2 p+1Tp+1 + ...+ a9y, = bg

(2.25)

Ap1T1 + ApaTo + ... + AppTp + Qp pr1Tpr1 + ... + App Ty, = by
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Tale sistema ¢ compatibile, poiché il rango p € pari al numero di equazioni, ed ¢ indeterminato
(00" P soluzioni). Se (&1, &2, ...§,) ¢ una soluzione, abbiamo che ponendola in (2.24):

ai; Q12 ... Cllp 0
ao1 Q922 ... agp 0
pr Ap2 ... Opp 0 =0
n
Qr1 Qp2 ... CLTp br — Zarjfj
7j=1
Cioé:
n n
(b’r - Zarjf]) A=0 Ez b, — Zarjfj =0 (2.26)
7j=1 7j=1
Quindi le ¢; soddisfano le rimanenti m — p equazioni. O

Un enunciato equivalente é dato da:
Teorema (di Capelli) 22.
il sistema ¢ compatibile <= R (A) = R (M)
Dimostrazione. Implicazione inversa
R(AA=RM)=p=Vre{p+1Lp+2,...,m}, A, =0

Per il teorema di Rouché il sistema ¢ compatibile.

Implicazione diretta. L’ipotesi é la compatibilitd del sistema. La tesi da dimostrare é
R (M) = p. Prendiamo ad arbitrio un minore di ordine p+ 1 di M. Se é formato da colonne
di soli elementi a;; allora esso ¢ nullo, in quanto minore di ordine p+1 di A. Viceversa é del
tipo:

iy 1 Qiyjg e Qiggy bil
Qisjq iy jo .. Qigjp biz
Qipr1jr Yippaje -+ Qippagp bim—l

Considerando i complementi algebrici degli elementi dell’ultima colonna si ha che essi o sono
tutti nulli (= 0 = 0) o ne esiste almeno uno non nullo, ma in questo caso ¢ un minore
di ordine p della matrice A, che pud essere assunto come determinante fondamentale del
sistema. Quindi ¢ risulta essere un determinante associato e come tale é nullo per il teorema
di Rouché. Da cio segue che tutti i minori di ordine p 4+ 1 sono nulli, donde I’asserto. O

2.5 Sistemi omogenei

Un sistema di equazioni lineari si dice omogeneo quando i suoi termini noti sono tutti nulli.
Continuando a considerare un sistema di m equazioni in n incognite:

1121 + a0 + ... + ATy = 0

a171 + ATz + ... + agxy =0 (227)

Am1T1 + QpmaXo + ... + Gpn Ty, = 0
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Osserviamo innanzitutto che un sistema omogeneo ¢ sempre compatibile, poiché ammette la
soluzione.

(x1,x9,...,2,) = (0,0, ...,0) (2.28)

Si badi che cio é in accordo con il teorema di Rouché (se p < m). Infatti, supponendo senza
ledere la generalita, che il determinante fondamentale del sistema sia:

@11 Adiz ... Aip
o1 Q922 ... QA9

A= P40, (2.29)
Qp1 Ap2 ... QApp

con p < m. Segue che i determinanti associati a A sono tutti nulli:

a1 Qa2 ... Qip 0
21 A22 ... Q2p 0
A= . o o o | =0, r=p+1Lp+2,..m
pr Apa ... Qpp 0
ar1 Q2 .. Gpp O

Quindi per il teorema di Rouché il sistema ¢ compatibile.

Cio premesso, osserviamo che da un punto di vista applicativo non é molto interessante la so-
luzione (2.28), denominata soluzione banale, bensi le soluzioni non tutte nulle. Quest’ultime
sono le autosoluzioni o soluzioni proprie del sistema.

Sussite il seguente

Teorema 23. Il sistema (2.27) ammette autosoluzioni se e solo se p < n

Dimostrazione. Per ipotesi il determinante fondamentale ¢ (2.29). Quindi le soluzioni del
sistema sono tutte e sole quelle del sistema equivalente ottenuto conservando le prime p
equazioni:
a1 + ajoxe + ... + A1pTyp -+ a1 p+1Tp+1 + ...+ a1, = 0
a21T1 + a9 + ... + A2pTp -+ a2 p+1Tp+1 + ..+ Aoy = 0

(2.30)
Ap1T1 + ApaTo + ... + AppTp + Ap pr1Tpt1 + oo + ATy, = 0

Risulta:
p=n=—= 3 (r1,29,....,2,) = (0,0,...,0)

Cio implica che affinché esistano autosoluzioni deve necessariamente essere p < n. Si osservi
che tale condizione € anche sufficiente. Infatti, posto:

Tprk = A\g, conk=1,2,...n—p

con

(A A2y ooy Anp) # (0,0, ...,0)
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il sistema (2.30) diventa:

( n—p
a1y + a12T2 + ...+ A1plyp = — E a17p+k)\k
k=1
n—p
(911 + A90xy + ... + Qoplyp = — a27p+k)\k 231
{ 2 : (2.31)
k=1
n—p
Ap1T1 + ApaTo + ... + ATy = — E Ap p+k Nk
\ k=1
ed ammette co™ P soluzioni non tutte nulle. O
Consideriamo ora il caso particolare m = n:
1171 + a12%2 + ... + a1y, =0
A21X1 + Q22T + ... + G2, Ty = 0 (2 32)

Ap1T1 + GpoTs + ... + apnty, =0

La matrice dei coefficienti é

ay;; a1 ... QAip
A _ a21 A29 ... QAgpn
ap1l  Ap2 Apn

E evidente che p < n <= det A = 0. Da cio segue:

I(x1, o, ..., ) # (0,0,...,0) <= det A=0

Cioé, un sistema omogeneo di n equazioni in n incognite ammette autosoluzioni se e solo se
é nullo il determinante della matrice dei coefficienti.

2.6 Esempi numerici

Consideriamo il sistemas:

2.1'1—1‘2:1

(s 4)

Risulta: r (A) = 2 = m (numero di equazioni di 2.33), donde il sistema ¢ di Cramer. Le
matrici (2.15) sono:

La matrice dei coefficienti é:
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L’unica soluzione (z1, xs) é:

_detC’l_—?)_l _deth_—?)
NT g T 37 0T dae T =
cioé:
- (-1
-\ -1
kokosk
Risolviamo il sistema;
T1 — X9+ T3 = 0 (234)

21’1+0+35L‘3:1
O+ZL’2+JI3:2

La matrice dei coefficienti é:

1 -1 1
A=\ 2 0 3
0 1 1
Il suo determinante é:
1 -1 1 11
detA=|2 0 3 :—3—2‘ ‘:—3—2(—1—1):—3+4:1:>7“(A):3,
1 1
0 1 1
quindi (2.34) é un sistema di Cramer.
0 —1 1
=1 0 3 ,det(h:’ 11 H+2'_01 ;‘:—4
2 1 1
1 01
e (20 ) =]} 3|2 9 1]
0 21
1 -1 0
Cs=12 0 1 ,deth—‘(l)é‘—Q'_ll 3‘23
0 1 2

La soluzione é:
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Kokook

Risolviamo il sistema:

T1—Tot+ax3—x4 =4
201 + 29+ 0+ 224, =0
0—2x9+3r3+24=3
921 + 323 — br3+0=0

Il determinante della matrice dei coefficienti é:

1 -1 1 -1
2 1 0 2 oo T
det A = 0 -2 3 1 =31 = p=4=m = il sistema é di Cramer
9 3 -5 0
Abbiamo:
4 -1 1 -1
0O 1 0 2
0 3 -5 0
1 4 1 -1
2 0 0 2
9 0 =5 0
1 -1 4 -1
2 1 0 2
det C3 = 0 -2 3 1 =93

9 3 0 0
1 -1 1 4
2 1 0 0
9 3 -5 0

da qui 'unica soluzione del sistema: (1,2, —2,3).

Kokok

Risolvere il sistema:

201 + X0+ 23+ 24 =7
T, + 209+ 23+ 24 =06
T+ 2o+ 223+ 14 =06
T1+ 2o +ax3+24=206

(2.35)
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Risulta:

@)
+
O
o
Il
— — [a) @] Lo
I I I I I
—n A A —H A A A A A A A A =~~~ DO O O
— A AN A N A= N DO OO — - N
— AN~ 4 A NN A A O OO 4 AN~ —~H AN~ N
N~ O OO N~ = N~ N~ —
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<] + + + +
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o = o )



Capitolo 3

Spazl vettoriali

3.1 Definizione assiomatica

Sia E un insieme non vuoto e K un campo (ad esempio, R o C). L’insieme E ¢é uno spa-
zio vettoriale (e i suoi elementi si dicono vettori) su K se sono definite una legge di
composizione interna x e una legge di composizione esterna n:

X EXEr—FE (3.1)
n:KxE—FE

La prima delle (3.1) si chiama addizione di vettori e si indica con +. Quindi:

+:(u,v) EEXEr— (u+v)€eE (3.2)

L’operazione (3.2) verifica le seguenti proprieta:

1. Proprieta commutativa.

Vu,ve E, u+v=v+u

2. Proprieta associativa.

Va,v,we E, u+ (v+w)=(u+v)+w

3. Esistenza dell’elemento neutro.
ek |VuekE, u+0=u

4. Esistenza dell’opposto
Vue E,3(—u) € E|—u+u=0

La seconda delle (3.1) si chiama moltiplicazione di uno scalare per un vettore:
n:(Av)eKxEr— (Av)€E (3.3)
L’operazione (3.3) verifica le seguenti proprieta:

I Proprieta distributiva rispetto alla somma vettoriale.

Ve K,Vu,ve E, A(u+v)=Au+ v
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II Proprieta distributiva rispetto alla somma in K
V\ue K, VWeE, (A+puv=Av+uv
III Proprieta associativa

VA ue K,¥veE \uv)=(Au)v

IV Esistenza dell’elemento neutro
JdleK|VWekE lv=v

Per quanto detto, se le operazioni (3.1) verificano le proprieta 1, 2, 3, 4 e I, II, III, IV,
Iinsieme F assume la struttura di spazio vettoriale su K. Gli elementi di K si dicono
scalari.

Esempio 24. Consideriamo I'insieme R" = R x R x ... x R delle n-ple ordinate di numeri

reali:
R" = {($1,1‘2, ,l’n) ’ T; € R, 1= 1,2, ,n}
Definiamo 'operazione di addizione:
+:(x,y) ER"XR"+— (x+y) ER"

essendo:
X = (21, T2, ..%n), Y = (Y1, Y2, ---Yn)

Per definizione:
X+ty= (1’1 + Y1, T2 + Y2, .., Ty +yn>

Abbiamo
L.Vx,yeR" z;+yi=y;i+a; i=1,2,....n) = xX+y=y+Xx
2. Vx,y,z € R", o+ (yi + zi) = (i +yi)+2, (i =1,2,....n) = x+(y +2) = (x+y)+z
3. 30 =(0,0,....,0) e R" | Vx e R", x+0=x
4. Vx e R", 3 —x =(—21,—29,...,—2,) ER" | —=x+x =0
L’operazione di moltiplicazione di uno scalare per un vettore ¢ cosi definita:

ax = (ary,arsy,...,ax,), a€R

e verifica le proprieta:
[ VaeR, Vx,y e R" a(x+y)=ax+ay
IT Va,b € R, Vx € R", (a +b)x = ax + bx
III Va,b € R, Vx € R", a (bx) = (ab) x
IV Vx e R", Ix =x

Da cio segue che con le operazioni sopra definite, 'insieme R™ é uno spazio vettoriale
sul campo reale R.
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Esempio 25. Consideriamo I'insieme C" delle n-ple ordinate di numeri complessi:
C" ={(z1,22,,2n) : % €C, i=1,2,....,n}
Definiamo 'operazione di addizione:
+:(z,w) eC"xC"+— C"

essendo:
z = (21,29,...2n) , W = (W1, Wa, ... wy,)

Per definizione:
z+wW = (21 +wy, 20 + Wo, ..., 2, + wWy)

E evidente che:
1. Vz,weC',z+w=w+2z
1. Vz,w,ue C", z+ (w+u) = (z+w)+u
2.30=(0,0,..00€C":z2+0=12z
3.VzeC",d—z=(—21,—29,...,—2,) EC": —242=0
L’operazione di moltiplicazione di uno scalare per un vettore ¢ cosi definita:

az = (az1, a2y, ...,az,), a € C

e verifica le proprieta:
I VaeC,Vx,y €eC", a(z+w)=az+aw
Il Va,be C,Vze€ C", (a+b)z =az+ bz
III Ya,b € C, Vz € C", a(bz) = (ab) z
IVVzeC" lz==z

Da cio segue che con le operazioni sopra definite, I'insieme C" é uno spazio vettoriale
sul campo complesso C.

Esempio 26. Sia Mg (m,n) l'insieme delle matrici m x n su R. Introduciamo in Mg (m,n)
I'operazione di addizione:

+: (A, B) € Mg (m,n) x Mg (m,n) — (A+ B) € Mg (m,n)
Piu precisamente:
(A= (ay), B= (b)) = A+ B=(ai +by)
L’operazione di addizione verifica le seguenti proprieta:
1. VA,B € Mg (m,n), A+ B=B+ A
2. VA,B,C € Mg (m,n), A+(B+C)=(A+B)+C
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0 0
0 0 ..
3. 30 = € Mg (m,n) | VA € Mg (m,n), A+0=A
0 0 .. O
4. VA = (aij) € Mg (m,n), J—A= (—(Iij) € Mg (m,n) —A+A=0
Definiamo l'operazione moltiplicazione di uno scalare per una matrice:

n: (A A) € RxMg (m,n) — (AA) € Mg (m,n)

Piu precisamente:

(A eR, A=(a;)) = N = (\a;y)
Tale operazione verifica le seguenti proprieta:
I VAeR, VA, B € Mg (m,n), \(A+ B)=AA+ B
II VA ueR, VA E Mg (m,n), A+ pu) A= A+ uA
III VA, € R, VA € Mg (m,n), A(ppA) = (An) A

IV VA € Mg (m,n), 1A=A

Si conclude che Mg (m,n) con le operazioni sopra introdotte assume la struttura di
spazio vettoriale su R.

Esempio 27. Sia P, [z] I'insieme dei polinomi su R di grado minore o uguale di n € N.
Prendiamo ad arbitrio due elementi di tale insieme:

P (T) = ag + a1z + asx® + ... + apr™
¢ (z) = by + byw + box® + ... + b.a”,

essendo m,r < n. Definiamo 'addizione tra polinomi:

+: (P (), v (2)) € P[] X P 2] = (pm () + ¢- (%)) € Py [2]

Senza ledere la generalita, supponiamo che m < r:

pm () + ¢, (2)
= (ag +bo) + (a1 + b))z + (ag 4+ by) 2> + .. + (@ + bp) 2™ + b1 2™ + ..+ ba”

L’operazione di addizione verifica le seguenti proprieta:

L. Vpm (2) . ¢ (x) € Pu 2], P (%) + ¢- (2) = ¢, () + P ()

2. me(x),qr(l’),lk(l’)Epn[ﬁlf], pm(x)+< ()+lk( )) ( ()+QT( ))_’_lk(‘r)
3. 30 =0+0z+ 022+ ... + 02" | Vpn (x) € Py 2], pm () + 0 = pp ()
(—

4. Vpy () = (35 are®) € Pylal, 3 —pu (2) = (3L (—ar) 2*) € Pola] | —pm () +
Pm (CC) =0
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Definiamo 'operazione moltiplicazione di uno scalare per un polinomio

n: (A pm (7)) € R X Py [x] — (Apy, (7)) € Py [2]

Piu specificatamente:

Pm (T) = zm: a;z) = A\pp, (z zm: (Aaj) x
k=1 k=1
Esempio 28. Tale operazione verifica le seguenti proprieta:
[VAER, Ypm (), ¢ (€) € P [z], A (pm (2) + ¢ (2)) = Apm () + Agr (2)
IL VA, € R, Vpp, () € Pn[z], (A+ 1) pm (2) = Apm (2) + pipm ()
IIL VA, pu € R, Vpy, (2) € Pu [2], A (tpm (%)) = (M) pim ()

IV Vpy, () € Pnlz], 1pm (x) = pm ()
Da cio segue che l'insieme P, [z] con 'operazioni sopra introdotte assume la struttura,
di spazio vettoriale su R.

Esempio 29. Sia F (a, b) I'insieme delle funzioni reali di variabile reale definite in [a, b] C R:
feF(ab) <= f:la,b]— R
Definiamo ’addizione:
+:(f,9) € F(a,b) x F(a,b) — (f +g) € F(a,b) (3.4)

Piu specificatamente:
(f +9) (@) = f(z) + g (x)
La (3.4) verifica le seguenti proprieta:

1. Vf,ge F(a,b),f+g=9g+ f
2.Vf,g,he Fla,b),f+(g+h)=(f+g)+h
3. 30 = 0 (funzione identicamente nulla): Vf € F (a,b), f+0 = f
4. Vfe F(ab),I3—f:—f+f=0
Definiamo 'operazione moltiplicazione di uno scalare per un elemento di F (a, b):
n: (A f) €RxF(a,b) — (Af) € F(a,b)

Precisamente:
(Af) (@) = Af (),
e verifica le seguenti proprieta:

IVYAER, VS g€ F(a,b), \(f+9) =\ + Ag
I VAN peR VfeF(ab), A+p)f(x) =\ (x)+ ug ()
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I VA, p e R, Vf € F(a,b), A(uf) = () f(x)

IV Vf € Flab), 1f = f

Con le operazioni sopra introdotte, F (a,b) assume la struttura di spazio vettoriale sul
campo reale.

ook
Sia F uno spazio vettoriale su K.
Proposizione. VA € K, A0 =0
Dimostrazione. A0 = X (0 + 0) = A0+X0 =)0 =0 O
Proposizione. Vv € E, 0v=0
Dimostrazione. 0v = (0+0)v =0v + 0v =0v =0 O

3.2 Dipendenza ed indipendenza lineare di vettori
Sia F uno spazio vettoriale su K. Consideriamo il sistema di vettori:

¥ ={vy,vs,...,v,.}, conreN-—{0}

dove l'intero naturale r é ordine del sistema.
Presi ad arbitrio r scalari \; € K (i = 1,2,...,r), il vettore:

V = A1V1 + )\2V2 + ...+ /\TVT7

si chiama combinazione lineare dei vettori di ¥. Equivalentemente si dice che v dipende
linearmente dai vettori vy, v, ..., v, (0 dal sistema ).
Cio premesso, abbiamo la seguente:

Definizione. X é linearmente indipendente se:
MVi+Xve+ ..+ AV, =0= )\ =X=...=)\.=0 (3.5)
Nel caso contrario diremo che X ¢ linearmente dipendente. Cioé:
F(A, A2, o, A) #(0,0,...,0) [ Ayvy + Aave + ..+ Av,, =0 (3.6)

Esempio 30. Assegnato lo spazio vettoriale R? (cfr esempio 24 per n = 3), mostrare che il
sistema di vettori 3 = {vy,vs, v3} con

3
Vi = (2, 1,2)7 Vo = (7, —5,3) , V3 = (—3, 17 —1) s (37)

é linearmente dipendente.
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Soluzione 31. Consideriamo ’equazione vettoriale:
AMVi+ Avy + Agvg = 0, (3.8)
equivalente a:
M (21,2) + Ao <7, —g, 3) F s (=3,1,—1) = (0,0,0),
le cui componenti formano il sistema lineare omogeneo:
20 +7A —3X3=0 (3.9)
A1 — ;)\2 +A3=0
2M +3X =3 =0

La matrice dei coefficienti del sistema (3.9) é:

2 7 -3
A= 1 -3/2 1
2 3 -1

La caratteristica del sistema 3.9 ¢ p = r (A) = 2, per cui tale sistema ammette oo’ soluzioni
proprie. In altri termini 3 (A1, A2, A3) # (0,0,0) : 2?21 Aivi = 0, per cui ¥ = {v;} é
linearmente dipendente.

Esempio 32. Assegnato lo spazio vettoriale R®, mostrare che il sistema di vettori ¥ =
{v1,Vva,v3} con

1
V1 = (2, 1,2), Vo = <7, —573) , V3 = (—3, 1, —1) R (310)

é linearmente indipendente. Esprimere altresi il vettore v4 = (1,1, —1) come combinazione
lineare di X.

Soluzione 33. Procedendo come nell’esercizio precedente, abbiamo il sistema lineare omo-
geneo:

2\ + Thy — 33 =0 (3.11)
1
)\1 - 5)\2 + )\3 - O
20 + 3 — A3 =0,

la cui matrice dei coeflicienti é:

2 7 -3
A= 1 -1/2 1
2 3 -1

Qui é det A = 4, percido p = 3 = n (numero di incognite). Pertanto il sistema 3.11 am-
mette solo la soluzione impropria (A1, A2, A3) = (0,0,0); da cio segue che ¥ ¢ linearmente
indipendente. Per la seconda domanda, poniamo:

V4 = [1V1 + oV + [3V3
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Tale equazione vettoriale pud essere scritta come:

1
H1 (27 17 2) + 2 <77 _57 3) + J25] <_37 17 _1) = (17 17 _1) )
le cui componenti formano il sistema lineare non omogeneo:

201 + Tpe — 3ps =1 (3.12)

1
/~L1—§M2+M3=1

2010 + 3pz — pz = —1,

Il sistema 3.12 ¢ manifestamente di Cramer, ammettendo 'unica soluzione:

5!
(:U’luu27,u3) = <_§737 5) )

donde:

V4 = —§V1 + 3V2 + 5V3

Proposizione. (0 € ¥) = (X ¢ linearmente dipendente)
Dimostrazione. 3h € {1,2,...,r} | v, = 0. Quindi:
VA, € K — {O}, Ovy +0vy + ... + Ovp_1 + A0 + OVh+1 +...4+0v,=0

Abbiamo cosi trovato una r-pla di scalari (0,0, ...0, Ay, 0, ..., 0) non tutti nulli tali che > ) _; Apvy, =
0, donde ’asserto. O

Proposizione. (3vy, v, € ¥ | v, = pvy, p € K —{0}) = (X ¢é linearmente dipendente)

Dimostrazione. Senza perdita di generalita, supponiamo che h < k. Eseguiamo la combina-
zione lineare di vettori di X :

0vi+ ..+ (=1) vy + ... + puvg + ... + 0v,
= —pvi +pvi+0

= (—p+ 1) vi

= Ovy,

=0

In questi passaggi abbiamo applicato la proposizione 3.1 e la proprieta distributiva dell’ope-
razione - rispetto all’addizione di scalari. Abbiamo quindi trovato una r-pla di scalari:

(At oo Moo Mooy A) = (0, ey =1y ot 0) #(0,.,0,..,0,....0) | > Aivi = 0,
i=1

donde 'asserto. ]

Proposizione. (X ¢ linearmente dipendente) <= (3%’ C ¥ | ¥’ ¢ linearmente dipendente)
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Dimostrazione. La condizione € necessaria.
Hp: 3%/ C ¥ | ¥’ ¢ linearmente dipendente.
Th: ¥ é linearmente dipendente Sia:

EI = {Vhl,VhQ, ...,Vhp} y

essendo:
hie{1,2,..,r}, i=1,2...p<r

Per ipotesi 3 (/\hl,/\h27 ...,)\hp) #(0,0,...,0) |

hp
Z)\kvk =0

k=h1

Posto H = {h1, hs, ..., h,}, si consideri la seguente combinazione lineare:

i/\kvk = Z)\ka + Zka =0
k=1

ker k¢H

Abbiamo cosl trovato una r-pla di scalari non tutti nulli tali che >, _, Ayvy = 0, donde la
tesi.

La condizione é sufficiente

(X2 ¢ linearmente dipendente) = (IX' C ¥ | ¥’ ¢ linearmente dipendente).

E banale, poiché ¥ D 3. Quindi, posto ¥’ = ¥, segue la tesi. O

Proposizione. | 3h € {1,2,...,r} | v}, = ZMka — (
k=1

k#h

> ¢ linearmente
dipendente

Dimostrazione. Dimostriamo 'asserto per v, # 0; nel caso contrario si riduce alla proposi-
zione 3.2. Esplicitando la sommatoria:

Vi, — 1V — 2V — eoo = [p—1Vh—1 — Hht1 Vil — oo — eV = 0
Riordinando i singoli termini:
—[1Vi — [2aVe — ... — [lp—1Vh—1 + Vi — fpt1 Vgl — - — eV, =0
Cioé:
= (Ah A27 cey )\h—la )‘h7 Ah-‘y—h (EXS) )‘T> = (_,uh —H2y -y —Hp-1, ]-7 Hh415 -5 :u’/‘) | ZAka =0
k=1

La r-pla di scalari (—p1, —f2, .oy —fth—1, 1, ot 1, - f4r) € non nulla. O

3.3 Sottospazio vettoriale generato da un numero finito
di vettori

Sia F uno spazio vettoriale su K. Consideriamo un insieme H # () e tale che H C E. Diremo
che H é un sottospazio vettoriale di E se:
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l.VWw,2weH, (v+w)eH

2.VWweH,VAe K, (\v)e H

I punti 1 e 2 si esprimono dicendo che l'insieme H ¢é chiuso rispetto alle operazioni di
addizione tra vettori e di moltiplicazione di uno scalare per un vettore.

Proposizione. Il vettore nullo appartiene ad ogni sottospazio vettoriale di F.
Dimostrazione. Sia H un qualunque sottospazio di . Cio implica:

VW,weH (v+w)eH
Prendiamo w = —v, per cui 0 € H, per ogni H sottospazio di E. O
Corollario 34. L’insieme Hy = {0} & un sottospazio di ogni spazio vettoriale E.

Dimostrazione. Sia E uno spazio vettoriale su K. Risulta: 0 + 0 = 0; per la proposizione
3.1é& X0 =0, V) € K, quindi sono verificate le proprieta 1 e 2, da cui 1’asserto. O

Definizione. {0} é denominato sottospazio improprio di F.

Esempio 35. Asegnato lo spazio vettoriale R?, dire quali tra i suoi seguenti sottoinsiemi ¢
uno sottospazio vettoriale di R3:

Hy ={(a,b,0) | a,b € R}; Hy = {(a,b,c) e R®| a+b+c=0}, Hy={(a,b,c) eR3| a >0};
Hy={(a,b,c) eR3| a®> +1*+ 2 <1}

Soluzione 36. Prendiamo ad arbitrio due elementi di Hy:
v = (a,b,0), w=(cd,0)

Risulta:
v+w=(a+bc+d0)= (v+w)eH

Preso ad arbitrio A € R:
Av = (Aa, Ab,0) € Hy

Si conclude che H; ¢ un sottospazio di R3.
Consideriamo Hs. Per ogni v = (a,b,¢) € Hy, w = (d,e, f) € Hy, la somma é:

V+W - (a'/7b/7 Cl)?

essendo:
ad=a+d bV=bt+e =c+f
Risulta:
d+b+cd=(@a+b+c)+(d+e+[f)=0
Quindi:

Vv,w € Hy, (V+w)E H, (3.13)
Per ogni A € R e per ogni v € Ho:

Av = (Aa, Ab, Ac) ,
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ed é tale che:
Aa+ A+ Ae=Aa+b+c¢)=0,

per cui:
Vv € Hy, VA €R, (A\V) € H (3.14)

Le (3.13)-(3.14) implicano che Hy ¢ un sottospazio vettoriale di R3.
L’insieme Hj é:
Hy={(a,b,c) eR*| a>0}

Quindi:
VA € (—00,0), Vv =(a>0,b,c) € H3, A\v = (Aa, \b, \c) con \a < 0= (\v) ¢ H;

Si conclude che H3 non ¢ un sottospazio vettoriale di R3.
L’insieme H, é:
Hy= {(a,b,c) e R*| a*+ b+ <1}
Abbiamo:
Vv = (a,b,c) € R®* Vw = (d,e, f) e R®, v +w = (d,V,¢),
essendo:

ad=a+d bV=b+e, =c+f

Da cio segue:

a?+ 0?2+ =(a+d)’+(b+e)+ (et f) (3.15)
=g(a,b,c)+g(d,e, f)+2(ad + eb+ cf)

Nella (3.15) é:
g(z,y,2) = 2" +y* + 22

Deve essere:
v(a7b7c>7(d7€7f7) e H47 g(a7b76)7g(d7€7f> S ]'7

per cui:
a?+V*+?<2(1+ad+eb+cf) = (3(a,b,c),(de, f,) € Hy | a*+ b +* > 1)

(3.16)
La (3.16) implica che Hy non & un sottospazio vettoriale di R3.

Esempio 37. Consideriamo lo spazio vettoriale Mg (n,n) (es. 26). Dire quale tra i seguenti
suoi sottoinsiemi sono sottospazi vettoriali:

Hg (n,n) ={A € Mg (n,n)| A ésimmetrica}

Hgp (n,n) ={A € Mg (n,n)| AX = XA}, con X € Mg (n,n)
Jr(n,n) ={A € Mg(n,n)| detA=0}

Jp(n,n) ={A€ Mg(nn)| A=A}
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Soluzione 38. VA = (a;;) , B = (bi;) € Hg (n,n), A+B = (¢;j = a;; + b;;) = (A,B simmetriche) =
(Cji = Qyj; + bji)7 quindi:

VA,B € Hg (n,n), (A+ B) € Hg(n,n) (3.17)
Inoltre: VA € R, VA = (a;;) € Hgr (n,n), (M) = (Aa;;) = (Aaj;), percio:
VA e R,VA € Hg (n,n), (M) € Hg (n,n) (3.18)

Le (3.17)-(3.18) implicano che Hg (n,n) é un sottospazio vettoriale di Mg (n x n).
L’insieme Hp (n x n) ¢ l'insieme delle matrici di Mg (n x n) che commutano con un’asse-
gnata matrice X € Mg (n x n).

Risulta: VA, B € Hy (n,n), (A+ B)X = AX +BX = XA+ XB = X (A+ B), donde:

VA, B € Hy (n,n),(A+ B)X =X (A+ B) = (A+ B) € Hy (n,n) (3.19)
Tnoltre: VA € R, VA € Hy (n x 1), (M) X = A (AX) = A(XA) = (AX) A = X (\A), donde:
VA e RVA € Hg (n,n), (M) X =X (M) = (M) € Hy (n,n) (3.20)

Le (3.19)-(3.19) implicano che Hj (n,n) é un sottospazio vettoriale di Mg (n x n).
L’insieme Jg (n,n) é 'insieme delle matrici di Mg (n X n) a determinante nullo. Risulta:

(JA,B € Jg(n,n): det(A+ B) #det A+det B=0) = (A+ B) ¢ Jr(n xn),

donde Jg (n X n) non ¢ un sottospazio di Mg (n x n).
L’insieme Jg (n,n) ¢ 'insieme delle matici di Mg (n x n) idempotenti. Risulta:

VA, B € Jy (n,n), (A+ B)>= A%+ AB+ BA + B?
Evidentemente:
3A, B € Jy(n,n), (A+B)?=A>+B*+ AB+BA=A+ B+ AB+ BA
#A+B= (A+B) ¢ Jp(n,n),
donde Jg (n,n) non ¢ un sottospazio di Mg (n x n).

ook
Proposizione. Sia E uno spazio vettoriale su K. Se Hy, Hs, ..., H, sono sottospazi di F,
allora N?_; H; ¢ un sottospazio vettoriale di .
Dimostrazione. Osserviamo innanzitutto che:

(Vie (1,2,..,n), H{CE)=(H,CE

i=1
(VWw,weH;, (i=12..,n)=—v,wE ﬂHi
i=1

Inoltre H; é un sottospazio di E, quindi:

IDE

(v+weH (1=12..,n)=(v+w)e[|H

1

-.
Il

VAe K, (\W)eH; (i=1,2,..n)= (A\v) e[ |H,,

=y

Il
—

(2

donde l'asserto. O



3.3 Sottospazio vettoriale generato da un numero finito di vettori 89

Teorema 39. Sia X = {vy,vy,...,v,} un sistema di vettori di E. Sia A l'insieme delle
combinazioni lineari dei vettori di X:

AY {ZAM INEK, viey, (i=1,2 ...r)} (3.21)
i=1
L’insieme (3.21) ¢ un sottospazio vettoriale di E.

Dimostrazione. Osserviamo innanzitutto che risulta () # A C E. Presi ad arbitrio due

elementi di A: . .
vV = Z)\ivia W = ZHiVm
i=1 i=1

risulta:
V+w= N+p)vi= (v+w)ec A
i=1

VAe K, \v = ZS\M' = (A\v) € A, essendo \; = AN\
=1

donde l'asserto. O

Definizione. L’insieme (3.21) si chiama sottospazio generato da X e si indica con A [3]
o con Span (¥). L’insieme ¥ si chiama sistema di generatori di A. Quest’ultimo si dice
che ¢ finitamente generabile.

Esercizio 40. Assegnato il sistema ¥ = {v, vy, v3} di R%:
vy =(1,-2,0,3), vo = (2,3,0,-1), v3=(2,-1,2,1)
provare che v € A[X], essendo v = (3,9, —4, —2).
Soluzione 41. Risulta:
3
veEAR = <3 (A1, Az, As) | v = ZAM> (3.22)
i=1
La (3.22) si scrive:
A (L, —2,0,3) 4 Ao (2,3,0,—1) + A3 (2, —1,2,1) = (0,0,0,0)
cioé:
—2/\1 + 3)\2 — )\3 =9

3)\1—>\2+)\3:—2

La matrice incompleta di tale sistema é:
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mentre la matrice completa é:

1 2 2 3
-2 3 -1 9
B=1 19 0o 2 -4
3 -1 1 =2
Risulta:
1 2 2
det B=0, | -2 3 —1/|#0
0 0 2

Cioé r (M) = r(B), da cui la compatibilita del sistema. Per quanto detto, il rango del
sistema & p = 3, per cui esso & equivalente a:

A+ 2o + 2X3 = 3
—2)\1+3>\2—>\3:9
040+ 2X\; = —4,

che ammette 'unica soluzione (Ay, Ay, A3) = (1,3, —2). Si conclude che v € A[X], poiché v
si esprime come combinazione lineare dei vettori di X:

V:V1+3V2—2V3

kKX

Sia ¥ = {vy, vy, ..., v,.} un sistema di vettori di £. Abbiamo la seguente:

> é linearmente -
_ | — N
Proposizione. ( indipendente ) = (V eAX] = (A, Ae, s A) |V E_l)\lvl )

Dimostrazione. Implicazione diretta
Hp X ¢ lin. indip.
Per definizione di spazio vettoriale generato da i, deve essere:

vEAR = I\ de, o A) [ V=D A
i=1

Se esiste una seconda r-pla di scalari (p1, ft2, ..., ptr) | v.= >, jt;v;, abbiamo il sistema di
equazioni:

r
E /\ivi =V
i=1
T
E WiV =V
i=1

Sottraendo la seconda dalla prima:

()\1 — ,U,l) Vi + (/\2 — /JQ) Vo + ...+ ()\r — /L,:) V, = 0 (324)
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Ma X ¢ linearmente indipendente, per cui la (3.24) implica:

)\1—M1:)\2—M2:...:)\T—M7«:0,
cioé:
Ai = i, peri=1,2, ... r
da cui esistenza ed unicita della r-pla di scalari (A1, Ag, ..., ;).
Implicazione inversa. L’ipotesi &

veAR = (AL A) [ V=) A (3.25)
i=1

Per la proposizione 3.3 ¢ 0 € A [X], quindi la (3.25) per v = 0 si scrive:
3! (/\1, /\27 . )\r) ’ 0= /\1V1 + )\2V2 + ...+ /\TVT (326)

L’unica mpla (A1, Mg, ..., A.) che verifica la (3.26) & (A1, A2, ..., A.) = (0,0,...,0), da cui X &
linearmente indipendente. O

La proposizione (3.3) ci dice che se ¥ é un sistema di vettori linearmente indipendente, ogni
vettore appartenente al sottospazio generato da 33, si esprime in uno e un sol modo come
combinazione lineare dei vettori di X.

Lemma 42. Siano ¥ = {vy, vy, ..., v, }, ¥’ = {uy, us, ..., u,} due sistemi di vettori di E. Se
Y é linearmente indipendente e ogni suo vettore dipende linearmente dai vettori di 3, allora
ep<r.

Dimostrazione. Procediamo per assurdo supponendo che sia: p = r + 1. Per ipotesi:
w =Y Ayvi, perj=12_rr+1 (3.27)
i=1
Scriviamo la (3.27) per j = j; € {1,2,....,7 + 1}:
u;, = )\jllvl + )\j12V2 + ...+ )\jerT (328)

Gli scalari (Aj1, Aj,2, ..., Aj,») sono non tutti nulli. Nel caso contrario ¢ u;, = 0 e per la

proposizione 3.2 >’ é linearmente dipendente. Senza perdita di generalita supponiamo che
)‘j11 7& 0. Dalla (328)

1 >‘j12 )‘le‘

V= —Uj — ——Vg — ... — v (3.29)
Aot 7 A At
1 / /
= muﬁ — >\j12V2 - = )\jlrvr,
essendo:
N A g

- )‘jll7
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In tal modo la (3.27) diventa:

u]‘ = )\j1V1 + Z)\ﬂvi

i=2
= Mu-1 )\]1)\ 9Va — ... g1>\ S Vr T+ Z)\ SV
Nt 7 7
A1
=3t (Aj2 = ANy o) va + o4+ (Njr — Xa Xy ) vy
cioé: .
w = A\, + Zj\jivi per je {12, ...r+1} — {5} (3.30)
i=2
essendo:
S\ji = N\ji )\ﬂ)\m peri=2,..,1
- A
Aj1 = >\j]111
Esplicitiamo la sommatoria a secondo membro della (3.30):
W = \juy, + Ajpve + Njgvs + 4+ A v, perj € {1,2,..,r+1} — {1} (3.31)
Scriviamo la (3.31) per j = jo € {1,2,...,7 + 1} — {51 }:
W, = A1, + NjyaVa + NV + oo 4 AV, (3.32)

Gli scalari <)\j22, Ajo3s oons )\jgr) sono non tutti nulli. Nel caso contrario ¢ u;, = Aj,1u;, e per

la proposizione 3.2 ¥’ é linearmente dipendente. Senza perdita di generalita supponiamo che
)‘j22 7£ 0. Dalla (332)

Vo = = u;, — u; — V3 — ... — =——

/\j22
In tal modo la (3.31) diventa:

- N 1 s s iy ~ -
u; = >\j1uj1 + )\jg = u;, — ~]21u]‘1 — ~]23V3 — .. ~32 v, | + )\ngg + ...+ )\erT
Aja2 Aja2 Aja2 Aja2
- Nio\s 5\ . Y . -\ .
= (Ajl — M u;, + = = Uy, + )\jg — )\j2~j—23 V3 + ...+ )\jr — )\jg ~32 V,
Aja2 Ajs2 Aja2 Aja2
cioé:
u; = 5\;‘1113‘1 - X LW, + Z/\ﬂvl, per j € {1.2,...,r+ 1} — {j1, j2} (3.33)
1=3
essendo:
N/ 3 \ S‘J'zi
)‘ji:/\ji_)‘jQ , 1€ {1, ,7”}—{2}
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Il procedimento puo essere iterato r volte, ottenendo:

;. ., = M0y + Wy, + .+ Mg, Qg

Abbiamo quindi trovato un vettore di ¥’ che dipende linearmente dai rimanenti vettori di
Y, quindi per la proposizione 3.2 3’ & linearmente dipendente. Ma cio contraddice I'ipotesi
secondo cui Y ¢ linearmente indipendente, da qui la tesi. O

3.4 Sistemi massimi di vettori linearmente indipendenti
di un insieme di vettori

Sia F uno spazio vettoriale sul campo K. Assegnato un insieme di vettori Z C E, un sistema
Y ={vy, vy, ..., v;.} €T sidice sistema massimo di vettori linearmente indipendenti
di 7, se:

1. X é linearmente indipendente.

2. Ogni sistema Y contenuto in Z e contenente propriamente X € linearmente dipendente.
Abbiamo la seguente:
Proposizione. Siano Z C F e ¥ = {vy,Vs,...,v,.} CZ con ¥ linearmente indipendente:

/C / 3
VW CT ¥ DX ) <‘V’V€I, v dipende (3.34)

Y & linearmente dipendente linearmente da X

Dimostrazione. Implicazione diretta
Per ipotesi:

VWeZ-% T2 ¥ =XU{v}DX, ¥ ¢ linearmente dipendente (3.35)
La (3.35) implica:
FAN AL M) £ (0,0,..,0) | AV VL 4+ Aove + .+ AV, =0 (3.36)
Se A = 0 si ha:

MVi+Xve+ ..+ ANV, =0 - )\1:)\2:~--)\r:07

3 é lin. indip.

ma cio & impossibile, giacché & 3 (A, Ay, ..., A.) # (0,0, ...,0). Quindi necessariamente \ # 0.
Dividendo la (3.36) per A:

i=1

essendo:

da cui la tesi.

Implicazione inversa. Per ipotesi: Vv € Z, v dipende linearmente da > C Z. Per la
proposizione 3.2 il sistema > = X U {v} ¢ linearmente dipendente. In forza dell’arbitrarieta
dive FE—1T,o0gni ¥ CT e tale che ¥ D ¥ ¢ linearmente dipendente, cioé la tesi. O
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Osservazione. Da tale proposizione segue che assegnatiZ C E'e unsistema 3 = {vy,va,...,v,.} C
T, dire che X é un sistema massimo di vettori linearmente indipendenti di Z, equivale a dire
che X verifica le seguenti proprieta:

1. X é linearmente indipendente.

2. Ogni vettore di Z dipende linearmente da X..

Da qui in avanti consideriamo un sottoinsieme non vuoto Z di uno spazio vettoriale F
comunque assegnato.

Proposizione.
Y ={vi,Vs,...,v,} & un sistema massimo Vp>r, ¥ ={u,uy,...,u,} C7T
di vettori linearmente indipendenti di Z ¢ linearmente dipendente
(3.38)
Dimostrazione. Per la proposizione precedente:
(Vu; € ¥/, u; € Z) = (u; dipende linearmente da ) (3.39)
Per il lemma 42, se ¥ ¢ linearmente indipendente, la (3.39) implica p < r. Viceversa, se
p > r, Y ¢ linearmente dipendente. a
Proposizione.

Y ={vy, vy, .., v, }, ¥ ={u,uy,....,u,}

sistemi massimi di vettori linearmente indipendenti di Z ) —P=r

Dimostrazione. Per la proposizione 3.4 e per il lemma 42:

VYu; € ¥/, u; dipende linearmente da X = p < r
Vv; € 3, v; dipende linearmente da ¥/ = r < p
cioé:
p<r,r<p)&sp=r
O

Proposizione. Sia ¥ = {vy, vy, ..., v, } un sistema massimo di vettori linearmente indipen-
denti di Z.

¥ ={u,uy,..,u.} C7 Y & un sistema massimo
é linearmente indipendente di vettori linearmente indipendenti di Z

Dimostrazione. Yv € T—%' ¥'U{v} C T ¢ linearmente dipendente (per la (3.38)), quindi per
la proposizione (3.34), v dipende linearmente da ¥'. In forza dell’arbitrarieta di v € Z — ¥,
segue che ' ¢ un sistema massimo di vettori linearmente indipendenti di Z. ]

Proposizione.

() & un sistema massimo di vettori
linearmente indipendenti di Z # ()

)<:>(I:{O}
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Dimostrazione. T = {0} = A # () | X =sistema massimo di vettori linearmente indipen-
denti di Z, da cul necessariamente 1'unico sistema massimo é l'insieme vuoto. O

Proposizione.
Vv € B, JI¥ = sistema massimo di vettori linearmente indipendenti di {v}
Dimostrazione. v # 0 = ¥ = {v}, mentre per la proposizione precedente:

v=0=X=10

Esempio 43. Sia Z = {vy, vy}, Vvi, vy € E | vy # V.
7 ¢ lineramente indipendente =—> > =7

Se invece Z ¢é linearmente dipendente, si verifica uno dei seguenti casi: 1) vy, vy proporzionali;
2) die{1,2}|v;=0.

Nel caso 1 {v1}, {v2} sono sistemi massimi di vettori lineramente indipendenti di Z. Nel
caso 2 'insieme 7 ammette un solo sistema massimo di vettori lineramente indipendenti. Ad
esempio, se vi = 0, {vy} é 'unico sistema massimo di vettori linearmente indipendenti di Z.

3.5 Basi e dimensioni di uno spazio vettoriale

Sia E uno spazio vettoriale sul campo K. Supponiamo che F sia finitamente generabile. In
tale ipotesi, 'insieme dei vettori di £ ammette dei sistemi massimi di vettori linearmente
indipendenti, che prendono il nome di basi di E.

Le basi di £ hanno tutte lo stesso ordine n che si chiama la dimensione di F, e si indica
con dim F.

Definizione. Uno spazio vettoriale £ su K si dice di dimensione non finita o con impro-
prieta di linguaggio infinita, se in esso esistono sistemi di vettori linearmente indipendenti
di ordine comunque elevato.

Tipicamente una base di E ¢ indicata con:

{e1,e9,...,e,} = {e;} (3.40)

Per ogni v € E:
vV =)\e; + es+ ...+ \e, (3.41)

Gli scalari (A1, Ag, ...\,) sono le componenti del vettore v nella base {e;}, e si indicano con
(v1,vg, ..., Vy), PEr cui:
VvV = v,e] + 1€y + ... +v,e, (3.42)

Una scrittura equivalente é:

v = (v1, Vg, ..., Up)
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Esempio 44. Consideriamo lo spazio vettoriale R™ sul campo reale R. I vettor: unitar:
di R™:
e; =(1,0,...,0), e =(0,1,...,0) ,..., &, = (0,0, ..., 1),

costituiscono una base di R”. Quindi dimR" = n.
Infatti preso ad arbitrio un vettore v = (v, va, ..., vp):

v = (v1,0,...,0) + (0,v9, ...,0) + ... (0,0, ..., v,)

n
= E Vi€
i=1

3.6 Il metodo delle trasformazioni elementari

Questo metodo é utile per la ricerca di un sistema massimo di vettori linearmente indi-
pendenti di un insieme finito di vettori. Per fissare le idee, consideriamo un sistema finito
¥ = {v1, vy, ...v,.} di uno spazio vettoriale E comunque assegnato.

Definizione. 5i dice trasformazione elementare di X operante sul vettore v; tramite il
vettore v; e lo scalare A, e si indica con [j,7, ], 'operazione che al sistema Y sostituisce il
sistema X' ottenuto da ¥ sostituendo al vettore v, il vettore v; + Av;. Quindi:

Y =A{vi,e Vj, o, Vi b — X = {vy, Vi + Ay, v )
Esempio 45. Consideriamo il sistema di vettori di R3

E — {V17V27V37V4}7

essendo
vy = (2,0, —\/§>
vy = (1,—1,7)
V3 = \/§,0,0>
vy = (1,0,€)

Il risultato della trasformazione elementare [3, 1, 4] ¢ il sistema di vettori X' = {vq, va, v + 4vy, vy},
cioé il sistema i cui vettori sono:

vy = (2, 0, —\/§>

vy = (1,—1,7)
V34 4v, = <\/§+ 8,0, —\/5)
vy = (1,0,¢)

Proposizione. Se > ¢ il sistema di vettori ottenuto da ¥ = {vy, vy, ..., v,} mediante una
qualunque trasformazione elementare, risulta:

Y & linearmente Y/ ¢ linearmente
indipendente indipendente
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Dimostrazione. Senza perdita di generalitd, supponiamo che Y sia il risultato della trasfor-
mazione lineare [1,2, ], cosicché ¥/ = {wy, vy, ..., v,.}, essendo:

Wi = Vi + Avy
Cio premesso, dimostriamo I'implicazione diretta. Consideriamo la relazione vettoriale:
MWL+ Aovyg + ...+ A v, =0
Cioé:
AL (Vi 4+ Ave) + Xovo + ..+ A v, =0

/\1V1 + ()\2 + )\)\1) Vo + /\3V3... + /\,«VT =0
)\1:)\2+>\)\1:)\3:...:)\r20

—
S é lin. indip.
_—_)>>\1:/\2:...:/\r:07

quindi ¥’ & linearmente indipendente.
Implicazione inversa. Consideriamo la relazione vettoriale:

>\1W1 -+ )\2V2 + ...+ )\rvr
= )\1V1 + )\QVQ + ...+ )\rvr + ()\1)\) Vo
Abbiamo: .
ZAlvi =0= )\1W1 + /\QVQ + ...+ )\rvr =0+ (/\1)\) Vo
1=1
cioé:
)\1W1 + (/\2 — /\1A) vy + /\3V3 =+ ...+ )\rvr =0
— )\1:)\2—)\1)\:)\3:...:)\7«:()

S’ ¢ lin. indip.
:>)\1:>\2:-'-:>\r:()7

quindi X ¢ linearmente indipendente. O]

Definizione. Il sistema ¥ = {vy,vs,...,v,} é ridotto rispetto al vettore v; ed alla
componente j-esima, se la componente j-esima di v; é diversa da zero e ogni altro vettore
di X ha la componente j-esima nulla.

Quindi, se n = dim E:

V;, = (’Uﬂ, ey Uij §é 0, -u,Uin)
Vk 7é i, Vi = (Ukla vy Vg = O, ...,U]m)
Esempio 46. Assegnato lo spazio vettoriale R*, consideriamo il sistema di vettori ¥ =
{Vla Vo, V3}7
vy = (—3,0,2,5)
vy = (0,0,1,4)
vs = (0,2,0,0)

> € ridotto rispetto al vettore vy e alla prima componente. Inoltre é ridotto rispetto a v3 e
alla seconda componente.
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Proposizione. Un sistema ridotto rispetto a tutti i suoi vettori non nulli ¢ linearmente
indipendente.

Dimostrazione. Senza perdita di generalita ¥ = {vy, vy, ...v,.} & ridotto rispetto a v; e alla
1-esima componente, per ¢ = 1,2, ..., 7. Quindi:

Vi = (011,0, ---707/01,r+17 ---7U1n)

Vo = (0, V21, --ey 0, Vor41y -y Ugn)

vV, = (0,0, ..., Uy, Unpg1s -oes Unin)
Consideriamo la relazione vettoriale:

>\1V1 + )\2V2 + ...+ )\nvn = 0,
equivalente a:

(A111,0, .0, M1 g1y oey A1) +

+ (0, Agva1, ..ry 0, AoU2 i1, -y A2Vay) +

+ oo (0,0, ey AUy Ap Ui 15 ooy ApUpy) = 0

<> (A1, AaU22, «ooy ApVppy A1U1 1+ AaV2 41 F coo + ANUpii 1y ooy AMU1 + A2V + oo + AUy
= (0,0, ...,0,0,...,0)

cioé il sistema:

AUy = 0

Z)\ivi,rﬂ -0 ﬁ Ni=0, 1=1,2,..,r
i=1

T

Z)\ivm =0

\ =1

donde X é linearmente indipendente. O

La proposizione precedente ¢ utilissima per la ricerca di un sistema massimo di vettori linera-
mente indipendenti di un insieme assegnato di vettori. Supponiamo di voler ricercare un si-
stema massimo di vettori linearamente indipendenti di ¥ = {vy, va, ..., v,.}. Applicando ripe-
tutamente opportune trasformazioni elementari, otteniamo il sistema %' = {wy, wo, ..., w,.}
da cui scartando eventuali vettori nulli, otteniamo il sistema 3 ridotto rispetto a tutti i suoi
vettori. Senza perdita di generalita: X = {wy, wa,...,w,}, con p < r e tale che w; = 0 con
1=p+1,..,7.

Per la proposizione precedente, il sistema 3 é linearmente indipendente, mentre ¥ U {w;}
¢ lineramente dipendente (i = p + 1,...,7), per cui 3j ¢ un sistema massimo di vettori
lineramente indipendenti di Y.

Inoltre:

¥y linearmente indipendente ) = (X ¢ linearmente indipendente ,
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essendo Y il sistema corrispondente a 5.

Vie{p+1,..,r}, 55U {w;} > N < Vie{p+1,..,r}, YU {v;}

é linearmente dipendente é linearmente dipendente

Si conclude che ¥y é un sistema massimo di vettori lineramente indipendenti di >.

Esempio 47. Determiniamo un sistema massimo di vettori lineramente indipendenti del
seguente insieme di vettori dello spazio vettoriale R3:

E — {V17V27v37v4} )

essendo:
Vi (Oa 17 2)
Vo = (O, ]., 0)
V3 = (17 17 O)
V4 = (O, O, 1)

Eseguendo le opportune trasformazioni elementari, otteniamo il sistema

E/ = {Wl7 W, W3, W4} 3

essendo:
w; = (0,0,0)
Wy = (07 L O)
W3 = (17 Oa O)
Wy = (O, O, 1)
Quindi:

26 = {W27 w3, W4}

Si conclude che un sistema massimo di vettori lineramente indipendenti di ¥ é Y, =

{V27 Vs, V4}

3.7 Cambiamento di base

Abbiamo visto che assegnata una base (3.40) dello spazio vettoriale F, un vettore v € E ha
componenti (v, ve, ..., v,) in tale base. E conveniente utilizzare la convenzione di Einstein,
secondo cui si somma sugli indici ripetuti (in basso e in alto). Quindi I'espressione (3.42)

v =v'e;,
avendo ridefinito le componenti di v:

vV = (vl,v2,...,v”)

Cio premesso, siano {e;}, {€}} due basi distinte del medesimo spazio vettoriale £ su K.
Evidentemente:

e, = ae; (3.43)
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Qui o} compongono una matrice P (n X n) sul campo K, essendo l'indice in alto I'indice
di riga, e quello in basso l'indice di colonna. A loro volta i vettori e; si esprimono come
combinazione lineare dei vettori di {e}}:

e, = A€, (3.44)

In maniera analoga, i coefficienti 3¢ della combinazione lineare sono gli elementi di matrice
di P’ (n x n) sul campo K.
Sostituendo la (3.43) nella (3.44):

er = fiale; (3.45)
Il vettore ey, si scrive:
ep = 5%9]-,

essendo 0} il simbolo di Kronecher:

5i— 1,sei=k
F71 0,sei#k
La (3.45) diventa:
iale; —dle; =0
Cioeé:
(Biel —5)e; =0 (3.46)

Per definizione di base, il sistema di vettori {e;} ¢ linearmente indipendente, donde la (3.46)
¢ verificata se e solo se:

6,@04{ = 5% perk,7=12..n
che ¢ manifestamente equivalente alla relazione seguente:
P'P=1,

essendo 1 la matrice identita di ordine n.
Allo stesso modo si dimostra che PP’ = 1. Si conclude che:

P =p!
Si consideri ora un vettore v € E che ha componenti (v!,v?,...,v") in {e;}:

v =vPe, (3.47)

Tl medesimo vettore ha componenti (v, v, ..., v™) in {e}}:

v =1"¢] (3.48)

7

Confrontando le (3.47)-(3.48):

10k
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e tenendo conto della (3.44):
v'e, = v*ple]
Eseguendo negli indici muti la sostituzione (k, j) — (j,4):

TSN U

cioeé:
(v"—v'Bi) e; = 0
Il sistema di vettori {€;} & linearmente indipendente, per cui:
VI =0 <= v"=7, i=1,2,..,n (3.49)

Indichiamo con V' la matrice (n X 1) i cui elementi sono le componenti di v in {e;}:

v

yld | v (3.50)
Un

Quindi:

Ull
2

vi=| " (3.51)
U/2

Con le posizioni (3.50)-(3.51), la (3.49) si scrive:

V' =PV, (3.52)
che puo essere invertita:

V=rV (3.53)

Le (3.52)-(3.53) sono le formule del cambiamento di base {e;} — {€}, mentre la matrice P
¢ la matrice di passaggio dalla base {e;} alla base {e]}.

Esempio 48. Assegnato il vettore v = (1,2) nella base e; = (1,0), es = (0, 1) dello spazio
vettoriale R?, si determinino le componenti di v rispetto alla base €] = (1,1), e, = (1, —1).

Soluzione 49. La matrice R é:

1 1
R:(l _1), detR=—1—-1= -2

la cui aggiunta é:

Quindi l'inversa [eq. (1.51)]:

N[0 =
| DO [ =
[N
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-

Per la (3.52):

NN | =
I D[
N

quindi:

/
7v2:__

/_
U = 5

N W

Esempio 50. Assegnato il vettore v = (3,2,2) nella base e; = (1,0,0), e; = (0,1,0),
ez = (0,0, 1) dello spazio vettoriale R3, si determinino le componenti di v rispetto alla base
ell = (1707 1)7 e/2 = (27 170)7 eg = (07 17 1)

Soluzione 51. La matrice R é:

L’inversa é:

L _2 2
1 i R
Bo=1 35 § =3
1z 1
3 3 3
Quindi il vettore colonna nella nuova base:
1 2 2
/ i R ; !
L T A A A
~35 3 3 2 1

3.8 Dimensione di un sottospazio vettoriale

Sia 3 = {vy, vy, ..., v,.} un sistema di vettori di uno spazio vettoriale ' comunque assegnato
sul campo K. Se ¥ ¢ linearmente indipendente, risulta dim A[X] = r, essendo A[X] il
sottospazio vettoriale di £ generato da . Infatti:

1. ¥ é linearmente indipendente

2. Vv € A[X], v dipende linearmente da X,
quindi ¥ ¢ una base di A[X] e cio implica dim A [X] = 7.

Osservazione. A[Y] ¢ il piu piccolo sottospazio contentente ¥ e si indica anche con la
notazione [¥]. Una denominazione alternativa é inviluppo lineare di ¥, e si indica con

L(D).

Proposizione (Teorema del completamento della base) 52. Sia F uno spazio vetto-
riale n-dimensionale. Se ¥ = {vy, va, ..., v,.} é un sistema di vettori linearmente indipendenti
di E, allora 3v,;q,...,v, € E | Y =X U{v,41,...,v,} € una base di E.
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Dimostrazione.
r<n= 3v, € E—{0}| v, ¢[X],

giacché ¥ non é una base di E. Assegnato il sistema {vy, vy, ..., V., v,41}, consideriamo la
relazione vettoriale:

>\1V1 + )\2V2 + ...+ )\TVT + )\r+1vr+1 =0 (354)
Se )\r+1 # 0:
T ~ A\
r = )\Z ) )\Z = - .
Vi1 ZE 1 v con )\T—H

Ma cio é impossibile, giacché v,,; ¢ [X]. Quindi deve essere \,,; = 0. Percio la (3.54)
diventa:
AMVi+ v+ ..+ AV, =0 — M=l=..=X\=0
3 é lin. indip.

Cio implica che ¥ U {v,;1} & linearmente indipendente, poiché la (3.54) implica Ay = Ay =
e = A = A1 = 0. Serisulta r + 1 < n, allora 3v,,o € E— {0} | v,y ¢ [X], glacché
Y non ¢ una base di F. Possiamo allora ripetere il ragionamento precedente sul sistema
{V1,Va, ..., Vi, Vii1, Viyo }, giungendo alla conclusione che ¥ U {v,;1,v, 4o} ¢ linearmente
indipendente. Iterando il procedimento per un numero finito di volte, giungiamo ad un
sistema ' = X U{V,41, ..., v, } linearmente indipendente e tale che ogni vettore di F dipende
linearmente da ', da cui ’asserto. H

Da cio segue immediatamente:

Corollario 53. Sia E uno spazio vettoriale di dimensione finita, e sia V' un suo sottospazio.
Allora V' ha dimensione finita, dim V' < dim FE, risultando

dimV =dimFE < V =F

Inoltre
Y ¢ una base di V = JX base di £ | ¥ C %

3.9 Somma di due spazi vettoriali

Dati due sottospazi V' e W di uno spazio vettoriale vettoriale E, si definisce il sottospazio
somma:

V+W={v+w|veV, weW}, (3.55)

e il sottospazio intersezione V NW.
Proviamo che (3.55) ¢ un sottospazio vettoriale di E:

V(vi+wy),(va+wy) eV + W, (3.56)
(Vl + Wl) + <V2 + Wg) = (Vl + Vg) + (Wl + W2)
N N -~ o
ev ew

—= [(vi+wy)+ (va+wy) e V+W
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Ve K,V(v+w)eV+W, (3.57)
AV+W)=Av + v, = A(v+w)eV+W
eV ew

Le (3.56)-(3.57) implicano che V' 4+ W ¢é un sottospazio vettoriale di E.

Teorema 54. Le dimensione di V, W,V + W,V N W, sono legate dalla formula di Grass-
mann:

dimV +dim W = dim (V + W) + dim (V N W) (3.58)

Dimostrazione. Poniamo:

dim (VNW)=m
Sia {vy,Va,..., v, } una base di VN W. Per il teorema di completamento della base:

VAW CV = 3{vy, Vs, ..., Vjp, Uy, U, ..., Uy } base di V
VAW CW = 3{v1,Va, ..., Vi, W1, Wa, ..., W, } base di W,

essendo m +m’ =dimV, m +m” = dim W.
Posto X = {vy, Vo, ..., Vi, Uy, Ug, ..., Wy, W1, Wa, ..., Wi |, € manifestamente V + W = L (3).
Dimostriamo che ¥ é una base di V + W. A tale scopo consideriamo la relazione vettoriale:

i=1 =1 i=1

Da cui: / .
Dt =Y (M) Vit Y (—w)wi
i=1 i=1 i=1
E chiaro che Z,uiui e VNW, per cui 36; € K | Zuiui = Z@'Vz‘ Quindi:
i=1 i=1 i=1

Zﬂz‘Vz' + Z (—pi)u; =0
i=1 i=1
Ma {v1, V2, ..., Vi, Uy, Uz, ..., U,y } € linearmente indipendente, quindi:
S vt 3 = 0= B = = = = = =0
i=1 i=1

= U] = ... = by =0

La (3.59) diventa:

m m//
E Aivi + E viw; =0
i=1 i=1

Ma {v1,Va, ..., Vi, W1, Wa, ..., W,y } & linearmente indipendente, quindi:

m m//
Z)\ivi + ZViWZ‘ =0= )\ =..= )\m =1 =...=Vyn =0
=1 =1
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Ne concludiamo che {vy, Vo, ..., Vi, Uy, Ug, ..., Wy, W1, Wa, ..., Wy,r } € linearmente indipenden-
te. Abbiamo cosi dimostrato che ¥ ¢ una base di V' + W. Siamo ora in grado calcolare la

dimensione di V + W:
dim(V+W)=m+m'+m" = (m+m')+(m+m")—  m_
N e N e .\/-/
=dim V' =dim W =dim(VNW)

donde 'asserto. ]

Se VN W = {0}, allora il sottospazio V 4+ W si indica con V @ W, e si chiama somma
diretta di V e W. In tal caso la formula di Grassman diventa:

dimV 4+ dim W = dim (V & W)
Teorema 55.
ueE=3dveV, dwelW|lu=v+w)<=E=VoW
Dimostrazione. Implicazione inversa
ueVeW = 3IveV, 3w e W |u= v+ w Supponiamo che
VeV, weW|lu=v+w
da cui:
viw=v+w =v-v=w-w
Cioé:
(v—=v)eV, (w=w)eW, VnWw ={0}
—v-vVvV=w-W=0=v=v, w=w
Dimostriamo I'implicazione diretta. Per ipotesi:
veF=3dveV,dweW|u=v+w

Abbiamo:
u=u+0, uelV,0eW
u=0+u,0cV,uelW
Per I'unicita della decomposizione di u deve essere: u = 0. Quindi:
YVvue VAW, u=0=VnW = {0}
Ne concludiamo che £ =V & W. O

Osservazione. La relazione £ = V & W si interpreta dicendo che lo spazio vettoriale E
si decompone nella somma diretta di V e W. Se invece E =V +W e V + W non é una
somma diretta, ogni vettore di F si decompone in oo™ VW) modi diversi, nella somma di
un vettore di V' e di un vettore di W.

uecVni,

Teorema 56. Assegnato un sottospazio vettoriale V' di E, esiste almeno un sottospazio
vettoriale W tale che E =V ¢ W.
W si chiama spazio supplementare di V' in E.

Dimostrazione. Omessa O
Osservazione. Uno spazio supplementare non ¢ univocamente determinato.

Nel caso di uno spazio vettoriale E finito-dimensionale, la determinazione di una base di
uno spazio supplementare di V' é facilitata dal teorema di completamento della base, per cui
assegnata comunque una base {ey,...,e,} di E, se dimV = ny, é possibile scegliere n — n;
vettori tra eq, ..., e, tali che essi siano una base di un supplementare di V' in F.
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3.10 Esercizi

1. Assegnati i seguenti vettori di R?:

Vi1 :(2’4)7V2: (172)7 V3:(—1,1),V4: (376>7 V5:(4a5)7v6: (379)7

provare che: 1) vy,v4 sono proporzionali a vi; 2) vy dipende linearmente da ¥ =
{v1,v3}; 3) v4 dipende linearmente da ¥y = {v1,va}; 4) vg dipende linearmente da
Y3 = {v1, V3, v5}; 5) v3 non dipende linearmente da ¥.

2. Assegnati i seguenti vettori di R3:

V1:<]~7271)7V2:(17170)7V3:(07171)7V4:(]—7171)7V5:(2717_2)7V6:(17574)7

provare che: 1) v4,vs non dipendono linearmente ¥ = {vy,va}; 2) v3 e vg dipendono
linearmente da Y1; 3) vy dipende linearmente da Yy = {vy, vy, v4}; 4) vg dipende
linearmente da X3 = {vq, vo, v3}.

3. Provare che il seguente sistema di vettori di R3:

Y= {V17V27V3} )

essendo: vi = (1,1,1), vo = (1,2,3), v = (2,—1,1), ¢ linearmente indipendente.
Esprimere quindi il vettore v = (1, —2,5) come combinazione lineare dei vettori di X.

4. Assegnato il sistema i vettori di R3:

Y= {V17V27V3} )

essendo: vi = (1,-3,2), vo = (2,—4,—1), v3 = (1,—5,7), scrivere il vettore v =
(2, —5,3) come combinazione lineare dei vettori di X.

5. Provare che il seguente sistema di vettori di R3:

Y= {V17V2}a

essendo: vi = (3,0,—2), vo = (2,—1,—5), ¢& linearmente indipendente. Determinare
poi per quali valori del parametro reale k il vettore v = (1,—2 k) si esprime come
combinazione lineare dei vettori di X..

6. Sia ¥ = {u(x),v(x),w(x)} un sistema di vettori di P [x] (spazio vettoriale i cui
vettori sono i polinomi su R di grado < 2).

u(r) =2 —2r+5 v(x) =22 -3z, w(w)=2+3

Dimostrare che 3 & linearmente indipendente ed esprimere il vettore p (x) = 2%+ 4z —3
come combinazione lineare dei vettori di 2.
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7.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

Assegnati i vettori di Py []:
a(x)=2>—-z+1 b@)=2>4+2-1 c(v)=2?
d(z)=—-z+1 e(r)=22>-2+2 f(r)=2>+2—-2"

mostare che: 1) b () non é proporzionale a a (x); 2) ¢ (x) dipende linearmente da ¥; =
{a(z),b(x)}; 3) e(x) non dipende linearmente da Xi; 4) e (z) dipende linearmente
da 3y = {a(z),b(x),c(x)}; b) d(z) dipende linearmente da >; 6) f(x) dipende
linearmente da X3 = {a (), b(x), e(x)}.

Provare che il sistema ¥ = {e; (z) =1, e2(z) =2 — 1, e5(z) = (z — 1)2} ¢ una base
di P, [z], e trovare le componenti di p (x) =42 — 2z + 1 in X.

Mostrare che dim P, [z] = n + 1.

Sia P [z] lo spazio vettoriale dei polinomi su R di grado comunque elevato. Mostrare
che tale spazio ha dimensione infinita.

Determinare la matrice del cambiamento di base dello spazio vettoriale Ps [z] quando

si passa dalla base

eo(z) =1, e (1) =2, e3(x)=a?

alla base:

e () =1, ey(x) = — a9, € (2) = (x —10)°,

determinando poi le componenti di p (x) = ag + a;x + ax? nella nuova base.
Mostrare che dim Mg (m x n) = mn.
Assegnato lo spazio vettoriale R3, si considerino le basi:

(S5} :(1,0,0), 62:(0,1,0)7 €3 = (0,0,1)

e;=(1,1,1), e, = (1,1,0), €5 = (1,0,0

Determinare le componenti dei vettori v e w nella base {e}, essendo note le loro
componenti nella base {e;}: v =(4,-3,2), w = (a,b,¢).

Assegnato lo spazio vettoriale R™ si consideri I'insieme:
H = {(xl,xQ,...,x") ER" |zt == .. =2 = O} C R,
essendo o € {1,...n — 1},
Dimostrare che H é un sottospazio vettoriale di R" determinandone la dimensione.

Assegnato lo spazio vettoriale R? si consideri I'insieme:

H = {(Ul,'UQ,Ug) €R322U1+U2—U3:O} CRB

Dimostrare che H ¢ un sottospazio vettoriale di R?, determinandone una base.
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3.10.1 Soluzioni

1. 11 quesito 1 si risolve banalmente:

1 3
Vo = —Vi, V4 ==V
2= 5V Va=ovi
Quesito 2:
Vy = >\V1 + [uvs
cioé:

2\ —p=4

)\(2,4)+,u(—1,1):(4,5)<:>{ D5

che ammette ['unica soluzione (\, u) = (3/2, —1), quindi:

_ 3y
V5 = 2V1 V3
Quesito 3:
vy = avy + fvy,
cioé:
20+ =3
0 @)+ 51,2 = 3.0 = { 2SI

che ammette oo'soluzioni (o, 8) = (a, 3 — 2a), Va € R, quindi:

vy =3vy —avy, YVa € R

Quesito 4:
Ve = Ay + uvs + vy,

cioé:
2A—p+4v =3

A(2,4)+u(—1a1)+’/(475):(379)‘:’{ AN+ p+50=9 "

che ammette ool'soluzioni (\, p, ) = (2 — %y, 14 v, 1/), Vv € R, quindi:
3
Ve = 2—§V vi+ (1+v)vs+rvvs

3
:2V1+V3+1/<V3+V5——V1), Vv eR

2
Quesito b:
V3 = Vi +0Vy
cioé:
v(2,4)+6(1,2) = (—1,1) <> { 177:(;5::_11

Tale sistema ¢ incompatibile = 7 (7, 8) : vz = yv; + va.
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2. Quesito 1:
vy = Ay + pvo
cioé:
A+ p=1
AML2, 1)+ p(1,1,0)=(1,1,1) <= ¢ 2\+pu=1
A+0=1

Tale sistema lineare ¢ incompatibile, quindi B (X, ) : v4 = Avy + pvs.

Vg = /\V1 + MUV

cioé:
Adp=2
AML,2, 1)+ p(1,1,0) =(2,1,-2) <~ 2A+pu=1
A+0=-2

Tale sistema lineare ¢ incompatibile, quindi B (), ) : vs = Avy + pv.

Quesito 2:
V3 = AV| + [1Vy
cioé:
A+pu=0
A(1,2,1) 4+ p(1,1,0) =(0,1,1) <= < 2A\+pu=1
A+0=1

La terza equazione di tale sistema é combinazione lineare delle prime due, per cui:

A+ pu=0 _

Quindi:

V3 = V] — Vo

Imponiamo che:
Vg = avy + fva

cioé:
a+pf=1
a(1,2,1)+ 5(1,1,0) = (1,5,4) — 2+ =5
a+0=4

La terza equazione di tale sistema é combinazione lineare delle prime due, per cui:

{ 20;_:_%::15 = (Oé,ﬂ) = (47 _3)7

quindi:
Vg — 4V1 - 3V2

Quesito 3:
Vs = AVy + Ve + UVy,
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cioé:
Ap+v=2
AML2, 1)+ p(1,1,0)+v(1,1,1) =(2,1,-2) <= < 2 +pu+rv=1
A+04+v=-2
Tale sistema é compatibile e determinato: 3! (A, u,v) = (—1,4 — 1), donde:
Vs = =V +4vy — vy
Quesito 4:
Vg = /\V1 + 12A%) + vvs,
cioé:
Ap+0=1
AML2, 1) +p(1,1,0)+v(0,1,1) =(1,5,4) <= < 2A\+pu+v=>5
A+04+v=4
La terza equazione di tale sistema é combinazione lineare delle prime due, per cui:
Ad+p+0=1
2N+ pu+v=>5
Tale sistema ¢ compatibile e indeterminato. Precisamente: p = 2, n = 3 —
Joo!soluzioni:
Np,v)=A4d—-—v,v—3,v),VWweR
Quindi il vettore vg si esprime in oco! modi distinti come combinazione lineare dei
vettori vy, vo, V3!
ve=4—-v)vi+ (v—3)va+rvvs
Osservazione. Esistono oo! combinazioni lineari, poiché il sistema {v, vy, v3} ¢ li-
nearmente dipendente. Infatti il sistema omogeneo:
a+B+0=0
20+ +v=0 ,
a+0+~v=0
ha caratteristica p = 2, per cui ammette co! autosoluzioni = 3 (a, 3,v) # (0,0,0) |
avy + vy + vy = 0.
3. Abbiamo I'equazione vettoriale:

/\1 (17 17 1) + )‘2 (17 273> + /\3 (27 _]-7 1) - (07070)

che scritta componente per componente conduce al sistema omogeneo:
A+ A +203=0 (3.60)

/\1+2)\2—)\3:O
AM+3A+A3=0
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La matrice dei coefficienti é:

Abbiamo: det A = 5 = il sistema (3.60) ammette unicamente la soluzione banale
(A1, A2, A3) = (0,0,0), per cui il sistema ¥ é linearmente indipendente.

Scriviamo la combinazione lineare:

V = A\V] + Aavy + A3vs

equivalente a:

A4 Ao+ 20 =1 (3.61)
AL+ 2 — Ay = —2
A+ 3A 4 A =5

Tale sistema é compatibile e determinato. La soluzione & (A1, Ao, A3) = (—6,3,2).
Percio: v = —6v; + 3vy + 2vs.

4. Tl sistema ¥ = {(1,-3,2),(2,—4,—1),(1,—5,7)} & linearmente dipendente se il siste-
ma lineare omogeneo:

—3)\1 - 4/\2 - 5)\3 - O
2A — Ay + TA3 =0,

¢ banale. La matrice dei coeflicienti é:

1 2 1
A= -3 -4 —5
2 -1 7

Risulta: det A = 0 = p < n, essendo p la caratteristica del sistema e n = 3 il
numero di incognite. Quindi il sistema (3.62) ammette 0o P soluzioni non nulle,
percid 3 (A, A2, A3) # 0, da cio segue che ¥ ¢ linearmente dipendente e che non é
possibile esprimere il vettore v come combinazione lineare dei vettori di X.

5. X € R : vi = Avy, quindi per la proposizione 3.2 il sistema X ¢ linearmente
indipendente. Scriviamo:
VvV = )\1V1 + /\2V2,

ottenendo il sistema lineare:

3A\ +2x =1 (3.63)
0—XA=-2
—2>\1 - 5)\2 - k‘
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La matrice dei coefficienti e la matrice dei coefficienti piti termini noti:
3 2 32 1
A= 0 —1 |;M(k)= 0o -1 -2 ];
-2 =5 -2 =5 k
Risulta: p =1 (A) = 2. Affincheé il sistema sia compatibile, deve essere r (A) = r (M).
Poniamo:
. 3 2 1
F)@detM(E)=| 0 -1 —2|=-3(k+8)
-2 =5 k
E facile convincersi che 7 (A) =7 (M) =2 <= F (k) = 0 <= k = -8 “ ok, Bd e
questo il valore di k£ tale che:
2
A% :Z)\,vl
i=1
Per k = k,, il sistema (3.63) ammette I'unica soluzione (A1, A2) = (—1,2), per cui:
V=—v]+2vy
6. Il sistema X ¢ linearmente indipendente se:

() +pv () Frw () =0=A=pu=v=20
Sostituendo le espressioni analitiche di u (x), v (z), w (z) e ordinando i vari termini:
(A +2u) 2% + (—=2A = 3u+v)z + (BN + 3v) = 0, (3.64)

essendo 0 il polinomio nullo 022 + 0z + 0.

La (3.64) equivale al sistema:

A4+24+0=0 (3.65)
—2\=-3pu+v=0
5A+ 04 3v =0,

che & banale: (A, u,v) = (0,0,0), per cui X & linearmente indipendente.
Scriviamo:
p(z) = Mu(x) + v (z) + Asw (),
cioé:
A+ 20 +0 =1 (3.66)
2\ =3+ A3=4
5AL+ 0+ 3\; = —3,

Il sistema lineare (3.66) ¢ compatibile e determinato. La soluzione ¢ (Aj, A2, \3) =
(—3,2,4); pertanto:
p(x) = —=3u(x)+2v(z) +4v (x)
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7. 1) b(x) e a(z) sono proporzionali se:

(FNeR:b(z) =Xa(z) <=2 +r—-1=A(2"—z+1)

equivalente a:
A=1D2*+(-A—-1Dz+(A+1)=0, (3.67)

essendo 0 il polinomio nullo (vettore nullo). La (3.67) ¢ vera se, e solo se:

A—1=0
A+1=0
A+1=0

Tale sistema ¢ manifestamente incompatibile, donde A\ : b (z) = A (z).

2). Scriviamo:

c(x) = Aa(zx)+ pub(z)

equivalente a:
A+p—1D2*+(=A+paz+(A—p) =0,

da cui il sistema lineare:
Ap=1 11
A—pu=20

quindi:

la(2) + b ()]

3). Scriviamo:

e(z) = Xa(x)+ ub(z)
Sostituendo le espressioni di a (z), b(x), e (z):

A+p—2)2+(-A+p+)ax+AN—p—2)=0,

da cui il sistemas

A pu=2
A—pu=0 = A\ pu),
A—p=2

per cui e (x) non é combinazione lineare di 3.

4). Scriviamor:
e(z) = Aa(z) + pb (z) + ve (z)

Sostituendo le espressioni di a (z), b(z), c(x), e (x):

A+p+rv—2)2+(-A+p+)z+A—p—2)=0,
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da cui il sistema:

Atpu+v=2 B
A—p+0=0 <:>{ ;\\tﬂig:g ,
A—p+0=0 pri=

che ammette oco! soluzioni:
()\,M,V) = <1 - gal_ gvy> ) Vv eR

Quindi:

Osservazione. 1l vettore e
dei vettori 3y = {a(z),b(

x) si esprime in infiniti modi come combinazione lineare
),c(x)}, poiché tale sistema ¢ linearmente dipendente.

(1——) (1—§>b(:}c)+yc(x)
(

Infatti:
a+pB+v=0
aa(z)+ pb(z) +vc(r) =0« a—F+0=0
a—F+0=0

1

Tale sistema ammette oo! soluzioni non banali, quindi Jdoo! («, 3,7) # (0,0,0) :

aa(z) + b (x) +ye(x) = 0

5). Scriviamo:

d(xz) = Aa(x)+ pb(z) + ve(x)
Sostituendo le espressioni di a (z), b(x), c(x), d (z):

A+ pu+v)e? + (-A+p+1)z+A—p—1)=0,

da cui il sistema:

Ap+v=0
A—pu+0=1 |
A—=p+0=1

che ¢ compatibile e indeterminato con oco! soluzioni:

A\ p,v) = (% (1—%) ,—% (1—}—%) ,V),‘V’VER
Quindi:
d(z) = % [(1 — g) a(x) + (1 + g) b(x)] + ve ()
6). Esprimiamo il polinomio f (x) come combinazione lineare di 3 = {a (x),b(x),e(x)}:
f(x) = Aa () + pb () + ve (x)

cioé:
Atp+2v—D2*+ (- A+p—v—1ar+A—p+2v+2)=0,
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quindi:
Adp+2v=1
A+p—v=1
A—p+2v=-2

Tale sistema é compatibile e determinato:

3 3
A Y (|
( 7“7”) (2727 >7

donde:

8. Scriviamo:
Arer (x) + Ages (2) + Agez () =0

Sostituendo le espressioni analitiche di e; (x):

M4 (z—1)+ A3 (2* =20 +1) =0,

equivalente al sistema lineare omogeneo:

0+0+A3=0
04Xy —2X\3
)\1—)\2+)\3:0

che ammette 'unica soluzione (A1, A2, A3) = (0,0,0), donde ¥ ¢ una base.
Scriviamo p (x):
p(z) = per (x) + poes () + pges ()

Ottenendo:
04+04ps =4
0+ pg —2u3 = =1 = (1, po, p3) = (4,7, 4)
pr— p2+pz =1
Quindi:

p(x) =4dey (x) + Teg () + dez ()
Si conclude che la terna (4, 7,4) sono le componenti del vettore p (z) nella base X.

9. Ricordiamo che P, [z] & l'insieme dei polinomi su R di grado < n, ed ¢ uno spazio
vettoriale su R. Consideriamo ora il sistema di vettori di P, [z]:

XY= {l,x,xQ, ,x”}

Abbiamo
o+ Mz + Nox® + ..+ Nz =0,
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cioé:
AM+0+0+...4+0=0
0+ +0+..4+0=0 —\N=0i=0,1,...n
0+04+0+...+X, =0
Quindi ¥ é linearmente indipendente. Inoltre, ogni vettore di P, [z| dipende linear-
mente da X. Se ne conclude che ¥ é una base di P, [z], con dimensione dim P, [x] =
n—+ 1.
10. Consideriamo il sistema di infiniti vettori:
Yo = {1, x,x?a" }
Per quanto visto nell’esercizio precedente, tale sistema é linearmente indipendente.
Inoltre, ogni vettore di Py, [x] dipende linearmente da ¥.. Se ne conclude che ¥, ¢é
una base di Py [z], con dimensione dim Py, [z] = +o0.
11. La matrice R é:
1 —zy a2
R = 0 1 —QZL'O
0 0 1
Quindi I'inversa:
1 xy 2
R'=10 1 2
0 0 1
Il polinomio p (x) = ag+ a1 + azz? ha componenti (ag, ai, az) in {e; (r)}, mentre nella
nuova base {e} (z)} le componenti sono (ay, a},ay) tali che:
ag 1 —xzg 22 agp
ab =10 1 —2x ap
as 0 0 1 as
ap + a1 + aza?
= a1 + 2asx9
a2
Cioé:
ap = ag + a1z9 + asTy
a; = ay + 2as1g
Uy = ag
12. Ricordiamo che Mg (m,n) é lo spazio vettoriale i cui vettori sono le matrici m x n sul

campo reale. Senza perdita di generalita, consideriamo Mg (2,2), quindi consideriamo
il sistema di vettori ¥ = {E;} con i,k = {1,2, 3}, essendo:

10 01
Ell_(o 0)3E12_(O 0)
0 0 0 0
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> & lineramente indipendente. Infatti:

00
ME 4 X By 4+ AgEo 4 A FEay = ( 0 0 )

(M ) _(00
As A ) L0 0

= N\N=0, 1=1,2,3,4

Inoltre ogni elemento di

VA = (ag) € Mg (2 x2),
A =a11E11 + a1oFr2 + as1 By + agaFao

Ne concludiamo che ¥ ¢ una base di Mg (2,2), percio dim Mg (2,2) = 4. Passando al
caso generale: dim Mg (n,n) = mn.

13. Passando ai vettori colonna:
V' = R_1V, W' = R_1W,

R~ & la matrice inversa di:

1 11
R=1110
1 00
Abbiamo:
0O 0 1
R'=[0 1 -1
1 -1 0
Quindi:
2 c
Vi=|l -5 |, W=1[b—-c |,
7 a—b

da cui le componenti di v e w nella nuova base:

v =(2,-5,7)

w = (¢,b—c,a—0)

4. vweH=v=(2'=022=0,...,2% = 0,2 ... 2"),
w=(y'=0,9°=0,...,y*= 0,91 y")
Quindi:
V+w= (0,0, 0,20 gt 4 y") ,

cioé (v+w) € H. Inoltre VA € R

Av = (0,0,...,0, \z**!, . A2") = (\v) € H
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Cio implica che H é un sottospazio vettoriale di R™ Per determinarne la dimensione,
dobbiamo prima trovare una base, poiché la dimensione altro non é che 'ordine di una
qualunque base. Consideriamo i vettori di H:

w = [0,0,..0,1,0,..,0
~——

w = {0,0,..0,01,..0
——

Il sistema 3 = {u;} é linearmente indipendente, in quanto é ridotto rispetto a tutti i
suoi vettori. Inoltre, ogni vettore di H dipende linearmente da X3; infatti:

Si concude che ¥ é una base di H, e che quindi dim H =n — a.
15. Vv = (v, v9,v3), V' = (v, vh,v%) € H,

v+ v = (v) + v}, v3 + vh, v3 + v3)
2 (vy + v)) + (vg + vh) — (vs + v3)
= (201 4+ vy — v3) + (2u] + vy — V)
=0

VYA eR, Vv = (v, v9,v3) € H,

2(Avy) + (Avg) — (A\uz) = A (2v1 + vy —v3) =0

da cui H ¢ un sottospazio di R3. Per ricercare una sua base risolviamo 1’equazione
lineare omogenea:

2U1+U2—U3:O,
e i it E tt 2 soluzioni banali:
nelle HlCOgIll € V1, Vg, V3. SSa ammette OO~ Soluzionl non banali:

((U17(027/U3) = ((017/02721}1 +,U2)
= (v1,0,201) + (0,02, v3)
= U (]_, 0, 2) + U2 (07 ]., ].)

Quindi dim H = 2, e una base di H ¢ {(1,0,2),(0,1,1)}.
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Capitolo 4

Applicazioni lineari tra spazi vettoriali

4.1 Definizione di applicazione lineare
Siano F e F' due spazi vettoriali sul medesimo campo K. Consideriamo ’applicazione:
Q:E— F (4.1)
La (4.1) applica a x € E, un vettore y € F:
xece  Er—yekF

Scriviamo:
y =Q(x) (4.2)
Definizione. ’applicazione () é lineare se é additiva ed omogenea:
L. Vx,x' € E, Q(x+x')=0Q(x)+Q(x') (additivita)
2. Vx € E, VA e K, Q(Ax)=X2(x) (omogeneitd)

E facile rendersi conto che additivita e omogeneita sono contenute nell’'unica condizione:

Vx,x' € E, VAN e K, Q(Ax+ Nx') =2 (x) + VQ (x) (4.3)

Nel caso £ = F l'applicazione lineare (4.2) si chiama operatore lineare e viene spesso
utilizzata la seguente notazione:
Ox =y, (4.4)

che si legge: il vettore y ¢é il risultato dell’applicazione dell’operatore €2 sul vettore x.
Equivalentemente: € opera su x, dando y come risultato.

Due esempi immediati di operatori lineari sono dati rispettivamente dall’operatore nullo
0 e dall’operatore identita 1:

0x=0, Vxe Fk
Ix=x,VxeFk
L’operatore nullo associa ad ogni vettore di E, il vettore nullo, mentre I'operatore identita

applicato ad un qualunque vettore di E, fornisce il vettore medesimo.
Ulteriori esempi:
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1.

Figura 4.1: Rettangoloide relativo alla funzione f e di base [a, z].

Consideriamo lo spazio vettoriale P, [z] su R dei polinomi di grado < n. L’operatore
di derivazione % ¢ un operatore lineare. Per mostrare cid, osserviamo innanzitutto

che: p p
o D Pm (z) € Py [z] — %pm (x) € Py []

essendo p,, (r) = ag + a1x + ax® + ... + apx™, quindi d%pm (x) = a1 + 2a9x + ... +
May,_1z™"", per cui Lp,, (z) € P, [z].

La linearita segue immediatamente dalle regole di derivazione della somma di due
funzioni e del prodotto di una costante per una funzione:

d

VDm (.73) »qr ([L’) € P, ['77] , VA, p R, % [)‘pm (.CL") + gy (x)} = A%pm (33) + M%QT (33)

Consideriamo lo spazio vettoriale F (a, b) i cui elementi sono le funzioni reali di variabile
reale definite nell’intervallo chiuso e limitato [a,b] (§ 29). Se C (a,b) ¢ I'insieme delle
funzioni continue in [a, b], proviamo che a) C (a, b) & un sottospazio vettoriale di F (a, b),
b) I'applicazione:

S:C(a,b) —> C(a,b)

tale che:

fEC’(a,b)r—>/f(§)d§, x € (a,b)

C (a,b) C F(a,b) ¢ un sottospazio di F (a,b), poiché la somma di due funzioni continue
é a sua volta una funzione continua, e il prodotto di uno numero reale per una funzione
continua é una funzione continua. In simboli:

Vf,g € C(a,b), (f+g) € C(a,b)
Vf e C(ab),VAER, (Af) € C(a,b)

Da un punto di vista geometrico, 'applicazione S associa ad ogni funzione f (z) conti-
nua in (a,b), 'area del rettangoloide R (z) relativo alla funzione f e di base [a, x]. Ad
esempio, se f (x) > 0:

R(z)={(&y) eR*|a<é<a, 0<y< f(O)}

Per i dettagli vedere figura 4.1.

La linearita dell’operatore S segue immediatamente dalle proprieta di addivita e omo-
geneita dell’integrale definito. Scriviamo:

S(f)z/f(é)df
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Quindi Vf, g € C (a,b), YA\, u € R:

T

S (M + ug) = / (F(€) + g (6)) dé

a
x x

—)\/f(f)d£+u/g(f)df

a a

= AS(f) + nS (9)
Di seguito sono riportati casi speciali di applicazioni tra spazi vettoriali.
Sia F uno spazio vettoriale su un campo K. Consideriamo una base di E:
{e:}, i=1,2,..,r (4.5)

Quindi dim £ = r. Sia E’ il sottospazio di E generato da {e;} peri=1,2,...,p <.
Cio premesso, si definisce operatore di proiezione di E su E’, I'operatore lineare:

7 E+— FE

r p
v = E vie; — v = E v;€e;
i=1 i=1
Proviamo la linearita di .

Vv,we E, VA ue K, u® Av+,uw

Se u = (uy, us, ..., u,) nella base (4.5), risulta:

p
™ = Zuiei, (4.6)
i=1

Evidentemente:

Quindi la (4.6) diventa:

Z (Av; + pw;) e
=1
p
Z v;€; + uZwleZ

= )mv + pmua,

donde la linearita di . Ad esempio, consideriamo lo spazio vettoriale R?. Quindi fissiamo
un riferimento cartesiano ortogonale R (0zyz). L’operatore di proiezione 7, su R é:

7 RE— R
Pin precisamente, 7, proietta ogni vettore v = (v, vy, v,) sull’asse x:
V = Uz€; + Uy€y + V€, > V€

essendo e; (i = x,y, z) i versori degli assi coordinati.
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Kok

[’operatore traslazione é cosi definito:
Tv =v+u,
essendo u un vettore assegnato di E. Si osservi che tale operatore non é lineare:
T (A\v+ puw) = Av+ uw +u
D’altro canto:
ATV + pTw=X(v+u)+ p(w+u)
=AW+ uw+ A+ p)u
Quindi:
TOAV+puw)=XTv+pulTw— (A4 p)w
Cioeé:
VA\pue K:A+u#0,VweE—{0}, T(\v+puw) #NTv + puTw

Da un punto di vista geometrico se E = R3, I'operatore T trasla di una quantita u (nello
spazio fisico), ogni vettore su cui esso agisce.

Kokk

L’operatore costante é cosi definito:
Ax = a,
essendo x,a € F, con a vettore assegnato. Mostriamo che tale operatore ¢ non lineare.
AMx+Nx')=a
D’altro canto:
Mx + NAX' = (A + XN)a,

donde:
A(Mx + NX') # MAx + NV AX/,

da cui la non linearita di A.

kkx

Sia F uno spazio vettoriale tridimensionale sul campo K. Consideriamo I'operatore A tale
che:

Ax =y, con x = (r1,%2,73), Y = (201 + 2,72 + x3,21) in una base {e;}
Studiamo il comportamento di tale operatore.
A(Ax 4+ Nx') = A(Axy + Naj, Aoy + Nag, g + Nay)
= (2A\z1 + 202 + Axo + Nah, Azg + Najy + Axg + Naj,
Azy + Nah)
= (A (2z1 + x2) + N (22 + 25) , A (g + 23) + N (2h + 23) , Az + V')
= X221 + @2, T2 + x5, 21) + N (2] + 5, ) + x4, 2))
= \Mx + AX/,

da cui la linearita di A.
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4.2 Esercizi

1. Dimostrare la linearita delle seguenti applicazioni:
A:R?— R?

{ (z,y) — (z+y,y)

{ B:R*—R

(4.7)

(x,y,2) — 20 — 3y + 4z

2. Dimostrare la non linearita delle seguenti applicazioni:
A:R?— R?
{ (z,y) — y
A:R?—R?
{ (r,y) — (x+ 1,2y, 2+ y)
AR — R?
{ (z,y,2) — (|z,0)

4.2.1 Soluzioni
1. Prendiamo ad arbitrio x = (z,y) € R?, x' = (2/,¢') € R% Quindi
VAN €R, A(Ax+Nx)=

= Az +Na' hy + \'y)
=AMz + N+ y+ Ny, oy + Ny)
=A(z+y)+N@ +y), y+Ny)
= A (z+y) M)+ V(& +9),NY)
=AMz +yy) + XN (@ +y.y)
= \Mx + N AX/

Da qui la linearita di A.
Prendiamo ad arbitrio x = (z,y,2) € R3, x' = (2/,%/, ') € R3. Quindi:
VAN €R, B(Ax+ Nx') =
=B A\x+ X', Ay + Ny, Az + N2')
=2+ XNa2") =3y +Ny) +4(Az+ X2
= A2z — 3y +4z2) + XN (22" — 3y’ + 42')
= A\Bx + \'Bx’
donde la linearita di B.
2. Prendiamo ad arbitrio x = (z,y) € R?, x' = (2, ) € R% Quindi:
VAN €R, A(Ax+Nx) =
=AQx+ N, y+ Nvy)
= Az + N2') Ay + Nv)
= Ny + 2N (zy/ + 2'y) + X'y
# MAx + N Ax'
= vy + N2'y/
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da qui la non linearita di A.

Passiamo all’operatore dato dalla seconda delle (4.8). Prendiamo ad arbitrio x =
(z,y) € R?, x' = (2, ) € R% Quindi:

VAN €R, A(x 4 Nx') =
= Az + N2 y+ Ny')
= Az + N’ + 1,2 \y + 2Ny, Az + Na' + Ay + N'y)
=Mz + 1,2y, A (z+y) + XN (2" + 2 + 2"+ )
# AMAx + N Ax'
=Aaz+1,2y,z4+y)+ XN (' +1,2¢,2" +¢)

da cui la non linearita di A.
Passiamo all’operatore dato dalla terza delle (4.8). Prendiamo ad arbitrio x = (x,y, 2) €
R3, x' = (2/,1/,2') € R®. Quindi:
VAN ER, A(Mx+ \X) =

=AMz + N y+ Ny, Az + N2

= (|]A\z + XN'2'|,0)

#+ MNAx + N Ax'

= A(lz],0) + X (|2'],0)

= (Alz[+A[a'],0)

da cui la non linearita di A.
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Omomorfismi e 1somorfismi

5.1 Introduzione

Ricordiamo che dati gli insiemi X, Y # 0 e f: X — Y, 'immagine di f in YV ¢&:
fX)={yeY|y=r@}cy

Cio premesso, sussistono le seguenti:

Definizione. (f ¢ suriettiva) <= (Vy €Y, dJx € X | f (z) =)

Definizione. (f ¢ iniettiva) <= (v # 2’ = f (x) # f (2/))

Definizione. (f ¢ biiettiva) <= (f ¢ iniettiva e suriettiva)

Nel caso speciale f : R —— R, le definizioni suddette si prestano ad interpretazione geome-
trica. Nel caso di un’applicazione iniettiva, ogni retta parallela all’asse z interseca in uno ed
un sol punto la curva di equazione y = f (z). Ad esempio, la funzione esponenziale:

f:R—R

r—a® (5.1)

é un’applicazione iniettiva ma non suriettiva (figura 5.1). Infatti:
41 = a® #d”
Yy € (—00,0), 3z €R | a” =y,

da cui I'iniettivita e la non suriettivita dell’applicazione (5.1).

Nel caso di un’applicazione f : R —— R suriettiva, ogni retta parallela all’asse x interseca
almeno in un punto la curva y = f(x). Cio implica (a differenza del caso precedente) che
possono esserci intersezioni multiple, come nel caso della funzione f (z) = 2® —2? — x (figura

5.2).Si consideri ora I'applicazione:

f:R—R

x — 12 (5-2)

Tale applicazione non ¢ né iniettiva e né suriettiva. Infatti, ogni 2 ¢ immagine di —x e +x.
Inoltre, Vy € (—00,0), Pz € R: f (z) = y (figura 5.3)

Figura 5.1: Grafico della funzione f (z) = a” (a > 0, a # 1). Ogni retta y = yo > 0 interseca
in uno e un sol punto il grafico di f (z). Per yg < 0 lintersezione é vuota. Si tratta quindi
di un’applicazione iniettiva ma non suriettiva.
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Figura 5.2: Grafico della funzione f (z) = 2® — 2? — z. Esistono rette parallele all’asse z che

intersecano in punti distinti il grafico della funzione. Ogni retta y = y, interseca comunque
y = f(x). Si tratta quindi di un’applicazione suriettiva ma non iniettiva.

Figura 5.3: Grafico della funzione f (x) = x?. Ogni retta y = b > 0 interseca in due punti
distinti la curva y = f (x). L’intersezione di una generica retta y = ¢ < 0 con il grafico di
f (z), é I'insieme vuoto.

5.2 Definizione assiomatica e teoremi conseguenti

Definizione. Siano E, F' due spazi vettoriali sul campo K. Dicesi omomorfismo tra F ed
F ogni applicazione lineare 2 : £ —— F.

Osservazione. Nel caso speciale £ = F', ogni applicazione lineare ) : £ — F, é denominata
endomorfismo.

Definizione. Due spazi vettoriali si dicono omomorfi se esiste un omomorfismo tra essi.

Definizione. Siano FE, F' due spazi vettoriali sul campo K. Dicesi tsomorfismo tra E ed
F ogni applicazione lineare biiettiva 2 : £ —— F.

Definizione. Due spazi vettoriali si dicono zsomorfi se esiste un isomorfismo tra essi.

Esempio 57.
Se E é un qualunque spazio vettoriale su un campo K, consideriamo I'applicazione:
Q:EF+— F
V> Av (5-3)

essendo A scalare assegnato non nullo. Dimostriamo che la (5.3) & biiettiva.
Iniziamo a dimostrare la linearita:

Vv,we E Vu,ve K, Q(uv+rvw) =

= A(pv +rvw)

= pu(Av) + v (Aw)

= puQdv + vQw
L’iniettivita:

v £V = Qv #£ Qv
La suriettivita:
V(W) e E, Ive E|Qv=)\v

Da cio segue la biiettivita di 2. Tale isomorfismo é noto come omotetia di rapporto A:
I'immagine di un generico vettore v € E si identifica con v medesimo a meno di un fattore
di scala .

kX

Teorema 58. Sia K un campo. Gli spazi vettoriali su K isodimensionali sono isomorfi.
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Dimostrazione. Siano E, F' due arbitrari spazi vettoriali isodimensionali:
dmE =n, dimF =n
Fissiamo due basi:

{e;}, i=1,2,...,n basedi F
{e/}, i=1,2,...,n basedi F

Si consideri 'applicazione lineare:

Vi Er— F (5.4)

tale che:
n n
X = g re; — X = E i€l
i1 i=1

L’applicazione (5.4) associa ad ogni vettore x di F il vettore x" di F' che ha per componenti
le componenti di x in {e;}. Osserviamo che presi ad arbitrio x e y in E:

n n
X = E re;, y-= E Yie;,
i=1 i=1

risulta:
Y (x)=x" =) we]
i=1
YY) =y = ve
i=1

Tenendo conto della proposizione (3.3) (unicita delle componenti di un vettore in una
assegnata base:

X#Y = Ti # Vi,
donde:
x#y =1 (x) # ¢ (y)

Cioé 9 é iniettiva. Inoltre:
n n
Vx'e F, 3(xy,29,....1,) | X' = ine; — IxeF|x= inei
i=1 i=1

da cui la suriettivita di ¢. Si conclude che v ¢ iniettiva e suriettiva, quindi biiettiva. Da qui
la tesi. O]

Definizione. Si chiama smmagine dell’applicazione lineare 2 : F —— F' e si indica con
Q (F) il sottoinsieme di F:

QE)={yeF|Ox=y, Vxe FE}

Teorema 59. ) (F) & un sottospazio vettoriale di F.
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Dimostrazione. yi, ya € Q(E) <= 3Ix1,%x3 € E | y1 = Qx1, y2 = Ox3. Quindi:

Vy L, y2 € Q(E), y1+y2=0x1 +OQxa = Q(x1+x2) € Q(F)

) é lineare

VAe K,Vy e Q(E), \y=X0x = Q(Mx)eQ(F),

Q) ¢ lineare

donde Passerto. O

Definizione. Dicesi rango di Q: E — F, la dimensione del sottospazio 2 (E), e si indica
con R ().

Definizione. Dicesi kernel o nucleo dell’applicazione lineare €) : E —— F, il sottoinsieme
di E:
KerQQ={xe€ E|Qx =0r},

essendo Op il vettore nullo di F.
Teorema 60. Il kernel di 2 : E —— F' é un sottospazio vettoriale di F.

Dimostrazione. Prendiamo ad arbitrio x,x’ € KerQ2, A € K. Quindi:

Qx+x)=0x+ %" =0+ 0r =0r = (x+x') € KerQ
Q (M%) = AQx = A0y = 0p —> (Ax) € KerQ

donde 'asserto. ]

Definizione. Dicesi nullita di 2 : E —— F, e si indica con N (), la dimensione di Ker(:
N (2) = dim ker ©

Se B = F, Q(F) e KerQ2 non sono in generale sottospazi supplementari, cioé FE non si
decompone nella somma diretta di Q (E) e di Ker(), pero vale sempre la relazione:

R(Q)+ N(Q)=dimFE (5.5)
Teorema 61.

Un omomorfismo suriettivo Q0 : £ —— F
¢ un isomorfismo

) = ther2 = {05}

Dimostrazione. Implicazione inversa

Hp: kerQ = {0g}

Th: Q : E —— F ¢ un isomorfismo (basta dimostrare I'iniettivita, poiché per ipotesi ) &
suriettiva).

VX,yEE | Ox=Qy =0, =Ox—Qy=Q(x—-y) = (x—y) € KerQ)
L’ultima implicazione si giustifica ricordando la definizione di Kernel. Inoltre:

(x-y)€KerQ) == x-y=0p=>x=y

Si conclude
Vx,y e B, Qx =Qy = x =1y,
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da cui l'iniettivita di €.

Implicazione diretta

Hp: Q: E +—— F ¢ iniettiva e suriettiva.
Th: kerQ = {0g}.

Osserviamo innanzitutto che:
Vx € ker 2, Vy € FE, x+yd§fz ekl
Inoltre per definizione di kernel:

x€kerQ=0rp=0x=Q(z—-y) = Qz-Qy—=0Qz=Qy — z=y—x=0g

Q) é lineare Q) & iniettiva
Cioé:
(Vx € kerQ, x = 0g) = ker Q2 = {0p}
O

Conclusione 62. Il kernel di un isomorfismo §2 : E — F ¢ il sottospazio nullo (o “improprio”)
di E.

Teorema 63. Sia K un campo. Spazi vettoriali su K isomorfi sono isodimensionali.
Dimostrazione. Sia () : E —— F un isomorfismo. Consideriamo una generica base di E:
{e;}, 1=1,2,...,n=dimF

Quindi, preso ad arbitrio x € E:
n
X = inei
i=1

Il risultato dell’applicazione dell’operatore lineare €2 sul vettore x é:
i=1

Fissiamo I'attenzione sul sistema di vettori:
{Qeq, Qey, ..., Qe, } (5.7)
Per ipotesi € é un isomorfismo e per il teorema 61 deve essere KerQ) = {0z}, quindi:
x=0p—=>x=0p=z1=20=...=2, =0

Tenendo conto della (5.6):

ZLUZ(QGJIOF:>LE1:LUQI:CL’R:O

i=1

Cioé¢ il sistema (5.7) ¢ linearemente indipendente. Inoltre: 2 ¢ un isomorfismo = Q2 (F) =
F=VyeF,3xceFE|y=0x=>)",2,(Q¢;) = {Qe,;} ¢ una base di F = dim F =
n. [

I teoremi 58 e 63 si riuniscono nell’unico teoremas:

Teorema 64. Spazi vettoriali su un assegnato campo K sono isomorfi se e solo se sono
isodimensionali.
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5.3 Esercizi

1. Assegnata l'applicazione
Q:R*+— R? (5.8)

tale che:

x = (2,,2) € R® — x' = (2,9) € R?

Si dimostri che € é un omomorfismo ma non un isomorfismo. Si determini inoltre
Iimmagine, il kernel e la nullita di €.

2. Se (a,b) C R, con la notazione C™ (a,b) si denota l'insieme delle funzioni continue in
(a,b) e ivi derivabili fino all’ordine n. Come ¢ noto, introducendo le operazioni:

+:C" (a,b) x C" (a,b) — C" (a, b)
- RxC" (a,b) — C" (a,b),

I'insieme C™ (a,b) assume la struttura algebrica di spazio vettoriale su R. Cio pre-
messo, si consideri lo spazio vettoriale C* (a,b) e i cui vettori sono le funzioni reali
di una variabile reale continue in (a,b) e ivi infinitamente derivabili. Si consideri
I’applicazione:

D : C*(a,b) — C* (a,b),

essendo D 'operatore di derivazione, per cui:
d

Df=—f(x

f=-f)

Provare che D é un omomorfismo suriettivo ma non iniettivo. Determinare poi I'im-
magine e il kernel di D.

3. Sia P, [z] lo spazio vettoriale i cui vettori sono i polinomi di grado < n (§ 27). Si con-
sideri I'operatore di derivazione D dell’esercizio precedente. Applicando tale operatore
ai vettori di P, [z], determinare I'immagine e il kernel di D. Definire inoltre 'operatore
di derivazione n-ma D", determinando il suo nucleo.

4. Si consideri 'applicazione:
Q:C"(R) — C°(R) (5.9)

f<x>~>/f<f>df

Dimostrare la linearita di €2, determinando poi la sua immagine e il suo nucleo.
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5.3.1 Soluzioni

1. Risulta:

VA, peR, ¥Vx,y €R? Q (Ax + uy)
=Q A\ + pa’, Ny + py', Az + p2')
= (A\z + pa', Ay + py')
= A(z,y) +p(2"y)
— \Ox + 1y,

donde il carattere omomorfo di 2. Inoltre, tale applicazione é suriettiva, poiché:

vx' = (z,y) € R? Ix = (2,9,2) e R* | Ox =X/

Per il teorema (64) ’applicazione (5.8) non ¢ un isomorfismo.

L’immagine di € é:

Q(E)={(z,y) R’ | —co <z < +00, —o00 <y < 400}

= piano cartesiano zy

Il rango di 2 é:
R(Q)=2

Per il kernel di Q2 osserviamo che:

(Vz € (—00,400), x=(0,0,2) € R*) = Qx = (0,0) = Oge,
quindi:

KerQ = {(0,0,2) € R* | —00 < z < +00}

= asse 2z

La nullita di Q2 é:
N () =dim KerQ2 =1

Si noti che risulta R () + N (Q) = 3 = dim R?.

2. La linearita di D discende immediatamente dalle regole di derivazione della somma di
due funzioni e del prodotto di uno costante per una funzione. Quindi:

VA ueR,Yf,g€ C®(a,b), D(Af+pg)=ADf + uDy,
donde D ¢ un omorfismo. La suriettivitd é evidente:

Vf € C® (a,b), HF(x):/f(x)dx|DF:f
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Inoltre:
(Vee R—{0}, Vf € C%(a,b), g(z) = f(z) +c# f(x)) = Df = Dy
Cioé:
f#g9+ Df # Dy,

per cui D non é suriettiva.

Il kernel di D é composto dalle funzioni costanti in [a, b]:

KerD = {f (z) = const,Vx € [a, b},

in quanto é tale che:
d
el —0
- f (@)

. Consideriamo un generico elemento di P, [z]:

Ppm (T) = ag + a1z + axx® + ... + apa™

Il risultato dell’applicazione dell’operatore D su p,, (z) é:
Dp,, (z) = a1 + 2a92 + ... + may,z™*
Quindi:
D : py () — g1 (2)
Per m = n, si ottiene il polinomio di grado n — 1, pertanto 'immagine di D é:
D (P []) = Pr1 [2]
Per definizione di kernel:

KerD = {pm () € Py [2] | Dpm (x) = 0},

cioé:

KerD = {po} (5.10)
Si conclude che il kernel di D ¢ composto dai polinomi di grado nullo.
L’operatore D™ € cosi definito:

n dn
D"py, (z) = T Pm ()

_ % <%_.. (d%pm (:::)))

Dp, () = ay + 2a2z + ... + na,z"~
D?p, (z) = 2ay + 6azx + ... +n(n — 1) 2" >

Per m = n:

1

D"p, (z) = nla,
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Per m < n:
D"p,, () =0 (5.11)

La (5.11) implica:
KerD"™ = {pm<n (2)}, (5.12)

cioé il kernel di D™ é composto da tutti e soli i polinomi di grado strettamente minore
di n. Si osservi che la (5.10) ¢ un caso particolare della (5.12).

4. Lalinearita della (5.9) segue immediatamente dalle proprieta di additivita e omogeneita
dell’integrale definito di una funzione reale di variabile reale.

Se indichiamo con F () una primitiva di f (z) € C°(R), deve essere:

Qf (x) = F(x) = F(0),

donde I'immagine di 2:
0(CO®) = {Flo) - FO)] L7 (0) = £ ()}

Per definizione di kernel:

KerQ = {f (z) € C°(R) | f (x) = Ocom) } .

essendo Oco(g) il vettore nullo di C°(R), cioé¢ la funzione identicamente nulla su R.
Dobbiamo percio risolvere ’equazione operatoriale:

Qf (x) = Ocow),

equivalente alla:

Vo € R, /J”(§)CZ§:0<:>VxE]R7 Fx)=F(0) <= F(r)=c<= f(z)=0

Quindi:
KerQ) = {OCO(R)}

5.4 Lo spazio vettoriale Hom (E, I)

Siano E, F' due spazi vettoriali su K. Poniamo per definizione:

Hom (E, F) =) {Q | Q@ omomorfismo tra F e F'} (5.13)

In altri termini, Hom (E, F) é la totalita delle applicazioni lineari tra i due spazi vettoriali
E, F. Introduciamo l'operazione di addizione di omomorfismi:

+:Hom (E,F)x Hom (E,F)+—— Hom (E,F) (5.14)
(Q1,Q) € Hom (E, F) x Hom (E,F) — (1 + Q) € Hom (E, F)
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La (5.14) ¢ cosi definita:

VEEI—>V,:(91+QQ>Vdéf (v +Qov) € F

Verifichiamo che (Q; 4 Q,) € Hom (E, F). Posto Q = Q + Q,, abbiamo:

Va,B €K, Vv,w € E, Q(av+ w) = Q (av + pw) + Qs (av + fw)

peHom(E,F) alhv + i wtaldov + fow

:a(Ql+QQ>V+6<Ql+92)W
= aQv + 80w

Introduciamo ora 'operazione di moltiplicazione di uno scalare per un elemento di Hom (E, F):

K x Hom (E,F)~—— Hom (E,F) (5.16)
(A, Q) eKx Hom (E,F)— (AQ2) € Hom (E, F)
La (5.16) ¢ cosi definita:

MY B F (5.17)
VEE|—>V':(>\Q)Vd§f>\(QV) er

Verifichiamo che (AQ2) € Hom (E, F'). Posto ® = A\Q2, abbiamo:

Va,B € K, Vv, w € E, ®(av+ fw) “I\Q (av + fw)

QEHOT:n(E,F) A (QQV i 5QW)
= a\Qv + SAQw
= adv + fdw

E facile verificare che le operazioni (5.14)-(5.16) verificano le seguenti proprieta:
1. Proprieta commutativa.
VQ,A€ Hom (E, F), Q+A=A+Q
2. Proprieta associativa.
VO AN ® € Hom(E, F), Q4+ (A+P)=(Q+A)+ P

3. Esistenza dell’elemento neutro.
30 € Hom (E,F)| Q+0 =0

Ricordiamo che Pomomorfismo nullo O ¢ cosi definito: Vv € E, Ov = Op.

4. Esistenza dell’opposto
VQ € Hom (E,F),3(—Q) € Hom (E,F)| -Q+Q =0
L’opposto di 2 é cosi definito: —Q:v € E+—— (—Qv) € F
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I Proprieta distributiva rispetto alla somma di omomorfismi

Va e K, VQ,A € Hom (E, F), a(24+A) = aQ) + aA
IT Proprieta distributiva rispetto alla somma in K

Vo, € K, VQ € Hom (E, F), (a+ p)Q = a2+ 0
IIT Proprieta associativa

Vo, € K, VQ € Hom (E, F), a(8Q) = (af)Q
IV Esistenza dell’elemento neutro

Jd1eK|VQe Hom(E,F), 1Q=Q

Con 'introduzione delle operazioni (5.14)-(5.16), 'insieme Hom (E, F') assume la struttura
di spazio vettoriale su K. Nel caso speciale in cui £ = F, la generica applicazione lineare
Q. E—— F ¢é un operatore lineare spesso denominato endomorfismo o trasformazione
lineare di E. In tal caso l'insieme (5.13) si indica con il simbolo End (E).

5.5 Matrice rappresentativa

Siano E e I’ due spazi vettoriali sul medesimo campo K. Consideriamo due basi di F ed F
rispettivamente:

{e;}, 1=1,2,...,n=dimFE
{f;}, j=1,2,...,m=dimF

n
Se prendiamo arbitariamente un vettore x € E: x = inei, quindi Q2 € Hom (E, F) =
i=1

n
Ox = E z;Q2e;. Poniamo:
i=1
/
e, = Qe

Evidentemente €; € F, per cui essi si esprimono come combinazioni lineari della base {f;}:
m

e; = Zaijfj (518)
j=1

Esplicitiamo la (5.18):
e'l = allfl + (1,12f2 + ...+ almfm (519)
8/2 = CL21f1 + G,ngg + ...+ agmfm
e; = anlfl -+ angfz + ...+ anmfm

Gli scalari a;; compongono una matrice n x m la cui trasposta é:

A= (a;)",
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La matrice A si chiama matrice rappresentativa dell’omomorfismo 2 relativamente alle basi

{ei}, {f;}. Scriviamo:

ain a1 Qn1

. a2 A29 ... Qp2
0= A= n (5.20)

A1y  A2m - Qpm

Si noti che la colonna i-esima della matrice rappresentativa di {2 ¢ composta dalle componenti
del vettore trasformato Qe; nella base {f;}.

Osserviamo che la notazione utilizzata per gli elementi di matrice della (5.20) genera con-
fusione, giacché scambia gli indici di riga con gli indici di colonna. E conveniente ridefinire
gli elementi di matrice scrivendo I'indice di riga in alto e quello di colonna in basso. Ad
esempio, as; diventa al. Si tratta, dunque, di eseguire la sostituzione di simboli:

i
aj; — a;
Quindi:
1 1 1
ay Gy an,
2 2 2
ay a a
A= 1 2 n (5.21)
m m m
ap Qs Qp

In tal modo:

Cioé:
m
_ E: ig
er = ajfz
=1

Utilizzando la convenzione di Einstein:
_ i
Qe; = ajfl

Nel caso speciale in cui Q € End (E), assumiamo {f;} = {e;}. La matrice (5.20) é la matrice
rappresentativa dell’endomorfismo Q relativamente alla base {e;}:

1 1 1
a; ay ... a,
2 2 2
. ay as ... a
N=A= L2 n (5.22)
n n n
ay a Qy
sk

Per quanto detto, assegnato 2 € Hom (E, F'), risulta univocamente associata una matrice
A € Mg (m,n), essendo quest’ultimo lo spazio vettoriale delle matrici m x n sul campo K.
Quindi abbiamo 'applicazione lineare:
L:Hom(E,F)— Mg (m,n) (5.23)
Q— A, VQe Hom(E,F)

Mostriamo che tale applicazione ¢ un isomorfismo, cio¢ L é suriettiva e iniettiva. La prima
)
proprieta deriva dall’implicazione:

Ae Mg (m,n) =30 € Hom (E,F) | Q= A



5.6 Relazioni tra le componenti dei vettori trasformati 139

Per dimostrare tale implicazione, prendiamo due basi {e;}, {f;} di £ e F rispettivamente.
La matrice A é m X n, quindi:

1 1 1
o 0y .. @
2 2 2
« « e
_ 1 2 n
A - 9
m m m
ap Gy Cp

con a;. € K. Assumiamo la j-esima colonna della matrice A come componenti (nella base
{f;}) del vettore Qe;. Cioé poniamo:

er = (O{;?O{?, 706‘;”) ; ] - 1727 ey T (524)

n n
Per ogni vettore x € F, risulta: x = Z%‘eu quindi Ox = inQei. Siccome (le; sono
i=1 i=1
noti dalla (5.24), restano univocamente definite le componenti dei vettori trasformati dei
vettori di E. Cio equivale a definire univocamente ’applicazione lineare 2. L’iniettivita
dell’applicazione (5.23) segue immediatamente dalla definizione di matrice rappresentativa e
dall’esistenza e unicita delle componenti di un vettore in una base assegnata. Quindi posiamo
scrivere:

N£Y = A#A
Si conclude che l'applicazione (5.23) ¢ un isomorfismo.

Osservazione. [’isomorfismo L dipende dalla scelta delle due basi. Cio si esprime dicen-

N

do che tale isomorfismo non € canonico, a differenza di un isomorfismo canonico (o
naturale) che ¢ indipendente dalla base.

I due spazi vettoriali Hom (E, F), Mk (m,n) sono isomorfi, e per il teorema 64 sono isodi-
mensionali:
dim Hom (E, F) = dim Mk (m,n) = mn
Cioé:
dim Hom (E, F) = dim £ - dim F’

Nel caso speciale di End (E) si ha che tale spazio ¢ isomorfo a My (n,n), per cui:

dim End (E) = (dim E)?

5.6 Relazioni tra le componenti dei vettori trasformati

Per applicare efficacemente la convenzione di Einstein, é preferibile ridefinire le componenti
dei vettori (esclusi i vettori di una base) scrivendo gli indici in alto, anziché in basso:

_ 1,2 n
X = (a: I O )
Quindi:
n
X = E r'e; = 1'e;
i=1

Inoltre se 2 € Hom (E, F)

Ox = 2'alf;, (5.25)
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essendo {f;} una base di F. Indichiamo con y il risultato dell’applicazione lineare € al
vettore x € L

y=0x=(y'y" ..y")
Cioé: A
y =y't;, (5.26)
dove la sommatoria sugli indici ripetuti ¢ estesa da 1 a m. Sostituendo la (5.26) nella (5.25)
e ridifinendo l'indice della sommatoria:

I —2'al)f; =0 — I —g'al =0, j=1,2,...m
(y Z> J F {£;} ¢ lin. inip.y ¢ J

Cioé: ‘ o
Yy = ala’, (5.27)
che esprime il prodotto righe per colonne della matrice rappresentativa (5.22) per il vettore
nl y!
72 y?
colonna . Il risultato ¢ il vettore colonna . Quindi poniamo:
x?’l ym
y! 21
2 2
vy=|"Y |, x=|" (5.28)
ym xn
Con tale notazione, la (5.27) si scrive:
Y = AX (5.29)

Osserviamo che la (5.29) altro non é che la y = Qx scritta in forma matriciale. Infatti
all’applicazione lineare €2 corrisponde la matrice rappresentativa A nelle basi assegnate, e ai
vettoriy € F,x € F, ivettori colonna Y e X. L’equivalenza tra la relazione operatoriale y =

(x e la relazione matriciale (5.29) ¢ una conseguenza dell’isomorfismo degli spazi vettoriali
Hom (E,F) e Mg (m,n).

5.7 Sistemi di equazioni lineari. Applicazione di K" in
KTTL

Consideriamo il sistema di equazioni lineari di m equazioni in n incognite:

alzt +alz? + .. +alzm =yt

art + adx? + .+ ala™ = P (5.30)
a'z' +afa® + ..+ ala" = y™

dove i coefficienti a;'- e 1 termini noti y* appartengono a un campo K; per ipotesi le incognite

x' appartengono al medesimo campo K.

Se indichiamo con A = (aé) la matrice dei coefficienti (detta anche matrice incompleta), con

le posizioni (5.28) il sistema si scrive in forma matriciale:

Y = AX (5.31)
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Cio premesso, ricordiamo che i problemi fondamentali della teoria dei sistemi di equazioni
lineari sono:

1. Compatibilita del sistema

2. Numero delle soluzioni linearmente indipendenti

Tali problemi possono essere interpretati in termini di nullitd e rango di un omomorfismo.
Infatti, la matrice dei coefficienti & la matrice rappresentativa dell’omomorfismo:

Q:K"— K™
x—y, Vxe K"

relativamente alle basi canoniche di K" ¢ K™.
Pertanto:

Ox =y,

essendo x = (z', 22, ..., 2"), y = (y', 92, ..., y™).

Indichiamo con A; la matrice dei coefficienti e dei termini noti (detta anche matrice com-
pleta), cioé la matrice m x (n + 1) ottenuta aggiungendo la colonna Y alla matrice A.
Utilizzando il formalismo degli omomorfismi, dimostriamo il

Teorema (di Rouche’-Capelli) 65.
Il sistema & compatibile <= p(A) = p(4,),
essendo p (A) il rango della matrice A.
Dimostrazione. Implicazione diretta. Innanzitutto dimostriamo:
Il sistema ¢ compatibile <=y € Q (K")
essendo 2 (K™) 'immagine dell’applicazione €2, spesso indicata con il simbolo Im €2:
ImQ={ze K™ | Qx =z} (5.32)
Consideriamo la base canonica di K™:
e; = (1,0,...,0), e = (0,1,...,0), ....e, = (0,0,..., 1)
Nella base {f;} di K™ i vettori trasformati Qe; hanno componenti:
Qe; = (a},a;,...,a]") € K™

Cioé: |

Qei = Clgfj
Dal sistema di vettori {Qe;} estraiamo un sistema di ordine massimo {e}} con i =1,2,...;r <
n. Cio equivale ad estrarre » < n colonne indipendenti dalla matrice A. Ricordiamo che
Q2 (K™) é un sottospazio vettoriale di K™, e la sua dimensione ¢ il rango dell’applicazione €2,
cioé:

R(Q) =dimQ (K™) =r, (5.33)
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giacché {€;} é una base di Q2 (K™). Abbiamo:

il sistema ¢ compatibile) <= 3X | AX =Y
— Ixe K" |Qx=y

=y e QK"

— W ecK|y=0be, (i=1,..7)
y' a;,
y? S

> e Zblk tk
Y ay,

= p (A1) =p(A)

In altre parole, abbiamo prima dimostrato che la compatibilita del sistema € equivalente
ay € Q(K"), dopodiché abbiamo dimostrato che tale appartenenza implica che il vettore
colonna Y della matrice A; é combinazione lineare di r colonne linearmente indipendenti
della matrice A, e cio implica che le due matrici hanno lo stesso rango.

Implicazione inversa

Abbiamo:
1 1
| Y, N
p(A)=pA) = ek || T [ =D x| %
ym in=1 ar
—y=XNe| (i=12,....p(A))=ycQK"),
da cui la compatibilita del sistema. O

Casi particolari:
L. p(A)=m
2. y =0 (sistema omogeneo)

In entrambi i casi il sistema ¢ compatibile. Innanzitutto osserviamo che nel caso 1 il numero
delle incognite é maggiore o uguale del numero di equazioni, giacché p(A) < min{m,n}.
Infatti:

A)=m == n>m
p( ) p(A)<min{m,;n}
n<m= p(A) <min{m,n} <n<m
Inoltre, R (2) = m, essendo R (©2) il rango di © (eq. (5.33)). Quindi:
dimQ (K") =m

Cioé 'omomorfismo §) & suriettivo:

Q(K") =K"= Vy € K",y € Q(K"),
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da cui la compatibilita del sistema.

Nel caso 2, si ha AX =0 per X = , che ¢ la soluzione banale (o impropria)

0
Passiamo al problema 2 (cioé¢ il numero di soluzioni linearmente indipendenti). Consideriamo
prima il caso omogeneo, dimostrando la

Proposizione. Le soluzioni di un sistema omogeneo costituiscono uno spazio vettoriale di
dimensione n — p (A).

Dimostrazione. Abbiamo
AX =0« Ox=0=x € KerQ2
Ricordiamo infatti che il kernel é:
KerQl={x e K" | Ox = 0}

Per la (5.5):
R(Q)+ N (Q) =n,

cioé la nullitd di 2 é:
N(Q) =n—p(A),

giacché R () = p(A).
p(A)<n= N(Q)>0

Sia {ul, ey uN(Q)} una base di Ker{). Evidentemente:
Qu; =0 peri=1,..,N(Q)

Ai vettori u; corrispondono N (€2) vettori colonna linearmente indipendenti X, Xs, ..., Xy(0)
che sono soluzioni non nulle del sistema:

AX; =0, peri=1,..,N(Q)

Si conclude che le soluzioni del sistema costituiscono uno spazio vettoriale N (Q2)-dimensionale,
che & appunto il kernel di €. O

Dalla proposizione appena dimostrata segue:

N(Q) N(Q)
Ve, €K, X =) X, = AX =Y ¢AX; =0
=1 i=1

Cioe, ogni combinazione lineare dei vettori colonna Xy, Xy, ..., Xy(q) ¢ ancora soluzione del
sistema. Cio equivale a dire che il sistema ammette co™Y soluzioni proprie, ovvero non
banali, dette anche autosoluzioni del sistema.

Ponendo p = ¢ (A) (rango del sistema), si conclude che se p < n, il sistema ammette oo™
autosoluzioni. Se p = n si ha N (Q2) = 0, per cui KerQ) = {0}, cioé¢ Ox = 0 <= x = 0.
Quindi il sistema ammette solo la soluzione banale.

Consideriamo ora il caso non omogeneo. Ci proponiamo quindi di esprimere la soluzione
generale del sistema (5.30).
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Teorema 66. La soluzione generale del sistema (5.30) ¢ data dalla somma di una qualunque
soluzione del sistema (5.30) e della soluzione generale del sistema omogeneo associato.

Dimostrazione. Indichiamo con S l'insieme delle soluzioni del sistema (5.30). Abbiamo:

Vv e S, W e Ker(, x v v

Ox = Qv + Qv
Risulta:
veS=0Qv=y
v e KerQ=— Qv =0
Quindi:

Ox =y

Cio¢é x = v + Vv’ & soluzione del sistema (5.30). Viceversa, se w,v € S si ha Q(w —v) =

y-y=0=w-v “I'v € KerQ. Cioé due soluzioni arbitarie del sistema (5.30)
[

differiscono per una soluzione del sistema omogeneo associato.

Si conclude che la soluzione generale del sistema (5.30) si puo scrivere come:

n—p
def ’
X=V+Vv =VvV-+ E crUyp,
k=1

dove {u;} & una base di Ker(), mentre ¢, sono scalari arbitrari.

5.8 Prodotto di endomorfismi

Siano Q,® € End (E). Dicesi prodotto dell’endomorfismo () per ’endomorfismo ?,
I’endomorfismo ¥ = ® o {2 cosi definito:

Vv e E, v =27 (0v)

E facile mostrare che U € End (E). Infatti:

V\pe K, Vw,we E, U (\v+ uw) déf(I)(Q(/\v%-uw))

fernd®) ¢ (AQV + pQdw)

dcEnd

2B \D () + p® (Ow)
vy + pUw
Proposizione. Se A e B sono le matrici rappresentative di €2 e ® relativamente alla base

{e;}, la matrice rappresentativa di ® o ) relativamente alla medesima base ¢ A - B, dove -
denota il prodotto righe per colonne.
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Dimostrazione. Nella base {e;} :

d=A=(al), Q=B=(V) i,j=12,..,n=dimFE

J

Quindi:
Vx € E, Ox = ijej = $erj = ;pjb;ej

Da cio segue:

Vx € E, Ux = & (Ox) = @ (2/ble;)

= ij}(I)ei = azjb;afek,

poiché¢ Pe; = afe;. Quindi:

dove: .
def?
cf = afb;,
per cui:
def

]

Definizione. I operatore Q € End (E) ¢ nilpotente, se risulta: Q2 = Qo Q = 0, essendo 0
I’operatore nullo.

Piu in generale, se Ip € N\ {0, 1,2} | OF = 0, diremo che Q ¢ nilpotente con indice di
nilpotenza p.

Definizione. L’operatore 2 € End (F) ¢ idempotente, se risulta: Q% = Q.

(6 =12\ , . [ 6 -2
o=(5 Z5 )= )

Sono rispettivamente nilpotente e idempotente:

Ad esempio, gli operatori:

QQi<O 0):>S22:0

0 0
A% = ( 165 :g):m?:A
Esempi.
Consideriamo 'operatore lineare:
Q:R* — R? (5.34)

(z,y) — (z +y,v)

Costruiamo la matrice rappresentativa di (5.34) relativamente alle basi:
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{e1 = (1,0),e, = (0,1)}
{fi =021, =(1,2)}

A tale scopo prendiamo ad arbitrio x = (x,y) € R?, donde nella base {e;}:

X = ze€; + yes

Il risultato dell’applicazione di €2 su x é:

Ox = Qe + yQe,
Risulta:

Qe; = (1,0)=e; = €] =€
Qe; = (0,1) = (1,1) = e, = (1,1)
Esprimiamo €] come combinazione lineare di {f;}:

aiq (2, 1) + Q12 (17 2) = (17 O)

equivalente al sistema lineare:

2a11 +ap =1
ay + 2a12 = 0,
la cui soluzione é:
2 1
] = —, 019 = ——
1= 3,012 3

Esprimiamo €/, come combinazione lineare di {f;}:

a1 (2,1) + an (1,2) = (1,1)

equivalente al sistema lineare:

2(121 + a9 — 1
Aoy + 2a92 = 1,
la cui soluzione é:
1 1
(91 = —, Q99 = =
2= 3,02 =g

Quindi:

W|W (N

W= |
W=

\/
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Kokook

Consideriamo lo spazio vettoriale P, [x] dei polinomi di grado < n, quindi 'operatore di

derivazione D = %:

D : P, [zx] — Pn_1 2]
b (2) > i (2)

Determiniamo la matrice rappresentativa di D relativamente alle basi:

{e; (x)}, (i=1,2,....n)
{fj (‘T)}7 (] = 1727 sy TV — 1)

essendo:

eo(x) =1
e1(z) ==
ey (1) = 2°
en () ="

mentre {f; (z)} ¢ una base dello spazio P,_; [z]:

fo(z) =1

filz)==x

fa(z) = 2

fnfl (l‘) = xn_l
A tale scopo determiniamo i vettori €; (x) = De; (x). Risulta:

e () = Deg (x) =0
ey (x) = Dey (z) =1
es () = Dey (v) = 22

e/ (z) = De, (v) = na"*

Scriviamo i vettori € () come combinazione lineare dei vettori della base {f; (z)}:

e () =0-fo(x)+0-fi(x)+0-fo(z)+...4+0- fr_1(x)
ep(@) =1 fo(x)+0- fi(z)+0- fo(z)+ ...+ 0 fou1(2)
es(x)=0-fo(x)+2-fi(x)+0-fo(x)+...+0- frq(x)
es(2)=0-fo(x)+0-fi(x)+3 - fo(x)+...40- fr_1(x)
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da cui la matrice rappresentativa:

01 0 0 0
0 2 0 0
D=0 0 0 3 0 | %nrighe

0 0 0 0 n

~
n—+1 colonne

5.9 Endomorfismo inverso

Definizione. Se A € End(E), diremo che esso e wnvertibile se esiste A' € End(E)
denomoninato tnverso dell’operatore A tale che:

AAT T =A"TA=1
Un endomorfismo invertibile ¢ spesso denominato automorfismo.

Proposizione. )
f\l < End (E) <= (A ¢é non singolare)
é invertibile

Dimostrazione. In una base assegnata, indichiamo con A la matrice rappresentativa di A=

Deve essere: o o
AA=AA=1, (5.35)

Dall’algebra delle matrici segue che la (5.35) & vera se e solo se A = A1, [

5.9.1 Esercizi
1. Determinare la matrice rappresentativa dell’operatore omotetia (es. 57)
2. Assegnata 'applicazione:
Q:R*— R
(z,y) — (z =y, 2 +y,2),

mostrare che € Hom (R? R3), determinando poi la sua matrice rappresentativa
relativamente alle basi:

{e1 =(1,0),e, = (0,1)}
{fl - (1,0, O) ,fg — (O, 170) ,f3 — (0,0, 1)}

3. Sia F uno spazio vettoriale su K con dim EF = 3. Si consideri 'operatore lineare
2 : E+—— FE tale che la sua applicazione sulla base {e;} é:

e_1, sei1>1
e, — { 0, sei—1 (5.36)

Determinare: a) il risultato dell’applicazione di €2 su un qualunque vettore di E; b) la
matrice rappresentativa di € nella base {e;}.
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4. Si determini la nullita del seguente operatore lineare:
Q:R? — R?
(z,y) — (22 — 4y, —x + 2y)
5.9.1.1 Soluzioni
1. Abbiamo:

Q:FE+— F
Vi AV

essendo A € K — {0} il rapporto di omotetia. Consideriamo una base di E:

{e;},i=1,2,...,n=dimFE (5.37)

Applichiamo €2 ai vettori di base:

ef=Xe;=Xe;+0-es+..40-¢,
eb=Xex=0-e,+X-e+..+0-¢,

e =X, =0-e,+0-e+..+\ e,

Quindi la matrice rappresentativa di ) é la matrice diagonale:

A0 0 O

3 A
0= 0 0 0

0 0 0 A
Cio si esprime dicendo che Q ¢ diagonale nella base (5.37).
Nel caso speciale A\ = 1, I'operatore omotetia si identifica con l'operatore identita:
1: v +—— v, la cui matrice rappresentativa é la matrice identita di ordine n:
0
1

1 0 0
0 0 0

—>
Il

(5.38)
0O 0 0 1
2. Iniziamo a dimostrare la linearita.

YA\ p€R, Vv = (z,y) € R? Vw = (2/,9) € R*, u= v+ uw = (A + pz’, \y + py/)
Qu= Az + pa’ — Ay — /s Av + pa’ + Ay + py', Ao + pa’)
=AM @—y)+u@ —y) Az+y) +p@@ +y), Az + pa)

= A+ uw = Q € Hom (R2,R3)
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Determiniamo ora il risultato dell’applicazione di €2 sui vettori di base:

Quindi esprimiamo tali vettori nella base {f;}

e’1:1f1+1f2—l—1f3
6é:—1f1+1f2+0f3

da cui la matrice rappresentativa:

3. SiaxckE:

3
X = E xT;e;
i=1

Applichiamo Q:

3
Ox = szQez
i=1

= I9€y + T3€3,

donde:
0 x = (11,29, 23) — X' = (19, 23,0) (5.39)

Per determinare la matrice rappresentativa, esplicitiamo le (5.36):

ef=0e;=0=0-e;,+0-e,+0-e3
e, =0ey;=e;=1-€+0-e+0-e;3

e;=03=e;=0-e;+1-e+0-e;3,

per cui:

Q0 =

o O O

1
0
0

o = O

Si osservi che al risultato (5.39) si perviene attraverso la moltiplicazione righe x colonne
delle matrici rappresentative di € e x rispettivamente:

010 T x2
000 T3 0
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4. Come & noto:
N (2) = dim Ker (Q2)

Determiniamo il kernel dell’operatore:
KerQ:{XE]RQ:Qx:O}
= {(x,y) €R?*: (27 — 4y, —x + 2y) = (0,0)}

Gli elementi di Ker() sono i vettori x = (z,y) le cui componenti sono soluzioni del
sistema di equazioni lineari:

20 —4y =0 (5.41)
—x 42y =0,
equivalente all’equazione lineare omogenea:
x— 2y =0,
per cui il sistema (3.23) ammette co! autosoluzioni:
(z,y) = (2y,y)
Quindi il kernel di  é:
KerQ={(z,y) eR*: 2 =2y, —oo<y< 400}

La nullita:
N(Q)=1

5.10 Autovalori e autovettori di un endomorfismo

5.10.1 Definizioni

Da qui in poi indichiamo con un simbolo del tipo X un endomorfismo di uno spazio vettoriale
e con X la matrice rappresentativa relativamente ad una base assegnata. Cio premesso, sia
A€ End(E):

A:E—s F
veEr—vVv EeFE

In generale il vettore v’ - risultato dell’applicazione dell’operatore A sul vettore v - non é
proporzionale a v. Ci si puo chiedere se esistono vettori che verifichino tale proprieta. Piu
precisamente, sussiste la seguente definizione:

Definizione. Il vettore v € EN\ {0} dicesi autovettore dell’operatore A se esiste uno
scalare A € K tale che: )
Av = v

Lo scalare A si chiama autovalore di A, e diremo che v é un autovettore appartenente (o
associato) all’autovalore \.
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Si osservi che se v é autovettore di A con autovalore \, per ogni o € K\ {0}:
A(av) = aAv = X (av), (5.42)

cioé av & ancora autovettore di A con autovalore \. Sia V [v] il sottospazio vettoriale di F
generato da v:

Viv] = {(av) cE|acK, Av= /\v} (5.43)
Chiamiamo (5.43) sottospazio invariante per I'operatore A.

Osservazione. V [v] contiene il vettore nullo (in quanto sottospazio vettoriale) corrispon-
dente a a = 0.

Assegnato A € K, consideriamo l'insieme:

Ey(\) {v e N0} | Av = )\v} (5.44)

In altri termini consideriamo la totalita dei vettori di E che sono autovettori di A apparte-
nenti al medesimo autovalore .
Proposizione. E (\) = Ey(A\) U {0} ¢ un sottospazio di E.
Dimostrazione. Yv,w € E (\):
Av+w) ASERIE) Ay 1 Aw
=Av+w)= (V+WwW) € E()
Va € K, Vv € E(A), per la (5.42) il vettore (av) € E (A). O

Definizione. Il sottospazio vettoriale £ (\) dicesi autospazio di A associato all’autovalore
A

Teorema 67. Autovettori appartenenti ad autovalori distinti sono linearmente indipendenti.

Dimostrazione. Sia A € End (F) tale che:

Avi, = Nvi, k=1,2,....n (5.45)
Ak 7é A, k’,k’, € {1,2, ,n}
k#£k!

Si osservi che nel caso speciale n = 1, I'asserto ¢ banalmente vero:
AVl = /\1V1

Per definizione di autovettore deve essere vi # 0 e come tale {v;} & linearmente indipendente.
Per dimostrare I'asserto per ogni n, procediamo per induzione:

( la proposizione ¢ vera ) N ( la proposizione ¢ vera ) (5.46)
perr=n-—1 perr=mn

Per dimostrare I'implicazione induttiva (5.46) procediamo per assurdo. La negazione della
tesi é:
la proposizione ¢ falsa
perr=mn ’
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ovVvero:
( il sistema {vy,va,...,v,} )

é linearmente dipendente

Quindi:
I(ay, a9, ...,a,) # (0,0,...,0) | avy + agve + ... + a,v,, = 0 (5.47)

Senza perdita di generalitd supponiamo che:

Applichiamo 'operatore A ad ambo i membri della combinazione lineare (5.47), ricordando
che il sottospazio improprio é invariante rispetto all’azione di un qualunque operatore lineare:

~

A (CL1V1 + agvg + ... + CLnVn) =0

Per la (5.45):
CL1>\1V1 + (12/\2V2 + ...+ an)\nvn =0 (549)

Moltiplichiamo la (5.47) per \,, per poi scrivere il sistema di equazioni:

al)\nvl + (lg/\an + ...+ CLn/\nVn =0
al)\lvl -+ a2)\2v2 + ...+ an)\nvn =0

Sottraendo membro a membro:
ag (M = A)vitas (A —A)ve+ o+ a1 (Ao1 — Ap) v =0
Per la (5.48) e la seconda delle (5.45):
ay (A = An) #0,

cioé il sistema {vy,va,...,v,_1} & linearmente dipendente, che & una negazione dell’ipotesi
(5.46). La negazione della tesi implica la negazione dell’ipotesi, da cui 'asserto. O

5.10.2 Polinomio caratteristico
Sia A € End (E) rappresentato dalla matrice (in una base assegnata):
A=(d}), i,j=1,2,..,n=dimE < +0

Proposizione.
Au = \u < det (A — \1,,) =0,

essendo 1,, la matrice identita di ordine n.
Dimostrazione. L’equazione agli autovalori:
Au = \u

é equivalente alla:
(A—Ai) u=0, (5.50)
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essendo 1 € End (E) I'operatore identita: 1u = u, Yu € E. La (5.50) pud essere esplicitata
attraverso la matrice rappresentativa:

al — A a al u! 0
al  as—-\ ... d? U I (5.51)
ay ay ..o oap—A un 0
essendo u' le componenti di u. La (5.51) ¢ equivalente al sistema lineare omogeneo:
(a1 = A)u' +aju® + ...+ apu" =0 (5.52)
atu' + (a% — )\) w . Faiu" =0
atu' + ayu® + ..+ (a = N u" =0
Come ¢é noto, il sistema (5.52) ammette autosoluzioni se e solo se:
at— X\ a} al
ai a3-X .. ap | _ 0
ay ag ap — A
cioé: i
det (A—A1,) =0
O
Si osservi che det (A — A1,,) ¢ un polinomio di grado n, quindi poniamo per definizione:
pa(N) Y det (A — AL (5.53)

Chiamiamo p4 (A) polinomio caratteristico dell’endomorfismo A.

Esempio 68. Esplicitare il polinomio caratteristico degli operatori Ae B, rappresentati

dalle matrici:
4y ap bii bz b3
A= ( o1 oy ) , B=1 ba1 b bag
bs1 b3y bss
Per 'operatore A:

pa(N) =

ap — A 21
a12 agy — A
= (an - )\) (azl - )\) — Q12021
= A+ (—a1; — ag) A + aa
Per 'operatore B:

bll — A b12 b13
b21 622 — A b23
bSl b32 633 —A

p(\) =

—2% 4\ (D11 + bag + b33) + A (b12bay — by1bog + bi3bsy + bagbsa — b11bs3 — baobss) +
— b13b22b31 + b12basbsy + bi3baibsa — by1bagbse — bi2baibss + b11ba2bss
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Da tali esempio si evince che nel caso n x n:
n
ba ()\) = Z&k (aij) Ak,
k=1

essendo oy, (a;;) funzioni degli elementi di matrice.

KKK

Per quanto detto, gli autovalori di un endomorfismo A sono le radici (in K) del polinomio
caratteristico. Dalla conoscenza di tali radici, risolvendo il sistema lineare (5.52) si ottengono
i corrispondenti autovettori.

Esempio 69. Consideriamo I'endomorfismo A € End (E), dove E ¢ lo spazio vettoriale C2
(sul campo complesso C) rappresentato - nella base canonica - dalla matrice:

a=(y )

Determiniamo autovettori e autovalori di A.
Il polinomio caratteristico é:

1—\ -1
pA(A)_) 2 —1—)\‘

=N+1
Da cio segue che gli autovalori di A sono le radici dell’equazione:
NA4l=0< A\ = —i, Ay =+i

Gli autovettori si ottengono risolvendo il sistema omogeneo:

(1—/\k)u1—u2:O
2u1—(1+/\k)U2:0 ’

1 1
1) = (2) —
= (i) = (00

Si osservi che gli autovettori u® sono definiti a meno di una costante moltiplicativa, poiché
il sistema (5.54) ammette oo! autosoluzioni.

(5.54)

ottenendo:

Kokook

Sia p (z) un polinomio a coefficienti in K:
p(x) = ag+ax + ayx® + ... + ayz” (5.55)

Se A € End (E), essendo E uno spazio vettoriale n-dimensionale sul campo K, eseguiamo
nella (5.55) la sostituzione:
xr— A, ag — apl

ottenendo 'operatore
P (/l) =qaopl + a A+ as A2 + ..+ a, A" (5.56)

Se A ¢ la matrice rappresentativa di A:

P (A) =p(A) = apl, + a1 A+ aA* + ...+ a, A"
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Esempio 70.

p(x) =22 -3+ Tq(x) =2 -5z —2; A= ( :; i)

Risulta:

_ 2 T 12 2 . o 2 . T 4 —6
p(A) =24 —3A+7~12_<27 27), q(A)=A2—54-2 12_(24 _6>

Definizione. Se risulta p (A) = 0, diremo che p (z) ¢ un polinomio annullatore di A.

Teorema (di Cayley-Hamilton) 71. Il polinomio caratteristico di una qualunque matrice
A é un polinomio annullatore di A.

Dimostrazione. Omessa O

5.10.3 Endomorfismi diagonalizzabili
Consideriamo uno spazio vettoriale E' n-dimensionale sul campo K.

Definizione. A € End (E) ¢ diagonalizzabile se esiste una base di E tale che: A = A =
diag (a}, a3, ...,a").

~

Proposizione. A € End (E) & diagonalizzabile se e solo se A ammette n autovettori
linearmente indipendenti.

Dimostrazione. La condizione & necessaria. Per ipotesi:

~

AVi = )\ivia 1= 1, 2, ... n

Il sistema > = {v;} ¢ una base di E, in quanto sistema di ordine massimo. Scriviamo la
matrice rappresentativa dell’operatore A nella base . A tale scopo determiniamo il risultato
dell’applicazione di A sui vettori di X:

Avi=M\vi+0-vo+ .. +0-v,
AVQIO'V1+)\2‘V2+...+O'Vn

Avn:0-V1+O-V2+...+/\n-Vn

Quindi:
A 0 0
Ao 0 X 0
0 0 An

donde l’asserto. La condizione é sufficiente. Per ipotesi A e diagonalizzabile, per cui
esiste una base {e;} di F tale che
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Per definizione di matrice rappresentativa deve essere:

A 1 A 2 A n
Ae; = aje;, Aey = ase,, ..., Ae, = a,e,,
cosicché A ammette n autovettori linearmente indipendenti. O
Kok

Consideriamo I'autospazio E ();) corrispondente all’autovalore \; di A € End (E).
Definizione. Dicesi molteplicita geometrica® di \; Uintero naturale r; = dim F (\;) > 1.

Da cio segue che al medesimo autovalore \; possono corrispondere pitt autovettori linearmente
indipendenti. In simboli:

A — {llz',l, u; 2, .-, ui,n}

L’equazione agli autovalori si scrive:

Aui,l = )\ium

Aui,2 = )\iui,2

Aui,ri = i,
D’altro canto, \; ¢ una radice del polinomio caratteristico p4 (A) e come tale avra una
molteplicita algebrica v; > 1.
Teorema 72. Se \; ¢ autovalore di A € End (E), allora r; < ;.
Dimostrazione. Omessa O

Proposizione. Sia E uno spazio vettoriale finito-dimensionale. A € End (E) dotato di g
autovalori distinti Ai, Ag, ..., A4, € diagonalizzabile se e solo se:

q

E ri=mn,

i=1
essendo n = dim .
Dimostrazione. Omessa L]

Esempio o
Consideriamo gli operatori A, B, C' € End (R3) che nella base canonica {(1,0,0), (0,1,0),(0,0,1)}
sono rappresentati dalle matrici:

2 1 0 1 2 2 100
A=lo0o1 -1 |,B= 1 2 -1 ]|,c=(0 3 0
02 4 11 4 00 3

In alcune teorie fisiche (Meccanica Quantistica) la molteplicitd geometrica ¢ denominata grado di
degenerazione, e il corrispondente autovalore si dice degenere.
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Si diagonalizzino (quando é possibile) i suddetti operatori.
Soluzione.
Polinomio caratteristico di A:

pa(A) =(2=2) (N =51 +6),

le cui radici - autovalori di A - sono:

/\1:2,V1:2
)\2:3,1/2:1

Da cio segue immediatamente che ro =1, r; < 2.

)\1 — Uy = (17070)7
donde:

E()\l):{ozul:ae]R}=>7’1=1

All’autovalore \y:

=3 — uy = (—1,—1,2)

Si conclude che 'operatore A possiede solo due autovettori indipendenti, e come tale non é
diagonalizzabile. Alternativamente, osserviamo che:

2
Zri:2<n:dimE,

i=1

quindi per la proposizione 5.10.3 I'’endomorfismo A non ¢ diagonalizzabile.
Polinomio caratteristico di B:

pr(A)=—MA-1)(A-3)
Quindi:

)\1:1,1/1:1:7”1:1
)\2:3, V2:2:>7”2:2
Gli autovettori:
Al —uy = (2, —1, 1)
=3 —u = (1,0,1), Uz 2 = (1,1,0)
Cio implica:

ro = dim F ()\2) =2

Il sistema {uy,u21,uz2} ¢ una base di R? e in essa la matrice rappresentativa di B é:
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Polinomio caratteristico di C

Quindi:
)\1:1, mn=3=—=>nr <3
Gli autovettori:
Al —rup = (0707 1); U2 = (17070)
Cio implica:

9 = dlmE()Q) =2

Il sistema {uy,u21,uz2} ¢ una base di R? e in essa la matrice rappresentativa di B é:

1
Bdiag = 0
0

S W O
w o O

Polinomio caratteristico di C"

pe (V) = (1- 3’

Quindi 'operatore C possiede 'unico autovalore A\; = 1 la cui molteplicita algebrica é vy = 3.
Gli autovettori sono:

U = (17070% U2 = (0707 1)

Da cio segue che dim E (\y) = 7, = 2, per cui C non ¢ diagonalizzabile.

5.10.4 Esercizi

1. Assegnati gli operatori A,B,C’ € End(C) rappresentati nella base canonica dalle
seguenti matrici:

A:(f ;) B:(g 3) 0:(2 _Oa> 0 eR— {0}

si determinino autovalori e autovettori, diagonalizzando (dove ¢ possibile) il singolo
operatore.
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. Assegnati gli operatori A,E,C’ € End (R?) rappresentati nella base canonica dalle

seguenti matrici:

1 0 -1 1 1 =2 1 2 2
A=11 2 1 ., B=1| -1 2 1 , C = 0o 2 1],

2 2 3 0 1 -1 -1 2 2
si determinino autovalori e autovettori, diagonalizzando (dove é possibile) il singolo
operatore.

Assegnati gli operatori A,B,C’ € End(R?) rappresentati nella base canonica dalle
seguenti matrici:

0 1 0 2 8 —12 3 9 —12
A=(o0o o 1 |,B=| 1 4 4 |,c=1 3 4 |,
1 -3 3 0o 0 1 0 0 1

si determinino autovalori e autovettori, diagonalizzando (dove ¢ possibile) il singolo
operatore.

. Assegnati gli operatori A, B € End(R?) e C' € End(R*) rappresentati nella base

canonica dalle seguenti matrici:

I
Il
O =N
SN =
— =
vy
Il
O N DN
O NN
—_ o O
Il
N = N W
N =W N
N DN DD
|
[a—

si determinino autovalori e autovettori, valutando la possibilita di diagonalizzazione di
singolo operatore.

Assegnati gli operatori A € End (R*), B € End (R®) rappresentati nella base canonica
dalle seguenti matrici:

1 1 1
1 -1 -1
-1 1 -1
-1 -1 1

B=|-10 1 |,

—_ = = =

si determinino autovalori e autovettori, valutando la possibilita di diagonalizzazione di
singolo operatore.

Diagonalizzare I'operatore A€ End (R*) rappresentato nella base canonica dalla ma-
trice:

1 -4 -1 —4

2 0 5 -4

-1 1 -2 3

-1 4 -1 6

A:
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7. Diagonalizzare I'operatore A€ End (R*) rappresentato nella base canonica dalla ma-

10.

trice:

5 6 —-10 7
-5 -4 9 -6
-3 -2 6 -4
-3 -3 7 =5

A:

. Diagonalizzare I'operatore A€ End (R*) rappresentato nella base canonica dalla ma-

trice:
-1 -1 —6 3
1 -2 -3 0
A= -1 1 0 1
-1 -1 -5 3

. Determinare gli autovalori di A~! essendo A € End (E), supponendo noti gli autovalori

A di A e nell’ipotesi A # 0.

Sia A € End (E) con E spazio vettoriale n-dimensionale sul campo K, la cui equazione
agli autovalori é:
Aui:/\iui, 1= 1,2,...,n

Per semplicita consideriamo il caso non degenere: v; = r; = 1. Si consideri il polinomio
su K:

m

f@)=a]] (@)

=1

Determinare: a) l'espressione analitica di f (A), b) det f (A) in funzione degli auto-

valori di A; ¢) autovettori e autovalori di f </1>

5.10.4.1 Soluzioni

1.

Il polinomio caratteristico di A e

pA(A):AQ_ZL)\_]-a

le cui radici sono:

)\1 - 1, )\2 - 3
La molteplicita algebrica di singola radice é:

V1:1,V2:1

In forza del teorema 72 la molteplicita geometrica di singolo autovalore é:

per cui:
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donde la diagonalizzabilita dell’operatore A. Le componenti dell’autovettore apparte-
nente a A; sono le soluzioni (z,y) dell’equazione lineare omogenea:

x4y =0,

quindi:
u; = (]., —].)

In maniera analoga si determinano le componenti dell’autovettore appartenente all’au-
tovalore Ay, ottenendo:
Uy = (1, 1)

Nella base {u;,uy} operatore A & rappresentato dalla matrice:

1 0
Adiag:(o 3)

Il polinomio caratteristico di B eé:

pe(\) =2 -5\ —14

le cui radici sono:

)\1 - —2, )\2 - 7
La molteplicita algebrica di singola radice é:

V1:1,V2:1

In forza del teorema 72 la molteplicita geometrica di singolo autovalore é:

=1 i=12=g¢

per cui:

s}

r; =2 =dimC,

i=1

donde la diagonalizzabilita dell’operatore B. Le componenti dell’autovettore apparte-
nente a A; sono le soluzioni (x,y) dell’equazione lineare omogenea:

or + 4y = 0,
quindi:
u; = (4, —5)

In maniera analoga si determinano le componenti dell’autovettore appartenente all’au-
tovalore Ay, ottenendo:
Uy = (1, 1)
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Nella base {u, us} 'operatore B é rappresentato dalla matrice:

-2 0
Bdmg:< 0 7)

Il polinomio caratteristico di C &
po (\) = A+ ad?,

le cui radici sono:
)\1 = —ia, )\2 =1ia

La molteplicita algebrica di singola radice é:

Vlz].,VQ:l

In forza del teorema 72 la molteplicita geometrica di singolo autovalore é:

per cui:

iri =2 =dim (C,
1=1

donde la diagonalizzabilita dell’operatore C. Le componenti dell’autovettore apparte-
nente a A\; sono le soluzioni (z,y) dell’equazione lineare omogenea:

w4y =0,

quindi:
u; = (1, —Z)

In maniera analoga si determinano le componenti dell’autovettore appartenente all’au-
tovalore Ao, ottenendo:
U9 = (]_, Z)

Nella base {uy, us} 'operatore C e rappresentato dalla matrice:

—ia 0
2. Il polinomio caratteristico di A e
pa(N) = =N +6X* — 11\ +6

le cui radici sono:

M=1,d=2X=3
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La molteplicita algebrica di singola radice é:

vi=1, i=1,23

In forza del teorema 72 la molteplicita geometrica di singolo autovalore é:

=1 1=1,23,
per cui:

q
E Ty = 37
1=1

donde la diagonalizzabilita dell’operatore A.

Gli autovettori sono:

u; = (—1,1,0), up = (=2,1,2) ,uz = (—1,1,2)

Essi compongono una base di R?, pertanto la matrice rappresentativa in tale base é:

Adiag -

o O =
O NN O
w O O

Il polinomio caratteristico di B e:

pp(\) = =\ + 207+ X -2

le cui radici sono:
M=—1LX=1X3=2

La molteplicita algebrica di singola radice é:

vi=1, i=1,23

In forza del teorema 72 la molteplicita geometrica di singolo autovalore é:

ri=1, i=1,2,3,

per cui:
q

Z?”i:?),

=1

donde la diagonalizzabilita dell’operatore B (prop. 5.10.3).

Gli autovettori sono:

111:<].,0,1)7 UQ:(3,2,1),113: (173,1)
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Essi compongono una base di R3, pertanto la matrice rappresentativa in tale base é:

Il polinomio caratteristico di C &
pe(N)=-A-2°A-1)

le cui radici sono:

)\1 - 2, )\2 =1
La molteplicita algebrica di singola radice é:
Vv = 2, Vg = 1
In forza del teorema 72 la molteplicita geometrica di singolo autovalore é:

7"1§2, 7’2:1

Determiniamo gli autovettori.

)\1 — Uy = (2,1,0) = r =1 (557)
Ag —>L12:(—1,—1,1):>T’2:1

Dalle (5.57):

q
E T =2,
=1

donde la non diagonalizzabilita dell’operatore C.

3. Il polinomio caratteristico di Ae:

la cui radice é:

A =1
La molteplicita algebrica:
vy = 3
A1 ammette un solo autovettore:
w = (1,1,1)
Evidentemente:
= 17

per cui A non é diagonalizzabile.
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Il polinomio caratteristico di B é:
pe(A) ==X (>\2 -3+ 2)
le cui radici sono:
M =0,=1X =2
La molteplicita algebrica di singola radice é:

vi=1, i=1,23

In forza del teorema 72 la molteplicita geometrica di singolo autovalore é:

=1, i=1,2,3,

per cui:
q

Z?”i :3,

i=1
donde la diagonalizzabilita dell’operatore B (prop. 5.10.3).
Gli autovettori sono:
u; — (—4, 1, O) , Ug = (-4, O, 1) , Uz = (—2, 1, 0)
Essi compongono una base di R?, pertanto la matrice rappresentativa in tale base é:
0 00
Biiogg=1{ 0 1 0
0 0 2
Il polinomio caratteristico di C &
po(N) =A% (1= \)?
le cui radici sono:
A =0,A=1
La molteplicita algebrica di singola radice é:
V= 2, V9 = 1
In forza del teorema 72 la molteplicita geometrica di singolo autovalore é:
1 < 2, o = 1
Determiniamo gli autovettori.
Al —uy = (—3, 1,0) = r =1 (558)
)\2 — Uy = (—1274,1) =1y =1

Dalle (5.57):
q
ZTZ' = 27
i=1

donde la non diagonalizzabilita dell’operatore C.



5.10 Autovalori e autovettori di un endomorfismo

167

4. 1l polinomio caratteristico di Ae:

pa(A)=(B=A)(A-1)°
le cui radici sono:
)\1 - 1, /\2 - 3,

La molteplicita algebrica di singola radice é:
=2 =3
In forza del teorema 72 la molteplicita geometrica di singolo autovalore é:
r <2, =1
Allautovalore A; corrispondono gli autovettori:
u ;= (—1,0,1), w2 =(-1,1,0)

Cioé la molteplicita geometrica di Ay & rq “ dim E (A1) =2.

All’autovalore \y corrisponde 'autovettore:

Uy = (1, 1, 0)
Abbiamo:

i=1

donde la diagonalizzabilita dell’operatore A. La matrice rappresentativa in tale base
é:

Adiag =

o O =
o = O
w o O

Il polinomio caratteristico di Beé:

pe(N) = =X (A2 =5\ +4)
le cui radici sono:
)\1 :O,)\Q - 1,)\3 :4
La molteplicita algebrica di singola radice é:
Vv = 1, 1= 1,2,3
In forza del teorema 72 la molteplicita geometrica di singolo autovalore é:

ri=1 1=1,23,
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per cui:

LS

ZTZ' = 37

1=1

donde la diagonalizzabilita dell’operatore B (prop. 5.10.3).

Gli autovettori sono:

u = (_17170)> Us = (0,0,1),U3 — (17170)

Essi compongono una base di R?, pertanto la matrice rappresentativa in tale base é:

000
Biiag=1 0 1 0

0 0 4
Il polinomio caratteristico di C &

pe(\) = (A —1)> (A\* = 5A +6)

le cui radici sono:
)\1:1,)\2:2, )\3:3

La molteplicita algebrica di singola radice é:
V1:2,V2:1,1/3:1

In forza del teorema 72 la molteplicita geometrica di singolo autovalore é:
7"1S27 7"2:177“3:1

Determiniamo gli autovettori.

)\1 — {ul,l = (—1,0, 1,0), U2 = (—1, 1,0,0)} — 1 = 2 (559)
Ay —> Uy = (-274,1,2) —ry=1
A3 —r u3 = (0,3, 1,2) —r3=1 (560)

Dalle (5.57):
q
i=1

donde la diagonalizzabilita dell’operatore C.

Il sistema di autovettori:

{11171, uj 2, Ug, 113} )
¢ una base di R?*, e la matrice rappresentativa di C' in tale base é:

00
C(diag -

o O O
o NN O
w o oo

1
0
0
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5. Il polinomio caratteristico di A é:
paN)=A=27A+2)

Quindi gli autovalori:
)\1 = —2, )\2 =2

le cui molteplicita algebriche sono:

V1:1,U2:3

Le molteplicita geometriche:
r=1 r <3

Gli autovettori appartenenti all’autovalore A\; hanno per componenti nella base cano-
nica, le soluzioni del sistema lineare omogeneo:

3x4+y+2+t=0
r+3y—z2—1t=0
r—y+3z2—1t=0
r—y—2+3t=0,

che ammette oo! autosoluzioni. Quindi a meno di una costante moltiplicativa:

w = (-1,1,1,1)

Per I'autovalore A\, occorre risolvere il sistema omogeneo:

—rx+y+z+t=0
r—y—z—1t=0
r—y—z—1t=0

r—y—z—1t=0,

equivalente a:
r—y—z—1t=0

Pertanto esistono oo® autosoluzioni (a+ B+, a,B,7), per ogni a, 3,7 € (—00,+00).
Quindi il pit generale autovettore di A appartenente all’autovalore A\, é:

=a(1,1,0,0) + 3(1,0,1,0) +~(1,0,0,1)

Posto:
Il2,1 = (1, 1,0,0), Ll272 = (1,0, 1,0), LIQ73 = (1,0,0, 1)

risulta che i suddetti vettori compongono una base dell’autospazio E’ (\y):

Au2,i = )\2u2,z’7 1=1,2,3=mry



170 Omomorfismi e isomorfismi
Pertanto all’autovalore A\, corrispondono tre autovettori lineramente indipendenti:
Ay — {112,1, U2 2, 112,3}
Infine
4
dri=1+3=4
i=1
donde la diagonalizzabilita dell’operatore A. La matrice rappresentativa in tale base
ée:
-2 0 0 0
0 200
Adiog =1 g 9 2 0
0 0 0 2
Il polinomio caratteristico di B é:
pe(\) = =A% 407 — 2\ — 4,
le cui radici sono:
M=2 =1—-V3 A\=1+V3
Gli autovettori sono:
u; = (-27 1, O)
3(-14v3) 1-V3
u = ) )
? 1+v3 "1+V3
o (30+V3) 143
3 1+ \/g ) 1— \/gv
Nella base {u;} la matrice rappresentativa di B é:
2 0 0
Bdiag = 01— \/g 0
0 0 1++v3
6. Il polinomio caratteristico é:

pa(X) =det |A — N4
=\ -1"(A-2)

Quindi gli autovalori:
A =1 A=2

le cui molteplicita algebriche sono:

V1:3,V2:1
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Le molteplicita geometriche:
(&1 S 3, To = 1

Gli autovettori appartenenti all’autovalore A\; hanno per componenti nella base cano-
nica, le soluzioni del sistema lineare omogeneo:

1 -4 -1 —4 T T
2 0 5 -4 y | |y
-1 1 -2 3 e
-1 4 -1 6 t t

che ammette oo! autosoluzioni. Quindi a meno di una costante moltiplicativa:
w = (—3,-6,4,5)
Per 'autovalore )\, troviamo:
Uy = (—2, —3, 2, 3)
Si conclude che 'operatore lineare A possiede solo due autovettori indipendenti, per-
tanto non € diagonalizzabile.
7. Il polinomio caratteristico é:
pa(X) =det |A — N4
=A+1)(A-1)
Quindi gli autovalori:
)\1 == —1, )\2 = 1
le cui molteplicita algebriche sono:
V= 1, Vo = 3
Le molteplicita geometriche:
r=1, r <3

Gli autovettori appartenenti all’autovalore A\; hanno per componenti nella base cano-
nica, le soluzioni del sistema lineare omogeneo:

5 6 —-10 7
-5 -4 9 -6
-3 -2 6 —4
-3 -3 7 =5

SRS IS
SRS IS

che ammette oo! autosoluzioni. Quindi a meno di una costante moltiplicativa:

u; = (—3, 07 1, 4)

Per 'autovalore Ay troviamo:
u = (1,2,3,2)

Si conclude che 'operatore lineare A possiede solo due autovettori indipendenti, per-
tanto non ¢ diagonalizzabile.



172 Omomorfismi e isomorfismi
8. Il polinomio caratteristico é:
pa(X) =det |A — N4
= (N -1)
Quindi gli autovalori:
)\1 :0, )\2:—1,>\3:1
le cui molteplicita algebriche sono:
%1 :2,1/221/3: 1,
Le molteplicita geometriche:
T1S2, 7”2:7"3:1
Gli autovettori appartenenti all’autovalore A\; hanno per componenti nella base cano-
nica, le soluzioni del sistema lineare omogeneo:
-1 -1 —6 3 x 0
1 -2 =3 0 y| |10
-1 1 0 1 z |l | 0]’
-1 -1 =5 3 t 0
che ammette oo! autosoluzioni. Quindi a meno di una costante moltiplicativa:
u; = (27 17 07 1)
Per gli autovalori A\, A3 troviamo:
Ug = (3,0, 1, 2) , U3z = (3,0, 1,4)
Si conclude che Poperatore lineare A possiede solo tre autovettori indipendenti, per-
tanto non & diagonalizzabile.
9. Scriviamo ’equazione agli autovalori per gli operatori 121, AL

Au = \u (5.61)
A 'w = Nw
Dalla seconda delle (5.61):
par (N)=det (A" =NI) =0
Da cio segue:
0=det (AA™" = NA) =det (I — N'A) = —\' det [A — o f}
Cioeé:
1

et [4- 00 1] =0 e 00 ] =0 A= L

Si conclude che gli autovalori di A~ sono:

1
N ==
)
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10. L’operatore f (fl) si ottiene dall’espressione f (x) eseguendo la sostituzione x — A,

T; — ZL'ii, ag — aoii
i=1
Dalla (5.62) passiamo alla matrice rappresentativa:

F(A) = £ ) =l ] (421,

e per una nota proprieta dei determinanti:

det [f (A)] = a H det (A — 2,1,)
Cioé: .
det [ (4)) = g T [ (). (5.9

essendo pa (M) il polinomio caratteristico della matrice A: pa (A) = det (4 — A1,,), le
cui radici sono gli autovalori \;, donde:

pa(z;) = H (zi — ) (5.64)

donde:

Per determinare gli autovettori dell’operatore f (fl) si osservi che f (fl) si esprime
come: .
f (A) =Y A, (5.65)
i=1
con ¢; € K. Applichiamo I'operatore A ad ambo i membri della (5.65):

f (fl) u; = zm:cjfljui

J=1

= (im{) u;

J=1

= f(N)w
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L’ultimo passaggio si giustifica osservando che se Au; = \;u;, allora A"u; = \'u;. Si

conclude che f (121) ammette gli stessi autovettori di A, con autovalori f (\;).

Osservazione. Si puo dimostrare che f ();) sono gli autovalori di f <A> nel seguente

modo: si consideri la funzione:

Posto B = f <A), il polinomio caratteristico della matrice B é:
pp () = det (B — ply)
Scriviamo ’equazione agli autovalori per B:
BVz' = iV

Inoltre:

pp (1) = det g (A) =det (f (4) — \) = Hg (\)

=H[f(Aj>—A]:»m=f<Ai>

=1

5.11 Similitudine

5.11.1 Matrici simili

Sia A un endomorfismo diagonalizzabile di uno spazio vettoriale finito-dimensionale (dim E =
n) sul campo K. Supponiamo che in una base assegnata {e;}, A sia rappresentato dalla
matrice:

ai; ai2 ... Qip
a91 A2 ... Q2

A= " (5.66)
Ap1 Ap2 ... QApp

Per ipotesi Ae diagonalizzabile, per cui se {u;} ¢ il suo sistema di autovettori e \; i relativi
autovalori?, nella base {u;} operatore ¢ rappresentato dalla matrice diagonale:

A0 ... 0
Agiag = 0 X ... O (5.67)
000 . A
Proposizione. Le matrici (5.66)-(5.67) sono legate dalla relazione:
Agiag = RT'AR, (5.68)

essendo R la matrice del cambiamento di base {e;} — {v;} (§ 77).

2Per semplicitd stiamo considerando il caso r; =v; = 1,4 =1,...,n.
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Dimostrazione. Omessa O

Kokock

Naturalmente le matrici Ag;qy ¢ A hanno i medesimi autovalori, per cui ci si puo chiedere
se la relazione (5.68) abbia validita generale. La risposta ¢ affermativa ed ¢ espressa dalla
seguente

Definizione. Le matrici A e B sono simili se esiste una matrice C' non singolare tale che:
B=C1AC (5.69)
Proposizione. Due matrici simili hanno gli stessi autovalori.

Dimostrazione. Il polinomio caratteristico di B é:
pp () =det (B — AI) =det (CT"AC — XI), (5.70)
giacché la matrice B ¢ legata alla matrice A dalla (5.69). D’altro canto:

M = MCT'C_ = MO IC=C0""(M)C,
I IC-1=C-11

che sostituita nella (5.70) porge:
pp (A) =det [CTTAC — C71 (M) C]
— det [0 (A= AT) €]
= (det C™") det (A — XI) (det C)
— det (A= T)
=pa(A),

cioé A e B hanno lo stesso polinomio caratteristico, da cui 1’asserto. O
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Capitolo 6

Spazio duale

6.1 Forme lineari

Nel capitolo 5.4 abbiamo definito l'insieme Hom (E, F') (eq. 5.13) che assume la struttura
di spazio vettoriale su K. Riferiamoci in particolare a:

Hom (E,K) ={w: w ¢ un omomorfismo tra £ e K}
Definizione. Un omomorfismo w € Hom (E, K) si dice forma lineare.

Il risultato dell’applicazione di w su un vettore di £ ¢ uno scalare. Scriviamo:

wx) Y (xw), xeE

Esempio 73. Nello spazio vettoriale R™ il prodotto scalare di due vettori a = (ay, as, ..., a,),
b = (b1, by, ..., b,) & definito da:
a-b= Za@bl
i=1

Cio premesso, consideriamo ’applicazione lineare:

wa : R"— R (6.1)
tale che ad ogni x € R" associa il prodotto scalare x - a, essendo a un assegnato vettore di
R"™. Quindi:

(X,wa) =X-a

E facile rendersi conto che I’applicazione (6.1) & una forma lineare.
Poniamo per definizione:

E* Y Hom (E, K)

Introduciamo in E* I'operazione di somma tra forme lineari:

+:E*"xX E"+— E* (6.2)
(Wi, ws) € E* X E* — (w1 +we) € E”
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La (6.2) ¢ cosi definita:

w1 + wa : EF'— K (63)

v EE— (V,w + wo) def ((v,w1) + (V,wq)) € K

Dimostriamo che (wy + wy) € E*:

Va,B € K, Vv,w € E, {(av+ fw,w; + wy) = (av + Bw,wy) + (av + fw, ws)
4 (v,w1) + B (W, wi) +a (v, ws) + (W, ws)
=a(v,w; +ws) + B (W, w1 +ws) = (w1 +ws) € E*

Introduciamo ora l'operazione di prodotto di uno scalare per un elemento di Hom (E, K):

K X EF e B (6.4)
(\w) e K X E*— (\w) € E*

La (6.4) é cosi definita:

A B — K (6.5)

def

veFE— (v, \w) = AN(v,w) e K

Dimostriamo che (\w) € E*:

Va,f € K,Vv,w € E, (av+ fw, \w) = Aav + fw,w)

YN (a (v, w) + B (w,w))
= aX (V,w) + BA (W, w)
= a (v, \w) + B (v, \w) = (\w) € £~

Con lintroduzione delle operazioni (6.2)-(6.4), 'insieme E* assume la struttura di spazio
vettoriale su K. Chiamiamo E* spazio duale dello spazio vettoriale F.

Osservazione. [’elemento neutro in E* é la forma lineare:

~

O:ve E+—0

Cioé:

<V,O>:O, VveFE

L’elemento opposto ad un elemento w € E* ¢ la forma lineare —w tale che:
(v,—w) =—(v,w), YWWeFE

Kok



6.1 Forme lineari 179

Lemma 74. Sia E uno spazio vettoriale su K e {e;} una sua base (i = 1,2,...,n = dim E).
Wby, bo,..sb, € K, Fwe B (ej,w)=0b; (i=1,2,...,n)

Dimostrazione. Esistenza di w Preso ad arbitrio un vettore x € F, siano x; le sue compo-
nenti nella base {e;}. Consideriamo l'applicazione:

w:FEF— K (6.6)

x e FEr— ixzbz

i=1
Cioé

n
= E z;b;
i=1

L’applicazione (6.6) ¢ manifestamente lineare, per cui ¢ una forma lineare. Applichiamo w
al vettori di base:

X =e; = (e;,w Zéwb = bj,
da cui Desistenza di w : (e;,w) = b; per j = 1,2,...,n. Unicita di w Neghiamo la tesi:

Jw,w" € E*: (e;,w) = (ej,w) = b = (e;,w —w') =0

Poniamo:
- def ,
w=w-—w,
donde:
(e;,w) =10
Quindi:

(vXeE <er >:in<ei,d)):0>:>d;:0:>w:w’
=1

]

Remark 75. Da qui in avanti utilizziamo la convenzione (di Einstein) di somma sugli indici
ripetuti due volte. Ad esempio, la sommatoria:

n

Zaibi

i=1
andrebbe scritta omettendo il simbolo di sommatoria:
a;b;

Per una ragione che apparira chiara in seguito, uno dei due indici € scritto in alto, per cui

ogni espressione del tipo:
aibl

Zaibi

%

significa:
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Prendiamo la n-pla:

(b1, b, s b)) = (1,0, ..., 0)

Per il lemma precedente esiste ed ¢ unica la forma lineare §' € E* tale che:
(e,0") = 5
Si ricordi che ¢7 ¢ la delta di Kronecher:

y:{l, sei=j

E 0, altrimenti

Similmente possiamo costruire una forma 62:

(b1, b2, ..., b,) = (0,1,...,0) = 316% € E*: (e;,6%) = 0;

Da cio segue che in corrispondenza delle n-ple:

(1,0,..,0),(0,1,...,0),...,(0,0,..., 1)

esiste ed é unica la n-pla di forme lineari:

{6}, j=1,2,...n

tali che:

(e, 67) = &
Cio premesso, dimostriamo il:
Teorema 76. {6’} ¢ una base dello spazio duale E*.

Dimostrazione. Si tratta di dimostrare che {6’} ¢ un sistema massimo linearmente indipen-
dente. Abbiamo:
)\jOJ - 0

Quindi:
(x,\;6/) =0, Vx € E

Se x é un vettore di base:
0= <e7;, )\j0j> = )‘j <ei, 6‘7> = )\](Si = >\z (67)

La (6.7) implica che il sistema {67} ¢ linearmente indipendente. Dimostriamo che tale sistema
é di ordine massimo. A tale scopo prendiamo ad arbitrio w € E*, quindi occorre far vedere
che {w, Qh} é linearmente dipendente o, cio che é lo stesso:

w=w, w;={e;w) (6.8)

La (6.8) & vera se le forme lineari w e w;6" riproducono i medesimi scalari quando agiscono
sui vettori di base dello spazio vettoriale . Risulta:

<ei7 Wj9j> = Wj <ei, (9]> = U.)jég = W (69)
(ei,w> = W;

da cui la validita della (6.8). O
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Il teorema appena dimostrato garantisce 'esistenza di una base {6’} dello spazio duale E*,

denominata base duale associata alla base {e;} di E. Le grandezze w; sono le componenti
di w € E* nella base {67}.

6.2 Cambiamento di base nello spazio duale.

Riprendiamo le equazioni relative al cambiamento di base {e;} — {e}} (§ ?7):

eg = Zaikek (610)
k=1

n

/

€, = E Bike]m
k=1

che individuano la matrice R = () e la sua inversa R™! = (8;.). Se x & un arbitrario
vettore di E:

n
X = inei nella base {e;}
i=1
n
X = nge; nella base {e.}
i=1
Le componenti z; si trasformano secondo la legge:

T = Z@jﬂ?j (6.11)
j=1

Utilizzando la convenzione di Einstein possiamo ridefinire gli indici degli elementi di matrice
che compaiono nelle equazioni appena scritte:

e, = aley, (6.12)
€, = 5?92,

Con tale notazione, la (6.11) si riscrive:
o' = Bla? (6.13)

La (6.13) esprime la legge di trasformazione dei cosiddetti vettori controvarianti che per
definizione hanno le componenti con gli indici scritti in alto. Inoltre la legge di trasformazione
¢ individuata dall'inversa della matrice R.

Al cambiamento di base {e;} — {e€}} nello spazio vettoriale £, corrisponde nello spazio duale
E* il cambiamento di base {67} — {#"}. Si ricordi che:

(e;,07) = !

(e1,7) =]
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Determiniamo le equazioni di trasformazione che connettono le basi {6}, {6”}. A tale scopo
esprimiamo 6”7 come combinazione lineare delle 0°:

07 = ~¢° (6.14)
Per la (6.9):
75 = <ei7 9/j> )
donde:
07 = (e;,0") ¢’
Per la seconda delle (6.12):

07 = (Be,,07) 0" = BF (e}, 07) 0" = Bis0" = Bl6'

(2

In maniera simile si ottengono le #7 = fJ (9"). Quindi:

07 =3l (6.15)

0 = olf"

Determiniamo la legge di trasformazione delle forme lineari in corrispondenza di un cambia-

mento di base {#°} — {6"*}. Abbiamo:

w = w;0" nella base {9’}
w = wj#" nella base {0"}

Evidentemente:
wif = wif" = wiBH"

Scrivendo ¢° come 6° = 0%5 e sostituendo nell’equazione precedente:

w061 — WipLOF = 0 = (widy, — wiBy) ok =0
Il sistema di vettori {#'} ¢ linearmente indipendente, per cui:

(wp —wiBy) 0" =0 = w, —wiB, =0, perk=1,2,..,n
Cioeé:
Allo stesso modo si giunge a:
Wy, = akw; (6.17)

Le (6.16) o cido che ¢ lo stesso le (6.16) compongono le equazioni di trasformazione che
connetteno le due basi {6}, {¢"'} dello spazio duale E*.
Per chiarezza riscriviamo tutte le equazioni ottenute:
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_ kv i ipn
e, = fBie, 0 =al

Per quanto riguarda i vettori dello spazio E e del suo spazio duale E*:

hio_oaiog L, ak,
" =Bt w = Biw, (6.19)
N W) | 1k
Si noti che le equazioni relative al cambiamento di base {e;} — {e}} esibiscono una forma
per cosi dire, speculare rispetto alle equazioni che connettono le basi {6'}, {6#"}. Piu preci-
samente, i “vettori” di £* hanno componenti scritte in basso, e cio si esprime dicendo che
sono vettori covarianti.
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Capitolo 7

Spazi vettoriali euclidei

7.1 Introduzione

Gli spazi vettoriali euclidei nascono dall’esigenza di introdurre in uno spazio vettoriale nozioni
primitive del tipo distanza tra punti, angolo tra direzioni.

7.2 Prodotto scalare

Nell’esempio 73 abbiamo definito il prodotto scalare tra due vettori di R™:

a-b= zn:albl
=1

Piu in generale, assegnato un qualunque spazio vettoriale £ sul campo reale R, si definisce
prodotto scalare 'applicazione lineare:

- ExE—R
(u,v) e EXE+—u-veR,
che verifica le proprieta seguenti:

1. Commutativita:
u-v=u-v, Vvu,ve F

2. Associativita rispetto alla moltiplicazione di uno scalare per un vettore:
Au-v=u-Av=A(u-v), VAeR, VuvekE
3. Proprieta distributiva rispetto alla somma tra vettori:

u-(v+w)=u-v+u-w, Yu,v,we FE

4. Vvue E, u-v=0=v=0.
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In R™ il prodotto scalare é cosi definito:

X'y = Zl’kyk, (71)
k=1

essendo x = (21, 9, ..., ) € R, v = (y1, Y2, .., Yn) € R™.
Si consideri lo spazio vettoriale C' (a,b) (§ 2), i cui elementi sono le funzioni reali e continue
in [a, b]. Il prodotto scalare tra i “vettori” di C'(a,b) ¢ definito da:

b
f-g:/f<x>g<x>dx (7.2)
Infatti: '
1. , ,
g f=/g(fv)f(fc)dwz/f(w)g(x)dxzf-g
2. , ,
() g:/Af<x>g<x>dx=A/f<x>g<x>dx:Af-g
3.
i <g+h>:/f<x>[g<x>+h<x>]dx=/f<x>g<x>dx+/g<x>h<x>dx
:f.g_|_f.h
4,

VfEC’(a,b),fg:O:g(x)EO
Dimostriamo 'ultima implicazione. Deve essere:

b

VfEC(a,b),/f(x)g(a:)dx:O:>g(:c)EO (7.3)

a

Procediamo per assurdo:

dxg € [a,b] 1 g (zo) #0
Senza perdita di generalita supponiamo che sia g (zg) > 0. La continuita della funzione g (x)
porge:
Als (xo) = (w0 — 0,0+ 0) : x € Is (xg) = g () >0
Quindi:
=0, sex € [a,b — Is(xg)
g(z) >0, sex € Is(xg)



7.2 Prodotto scalare 187

Pertanto:
b )
/ f(2)g () de = / f (@) g (x) de (7.4)
a zo—0

In forza dell’arbitrarieta della funzione f (z), poniamo:

f(x)=0, sexc¢€[a,b]—Is ()
f(x)=]x— (o —0)] [(xg + ) — x|, sex € I5(xo)

Con tale posizione, U'integrale (7.4) diventa:

xo—0 To—0
/ f (2) g (x)dz = / (& — (20— 8)] [(z0 + 8) — ] g (x) dz > 0, (7.5)
To—0 To—0

giacché l'integrando & maggiore di zero. Il risultato (7.5) contraddice l'ipotesi, da cui
Iasserto.

Esempi numerici

Consideriamo lo spazio vettoriale C' (0, 7).

flz) =a; g(x) =sinz
Il prodotto scalare é:

™

f-g= /xsina:da:
0
Integriamo per parti:

K m ™

f.g:/g;sinxdx:/xd(—cosx) = —xcosx]izg+/cosxdx:7r

0 0 0

kKX

Consideriamo lo spazio vettoriale C (0, b) essendo b numero reale positivo preso ad arbitrio.
Siano:

f(x)=ze™™; g(x)=sinx (7.6)

Il prodotto scalare ¢ una funzione di b:

b
(f-9)(b) = [ ze *sinxdx
/

1
=3 [1—e"((1+b)cosb+ bsinb)]

Il prodotto scalare di f e g date dalla (7.6) ha Pandamento riportato in figura 7.1.
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Figura 7.1: Grafico di (f - g) (b).

Osservazione. In R” il prodotto scalare tra due vettori ¢ dato dalla somma dei prodotti
delle componenti omonime dei vettori medesimi [eq. (7.1)]. In C (a,b) il prodotto scalare
tra i “vettori” f,g € C(a,b) & dato dalla (7.2), che ¢ la generalizzazione al continuo della
(7.1). Infatti si passa dalla (7.1) alla (7.2) attraverso la sostituzione Y — [. Quindi gli
elementi di C' (a,b) sono vettori con un numero infinito non numerabile di componenti (in
quanto funzioni della variabile continua z).

7.3 Tensore metrico

Sia F uno spazio vettoriale su K. Presi ad arbitrio u, v € E, consideriamone le componenti
nella base {e;}:

u=u'e;, v=1v'e, (i=12,...,n=dimkFE)

Eseguiamo il prodotto scalare:

u-v= (uiei) . (vkek) = uvPe; - e (7.7)
Poniamo:

de
Gik =) €; - € (7.8)

gi € un “oggetto” a n(n+ 1) /2 componenti, denominato tensore metrico. La ragione
di tale definizione apparira chiara in un prossimo capitolo. Il numero delle componenti é
n(n+1) /2 in forza della simmetria di g;; rispetto alla permutazione degli indici:

Jki = € - €; = €€k = Gik
commutativita del p.s.

Il prodotto scalare (7.7) si scrive:
u-v = gpuvt (7.9)
Per la proprieta 4 del prodotto scalare:
VvueFE, u-v=0=v=0
In termini del tensore metrico:
Yu € E, gikuivk =0= 0" =0

Cioé:

(ga® =0, i=1,2,..,n)=0"=0, k=1,2,..,n (7.10)

La (7.10) ¢ il sistema omogeneo:
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G110+ grov® .+ g =0 (7.11)
9212]1 + 922’112... + ggn'l}n =0

gnlvl + gngv2... + G =0

La nostra richiesta si traduce nell’esistenza della sola soluzione banale (o impropria):

(01,112, ...,v") = (0,0,...,0)

Come ¢ noto, condizione necessaria e sufficiente affinché il sistema (7.11) ammetta la sola
soluzione impropria é che sia diverso da zero il determinante della matrice dei coefficienti:

g1 G122 -~ Gin
gn1 Gn2 - Gnn

Poniamo per definizione:

g1 g12 -~ Gin
g d;f g21 g22 ... Gon — det (ng)
gn1 Gn2 - Gnn
Quindi la (7.12) si riscrive:
g#0 (7.13)

Kokook

L’introduzione del prodotto scalare in uno spazio vettoriale E ci consente di introdurre le
nozioni di ortogonalita, unitarieta e norma di un vettore.

Definizione. Due vettori u, v si dicono ortogonali se u-v = 0.
Osservazione. Il vettore nullo ¢ ortogonale ad ogni vettore di E. Infatti, Vv e E,v-0=0
Definizione. Dicesi quadrato del vettore v, la grandezza:

Vv = ggv'ot (7.14)

Si noti che la (7.14) ¢ una forma quadratica nelle v* i cui coefficienti sono le componenti del
tensore metrico g;i.

Definizione. Un vettore u dicesi vettore unitario o versore se u-u = 1.
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7.4 Spazi vettoriali propriamente euclidei e pseudo-euclidei
Sia E uno spazio vettoriale sul campo K.

Definizione. Lo spazio vettoriale E é propriamente euclideo (o euclideo) se per ogni
v € E la forma quadratica g;;v'v* & definita positiva. Nel caso contrario, lo spazio vettoriale
E dicesi pseudo-euclideo.

La suddetta definizione puo essere formulata in termini di prodotto scalare tra i vettori di
E. Precisamente, abbiamo visto in 7.2 che una delle proprieta del prodotto scalare é:

VvueE,u-v=0=—v=0
In uno spazio vettoriale propriamente euclideo tale proprieta si specializza nella seguente:

>0, sev#0

VVGE’V'V:{ =0, sev=0

7.5 Norma di un vettore

Sia E uno spazio vettoriale propriamente euclideo. Dicesi norma del vettore v € E la
grandezza:

def
IVII'= Vv
Sussiste la seguente

Teorema della media.
Vw,we B, |v-w| < |[v]]-||lwl]|

Dimostrazione. Omessa. O

7.6 Spazi metrici

Uno spazio metrico é un qualunque insieme non vuoto S tale che esiste una funzione reale
d (a,b) definita in S x S che verifica le seguenti proprieta:

1. d(a,b) ¢ non negativa:
d(a,b): S xS+ [0,400)

Inoltre d (a,b) = 0 se e solo se a = b.
2. d(a,b) é simmetrica rispetto alla permutazione delle variabili indipendenti:

d(a,b) =d(b,a), Ya,be S

3. d(a,b) verifica la disuguaglianza triangolare:

d(a,c) <d(a,b)+d(bc), Va,bceS
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Chiamiamo d (a,b) distanza tra gli elementi di S.
Consideriamo il caso speciale S = E spazio vettoriale su K. Una possibile definizione di
distanza é:

d(x,y) =[x -yl (7.15)

E facile rendersi conto che la (7.15) verifica gli assiomi precedenti.

7.7 DBase ortonormale

Definizione. Un sistema > = {w;} coni = 1,2,...,r < n = dim F, dicesi ortonormale se:
W, - W, = 0;, (7.16)

cioe se i suoi vettori sono versori e sono mutuamente ortogonali.

L’ortonormalita di un sistema di vettori implica 'indipendenza lineare dello stesso. Invero,
sussiste la seguente:

Proposizione.
(X = {wy, W, ..., W, } ¢ ortonormale) = (X ¢ linearmente indipendente)
Dimostrazione. Studiamo le soluzioni rispetto a A’ dell’equazione:
Nw; =0 (7.17)

A tale scopo moltiplichiamo scalarmente per wy (k = 1,2,...,n) primo e secondo membro
della (7.17):
Nw; - w,=0-w, =0

Tenendo conto della (7.16):
Ny =0= =0, perk=1,2,...,r
da cui segue che X ¢ linearmente indipendente. O]

Definizione. Per r = n si ha che X é un sistema massimo linearmente indipendente, cioé€ una
base. Si conclude che ogni sistema ortonormale di ordine » = n & una base di E, denominata
base ortonormale

kKK

L’algoritmo che implementa l'ortonormalizzazione di una base generica {&;} ¢ noto come
procedimento di ortonormalizzazione di Gram-Schmidt:

A/

a;
e = ——
IR

essendo:
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a; — e (718)
a - €9

Ay = € — a
al - ap
ag -+ €3 a; - €3

az = €3 — 2 — aj
ag - ag a; -

o ap—1 €y a * €y

a, = €, — an_1 — - aj

Ap—1 " aAp—1 a; -

Esempio 77. Assegnati i vettori di R3:
e = (1,1,1), e = (1,-2,1), &5 = (1,2,3),

provare che {e;} ¢ una base di R?, determinando poi la base ortonormale {e}} attraverso il
procedimento di Gram-Schimidt

Soluzione 78. Studiamo ’equazione vettoriale:
)\161 + )\282 + )\363 = O,
equivalente al sistema lineare omogeneo:

)\1“—)\2‘{’)\3:0
)\1—2/\2+2/\3:O
)\1"‘)\2"‘3)\3:0,

che ammette I'unica soluzione (A1, A2, A3) = (0,0,0), donde {e;} & manifestamente una base
di R®. Per ortonormalizzare {e;}, applichiamo le (7.18) che in questo caso si scrivono:

a; = €
aj * €2
ag = €2 — a;
a; - ap
o az - €3 ap - €3
az = €3 — as — a
ag * Az a; -

da cui:
a = (17 17 1)7 Ay = (17 _27 1); ag = (_1707 1)

La norma di singolo vettore:
laal| = V3, [fazl| = V6, [[as|| = V2.

quindi:

Sl &= Sl
NG

(e}
ik
I
Y

al-
Slegl-

o>
[\]
I
VR

D>
w
I
&l
Sl
uO
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Kokook

Sia {e;} una base ortonormale di uno spazio propriamente euclideo E (n-dimensionale).
Preso ad arbitrio x € E:

x=) mzie; (7.19)
=1

moltiplichiamo scalarmente per e (kK = 1,2,...,n) primo e secondo membro della (7.19):

n
X-€p = E 9C¢5ik,
i=1
da cui:

Ty =X-e, perk=12..n (7.20)

La (7.20) esprime le componenti del vettore x nella base {e;}. Spesso le zj si indicano con
¢ noti come coeflicienti di Fourier del vettore x rispetto alla base {e;}.

7.8 Polinomi ortonormali

Definizione. Dicesi polinomzio trigonometrico di ordine n, la funzione reale di variabile
reale:

o (2) = % + Z lay, cos (kx) + by sin (kx)], ar,bp € R
k=1

Indichiamo con T}, (—7, 7) Uinsieme dei polinomi trigonometrici di ordine n, per z € [—7, 7.
Tale insieme assume la struttura di spazio vettoriale reale, e la (2n + 1)-pla di scalari
(ag, @1, ..., an, by, ..., by) sono le componenti del “vettore” 7, (z) nella base:

{1, cosz,sin z, cos 2z, sin 2z, ..., cos (nx) , sin (nz)} (7.21)
Poniamo:
ep(z)=1 (7.22)
ey (x) = cosw

es(r) =sinx

ea, (z) = cos (nx)

eont1 (z) = sin (nx)
Da cio segue che dim T}, (—m, m) = 2n + 1. Definiamo il prodotto scalare:

™

T+ T = /Tn (z) 7, (2) dz,

—Tr

in forza del quale lo spazio vettoriale T,, (—m, 7) risulta essere propriamente euclideo.
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Inoltre la base (7.21) ¢ ortogonale in forza delle seguenti identita:

/sin (kz) = /cos (kx) =0, Yk e N

-7 -7

/sin (kx)cos (kK'z) =0, Vk, k' € N

—Tr

Cioé:

/ek (x)ew () dx =0, sek #Fk

—T

Tale base non € pero ortonormale, in quanto i suoi vettori non sono unitari

m ™

lev (@) = [en(@)er @) de = [do =2m

—Tr —Tr

™ m

Jeotitn= faien -

—T —T

Un vettore v non unitario ¢ legato al suo versore da:
v
(7.23)

Y=

A%

La (7.23) ci consente di passare dal vettore v al corrispondente vettore normalizzato ¥

Quindi:
R B e (z) 1
“O =@l Vo
R 1
—. k>1

ér (r) = 7

Da cui otteniamo la base ortonormale dello spazio T, (—m, 7).

1

1 1 1
Ccos ¥, — sin x, — cos 2z,
{ V2m \/_ VT VT v

Kokock

1 1
sin 2, . SV cos (nx) , 7 sin (nx)} (7.24)

La nozione di polinomi ortonormali si generalizza nel modo seguente. Consideriamo lo spazio

vettoriale C' (a,b) con prodotto scalare:

f-g=/f(x)g(w)dl’, f,9€C(a,b)
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Sia:

Y= {p1(2),ps(2),....,p0 ()}

diremo che X é ortonormale se:

/bpi (%) pj (x) dz = 6y
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Appendici






Appendice A

Soluzioni degli esercizi proposti

A.1 Calcolo di determinanti del secondo ordine

Quindi:

cloé:

a11011 + a12b21  a11b12 + ajabag
AB = 21011 + a22bor  ag1bia + ageba
fl31b11 + 6l32521 a31b12 + Cl32522

-p—2 —q
A+B-D=| 4—-r —1-s
9—t 9—u

A+B-D=0<«< (p=-2,q=0,r=4,s=-1,t=9,u=09)

Kk x

4 1 2
A+B=| 0 3 2
1 3

-2 —4 6
—2A=\| -10 0 -4

-2 2 =2
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0o 0 =3
A+(B-C)= 9 -1 5
2 1
0O 0 =3
(A+B)-C= 9 -1 5
2 1 1

Tr1 T2 I3

D=\ x4 x5 x4

X7 Tg Tg

ed é tale che:
A+D=B

Cio implica:

1+ZL‘1 2+1’2 —2+I3 3 —1 2
54 x4 Ts 24 xg =14 2 5
1—'—.]]7 —1—|—$8 1+x9 2 0 3
da cui:
1+J]1:3
2+ZC2:—1
—3+£L‘3:2
5+I4:4
2+l’6:5
1+(L’7:2
—1+I8:0
1+l’9:3
Quindi:
2 -3 5
D=\ -1 -1 3
1 1 2
2 =3 5
B-A=1[ -1 -1 3
1 1 2
1 2 -3 3 —1 2
—A-B)=-1|5 0 2 |-[4 2 5
1 -1 1 2 0 3
2 -3 5
= -1 -1 3
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Kokook

P4+ (VP+8) ="+ 5=

2 3

‘1 4‘_24—3-1—5,

2 1 —4t1=5 sin « CF)SO./
-1 2 —cosa Ssin«
a+if y+id | o

y—10 a—if |

‘ sino  sin «

sinf3 cosf3

cosa  sino
sinf3  cosf3

tana -1
1 tanpf

1 lgya
lg,b 1

a+b b+d
at+c c+d

a+b a—2»
a—b a—2>

z—1 1
3 2 +r+1

w  w
—1

=1-lg,blg,a

=sin® a4 cos*a = 1;

= sinacos f — sin f cosa = sin (a — f3)

= cosacos f — sin fsina = cos (a + ()

=tan’a + 1 =sec’a

= 0
(lg, b=lg; a)

':ac—l—bd—ab—cd:a(c—b)+d(b—c)
‘=a2+2ab—|—62—a2—|—2ab—b2:4ab

‘:(33—1)(332—|—33+1>—$3:$3—1—333:—1

=w?+w= |cos 2—7T + 7 sin 2—7T 2+z’sin 2—7T
N N 3 3 3

A.2 Determinanti del terzo ordine

1 1 1
-1 0 1 :(—1)-‘:1 (1)'—(—1).‘_11
-1 -1 0
0 11 1 1 1 1
1 0 1|=-— 10 + 0 1
1 10
a a a 1 1 a
—a a xz|=d|-1 1 z|=
—a —a -1 -1 =z
2 2 a+x
—a -1 z

1 1 a
a’l 0 2 a+=zx
-1 -1 T
1 a

— 52



202 Soluzioni degli esercizi proposti

1 11 1 11 1 11 1 92
123:123:012:'13|:1
1 3 6 01 3 01 3
1 1 1+1 .
—i 1 0 |=@1-i]" L =—(1+9)(1—1)=-2
1—2 1 1 0
1 cos%—i—isin% cos%—i—isin%
cos%—isin% 1 cos%’r—i-isin%”
COS%—iSin% Cos%”—isim%’r 1
_ 1 cos 2% + i sin & —(cosi+isinz> cosf —ising cos & +isin 3¢ N
Cos%”—isim%r 1 3 3 cos%—isin% 1
T .. T cosZ —isinZ 1
+(cos—+zsm—> 33 on - - om
4 4 COs — 1S 7 COS 5 — 18I
=0— _1_@ i_ l_|_1 \/§+%_%_@ + _1_1+i
2 2 2 2 2 2 V2 2 2
1—1 142
- 1- 11— =922
V2 V2
Poniamo:
. 1 1 1
A1 o w? :—w(w3—3w+2)
1 w? w

27,

per w = cos 5~ +1sln 5

A = —3iV3

A.3 Determinanti di ordine qualsiasi

Si tratta di determinare gli zeri della funzione f (x). Lo sviluppo del determinante porge:

f(z) =122 — 1z —8,
donde:

<1i¢§)

N —

fz)=0<=z=

KRk

Per una nota proprietd, il determinante di una matrice diagonale ¢ pari al prodotto degli
elementi della diagonale principale, donde:

det Agigg =1-2-3-...-n=n!
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Kokook

Il calcolo diretto di A (n) (eq. 1.55) porge:

AR2)=-1,AB3)=-1,A@A) =1,A(5)=1,A(6) = -1

Da cio segue che:

essendo k (n) tale che:

/ . .
dispari, n =

dispari, n =
) pari, n =
k(n)= pari, . (A.1)

dispari, n =06

La (A.1) implica che k (n) deve essere del tipo:

k(n) = an® + bn (A.2)
Affinche sia valida la (A.1):
da +2b=1
9a + 3b = 3,

da cui:

Si conclude:

Il calcolo diretto di A (n) (eq. 1.56) porge:

D(2)=2,D(3)=6,D(4) =24, D(5) =120, D(6) =720

Da cio segue:

D(n)=nD(n—-1)
Quindi:

Dn)=nn—-1)(n-2)-..-1=n!
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Kok

Calcoliamo direttamente F' (n) per n = 2,3. La (1.57) é&:

fo(z)=2(x 1) (A.3)
fa(z)=xz(x—1)(x—2)

—~

Quindi:

e}

AAA
N
~— —

SN O
e o DN
WO LW w®w R
|
|
o0

N TN TN TN
w N~ O
S N N
N TN TN TN
= W N~
N N e
P i Rt
N TN TN TN
T i W DN
e N e
Shoh ot ot
NN TN TN
S O i W
S e e

w

24
24 60
60 120

w o O

= 1296

W T VO e

DO
=~

Osserviamo che:

donde:

Inoltre:

Quindi:
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Dalla prima delle (A.3):

fala) =2a —1; fil () = 2; f3' () = f5 (z) =
Quindi:
2 —x 20—1 2
G(r,2)=|2xr—1 2 0|=-8
2 0 0

Eseguiamo il calcolo esplicito per n = 3:

f(2) f@)  f(2) 3! ()

| A@ @) @) ()
CEd= ) e 1@ O@
) V@) £ @) £ ()

Dalla seconda delle (A.3):

(@) =
(x)=0, (r=4,5,..)

Quindi:

z(z—1)(r—2) 322 —6x+2 6(x—1) 6

G (1,3) = 3‘”; @ (i””f)“ 20 (“”6_ 1 g 8 — 1296
6 0 0 0
Si conclude che: 1) G (z,n) =G (n); 2) G(n) = F(n) = (—1)n(n2_1) n!n L,
k%

Risolviamo la (1.58) per alcuni valori di n. Per n = 1 la soluzione é immediata:

1 =«
=0<=r—a=0<=r=u0
1 aj
Per n = 2:
1 z 2
1 ag a2 |=0<= (x—a1)(z—az)(az —ay) =0 <=z =ay,a
1 ay a3
Per n = 3:
1 =z 22 23
1 ay a® a’
1 5 3 |=0<= (r—a1)(zr—as)(ay —ay) (a3 —ay1) =0 <= = = ay, as, as
1 a3 a2 a
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Per ognin € N:

1 T z?2 . ant
1 a @ ay! n—1
1 ay a3 ay ! :0<:>H(x—ak):()(:)x:al,ag,...,an
. .. k=1
- R
*okk
La (1.59) per n = 2 si scrive:
1 1
‘ 1 1o 0=z =
Per n = 3:
1 1 1
1 11—z 1 =0<=zx(r—1)=<=2=0,1
1 1 2—=x
Per n = 4:
1 1 1 1
1 1—=x 1 1 B 9 B B
1 19— 1 =0z (2 -30+4+2)=0<=2=0,1,2
1 1 1 3—-=
Per n = 5:
1 1 1 1 1
1 1—2 1 1 1
1 1 2—z 1 1 |=0<=uz(2®—62"+1lz —6) =0<=12=0,1,2,3
1 1 1 3—-= 1
1 1 1 1 44—z

Si conclude che (1.59) ¢ un’equazione di grado n — 1, le cui soluzioni sono:

Risolviamo la (1.60) per n = 2:

3]
3]

Q2
a1+ as —x

Per n = 2:

2=0,1,2,...,n—2

Kok

=0<=aq(g—2)=0<=zr=n
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aq (05} as
a; a+ay—x as =0<=a1(a1 —7)(ag —7) =0 <= x = aj,a9
aq a9 ao + a3 —
Per n = 3:
aq a9 as Qg
ay a;+as—x as Qy
a1 a9 ao + a3 —x Qay
aq a9 as as + a4 —x

=ay (a1 — ) (ag — x) (a3 — ) = 0 <= = = ay,as, a3

Per n = 4:

aq a9 as ay as

a, a1 +ay—x as ay as

a as as +as —x ay as

aq a9 as as +as —x as

a a9 as as as + a4 —

=ay (a1 — ) (ag — ) (a3 — x) = 0 <= = = ay,a9, a3, a4

Per ogni n:

aq (05} as Qp,

a, ay+as—x as any,

aq a9 as + a3 — T ... any,

aq a9 as veo. Qp_1t+a, —x

n—1

:Hak(ak—x):()(:)x:ak, (k=1,2,..,n—1)
k=1
*ok K

Il determinante (1.61) ¢ nullo, in quanto la terza colonna ¢ combinazione lineare delle prime
due. Infatti:
o +6a+9=C10"+Ch (o + 20+ 1) + Cs (o + 4o+ 4),

da cui:

Ci+Cy+C3=1
0+4+2Cy,+4C3 =6
0+Cy+4C3=9
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Tale sistema lineare é compatibile e determinato:
(Cla 027 03) = (17 67 9)
Quindi:

(k+3)° =k =3(k+1)°+3(k+2), k=a,p,,
da cui 'annullarsi del determinante.

Kokok

La matrice complementare della (1.62) relativa all’elemento 11 ¢é la matrice diagonale di
ordine n — 1:

(05} 0 0

0 a 0
Ap = °

O 0 .. a,

Il complemento algebrico dell’elemento 11 é:

o = (—1)2 My,
essendo:

n

M11 = det A11 = H(lk
k=2

E facile rendersi conto che:

MZ]:OSGZ;AJ’

poiché ogni A;; con ¢ # j ha una riga nulla. Ad esempio:

0 a9 0
Apy = 0 O 0
00 .. a
Inoltre:
a 0 0 0
Ay — 0 a3 O 0 ’
00 0 0 a
quindi:

Si conclude che:
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Qi = 0, se ¢ 7&]
n

Qi = Hak
k=1
ki

Passando alla somma dei complementi algebrici:

n n n
g g Qij = E Qi
i=1 j=1 i=1
n n
=2 ]]a

i=1k=1
ki
= A20G3...Qy + @103...Gp + ... + A1Q3...GQp_1
1 1 1
=a1a2...0p, | —+ —+ ... + —
ai a2 G,

Kokock

E conveniente eseguire il calcolo diretto per n = 3. La matrice (1.63) é:

0 0 aq
A= 0 a9 0
as 0 0
Segue:
ay 0
Auz 02 O‘:O:O&U:O
Alg— 0 O‘:O:OQQZO
as 0
0 (05}
Ay = = —aa3 => o3 = —bybs
as 0
A=Y D20 = ap=0
21 0 0 22
Agy = 0 @ = —a1a3 = apy =0
as 0
0 0
A23: a3 O‘:O:aggzo
0 aq
Asy = = —@102 = Q31 = —A1G3
a9 0
0 aq
A32— 0 =0=a3;,=0
Az = 0 =0= a33=0
3= ay | 33 =
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Sommando:
& 11 1
DD oy =~ (mazag) | -+ -+
A ay az Qa2
=1 j=1
Per ogni n:
Sy = (<1 s (_ N _)
. ap Qa2 an
=1 j=1
k%
Sviluppando (1.64):
0 -1 -1 1 -1 -1
A=al -1 -1 1 |=b 0 -1 1
-1 1 0 -1 1 0
—13 =t
1 0 -1 1 0 -1
=+4¢/ 0 -1 1 |—=d 0 -1 -1
-1 -1 0 -1 -1 -1
—t2 e
=3a—b+2c—d
Koxk
Sviluppando (1.65):
1 2 1 2 11 2 11 2 11
A=—z1 1 2|4yl 1 2|+2z 1 2 1|+41 2 1
11 1 1 11 1 11 11 2
—H e =1 e
=4t—(z+y+2)
*kk
Sviluppando (1.66):
011 1 11 1 1 1 1 11
A=all 0 1|=b1 0 1|+¢0 1 1|-d 011
1 10 1 10 110 1 01
—%o —+ ) =1
=2a—b+c—d

Kokok
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1 2 3 .. n
-1 0 3 .. n
17. | -1 =2 0 n |; é conveniente eseguire il calcolo diretto per alcuni significativi

-1 -2 -3 ... 0
valori dell’intero naturale n:

1 2

p— p— :'
n=2|  ,|=2=2
1 2 3
n=3|-1 0 3|=6=23!
-1 =2 0
1 2 3 4
-1 0 3 4
= M _— —'
n=4: 1 2 0 4 24 =6
-1 -2 -3 0
1 2 3 4 5
-1 0 3 4 5
n=>5 -1 -2 0 4 5 |=120=5!
-1 -2 -3 0 5
-1 -2 -3 —4 0

Si conclude che per ogni n, il determinante vale n!.

18. Anche qui é conveniente calcolare per assegnati n:

_o | e

n=2 1 a + bl - bl
1 aq as

n=3: 1 a + bl a9 = blbg
1 aq ag + bg
1 aq (05} as

—_— 1 a1+ as as bbb
1 aq ao + bQ as 1v2%s
1 ai a9 as + b3

Si conclude che D (n) = [] bk
k=1

19. Esplicitando per i vari n:

1 =
n:2;f2(9€;$1):'1 xl =T — I
1 1 z9
n=3; fs(r;r,22) =| 1 x a9 |=(x—121)(x— x9)

1 1 =«
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Ty T T3
r T9 I3

T T T = (z —21) (x — x2) (v — 3)

n=4; f4 (l‘;ﬁl,xz,x:&) =

—_ = = =

1T T2 T

Si conlude che:

fo (@20, 29, 0y y) = H (x — x)

k=1
20. Esplicitiamo (1.67) per diversi valori di n:
1 2
A(?):‘ | a|=1!
1 2 3
AB)=|1 3 3|=2
1 25
1 2 3 4
1 3 3 4
Al)= 1 2 5 4 =0
1 237
12 3 45
1 3 3 4 5
AG)=|1 25 4 5|=24
1 23 75
12349
Si conclude che A (n) = (n —1)!
21. Esplicitiamo (1.68) per diversi valori di n:
1 2
A(2) = 5 o | =2
1 2 2
AB)=]2 2 2|=-2
2 2 3
1 2 2 2
2 2 2 2
A =1y 9 3 9|77
2 2 2 4
1 2 2 2 2
2 2 2 2 2
ABG)=]2 2 3 2 2|=-12
2 2 2 4 2
2 2 2 25

Si conclude che A (n) = =2 (n — 2)!

22. Risulta:
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1 b
n:1:>¢(bl):‘_1 1_1b1 =1
1 by 0
n:2:>¢(b1,bg): -1 1-b b =1
0 -1 1-b
1 by 0 0
-1 1-b b 0
n=3=00ubbs)=| o _ " 7 |=]
0 0 -1 1-0b

Da cio segue:

Vn e N — {O}, ¢(bl,b2, 7bn) =1

23. Risulta:
a a+h
A(2) = u a ‘—a(2a+h)
a a+h a+2h
ABB)=| —a a 0 = 3a*(a + h)
0 —a a
a a+h a+2h a+3h
| —a a 0 0 53
A4) = 0 —a a 0 = 2a” (2a + 3h)
0 0 —a a
a a+h a+2h a+3h a-+4h
—a a 0 0 0
AB)=] 0 —a a 0 0 | =5a"(a+2h)
0 0 —a a 0
0 0 0 —a a
Da cio segue che:
A (n) = an_lfn
Deve essere:
fo=2a+h

f3=3(a+h):3<a—l—%h)

f5=5(a+2h):5(a+%h>
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cioé:
-1
A (n) =na"* (a—l—n h)
24. Per n = 4:
a —1 0 0
e o —1 _ 3 9
A4) = aw 0 2 | | = @0’ + az” +axw + ay
as 0 0 T
Per ogni n:
A (n) = apx" ' + a2+ .. +as
25. Per n =4:
4 3 2 1
A(4) = _01 _”31 2 8 = 42% + 327 4+ 22 4+ 1
0o 0 -1 =z
Per ogni n:

26. Il determinante (1.72) é:

Q1aq q1Qy ... Q1Q,
k=1 k=1 k=1
T2 T2 T2
Qo aq QoA ... Q2rQ,,
k=1 k=1 k=1
Tn Tn Tn
Ankaq Apply ... OnkQ,,
k=1 k=1 k=1

poiché:
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Per una nota proprieta dei determinanti, la (A.4) puo essere scritta come:

1 1
k k
1101 Q1Qy ... a1Q,
k=1 k=1
T2 T2
k k
Qo1a1 Qoply ... Qora,,
k=1 k=1

Tn Tn

k k

ap1a1 Apply ... Ak,
k=1 k=1

r1 T1
2 E k E k
Q1207 Q1Qy ... a1k,
k=1 k=1
T2 T2
2 E k § k
i (207 QoA ... oA, i
k=1 k=1

Tn Tn

k k

Q20 E OpkQy .. E O,
k=1 k=1

r1 T1
r1 k k
Q1p Ay E Q1Qy ... E A1Q,,
k=1 k=1
) T2
1 k k
i Qor, Ay E QoA ... E aora,,
' k=1 k=1
Tn Tn
1 2 k E k
k=1 k=1
_ r ri -
k k
Qg Q1Qy ... 1A,
k=1 k=1
2 T2
"1 k k
k| Q2K Aoy ... Qopa,,
k=1 k=1
k:1 .o Ry e e
Tn Tn
k k
Ank ApkQy ... ApkQ,,
- kzl k:l -
g g ... Qg
L T2 Tn o o o
_ k_k k 2k 2k .- 2k
= a1Qy...4,
k=1k=1 k=1
Ank Opk ... Ok
1 1 1
Ty T2 T
1 1 1 ~ bk
= a1Qy...Q, Q0. .Oly
k=1k=1 k=1
1 1 1



216 Soluzioni degli esercizi proposti

27. Pern=1,2,3:

n=1= f(r;y)= ' do M = apT1 + a1y1
Y1 1
Qo aq a9
n=2= f(x1,2591,%2) = | = o1 0 | =aox1T2 + a1T2y1 + a2y1y
0 —y2 @
Qo aq (45} as
n =3 = f(x1,72, 391, Y2,¥3) = e ooy
T 0 —p w0

0 0 —ys z3

= QpT1T2T3 + A1 T2T3Y1 + A2T3Y1Y2 + A3Y1Y2Y3

Per tutti gli n:
n

h n
f ($1,$2, <y Ly Y1, Y2, 7yn) = Z%Hyk H x;

h=0 k=1 j=h+1

28. Pern=1,2,3:

fi(z) iol 2 ‘ = aoT
2a0 a; O
fo(xr)=] -2 =« 0 :2(a0x2+2a1)
0 -1 =z
6ag 2a; as as
fs(z) = _03 _:)32 g 8 = 3! (a0x3+a1x2+a2x+ao)
0 0 0 =z

Per tutti gli n:

n
fa(z) = n!Zakx?’_k
k=0
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Figura A.1: Grafico di f, (z) pern=1,2,3,...,7.

29. Esplicitiamo (1.75):

D(1) =2
2 1
DE@)=|] ,|=3
210
DB)=|121|=4
01 2
2100
1 210
DM)=14g 719 1[=?
00 1 2
2100 0
12100
D(B)=01210|=6
001 21
000 1 2
D(n)=n+1

30. Esplicitiamo P'espressione analitica della (1.76) per vari n:

fi(x) =2cosz

| 2cosw 1 _ 9
fo(z) = 1 9 cos 2 =4cosx—1
2cosx 1 0
fa(z) = 1 2cosx 1 = —4cosz + 8cos’ x
0 1 2cosx
Osserviamo che:
deos’y — 1= sin 3
sinx
in4
—4cosx + 8cos® & = s1.n x
sin
Cio implica:
foa) = sin [(n +1)z]
sin x

Il grafico é riportato in figura A.1
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Figura A.2: Grafico di f, (z) pern=1,2,3,...,7.

31. Esplicitiamo Pespressione analitica della (1.77) per vari n:

fi(x) =cosx

CcoS & 1

— — 2. _
fa(x) = 1 9cosa =2cos“z — 1
cos T 1 0
fs(x)y=| 1 2coszx 1 = —3cosx +4cos’x
0 1 2cosx

Osserviamo che:

2cos’x — 1 = cos 2z

—3cosx + 8cos® r = cos 3x

Cio implica:

fn () = cos (nx)

Il grafico é riportato in figura A.2
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