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Esercizio 1 (Tratto da [1]. La soluzione è nostra)

Determinare la rappresentazione naturale della curva

x (t) =
(

et cos t
)

i+
(

et sin t
)

j+ etk, t ∈ (−∞,+∞) (1)

Soluzione

Dobbiamo istituire sulla curva γ un sistema di ascisse curvilinee. Orientando la curva nel
verso delle t crescenti e assumendo come origine degli archi il punto corrispondente a t = 0,
si ha:

s (t) =

∫

t

0

|ẋ (t′)| dt′ (2)

Calcoliamo la derivata

ẋ (t) = et (cos t− sin t) i+ et (sin t+ cos t) j+ etk

Quindi

|ẋ (t)| =
√

e2t (cos t− sin t)2 + e2t (sin t+ cos t)2 + e2t

= et
√

cos2 t− 2 sin t cos t+ sin2 t+ sin2 t+ 2 sin t cos t+ cos2 t+ 1

=
√
3et

Il calcolo dell’integrale (2) è immediato

s (t) =
√
3

∫

t

0

et
′

dt′ =
√
3 et

′

∣

∣

∣

t
′=t

t′=0

=
√
3
(

et − 1
)

,

che verifica le condizioni agli estremi

lim
t→−∞

s (t) = −
√
3, lim

t→+∞

s (t) = +∞

ed è plottata in fig. 1.
A questo punto dobbiamo trovare l’inversa della funzione s (t):

t (s) = ln

(

1 +
s√
3

)

(3)

e quindi esprimere le componenti cartesiane della funzione vettoriale x (t) attraverso la (3).
Otteniamo le funzioni composte:

x (t (s)) =

(

1 +
s√
3

)

cos

[

ln

(

1 +
s√
3

)]

y (t (s)) =

(

1 +
s√
3

)

sin

[

ln

(

1 +
s√
3

)]

z (t (s)) =

(

1 +
s√
3

)
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Figura 1: Esercizio 1. Digramma cartesiano della funzione s (t) (ascissa curvilinea). Per t

variabile da −∞ a +∞., il parametro naturale s varia monotonamente da −
√
3 a +∞.

Finalmente la rappresentazione naturale

x (t (s)) ≡ x (s) =

(

1 +
s√
3

)

cos

[

ln

(

1 +
s√
3

)]

i+

(

1 +
s√
3

)

sin

[

ln

(

1 +
s√
3

)]

j+

+

(

1 +
s√
3

)

k, s ∈
(

−
√
3,+∞

)

La curva è disegnata in fig. 2.
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Figura 2: Esercizio 1.
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