Discontinuita delle derivate

Marcello Colozzo

Sia data la funzione:
fila,b] =R, (1)

dove [a,b] C R.

Teorema 1 Hp.
1. 31 (xg) = (xg — 6,20+ d) C (a,b) | f é derivabile in I (xq) — {zo}.
2. [ & continua in xo € (a,b).
3. La derivata f' é regolare a destra [sinistra] in xq.

Th. La funzione ¢ dotata di derivata destra [sinistra] in xq, € si ha:

fi(xo) = lim f"(z), [ fL(z0) = lim f'(x)]

JL’HIO JL’HIO
In particolare, se f' & convergente in xq, [ € ivi derivabile:
f' (wo) = lim f'(z)
Tr—X0
Se f" ¢ divergente positivamente [negativamente] in xo, f ha ivi derivata infinita:
[ (o) = to0, [f' (x0) = —o0]
Dimostrazione. Preso ad arbitrio z € (xg, ¢ + ), per il teorema di Lagrange si ha:

3 € (an,0) | 2L g )

come illustrato in fig. 1.
Eseguendo nella (2) Poperazione di passaggio al limite per z — z:

po L@ = F ()

ar—wa' €T — T T—T

giacche e £ = £ (x). Ed & chiaro che

lim & (x) = .
l’—h’ES_

onde

lim f'[¢ (z)] = lim f'(z)

a:—>x0+ Z‘—’.Z‘O

Per ipotesi 3lim,_,,+ f' (), per cui la (3) diventa:

zﬂxar T — X J:—>aco+
=" (o)
Allo stesso modo si ragiona per x < .
Se esiste (finito o infinito) il limite
o 10 = F (30)
xﬂxa' r — X

dalla (2):giacche & — xy. Allo stesso modo si ragiona per x € (xg — d, (). =

T—T0
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Figura 1: Applicazione del teorema di Lagrange.

Esempio 2 Consideriamo la funzione:

o ={ iz, o

manifestamente continua in x = 0. La derivata é:

F@) = ——. VYocR- {0}

2/|z]’

Osserviamo che:
1. f(x) é derivabile in R — {0}.
2. f(x) é continua in x = 0.

3. f'(x) é divergente positivamente in x = 0:

1
iy /() = g limg == = o0

Dal momento che sono verificate le ipotesi del teorema 1, seghe che la funzione é dotata di
deriwata in x =0, e si ha:

f(0) =400
Ne concludiamo che la funzione assegnata é derivabile in R — {0} ed ha derivata infinita in
= 0.
Esempio 3 Consideriamo la funzione:
2?sind, sex #0
R i e )

continua in x = 0, giacche

. 1
lim z%sin— =0
x—0 x



La deriwvata é: .
1 (z) = 2zsin — — cos —,
x x

che ¢ non regolare in x = 0, onde non possiamo applicare il teorema 1. Proviamo a calcolare la
derwata di f in x = 0 attraverso la sua definizione:

Ne consegue che la funzione (5) é derivabile in © = 0, ma la derivata f' (x) ha una discontinuita di
seconda specie in tale punto. Scriviamo, dunque:

inl 1
f,(x):{szmI cos, sex#0

0, sex=0

Conclusione 4 Se xq ¢ un punto di continuita che sia di accumulazione per l'insieme di derivabilita
di una funzione f(x), se f'(x) non é definita in xo, possiamo scrivere:

f'(wo) = lim (),

T—T0

se e solo se f'(x) é regolare in xy. Nel caso contrario, per stabilire l'esistenza della derivata di f (z)
mn xg, € necessario applicare la definizione di derivata, cioé verificare ’esistenza del limite:

i @)= £ (@)

T—Io r — 2o
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