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Esercizi sulle equazioni goniometriche
Esercizio 1. Risolvere:
sinz —sinz = 0 (1)

Svolgimento.

sinx —sing = 0 <= sinx (sinx — 1) =0 <= sinz = 0, sinz = 1,

le cui soluzioni sono:

xr =k, x:g—i—km

Esercizio 2. Risolvere:
sin?x — 2sinz = 0 (2)

Svolgimento.

2y —2sing =0 <= sinz (sinz — 2) =0 <= sinz =0,

sin
giacché sinz — 2 # 0, Vx € R. Quindi le soluzioni sono x = k.

Esercizio 3. Risolvere:
2sin’z —sinz = 0 (3)

Svolgimento.
2sin’x — sing = 0 <= sinz (2sinr — 1) = 0 <= sinz = 0, sinz = 5

La prima é risolta da x = k7. La seconda da x = § + 2km, z = %7? + 2km. Ne concludiamo
che le soluzioni dell’equazione assegnata sono:

5
= km, x:%+2k7r, z=om+2km, Vk €L

Esercizio 4. Risolvere:
2cos’z —V3cosz =0 (4)

Svolgimento.

3
2cos’x — V3cosz = 0 < cosx <200$3:— \/§> =0<=cosx =0, cosx = £

La prima ¢ risolta da x = 7 + km, mentre la seconda da z = § + 2km, z = %7‘(‘—}-2]{371'. Queste
ultime possono essere inglobate nell'unica formula z = +% + 2kw. Ne concludiamo che le
soluzioni dell’equazione assegnata sono:

11
x:g—i—kw, x:%—f—le, x:€7r—|—2k;7r
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Esercizio 5. Risolvere:

2cos’z 4 cosz =0 (5)
Svolgimento.
9 1
2cos”x +cosx =0 <= cosz (2cosz+ 1) =0<«= cosz =0, cosz = —3
La prima ¢ risolta da x = § + km. Per risolvere la seconda tracciamo la circonferenza
goniometrica (fig. 1), da cui vediamo che nell’intervallo [0, 27] risulta cosz = —3 per z = 2
4

e x = ;7. Trattandosi di una funzione periodica di periodo 27:

3

2 4
x:§7r+2k7r, x:§7r+2k7r

Osserviamo, tuttavia, che ’arco %7‘(‘ puo essere scritto come — 27, onde le formule precedenti

3
sono inglobate nell'unica formula:
2
r = :|:§7T + 2km
n
2n z
-1 é‘-‘

N
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Figura 1: Nell’intervallo [0,27] é cosz = —3 per x =

4
3 7rex—37r.

2
3

Ne concludiamo che le soluzioni della (5) sono:

2
x:g—i—lm, ZL‘I:|Z§7T+2]€7T

Esercizio 6. Risolvere:
tan’z — tanz = 0 (6)



Svolgimento. Mettendo in evidenza tan x:

tanx =0

tanz (tanx — 1) = 0 < { tana — 1

La prima ¢ risolta da x = km, mentre la seconda da x = 7 + km. Ne concludiamo che le
soluzioni dell’equazione assegnata sono tutti e soli i numeri reali:

r = km, xz%—l—lm, Vk e Z

Esercizio 7. Risolvere:
cot? x4+ cot x = 0 (7)

Svolgimento. Mettendo in evidenza cot x:

cotx (cotz +1) =0 <= { cotar =10
cotx = —1
La prima ¢ risolta da z = 7 + k7, mentre la seconda da z = —% + k7. Ne concludiamo che

le soluzioni dell’equazione assegnata sono tutti e soli i numeri reali:

x:g-l—k‘ﬁ, x:—g—I—k‘w, Vk € Z

Esercizio 8. Risolvere:
V3tan?z + tanz = 0 (8)

Svolgimento. Mettendo in evidenza tan x

tanx =0
tanx(ﬁtamx—i—l) =0<«= V3
tanx = —-5°
La prima ¢ risolta da z = km, mentre la seconda da z = —% + k7. Ne concludiamo che le

soluzioni dell’equazione assegnata sono tutti e soli i numeri reali:
T
x =k, x:—6+k7r, Vk € Z

Esercizio 9. Risolvere:
sinr —1=0 (9)
Svolgimento.
sinxz:l:1<:>x:g+k7r

Esercizio 10. Risolvere:
cos’z—1=0 (10)

Svolgimento.
coser = +1 <<= x =knm

Esercizio 11. Risolvere:
4cos’r —3 =0 (11)

Svolgimento. Risolvendo rispetto a cosz:

V3

— 42
COS T 5

[

3

T

5 5, per cui le soluzioni sono:

Sappiamo che cos

5
x:%—}-k‘ﬂ', :pzéﬂ'—i—kﬂr



Esercizio 12. Risolvere:
4sinx—1=0

Svolgimento. Risolvendo rispetto a sin x:

sine = +—
2
Sappiamo che sin § = %, per cui le soluzioni in [0, 27| sono:
T 5) 7 11
rT=—, r=-T, r=-T, T=—T,
6 6 6 6

come possiamo vedere dalla circonferenza goniometrica tracciata in fig.2.

51 T
6
n 11r

Figura 2: Nell’intervallo [0, 27] é sinz = i% perr =g, T= %7‘(‘, x =

Le soluzioni in R sono:

5
x:%—l—lm, x:67r+k7r, Vk € Z

(12)

Alternativamente, possiamo determinare le soluzioni in [—m, 7], anziché in [0,27]. A tale

scopo, tracciamo nuovamente la circonferenza goniometrica in .3, ottenendo:

x:iz, x:i§7r
6 6

Da cio segue che le soluzioni in R sono:

:L‘::t%—l—/{?ﬂ, xz:l:%r—klﬁr, Vk € Z

La seconda é contenuta nella prima; infatti:

5
—7T+k7r:—z+7r+k7r:—z+(k+1)7r

6 6 6
)
—677+k7r:%—7r+km:%+(k—l)ﬁ

(13)
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{67T—|—k'7T 6+kﬂ- ’ k‘,:k‘l_l, k;”:k:_]w VkGZ

—2r+kr =%+ k'm

Di conseguenza le soluzioni sono:

xz:l:%+k7r, Vk e Z

n
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6
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Figura 3: Nell'intervallo [—7, 7] é sinz = i% per v ==£%, r= j:%w.

Si noti che le (13) possono essere ricavate dal grafico di fig.4.

Esercizio 13. Risolvere:
2sin*zr —1=0 (14)

Svolgimento. Risolvendo rispetto a sin x:

1
sinex = +——
V2
Sappiamo che sin § = %, per cui le soluzioni in [0, 27| sono:
3 5 7
xzz,x:—w,x:—w,x:—w (15)
4 4 4 4

Per trovare le soluzioni in R osserviamo che le (15) sono “intervallate” di 7/2, quindi:
T T
=—+4+k=—, VkeZ
AT

Esercizio 14. Risolvere:
tan’z —1 =10 (16)



|
|
S
|
AN = — — — —
w
N

—1F

Figura 4: Nell'intervallo [—m, 7] ¢ sinz = £5 per x = +%, «
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Svolgimento. Risolvendo rispetto a tan x:
tanx = £1

da cui: - -
=—+ k- VkcZ
r=g Tty

Esercizio 15. Risolvere:
cot?z —3=0 (17)

Svolgimento. Risolvendo rispetto a cot z:
cotz = +v/3
Sappiamo che cot § = /3, per cui le soluzioni in [0, 7] sono:
T

x:ig—I—lm, Vk e Z
Esercizio 16. Risolvere:

2sin*z + 3sinz +1 =0 (18)
Svolgimento. Risolvendo rispetto a sin x:

1

sing = ——, sinx = —1
27

In [0, 27| la prima é risolta da x = %7‘(‘, x = %77. InRdaxz= %7? +km, v = %7? + 2k7. Le
soluzioni della seconda sono x = %7‘(‘ + 2km. Ne concludiamo che le soluzioni dell’equazione

assegnata sono tutti e soli i numeri reali:

7 11 3
xzéﬁ—i—knr, szW—I—QkW, x:§7r—|—2k7r

Esercizio 17. Risolvere:

25in2x—<\/§+2>sinx+\/§:O (19)



Svolgimento. Eseguendo il cambio di variabile y = sinx
2y* — (\/§+2>y+\/§:O,

le cui radici sono:
_V3+2+VA

Y12 1

essendo A il discriminante:
A=3+4V3+4-8V3
=7-—4V3
— 41343
2
= 22— 43+ (V3)
2
o).
per cui:

24+4v3+(2—-V3
Y12 = - 4( )—{

ot

Ripristinando la variabile x:

sinx = , sinz =1

| S

Abbiamo:

3 2
sinx:7<:>x:g+2k7r, x:§7r+2k7r
sinx:1<:>x:g+2k7r

Ne concludiamo che le soluzioni dell’equazione assegnata sono tutti e soli i numeri reali:

2
x:%—i—le, ©= o7+ 2k, x:g+2k7r, Vk € Z

Esercizio 18. Risolvere:
QSinzx—<\/§—2>sinx—\/§:O (20)
Svolgimento. Eseguendo il cambio di variabile y = sinx

2y2—(\/§—2>y—\/§zo,

le cui radici sono:
V3-2xVA

Y1,2 1

essendo A il discriminante:
A=3—-4V3+4+8/3

=7+4V3
=4+3+4V3

:22+2-2\/§+(x/§)2
= (2+\/§)2,



per cui:

Y12 =

V3-24+(V3+2)
O

S L

Ripristinando la variabile x:
: : V3
sinex = —1, sinx=—

Abbiamo:

3
sinx:—1<:>x:§7r+2k7r

3 2
sinxz%(z)xz%—k?lmr, ZL‘:§7T+2]{37T

Ne concludiamo che le soluzioni dell’equazione assegnata sono tutti e soli i numeri reali:

2 3
xz%—i—?l{m, ZL‘:§7T+2/{I7T, x:§7r—|—2k:7r, Vk € Z

Esercizio 19. Risolvere:
2c052x—<\/§—2>cosx—\/§:() (21)
Svolgimento. Eseguendo il cambio di variabile y = cosx
22 — (\/§—2>y—\/§:O,

le cui radici sono:

-1
Y12=93 3
2
Ripristinando la variabile x:
V3
cosr = —1, cosr = —

Abbiamo:
cosr=—1<=a=02k+1)7
3
(:OSJU:£ <:>x::|:E+2]€7T
2 6
Ne concludiamo che le soluzioni dell’equazione assegnata sono tutti e soli i numeri reali:
r=(2k+1)m, x:i%—i—Zlm, Vk € Z

Esercizio 20. Risolvere:
2cos’r —3cosw + 1 =0 (22)

Svolgimento. Eseguendo il cambio di variabile y = cosx
2y — 3y +1=0,

le cui radici sono:

Y12 =

Si\/9—8_3i1_{
4 4

==

Ripristinando la variabile x:

1
cosr = —, cosx =1
27



Abbiamo:
1 T
cosSxr = — <= v =+— + 2kn
2 3
cosx =1 <= x = 2km
Ne concludiamo che le soluzioni dell’equazione assegnata sono tutti e soli i numeri reali:
s
$=i§+2kﬂ, x=2kn, VkeZ

Esercizio 21. Risolvere:
2cos’x +cosz—1=0 (23)

Svolgimento. Eseguendo il cambio di variabile y = cosx
2y* +y—1=0,

le cui radici sono:

_—1i\/1+—8_—1i3_{ —1

Y1,2 1 1

1
2
Ripristinando la variabile x:

1
cosx =—1, cosz = —
2
Abbiamo:
cosr=—1l<=ax=02k+1)7
1
COST = — <:)x::|:1—1—2k:7r
2 3
Ne concludiamo che le soluzioni dell’equazione assegnata sono tutti e soli i numeri reali:
x:ig—l—%ﬁ, v=Qk+1)r, YkeZ
Esercizio 22. Risolvere:
20082x+<\/§—|—2)cosx—|—\/§:0 (24)
Svolgimento. Eseguendo il cambio di variabile y = cosx
2y* + <\/§+2)y+\/§:(),
le cui radici sono:

- (V3+2) VA
4 Y

Y12 =

essendo A il discriminante:
A= <\/§+2>2—8\/§:3+4\/§+4—8\/§
= (ﬁ)z — 434+ 2°
= (v3- 2)2 ,

per cui:

~(V3+2)+ (V3-2) 3
Y12 = 1 —{ 2

-1 -1



Ripristinando la variabile x:

cosx =———, cosxt = —1
2
Abbiamo:
3 5
COST = ——- == igw—l—Ql{m
cosr=—1l<=x=02k+1)7
Ne concludiamo che le soluzioni dell’equazione assegnata sono tutti e soli i numeri reali:
)
x:iéﬁ—l—le, r=02k+1)m, VkeZ
Esercizio 23. Risolvere:
20052x—<2—\/§>cosx—\/§:0 (25)
Svolgimento. Eseguendo il cambio di variabile y = cosx
2y° — (2—\/§>y—\/§=0,
le cui radici sono:

2 - V3+ VA

Y12 = 1

essendo A il discriminante:
A= (2—\/5)2+8\/§:22—4\/§+ (\/§)Q+8\/§
=22 +4V3 + (\/§>2
= <2 + \/§>2 :

per cui:

- (VB+2) £ (24+VB)
Y12 = 1 —{ 1

Ripristinando la variabile x:

3
cosr = ———, cosx =1
2
Abbiamo:
5
COSL = —— <<= ¢ = +—71+ 2k7
2 6
cosy = —1 <<= ¢ = 2kn

Ne concludiamo che le soluzioni dell’equazione assegnata sono tutti e soli i numeri reali:
5
x:igﬂ+2k7r, x=2kmw, VkeZ

Esercizio 24. Risolvere:
2tan’z — 4v/3tanz + 3 = 0 (26)

10



Svolgimento. Eseguendo il cambio di variabile y = tanz
3y® — 4V3y +3 =0,

le cui radici sono:

2V3+1/12-9 /3
3

Y12 = 3

el

(Qil):{

Ripristinando la variabile x:

Abbiamo:

t 3<:> 7TJrk:
anxy = —— xr = — T
3 6

tanx:@@x:g—i—lm

Ne concludiamo che le soluzioni dell’equazione assegnata sono tutti e soli i numeri reali:

x:%+2k7r, x:g—i—lm, Vk e Z

Esercizio 25. Risolvere:
2c052x—(2—\/§>cosx—\/§:() (27)

Svolgimento. Eseguendo il cambio di variabile y = cosx
2y° — (2—\/§>y—\/§=0,

le cui radici sono:

2 —vV3+VA

Y12 = 1

essendo A il discriminante:
A= <2—\/§>2+8\/§=22—4\/§+ <\/§>2+8\/§
=22 4 43 + (\/§>2
= <2 + \/§>2 :

per cui:

- (VB42)£(2+V3) [ -
Y12 = 1 —{ 1

Ripristinando la variabile x:
V3

COST = —5 cosr =1
Abbiamo:
3 5
COST = ——- == igw—l—Ql{m
cosr = —1 <=z =2km

Ne concludiamo che le soluzioni dell’equazione assegnata sono tutti e soli i numeri reali:

x::t%ﬂ'-f-Qkiﬂ', x=2knw, VkeZ

11



Esercizio 26. Risolvere:
3cot?z —2v/3cotz —3 =0 (28)

Svolgimento. Eseguendo il cambio di variabile y = cot x
3y? — 23y —3 =0,
le cui radici sono:

Y12 =

VB2V [ -8
3 B 37
Ripristinando la variabile x:
3
cotx = —%, cotz =3

Abbiamo:

t ’ — - +k
cotr = —— r=—= T
3 3
T
cotx:\/§<:>x:€+k7r
Ne concludiamo che le soluzioni dell’equazione assegnata sono tutti e soli i numeri reali:

x:—%—i—kw, IL‘:%-‘rkﬂ', Vk € Z

Esercizio 27. Risolvere:
cot2x—<1+\/§)cotx+\/§:O (29)
Svolgimento. Eseguendo il cambio di variabile y = cot x

y2—<1+\/§)y+\/§:O,

le cui radici sono:
1+vV3+VA

Y12 = 5

dove A ¢ il discriminante:
2

A:<1+\/§>2—4\/§:1+2\/§+<\/§> _ 43
:1—2\/§+(\/§>2
-

per cui:

1+ VBE(1-V3) (V3
Y12 = 5 —{ 1

Ripristinando la variabile x:
cotx = \/g, cotx =1

Abbiamo:
cotx:\/§<:>x:%+k7r
cotx:1<:>x:%+k7r

Ne concludiamo che le soluzioni dell’equazione assegnata sono tutti e soli i numeri reali:

x:%—i—knr, x:g—i—kw, Vk € Z

12



Esercizio 28. Risolvere:
tan® 2 — <\/§—1> tanz — V3 =0 (30)
Svolgimento. Eseguendo il cambio di variabile y = tanx
- (V3-1)y-vi=o,
le cui radici sono:

V3—1+VA

Y12 = 5

dove A ¢ il discriminante:
A= <\/§—1)2+4\/§: (\/5)2—2\/§+1+4\/§
= <\/§>2+2\/§+1
= <\/§+ 1)2,

per cui:

Y12 =

V3-1+(V3+1) [ -1
2 _{\/§

Ripristinando la variabile x:

tanx:—1<:>x:—g+k7r

T
tanx:\/§<:>x:§+k7r
Ne concludiamo che le soluzioni dell’equazione assegnata sono tutti e soli i numeri reali:

xz—%—i—kw, x:%+k7r, Vk € Z
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