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Sommario

Dimostriamo che la curvatura della curva di Koch si esprime attraverso il pettine di Dirac.
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1 LA FUNZIONE DELTA DI DIRAC

1 La funzione delta dit Dirac

La funzione § (x) di Dirac ¢ una funzione impropria, in quanto la sua espressione analitica ¢ formal-
mente data da: ,
0, perx=#0
5(x)—{ +00, per x =0 (1)

Non esiste alcuna funzione f : X — R con X C R, tale da verificare la (1); da qui la denominazione di
“funzione impropria”, ed ¢ compito della teoria delle distribuzioni [1] conferire un significato preciso
alla (1). Ci limitiamo a darne una giustificazione inuitiva. Precisamente, assegnato a > 0 si consideri

la funzione: ¢ ( )
0, perz ¢ (—a,a
fa(z) = { 5, per x € [—a,a] ’ 2)

il cui grafico e riportato in fig. 1.
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Figura 1: Grafico della funzione (2)

Intuitivamente, la (1) & riprodotta dalla seguente operazione di passaggio al limite:

lim fo(2),
per cui poniamo:
5(x) = T 1, (2) )
Una definizione molto utilizzata nelle applicazioni e:
5(a) = 6 () (@)
dx ’
dove 0 (z) & la funzione di Heaviside:
] 1, perz>0
(9(:1:)—{0’ per z < 0 (5)

Dalla (2):
+oo
/fa () =1, Va e (0,400)
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Da cio segue la notevole proprieta della 6 (z):

705 (x) = 1 (6)

Un’altra proprieta notevole e:
—+00
[r@s@ =10, e ® 7)

Le (6)-(7) si generalizzano a una delta di Dirac centrata in zq # 0:

/ax_% t/f 5 (@ — z0) = f (20)

1.1 Applicazione all’elettrostatica

Sia data una distribuzione di N + 1 cariche puntiformi g, localizzate in N + 1 punti di un segmento
rappresentato dall’intervallo [a, b] dell’asse reale. Se zj ¢ I'ascissa di ¢, senza perdita di generalita
supponiamo che sia:

a=20<T1 <T9<..<xTN=0D (8)

Come ¢ noto, la (8) ¢ una decomposizione D ([a,b]) di norma A = max (x5 — xx) dell'intervallo
chiuso e limitato [a, b]. Precisamente, detto intervallo si decompone in N intervalli [xy, zx41]:

N-1

[a’vb] = U [mk’wk+1] (9)

k=0

La carica elettrica totale della distribuzione {qq, ¢1, ..., qn} &

N
Q= E dk
k=0
Cio premesso, sussiste la seguente proposizione:

Proposizione 1 La distribuzione di cariche puntiformi {qo,qi,...,qn} ha una densita deltiforme,
cioe:

0= b (o — ) (10

Dimostrazione. La carica totale di una distribuzione continua di carica elettrica localizzata in [a, b

con densita lineare p () &
b
Q= [p(@)as (11)

Dal momento che p (x) = 0 per x ¢ (a,b), si ha che 'equazione precedente puo essere scritta come:

@:/mmw (12)
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D’altra parte:

cioe la carica totale della distribuzione discreta {qo, q1,...,qn}. ®

Osservazione 2 Dalla (3) vediamo che la delta di Dirac ha le dimensioni dell’inverso di una
lunghezza. Pertanto, la (10) ha le giuste dimensioni (carica elettrica per unita di lunghezza).

1.2 Densita del numero di punti. Il pettine di Dirac

Se nella (10) ci svincoliamo dalle cariche elettriche, nel senso che formalmente poniamo ¢, = 1
(adimensionale), otteniamo:

px () = 0 (x — ) (13)
k=0

La funzione impropria (13) & denominata pettine di Dirac di ordine N e, per quanto precede, ¢ la
densita del numero di punti della decomposizione D ([a, b]). Infatti, dall’osservazione (2) segue che
pn (x) € il numero di punti della decomposizione contenuti in un segmento di lunghezza unitaria.
Piu precisamente:

+oo N T
[ox@=3 [da-myde=N+1
—00 k=0"

J/

v~

1

cioe il numero di punti di D ([a,b]). Senza perdita di generalita, consideriamo una decomposizione
di norma costante A = 22, cosicche zj, = £ (b — a). Quindi:

o (z) = éé (- #"57) (14

Integrando primo e secondo membro da —oo a +oc:

N
tooY 0 (= ki)
k=0

N +1

1=

dx (15)

Per N — +00, i.e. applicando 'operatore limy_. ;1 a primo e secondo membro della (15) si ottiene:

N
+0026 (l’ - k?b_Ta)
k=0

li 1= 1 d
Cioe:
N
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Per il teorema della media

Stk
lim £ _ ! /5(x—§)d§ (16)

N—+o0 N+1 b—a

a

too b
/dx/dfd(a:—f):b—a,

J[sa-9=1-0

essendo A = {(z,£) € R? | —0co < z < +00, a < ¢ < b}. Invertendo l'ordine di integrazione:

Quindi:

che puo essere scritta come:

b

/dfywdxé(x—f) —b—a

a
—_————
=1

b

Cioe l'identita b — a = b — a. Calcoliamo l'integrale / d (x — &) d€ che compare a secondo membro

a

della (16). Eseguendo il cambio di variabile y = x — &:

Riassumendo: il pettine di Dirac di ordine N

py (z) = é(s (:13 - kb]_va)

¢ la densita del numero di punti della decomposizione D ([a,b]). La py (x) verifica le relazioni
(equivalenti) che esprimono il passaggio al continuo:

r=1

) =) 0r=t) f y oxle),

Nt N+ 1 b—a N N+ 1

—00

1.3 La curva di Kock

Come e noto, la curva di Kock € una curva frattale ottenuta per ricorsione. Intuitivamente, tale
processo ricorsivo genera una curva infinitamente spigolosa. Cio suggerisce la seguente definizione:

Definizione 3 Una curva di Kock generalizzata ¢ il grafico I'y di una funzione f : [a,b] — R
tale che la derivata prima [’ (z) ha una discontinuita di prima specie in x, ¥ € |a,b|. In altri termini,
ogni punto di I'y € punto angoloso.
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Possiamo allora congetturare che una curva di Kock generalizzata sia una curva integrale dell’e-
quazione differenziale del secondo ordine di forma normale:

v = fim v (), (17)

Ma il termine a secondo membro e manifestamente divergente, per cui riscriviamo:
"o
y' = pn (2) (18)

Senza perdita di generalita consideriamo a =0 e b = 0, per cui:

Un integrale particolare della (18) é:

(0, sex <

T —1x, sex € (xy, )

2(x —a1) + 29 — 21, sex € (Ta,13)

3(x —x3) +2 (23 —x1) + 20 — 1, sex € (x3,24)

fn(z) =

L (N — 1) (ZL’N - JIN_l) + (N — 2) (JIN_l - Z‘N_Q) + ...+ 2o — T, S€ T € (J}N_l,x]v)

(19)
Risulta fx € C° (R) mentre la derivata prima ¢ continua a tratti e il suo insieme delle discontinuita ¢
S = {ap},cp- Per essere pit specifici, Py (zy, f (z1)) € punto angoloso per I'y : y = f (). Poniamo:

fla)= Jim fx (2

Per quanto precede, il grafico di f(x) € una curva di Kock generalizzata. La sua curvatura in un
generico punto di ascissa x si ottiene dalla nota relazione:

f" ()
1+ f/ ()]

K () = 3/2

Cioe: .
limnyne 36 (2 — &)
k=0

- {1 + [Hmy oo [ (95)]2}

K (2) -

dove fy () si ottiene dalla (19).
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