Convezione naturale
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Riassumeremo il tema Convezione naturale partendo dalle equazioni di Navier per i fluidi
incompressibili [1].

In uno spazio S, definito da una terna cartesiana, si supponga di avere un fluido incompressibile
in moto, la cui densita p e viscosita dinamica 7 siano costanti. Nello spazio S agiscono forze di massa
che ammettono un potenziale. Una particella infinitesima di volume dV', di massa dm = pdV', potra
essere sottoposta ad una forza Fdm dove F' (forza per unita di massa) si misura in N /kg. Se F

ammette un potenziale ¥ allora ¢
F=—grad ¥V (1)

Oltre alla predetta forza, sulla particella agiscono forze trasmesse attraverso la superficie che la limita
dal fluido circostante. La risultante di tale forze sia XdV somma di forze di pressione e di viscosita:

X = —gradp + 1 (VZu,i+ Vu,j + V2u k) (2)

dove p e la pressione e u la velocita. Ricordiamo 'espressione dell’operatore di Laplace (o semplice-
mente laplaciano):

Ve —+ —+— = Vi, = + + (3)

La forza risultante sulla particella e
adm = — grad ¥ — grad pdV + 1 (V?u,i + V’u,j + V’u.k) dV (4)
Poiché dm = pdV si ottiene
pa=—pgrad Vgradp +n (V2uri + V2u,j + Vzuzk)

che ¢ 'equazione del moto dei fluidi viscosi incompressibili cui corrispondono le tre equazioni
cartesiane:

p 6Uz + U'CC auz + uy 8“?! + U, 8; — d(p+p\Il) _|_ ,',IVQUx
p 8uy + u, G 8““ + Uy S du“ ) = a(p“q’ + nV2u, (5)
p auz + ua: Buz + uy auy +u, auzz _ 8(p+p\II + nv2uz

dove al primo membro le espressioni tra parentesi sono le componenti dell’accelerazione sugli assi
cartesiani. A questo sistema di equazioni si aggiunge I’equazione di continuita:
ou,  Ou, Ou,

diva =0
v — 3x+8y+8z

~0 (6)

Alle (5)-(6) devono essere aggiunte le equazioni al contorno ed eventualmente le equazioni iniziali se
il moto del fluido non ¢ stazionario.

Cio posto, scriviamo le suddette equazioni in forma opportuna per iniziare lo studio della con-
vezione naturale. Le forze di massa si riducono alle forze gravitazionali; quindi supposto l'asse z
orientato verso l'alto, si ha ¥ = gz.

poE =~ +77V2ux

pa% =L+ nVQuy con divu =0 (7)
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I moti convettivi sono dovuti esattamente a variazioni di densita, le quali se anche piccole, non pos-
sono essere trascurate. Indichiamo con p, p1, p’ le densita rispettivamente alle temperature 7', Ty, T".

Supponiamo che nell’intervallo [T7,7"] la densita vari linearmente, cioe

p(T)=p1, p(T)=/

e calcolandone la media aritmetica: ,

pL+p
2

Pm =

Scriveremo dunque
p—p1=—pufB (T —"T)

Il coefficiente 3 si ricava dal coefficiente di dilatazione § come segue

pl 1 + ) pl — P1 <T1 - T/) ’ T/ — T1
_ = ; ; — ; :}p—plz—pm—T+T/
pr 14T P+p 24+ (T =T 1+ =50
Quindi
)
=TT,
+ =5
Poniamo per definizione:
p'=p+pgz

Con il fluido in quiete & p; =costante = p’ =costante. Si ha allora:

@_8_]9" 8p 8p dp 8p

dr  ox' oy Oy’ 9z 8z PY
da cui 5 oy
op p
e per la (8):
op op'
5, Tr9=g, —pPuPy(T=Th)

(12)

Sostituendo le prime due delle (11) e la (12) nelle equazioni (7), e scrivendo p,, invece di p al primo

membro delle (7), in cui si considera costante la densita, otteremo

al
po T T V2,
p gty = -5 + nV?u,

. _ oy
pe = =%+ pfg (T — T1) + nVu,
Ricordiamo 1’equazione fondamentale della trasmissione di calore per convezione

oT 8T oT oT _
2V2T—E+a +a—yuy+$uz, dovea2:cp—p1nm2/s

(13)

(14)

dove k ¢ il coefficiente di conduttivita, e ¢, ¢ il calore specifico a pressione costante. La superficie o,

del corpo che scambia calore con il fluido sia espressa dall’equazione:

(G

(15)
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la quale puo rappresentare un gruppo di superfici geometricamente simili e similmente orientate
rispetto all’asse z verticale (supposto che nelle vicinanze non ci siano altri corpi). A questo punto
abbiamo tutti gli elementi per conoscere il flusso ® = — grad T" attraverso la predetta superficie:

® = F (D, pm,1, pmBg, o, T' = T1) (16)

equazione dimensionalmente omogenea che dipende unicamente dalla determinazione della (15).
Procedendo come abbiamo gia visto in altri esercizi, scriviamo:

H = D0 (pmBg) (®) (T" = T1)’ (17)

Posto che la dimensione di temperatura sia 6 imporremo che la dimensione di H sia quella di ¢ cioe
OL:

0L = L (ML) (MLt (ML~%20")" (L) 0/ (18)
Uguagliando gli esponenti delle singole variabili nei due membri, si ottiene:
perf 1=—-d+f a=1+43d
per M O0=b+c+d b=d+e
per L l=a-3b—c—2d+2 ) c=-2d—e (19)
per t 0=—-c—2d—ce f=1+d

Sostituendo nella (17):

H=D(T' -T) Dpy, (pmﬁng) (T - Tl)} d <pn:7a2>c

Definiamo il numero di Grashof:
D2 p (pmBg) (T" — T1)

Gr = pe (20)
Il numero di Prandt: .
Pr = ol (21)
Ne segue
=D (T —Ty) ¢ (Gr,Pr) (22)

Nella convezione naturale ¢ molto importante il caso in cui si possono trascurare le accelerazioni delle
particelle. Allora nelle equazioni di Navier si annullano i termini del primo membro che hanno p,,
e di conseguenza la distribuzione di grad 7" non dipende da p,,. Si giunge in conseguenza ad una
relazione analoga alla (16) in cui perd non compare piu la variabile p,,, ma che rimane a formare la
variabile p,,Bg. Si giunge cosi ad ottenere il coefficiente di convenzione naturale:

k

f= EF (Gr - Pr)
dove k ¢ il coefficiente di conduttivita. Definiamo quindi il coefficiente di convenzione naturale:
-D
Nu = fT (23)

Riepiloghiamo alcuni numeri adimensionali, indicando la velocita con w:

numero di Reynolds: Re = % = Z—/Dp = %
numero di Prandt: Pr = -1, = 12

numero di Péclet: Pe = Z—[; = “ch"p = Re-Pr
D3 pim (pmBg)(T'—T1)

hs)

numero di Grashof: Gr =
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