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1 Integrali indefiniti

1.1 Derivate notevoli

D[f(z) + g(x)] = f'(x) + ¢/ (x) D[f()g(x)] = f'(x)g(x) + f () (x)
Dlkf(x)) = kf'(x) D[gg; _ (x)g(a{cg)( ){;) g'(x)

Dz® = az®~! Da”* = a"log,a

1 1
Dlog,x = —log, e Dnz = —
x x

1 1
DYr= —— Duz— L
Ve nVzn—1 Ve 2\/x

Dsinx = cosx
s M : somno s(4) .
sin r = —Ssmx, Siln r = —COST, S X =81nx

Dsinhx = coshx

Dcosx = —sinx

D coshx = sinhx

1 1
Dtanm:Tzl—i—tanQa@ Dcotz = —— —(1 4 cot? )
cos? z sin® x
1 1
D [arcsiny] = —— D [arccosy] = ————=
1—y? 1—2
D [arctany] = D [arccot ]*7#
I nyf1+y2 r Yyl = 1+ y2
1 1
D [arcsinhy] = D [arccoshy] = ——
y2+1 y? -1
D [tanhy] = — D [arctanh y] = —
anhy] = ——— arctanh y] =
Y cosh? y Y —y?
1.1.1 Integrali indefiniti immediati
(*) J= O‘d;ﬂ:a_HJrc a7éflx>0,a€R (0) [Lde = [27'dx =log|z|+c, z#0
(1) J1f( z)dr = [f(x)]l +c (2)f’;((§))dx—log|f( )N +c
(*)f””dx—e +c (*) [0dz = ¢
(*) fef(ar)f de =ef@ L ¢
(*)fblnmdx——mbx—&—r: *) [cosadr =sinz + ¢
(3 )fco:>2 dx = tanz + ¢ (4) [ m5zdx = — cotanz + ¢
(0) 2 € continua in ] — 0o, 0[U]0, +00| e quindi ammette primitiva. La sua prim-
itiva in | — 00, 0] €’ log —z, invece in ]0,+oo[ €’ logz, quindi in definitiva una

sua primitiva e’ sempre log |x|

(1) con a # —1, f derivabile nel suo intervallo di definizione e f(z) > 0
(2) con f derivabile nel suo intervallo di definizione e f(x) # 0

(3) stiamo considerando le primitive in ogni (a,b) C R\ {5 + kn, k € Z}
(4) stiamo considerando le primitive in ogni (a,b) C R\ {7k, k € Z}



1.1.2 Integrali indefiniti vari

/arcsin (z) dzr = zarcsin (x) + /1 — 22 /arccos (z) dz = zarccos (z) — /1 — a2
1
/tan (z) dz = —log(cos(x)) /arctan (z) dx = z arctan (z) — 3 log (1 + 2?)
/ r 11 ‘1 —|—x‘
1-22 2 ®l1=z

. sin? z
sinxcosx = 5

/ln(x)dz:zln(x)—z

1.2 Integrazione per decomposizione
1.

1 5 2
/cos2 xdr = / wdl‘ [formula di bisez.]

1 1 1 1
= | —dz+ =~ cos2xdr = = [ ldz+ = [ cos2
/ 2d5€ 9 COS J?dl‘ 9 / d.ﬂ? 9 /COb JUdJ?

1{ n }+1 sin2x+ 1 _’_1.2 n 1 +1(2. )+
= — 31T C — _— C = = — SINn 2x C—= =X — SIN XX COST C
2 Ty 2 2 27 4 27 g

1 1
= _—r+ —sinzcosx +c = §(x+sinxcosx) +c

2 2
2.
.2 2 2 1 .
/sm xdac:/(lfcos x)dx:/lf/cos x{x+cl}{2(x+81n:rcosx)+02}
— _1 - —1( —gi )+
=1 -5 - gsinzcosr = ;(z —sinzcosz) +c¢
3.
/logxdx: logz- 1 dx
~—_—
f(z) 9'(z)
1
=zlogx — /f;vdm:m(logx— 1)+ ¢ Vz € [0, 0]
x
4.

arcsinx dr = [ arcsinxz- 1 dx
—_——

f@ g

f(z) € definita in [—1,1] ed e’ li’ continua (e quindi dotata di primitiva)



non e’ pero’ derivabile in —1, 1, quindi calcoleremo le primitive in | —1, 1[:

1
arcsinx dx = xarcsing — | ———x dz
/ /\/ 1— 22

. 1/ 2x d
=gzarcsineg — - [ ——— dz
2) V1—-22

1
= rarcsinz + §/f2x(1fx2)

Jir@res@ae = e gy >0, 1

=1
2

dzx

1
= zarcsinz + (1 — 2?)® 4 ¢ = zarcsinz + /1 — 22 + ¢

Si verifica (usando la definizione di derivata) che D[z arcsinz++v/1 — 22| =
arcsin x anche in —1,1, quindi in definitiva:

/arcsinx dx = xarcsinz + 1 — 22 + ¢ Vo € [-1,1]

/arccosx dr = zarccosxz — /1 —22+¢ Vo € [-1,1]

/arctan:v dr = /arctanx -1dzx

1
= garctanx — T dx

14 22
1 2z
= garctanx — 5/1+7x2
_ 1 2z
= garctanx — E/Himz

/

1 2
:xarctanx—§10g|1+m |+ ¢

fl(l') =10 €T Cc

1
= rarctanzx — 3 log(1 4+ 2%) 4+ ¢

1.3 Integrazione per sostituzione
1

/ ——dx
Sin T

;] —o0,4oo[\{km, k€eZ} — R

1. Calcoliamo

Sappiamo che

sinx

Oovvero:

prgnk U]lmr, (k+1r[—R



Inoltre $ e’ anche continua in ogni intervallo del tipo |k, (k + 1)7[, e

quindi, sempre in questi intervalli, ammette primitiva. Limitiamoci allora

a 0, [:
. 2tan 3
sine = ————
1+ tan 5
1 1+tan2% 1 (14t )
== = an- —
sinx 2tan% tan% 2
1 1
fle@)] = —=, ¢'(z) = 5(1 + tan® *) p(z )—tan J0,m[— R, f(y) =
an g 2

/silllxdx:/f[ [/f dyL (@)

x
= [log |y| + c|y=y(a) = log|@(x)| + ¢ = log | tan §| + ¢ =log tan B +c

[il val. ass. lo togliamo perche’ siamo in |0, 7|

2. Calcoliamo [v/1 — z2. Scegliamo f(z) = V1 — 122, p(t) = sint e Y(z) =
arcsinz. f(z) e continua in [—1,1] e quindi ivi dotata di primitiva, p(t) :
[—%, %] e ivi invertibile e derivabile, con codp(t) C [~1,1]. Possiamo
quindi applicare la seconda formula di sostituzione:

/md:ﬂ: Uf(@(t))so’(t) L o lesm tCOStdtL_w(x) =

V1 —sin?t = Vcos?t = |cost| = cost [stiamo lavorando in [——

;T, g} quindi cost > 0]

1
[/ cos?t dt} = [Q(t +sintcost) + c} [per la formula di /c052 t dt che conoscevamo gia’]
t=1)(x)

1 1

i(arcsm x + xcosarcsinz) + ¢ = i(arcsin x +xV1 —sin® arcsinz) + ¢
1

—(arcsinz +zv1—2°) + ¢

T2 L-a?

3. [tan (x)dx = —In(cos(z))

Proof:
i 1/1 = (cos(
/tan(x) dﬂc:/Sln 2) /
cos () cos (
u=cos(z), dr= du arccos (u) = _ﬁ

1.4 Integrali razionali

Prima di tutto troviamo una formula per calcolare questo integrale:

1
ITL: N
/<x2+a2> o



Cominciamo con I;:
1 1 1 /1 1 1
I1:/ﬁdac:/Qidac:f/ffdx:farctanf—l—c
(2 + a?) a*(gz +1) al a(iz+1) a a

Calcoliamo adesso I,,_1:

1
I :/W o

)lfn d

:/ 1 (2% +d?
g'(x) f(x)
D(a®+a®)' " =(1—-n)(2® +a?) "2

= z(2? + az)l_n — /(1 —n)(x? +a®) "2z dx

= 2(2? +a?)' "+ 2(n — 1)/(:102 +a%) "2? da

2, 2\1-n a?
2 2 2
. 9 o\1-n z°+a a
=aa+ ) 20— 1) [ - e
1 a®

dx

N 2 2\1-n _ _
=2+ "2 [~
= 2(22 +a®) " +2(n — Doy — 2(n — 1)a?I,

L1 =2(2?+a%)" " +2(n—1)I,_1 — 2(n — 1)a?I,
X

In—1(3 - 271) - W = —2(7’1 - 1)(12]n
T

— n_1(3 — 27’L> + W = 2(71 — 1)(12[n

L=t & 2n — 3)1

" 2a2(n— 1) (x2_|_a2)n71 +( n-— ) n—1

Adesso arriviamo al sodo: vogliamo cercare di calcolare questo integrale:

A
/ng dz, A(z), B(z) € R[z], deg A(z) = m, deg B(z) = n
supponiamo che B(z) sia monomico e n < m, applichiamo allora la divisione
tra polinomi:

R(z)

A(x) = X —— axr € X n
/B(I) d:c—/Q( )+ B . desR(@) <

JQ(z) dx lo sappiamo calcolare dato che e’ un semplice polinomio.

J ng dx rientra invece nel caso in cui il numeratore ha grado inferiore al de-

nominatore.



Supponiamo che
Qp, 42, ..., Qp

siano le radici reali di B(z) rispettivamente di molteplicita’
AL, A2, o A

supponiamo inoltre che

B1 + i1, Bo +iva, ..., Bs +is

siano meta’ delle radici complesse di B(z) (le altre sono coniugate poiche’ stiamo
lavorando in R[x]) rispettivamente di molteplicita’

M1y 2y vy s

quindi abbiamo Y_; A, + 2> | pu; = n.
Possiamo scrivere

(Bj +i73)(B; +1i75) = 2" +pjz + g5
Si puo’ dimostrare che:
oA s M

R(z) ajn Aipx + Big
B(z) 72 h+;k§(x2+pix+qz‘)k

j=1h=1 (2 —ay) 1

dove 22 + pr 4+ q = (B + iv;)(B; + i) € un polinomio irriducibile in R[z] e
quindi con A < 0, e ajp, Aik, Bix, sono delle costanti.

Imponendo I'uguaglianza tra il polinomio del numeratore del primo membro e
quello del numeratore del secondo membro, si risolve un sistema, ottenendo cosi’
tutte le costanti a;, Ak, Bik-

Giunti a questo punto bastera’ integrare ogni pezzo del secondo membro. Anal-



izziamo i suoi singoli pezzi:

/(x%“a) dx =aloglz —a|+c

/Mdm:a/(x—a)‘kdxzawﬂ

1
/ﬂdm’zA/#dx—kB/idx
(22 + pz + q) (z2 +pxr+q) (22 +px+q)

A 2z +p Ap/ 1
S . M Y Y LS|
2w g e B D g @

A A 1
=—log|m2+pm+q|+(3——p)/(

2 2 2 + px + q)
A Ap 1
:—loga:Q—i—pa:—&—q—i—B——/ dx

2 Ao — 12
t:m—&—g a:\/ _Z:\/q4p =+v—-A —A>0perche’ 22 +pr+qha A <0
A Ap 1
=—1 2 B—-— dt
5 log(@” +pr +q) + < 5 > [/t2+a2 ]t—m+§

togliamo il val. ass. dato che 2% + pr+¢>0Vz € R

1
/ i dt sappiamo calcolarlo con la formula che abbiamo visto prima
a

A B 1
(2 + px +q) (2 + pz + q) (2% +px+q)
A A 1
:5/(2x+p)(m2+px+) dl‘—l—(B—?p)/ ; kdl‘
(@+52+ra-5)

2 dg — p2
t:x—&—g a:\/ _Z:\/q4p =+v—-A —A >0 perche’ 22 +pr+qha A <0

2 1—k
_AG@ At (p Ap / LR
2 1—-k 2 (t2 + a?)* t=x+2

2

1
———— dt sappiamo calcolarlo con la formula che abbiamo visto prima
(12 + a2)F

1.5 Integrali irrazionali

/R am2+bx+c)d

dove R €’ una funzione razionale.

In parole povere: quello che si cerca di fare e’ ricondurre az? + bx + ¢ a una
somma/differenza di due quadrati del tipo (z+a)?4k?. Dopodiche’ si sostituisce
x+a con sin(t) oppure sinh(t) oppure cosh(t), in modo tale da ricondursi a una
identita’ fondamentale trigonometrica.

Piu’ in dettaglio: distiguiamo 3 casi.



CASE: a <0

Poiche’ il radicale deve avere senso, imponiamo che az? + bx 4+ ¢ > 0, si ha
che

24 >0
{ax+x+c— = A>0

a<0

Scriviamo az? 4 bz + ¢ in modo opportuno:

2 2 b c b b? c b
ar*+br+c=alx"+—-x+ — 2+ z+—+f—— =
a a 40?2  a 4a?

b 2+4ac—b2 b A

T —— | =allz+=—) —— | =

2a 4a? 2a 4a?
b A

y=x+ —, k:£ nota ke >0
2a 2|al
=a(y® — k) = —a(k® — y*)
Passiamo a calcolare 'integrale e applichiamo la sostituzione con y = x + %

/R ax2+bx+c)dx_[/3(y—2ba,\/fa\/m> dy}

Adesso applichiamo una nuova sostituzione con

y=z+55

y=ksint, y =kcost, t= arcsin%
abbiamo:

[ b
= /R(k‘sintQ,\/a k2k281n2t>kcostdt]
a

V2 —k2sin’t = kvV/1 —sin?t = kcost

= /R (ksint— ;,\/—akcost) kcost dt}
a

CASE: a >0, A>0
Si procede analogamente:

b VA
y=oto, REoe

az® + br + c = a(y® — k?)

/R(m7m)dx: [/R(;/;’a,ﬁ\/m) dy}

Adesso per dar senso a /y? — k2 dobbiamo distinguire due casi.
CASE: y € [k, +o0|
Per la seconda sostituzione poniamo

= sin ¥
t=arcsin 1

t=arcsin ¥

y=z+

y = kcosht, y = ksinht, t= arcosh%
cosi’ abbiamo: )
= /R(kcosht2,\/ﬁ k2cosh2tk2)ksinhtdt] =
a

t=arcosh £

\/k’zcosth— k2 = k;\/coshzt — 1 = ksinht

= /R (kcosht - i,ﬁksinht) ksinht dt]

t=arcosh ¥

CASE: y €] — 00, —k]



Per la seconda sostituzione poniamo
y = —kcosht, y' = —ksinht, t = arcosh _Ty
cosi’ abbiamo: )
= [/ -R <—k: cosht — —,/ak sinht) ksinht dt]
2a t=arcosh £
CASE: ¢ > 0,A <0
Procedendo come abbiamo fatto fin’ora:

b vV—=A
= — k =
Y er2(1’ 2a
b\°  —A
2 _ _ 2 2

[ e o= [ [ R (v gvaVETE) @]

Per la seconda sostituzione poniamo
y = ksinht, v = kcosht, t= arsinh%

ot

cosi’ abbiamo: )
= /R(ksinht—Q,\/& kQSinth—kkz)kcoshtdt} =
a

t=arsinh ¥
VE2sinh®t + k2 = kV/sinh®t + 1 = k cosht
= /R <ksinht - ;, ﬁkcosht) kcosht dt}
a

t=arsinh ¥
1.6 Integrali vari

/sr:m(a + ba2™)? dx, m,n,p € Q

CASE: peZ

Si effettua la sostituzione: x =t", r = mem(m,n)

Case: 2 €7, p¢ 7Z

Si effettua la sostituzione: a + bx™ = t*, dove s €’ il denominatore di p.
CAsE: p+2H €7

Si effettua la sostituzione: % +b = t*

Si effettua la sostituzione con:

_ .jar+b
 Vex+d
b—dt™
xTr =
ct™ —a
, (ad — bc)nt™ 1
ol = T
(ct™ —a)?



e si ottiene:

_ n o n—1
_ {/R (bt dt ,t> (a(z t bc)m;2 @t
ct™ —a ct™ —a 4— n/aztd
cx+d

2 Serie numeriche

o0
Zan:a1+a2+~--+an+..., an, € RVn e N
n=1

viene chiamata serie numerica.

La somma parziale di posto n e’ definita come:

Sp=a1tas+---+ay

11 carattere della serie dipende equivalea al carattere della successione {s,}
che puo’ essere

e convergente a un limite S € R, chiamato somma della serie
e divergente a oo

e oscillante

2.1 Assoluta convergenza

La serie si dice assolutamente convergente quando la serie dei suoi valori assoluti
e’ convergente:

oo oo
E ap ass. conv. & E |an,| convergente
n=1 n=1
Theorem 2.1.
assolutamente conv. = conv.

Proof:
Usiamo il criterio di Cauchy (vedi thm [2.3,pg.15]), per dimostrare la tesi,
ovvero mostriamo che:
Ve > 03w eN: |aps1 +ani2+ - Fanik] <eVn>vVkeN
Fissiamo ¢ > 0, per Hp:

o0

Z |a,| convergente =

n=1 per Cauchy

< F eN: |lant1] + |ant2| + -+ |antk]| <eVn >ovVk €N
lant1 + any2 + -+ angk| < langa| + langal + -+ langr] <eVn >0

Quindi la tesi €’ dimostrata con v = v’

O

Example 2.1. di serie conv. ma non ass. conv.

n=1

e’ convergente per quanto visto nell’esempio [2.3,pg.26], ma non e’ ass. conv.
poiche’ la serie dei valori assoluti e’ la serie armonica.

10



Example 2.2. Esempio di serie di funzioni non ass. conv. ma unif. conv.:
& (71)1171
> e
n
n=1

dove ogni funzione €’ definita in [-1,1] — R.
Non €’ ass. conv., infatti fissato un = # 0

e (_1)7;—1 oo 1
E ‘7m‘:|x| E — =400
n n
n=1 n=1
Proviamo che e’ unif. conv. usando il criterio di cauchy, ovvero

1" -1 n+1 1 n+p—1
Ve >03Jdv=uv(e): |( n) x—i—( 71 x+~-~+()Ta:|<€Vn>v‘v’p€NVa¢€[—1,1]

Poiche’ z € [—1,1] si ha

—1)" -1 n+1 -1 n+p—1
|(n) x—i-( ) x+ +( )n T/ <e &
1) 1 n+1 -1 n+p—1
& \x||( " 71 + ( )n |<e &
—1)" 1 n+1 1 n+p—1
S A A
n n n

Abbiamo dimostrato nell’exp [2.3,pg.26] che > °° ) converge, quindi per il

n=1 n
criterio di Cauchy di convergenza delle serie numeriche (vedi [2.3,pg.15]) abbi-

amo
(_1)n+1 (_1)n+p—1

—_1)"
‘v’5>03v€N:|( ) + +-+
n n

|<eVn>vV¥peN
quindi la tesi e’ acquisita

2.2 Serie armonica

§§E—1+1+1+
no 23"

n=1

si chiama serie armonica. Si ha che

=1
S
n
n=1
Proof:
(1)1. Dimostrazione 1
Osserviamo che
T4igdctpip g by !
STL — — e — — e — — Sn
2 n 2 n ' n+1 +

La serie {s,} e’ crescente, e quindi non oscillante.
(2)1. Dim. che lestratta som — 400
(3)1. Dimostriamo che spm > L

11



Per induzione.
Base m = 1:

1 3 m+1
So +2 5 5
Hp: 52m>mTHe’ vera
e 1 1 1 1 12" (m+1)+1
m+ m+1)+
m =1 — — > =
Som+1 +2+ +2m+ 2m+1+ +2m+1 5 +2m+1 5
>mEl 1 1 1
>omat ¥ gmar T T gmrt

2™ vyolte
Poiche’ % — 00, anche sgm — 0.
Poiche’ {sam } € un’estratta di {s,}, si ha s, — oo. O
(1)2. Dimostrazione 2

Osservando che
1 n 1 n+1
(1+) <<1+) <eVneN
n n+1
abbiamo

1\" 1 1 1
<1+> <e = nlog<1+> <l = 10g(1+) =log(n+1)—logn < —

n n n n
allora maggioriamo s,,:

1 1
Sp = I—i—i—i—- -+— > (log 2—log 1)+(log 3—log 2)+- - -4+ (log(n+1)—log n) = log(n+1)—log 1 = log(n+1)
n

ovvero s, > log(n + 1). Poiche’ log(n + 1) — oo, si ha che s, — o0 O

2.3 Serie di Mengoli

— 1
2w

n=1
Proof:
Osserviamo che
1 _(n+1)-n 1 1
nn+1) nn+1)  n n+l
allora
n - 1 1 1+1 1+ +1 1 1 1 n
Sp = —— —_— _— = _— e e — 11— —
1-2 2.3 nn+1) 1 2 2 3 n n+1 n+1l n+1
lims, =lim—— =1
n+1

2.4 Serie geometrica

Serie geometrica di ragione x € R:
oo
Zm"_l =l4a+a?+-+a"+...
n=1

CASE: z =1

Zx"*1:1+1+...+1+...:+oo
n=1
CASE: z # 1

12



sp=14+z+2’+-- 42" & 1-2)s, =1 —-2)(1I+zx+2°+---+2") & (1 -2)s, =1—2"!

1 — gntl
& sp=—
on 1—=2
~ = -l<z<1
Zx”_lz lim s, =< +o00 x>1
n—oo
n=1 ? (e oscillante) = < —1
CASE: z < —1
La serie non e’ assolutamente convergente:
e R (Y B
e i e R S
= lim |s,] = 400
n—oo
2.5 Serie armonica generalizzata
1
Z —, fissato x € R
nfl)
n=1
si ha che:
i 1 converge x €]1, +o00|
‘= n® | divergea +o00 x €] —o00,1]
Proof: !
CaASE: z =1
Questa €’ la serie armonica semplice, quindi diverge a 400
CAseE: z=0
1+---4+1...,, quindi diverge a +o0
CASE: 2 <0

lim n% = limn~" = +o00, quindi per il thm [2.2,pg.15], la serie non converge.

Poiche’ Y7 | -L- ¢’ a termini positivi, divergera’ a +oc.

Case: O0<ax <1

r<l=n"<n

N 11
n<n&s — > —
n’ n
oo %)
1 1
> no T® Ny > o T
n=1 criterio del confronto =1

Quindi, come prima, la serie diverge a +oo.
CASE: =2
Consideriamo la serie resto di posto 1:

kol 1
; (n+1)2

useremo varie volte il criterio del confronto (vedi [2.10,pg.17]) e il criterio di Raabe (vedi
(2.7,pg.21])

1
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e il suo termine generale ﬁ, si ha
n+1)2>nn+1) =
1 1

(n+1)2 = n(n+1)

o0
1
Z e’ la serie di mengoli, che converge

n(n+1)

—

n=

o0
= Z converge per il criterio del confronto

n:l

CASE: 2> 2
1 1
<

n® — n?

> 2, come abbiamo visto prima, converge, quindi per il criterio del con-

n=1

fronto, “anche > oo | & converge.

CASE: 1<z <2

Usiamo il cor del criterio di Raabe:
L (n+1)* —=n®
lim n | —%— —1] =lim———2——

R S x—1
n—0o0 CESVE n

1
n+l=n(l4-)
n

14 Lyzpr —pe 1)% —
g L gy D
n*— n-
1+ e -1
= lim % =z ¢’ il lim. notevole

Poiche’ z > 1, per il cor del criterio di Raabe, la serie converge.

2.6 Serie resto

Sia k € N,

Z Ap = Q41 + Qg2 + ... (2)
n=k+1

e’ chiamata serie resto di posto k, poiche’ e’ in sostanza la serie Y~ |

dei primi k.
Queste due serie hanno lo stesso carattere, inoltre

Zan—SeR = Z anp =8 — s

n=k+1

dove S = lims,,. Con t, indichiamo le somme parziali di Y7, | an.

Proof:
Basta notare che

tn = Sk4+n — Sk

a, priva

Quindi se s, converge, per il thm delle successioni estratte, anche si, con-

verge, e quindi pure t,,.

Se t,, converge, sk, converge. Poiche’ si1, € un estratta del tipo s.y,, con

14



¢ costante, anche s,, converge. Infine
tn = Sk+n — Sk
lim t, = lm sgi, — sk = lm Sk, — lim s =S — s
n—oo n—oo n—oo n—oo

Data la serie

an: JveN: Vn>wvb, =a,
n=1

per quanto detto prima
o0
Z b, =5 — s,
n=v+1

dove S = Zf;l an € S, € la somma parziale di posto v. Quindi, la serie A e la
serie B definitivamente uguale a A, hanno lo stesso carattere.

2.7 Criteri di convergenza

Theorem 2.2. -
Zan converge = lim a, =0
el n—oo
Proof:
(1)1. Dim =

Per Hp s,, — S
An4+1 = Sn+1 — Sn
Spt1 — S, S — S = ap41 — 0
(1)2. Dim <=

1 o 1 _
= —0maj) =~ - =00

Theorem 2.3. Criterio di convergenza di Cauchy per le serie numeriche.

(oo}

Z converge < Ve > 03w € N: |apt1+anto+ - +antk| <eVn>ovVkeN

n=1

Proof:
(1)1. Dim =

o0
Z converge = {s,} converge = {s,} soddisfa la cond. di Cauchy per succ:
n=1

Ve >0FveN: Vp,g>vls,— sy <e¢
Fissiamo n > v, ¢ =n, p=n+ k con un qualsiasi k libero, allora

lant1 + anp2 + -+ Gngk| = [Snqr — sal = |sp — 54| <
(1)2. Dim <

Dobbiamo dimostrare che {s, } converge, ovvero che soddisfa la condizione di
Cauchy per succ.:

Ve >0 eN: Vp,g>vls,—s4 <e¢
Per Hp:

Ve > 03 € N: |api1 +anio+ -+ ansk| <eV¥n>v' VkeN (1)

Allora, ponendo v = v/,

15



CASE: p=gq

lsp —sql =0<¢
CASE: p>q

[sp — 8q| = |ag+1 + -+ ap| <eperla(l),doven=gq, k=p—n
CASE: p<gq

|sp — sq| = 18q — Spl = lapt1+ -+ a4 <eperla(l),doven=p, k=qg—n
O
2.8 Serie somma
Sommiamo due serie:
(o] o0 o0
D ant D bo= ) (an+by)
n=1 n=1 n=1
Come primo risultato abbiamo che:

Z an converge ad A A Z b, converge a B = Z(an—i—bn) converge a A+C

n=1 n=1 n=1

(ia” =400 @ ibn = ioo)V(ian = ib” = ioo) = i(an—&—bn) =+o00
n=1 n=1 n=1 n=1 n=1

Nota 2. Per il caso in cui una diverge a +oco e 1’altra, —oo, non si puo’ dire nulla
a priori.
Infine, dato A € R, abbiamo:

n=1
A>0 A ian::too = i)\an::too
n=1 n=1

A<0 A ian:ioo = i)\an:q:oo

n=1 n=1

2.9 Serie a termini non negativi
o0
D>
n=1

si dice a termini non negativi <

VneNa, >0

2con @ indichiamo lo XOR

16



Theorem 2.4. Una serie a termini non negativi (converge) V (diverge a +00).

Proof:
Basta osservare che
Sn+1 = Sn + Ap+1 = Sn+1 Z Sn

>0
ovvero {s,} e’ non decrescente.
O
2.10 Criterio del confronto
Date due serie a termini non negativi
oo oo
D ans Db
n=1 n=1
con 0 <a, <b,Vn eN,
o0 o0
Z b, convergea T = Z an, converge a S, con S < T
n=1 n=1
o0 oo
Zan:—i—oo = an =400
n=1 n=1
oo oo
an:—oo = Zan:—oo
n=1 n=1
Proof:
(1)1. Dimostriamo il primo caso.
Sp,=a1+---+an, Sb1++bn:tn
oo
Z b, converge = t, < sup{tptnen =T € R
n=1
VneN aq,>0=s,enondecr= 0 < s, < T =85<TeR
~— T~ T =~
—0 S —T
O

2.11 Criterio del rapporto

Data una serie a termini positivi:

ian YneNa, >0

n=1
si ha
a, +1 ad
0<h<l1: ShVnENiZan converge
n n=1
a o0
"t > 1vneN = Zan diverge a + 0o
n n=1
Proof:

17



(1)1. Dim. il punto 1

An+41
Qn

<h,a,>0 =

Ap41 S han
Qp é h(ln,1
ha'n S h2an—1

Ap41 < han < h2an71 (1)
(2)1. Dim per induzione che a, 1 < h™a:

1 1
Aniny41 < hapg < R lar = apie < A"y
per la (1) per la Hp induttiva

(2)2. QED.

oo oo oo
Zh"alzal Zh”,0§h<1:alzh” converge
n=1 n=1 n=1

——

serie geom.
Allora, da a,+1 < a1h™, per il criterio del confronto, deduciamo che la serie
>0 | an converge.
(1)2. Dim. il punto 2
a .
Tl > 1 a4, >0 = Gpy1 > a0, >0= lim a, #0
Ay, n—-+oo
e quindi diverge a +oo0.

Corollary 2.5. Avendo la serie a termini positivi

ian, a, >0VneN

n=1
st ha:
l <1 = la serie converge
. a . .
lim 2 =151V i=1400 = la serie diverge a + oo

n—oo Ap . .
l=1 = caso dubbio: puo’ convergere o divergere

Proof:
()1. Dim il caso [ < 1
<1 = 3dheR:I<h<1
Per la permanenza del segno:
1

a
JeN: Vn>v 2 <p
Qnp
Allora, per il criterio del rapporto, la serie resto
(o]
>
n=v+1
converge. Per il thm sulle serie resto, la serie

o0
>
n=1

converge pure.

18



(1)2. Dimilcasol>1 V I =400
Sempre per la permanenza del segno®:
Ap+1

FveN: Vn>v ——>1
420
quindi per il criterio del rapporto, la serie resto
oo
> an
n=v+1
diverge a +oo. Per il thm sulle serie resto, la serie

oo
D
n=1
diverge a +oo pure.
(1)3. Dimostriamo che si ha un caso dubbio in [ =1

. o . oo
La serie _ 1 leer (3 _ % converge, ma
n=1n ’ n=1 n )

1 1
: . 1)2
lim " =1 =1lim (nt )

n nZ

2.12 Criterio della radice

Data una serie a termini non negativi:

ian vneNa, >0

n=1
si ha -
<h<l: ¥a, <hVneN = Zan converge
n=1
o0
Ya, >1VneN = Z an, diverge a + oo
n=1
Proof:

(1)1. Punto 1

Ya, <h & a, <h"
h™ €’ il termine generale della serie geometrica di ragione h.

hel0,1] = Z h™ converge
n=1
Per il criterio del confronto, converge pure la serie Y~ | ay,.
(1)2. Punto 2

Ya,>1 < a,>1VneN= liril an # 0
e quindi diverge a +oc0.

Corollary 2.6. Avendo la serie a termini non negativi

ian, ap > 0Vn eN

n=1

3 nel caso | = +o00, abbiamo che Vk >03v e N: Vn > v az% > k, allora fissiamo k = 1
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st ha:
I <1 = la serie converge

lim {Ya, =q101>1V =400 = la serie diverge a + oo

n—oo
l=1 = caso dubbio: puo’ convergere o divergere

La dimostrazione e’ analoga a quella del cor [2.5,p9.18].

2.13 Criterio di Raabe

Data una serie a termini positivi:

ian VneNa, >0

n=1
si ha -
3h>1:n(an —1)ZhVnEN:>Zan converge
Ap+1 ne—1
n( an —1) <1lVneN = Zan diverge a + oo
An41 oyt
Proof:

(1)1. Punto 1

G,
n (a - 1) >h & n(an — any1) = hant1 € NGy — Napg1 — Gpy1 > hang1 — ang
n+1

an — (N + Dani1 ()

n
© nan — (n+1)ans1 2 (h—1)any1 & anyr <

h—1
(2)1. Dim che Y77, % converge
a1 — 2as  2as — 3as na, — (n+ apy1 a1 — (n+ Dapyr
t, = —
h—1 + h—1 + + h—1 h—1
e (n+ Dapt1 < @
h—1 h—1 ~h-1

ay
h—1

Quindi {¢,} €’ una successione limitata da
positivi, quindi converge.
(2)2. Q.E.D.

Per il criterio del confronto, da

. Per Hp, €’ anche a termini

an — (n+ 1)ap41
h—1
deduciamo che la serie 7 | a, converge.

(1)2. Punto 2

n
anJrl é
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a
n (a LR 1) <1 & nlap —ans1) <apy1 < nap, < (1+n)aps
n+1

< (14 n)apt1 >na, >(n—1Dap—1>--->1-a1
a
n+1

= Ap+41 Z

oo

o0
aq 1 . .
= = e’ la serie armonica
Zn—f—l alZn—&—l —+00 rle armoni
n=1 n=1
oo
= Z ap41 = +o0 [crit. del confronto]

n=1

Corollary 2.7. Data una serie a termini positivi:

ian VneNa, >0

n=1
st ha
<1V Il=—-0c0 = Ila serie diverge a + oo
a
lim n( o —1) =4q0l>1V =400 = la serie converge
n—oo an+1

l=1 = caso dubbio: puo’ convergere o divergere
La dimostrazione e’ analoga a quella del cor [2.5,pg.18].

2.14 Criterio di Abel

Se >°°° | a, € convergente, e se la successione numerica {b,} e pure conver-
n=1"n g ) n p

° apb, € convergente.
ente, allora )~

2.15 Criterio del rapporto migliorato

Data due serie a termini positivi:

tali che

allora
1. >0 b, converge = Y | a, converge

2. > | a, diverge = > >° b, diverge
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2.16 Criterio del confronto del limite

Date due serie a termini non negativi,

Zan VneNa, >0 (1)

n

I
-

by YneNb, >0 (2)

WK

3
Il
-

si ha
lim 2% — ¢, 0<c<+4oo= (1)e(2) convergono V (1) e (2) divergono

n—-+o0o n

Proof:
Supponiamo che b,, converga, e supponiamo per assurdo che a,, non converga.

Allora, per il thm [2.2,pg.15], si ha

. . . a
lim b, =0, lim a,=k#0= lim - = 400 assurdo
n—-+o0o n—-+oo n——+oo bn

Supponiamo che b,, diverga, e supponiamo per assurdo che a, non diverga
(e quindi converge essendo una serie a termini non negativi). Allora, per il
thm [2.2,pg.15], si ha

. . . a
lim b,=k#0, lim a,=0= lim — =0 assurdo
n—-+4oo n—-+o0o n—-+oo bn

2.17 Criterio dell’integrale

Se f(z) : [a, +o00o[— R €’ una funzione positiva non crescente, allora > >~ ; f(n)

e f:oo f(z) dx hanno lo stesso carattere.

2.18 Serie commutativa

Sia r : N — N una permutazione (una mappa biunivoca), le due serie

Zana an > 0vn € N, ana bn:ar(n)a Vn €N

n=1 n=1
hanno lo stesso carattere, e se convergono, hanno la stessa somma.

Proof:

Qo () < Sr(i) = Qpr(s) + G (3)—1 4+t
b < s faw et ey e (i) > ()
r(4) r(j) S Smax{r(i),r(j)} ar(j) + Ar(jy—1 4 F apy o Fay r(j) > r(4)

LET: m = max{r(1),...,7(n)}
tn:b1++bn:ar(l)++ar(n) §a1+"'+af’rn:5m

Sp € crescente = lim s, =sup{s,} =295
n—00 neN

$p, <SVneN
tn < $m < SVneN = t, € limitata = ¢, (essendo a termini non neg) converge
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Per il viceversa, basta riapplicare il procedimento di prima, considerando che
an = by(n), dove 7 e’ I'inversa di r.
Inoltre,

t, <SVneN = T<S

$, <TVneN = ST
T=25

Theorem 2.8. Per una qualunque serie vale il sequente fatto:

o0
E an €’ ass. conv. = wale la prop. commutativa per serie

n=1

Owvero, se > > an €’ ass. conv, allora una sua qualsiasi permutazione di
indici, da’ una serie con lo stesso carattere e somma.

2.19 Serie associativa

A partire dalla serie
1) ar+as+--+a,+...

associamo i suoi termini, ottenendo una nuova serie

(2) (arte - ap, )+ @k g1 k) (@ prt o ai, )b (@, gtk ) = bbbt

ovvero
b, = ag, _+1+ -+ ag,

con {k,} successione di numeri naturali.

Theorem 2.9. - -
3Y an=5= 3> b, =8
n=1 n=1

Proof:
Le somme parziali di (2) sono
t,=by+---+b,= (al+"'+ak1)+"'+(akn_1+1+"'+akn):5kn
quindi la successione {t,} = {si, } e € un’estratta di {s,, }. Poiche’ le estratte
hanno lo stesso limite delle loro successioni, si ha la tesi.
(1)1. Non vale il viceversa
Prendiamo ad esempio {k,} = {2n} e come prima serie
oo

> (-

n=1
l'associata diventas:

(1+1)+(-1+1)+(-1+1)+--=0+0+0+...
Quindi quest’ultima converge, ma la prima no.
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2.20 Serie a segni alterni

La serie -
(1) Z Qp, A2n+41 > 07 A2n < 0vneN
n=1

si chiama serie alternante.

Theorem 2.10. Sia la Y.~ , a, una serie alternante con almeno un termine
non nullo, allora

oo

{lan|} non decrescente = Zan oscillante

n=1

Proof:
Poiche’ {|a,|} € a termini non neg, sup,cn{|an|} > 0, inoltre poiche’ e’ non
decr.
lim |a,| =sup{la,|} >0 = lim |a,|#0 = lim a, #0 = la (1) non converge
n—-+o0o neN n—-+oo n—-+oo

(2)1. Supponiamo per assurdo che (1) diverga a +o00
Consideriamo lestratta {say,},

San+2 = Son T G2n+1 +a2n42 = Son + |aong1] — |aznio| < s2n
—— —— —_————
>0 <0 <0
~~ ~~
perche’ agy 41 e’ di posto dispari la serie {|an|} e non decr.

= {so,} € non cresc. = lim sq, = inlf\l Sop < +00
ne

lim sg, < 4+00
Assurdo, perche’ per Hp lim s,, = +o0.
(2)2. Supponiamo per assurdo che (1) diverga a —oo
Consideriamo lestratta {sa,},
Son41 = S2n—1 + G2n +G2n11 = S2n + —[a2n| + a2ni2| > S2n-1
<0 >0 >0
= {son+1} € non decr. = lim 89,11 = Sup Sop41 > —00
neN

lim Sop41 > —0O0
Assurdo, perche’ per Hp lim s, = —oc.

Theorem 2.11. Criterio di Leibniz

LET: (1) Y07, an una serie alternante con almeno un termine non nullo
{lan|} non crescente
allora

o0
lim |a,| =0 = la (1) converge e, Zan:& IS — sp| < |ant1] YneN
n——+oo ot

hIJIrl lan| # 0 = la (1) e’ oscillante

Proof:
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Come nella precedente dimostrazione:
Sont2 = S2n + G241+ A2nt2 = Son + |a2ny1| — G242 > s2n
—— N~ —_—

>0 <0 >0
~~

la serie {|an|} e non cres.

= {s2n} € non decresc.
Son+1 = S2n—1 + agp +a2n+1 = Sop + _|a2n| + |a'2n+2| S Soan—1
<0 >0 <o
= {san41} € non cresc.
(2)1. Dimostriamo che {so,}, {s2n—1} sono separati
Ovvero, dimostriamo che
va qc N S2p < S2¢—1

CASE: p=gq

Sop = Sop_1+ a2p < Sop_1 = S24—1

<0
CASE: p>q

{S2n+1} non cresc. = Sgq_1 > Sop—1 > S2p—1 + G2p = Sgp
<0

Sop < 82¢-1
CASE: p<q

p<q e p<qg-1l=t
{s2n} non decresc. = s, < 891 < 82 + A2p 41 = S2041 = So(g—1)41 = 521
>0

Sop < S9¢-1

Ricapitolando i due insiemi sono separati, ovvero

S :=sup{sgp} < inf {s9q_1} =T
neN neN

e anche

SQHSSSTSSQn_l Vn e N (*)
(2)2. Dimostriamo che non diverge, supponendo per assurdo che diverga a
400 e poi supponendo per assurdo che diverga a —oo
Se diverge a +oo, allora
lim s, =400 = HEIEOOSQn =+400=S5<T perla (¥

n—-+4oo
Questo e’ assurdo, perche’ T', che e’ I'inf, non puo’ essere > di 4o0.

Se diverge a —oo, allora

lim s, =—-00 = lim s9,-1 =—-00=T2>S perla (¥
n— 00 n—-—+o00

Questo e’ assurdo, perche’ S, che e’ il sup, non puo’ essere < di —oo.
(2)3. Dimostriamo che per lim,_, 4 |a,| = 0 la (1) converge e che
CAsE: n € N| pari
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3n§S§T§5n+1
S§5n+1 Aad S_5n§3n+1_5n = |S_5n|+|5n+1_sn|20
N—— N—_——
>0 >0

‘S - Snl < ‘Sn-'rl — 5p| = |an 1]

nl—1>I—Po<> lan| =0 = nEl-Poo lani1] =0 = nli)r-sI-loo [$n+1 —sn] =0
0<|S —sn| <|8nt1— Sn| = lir_irrl |S — s,/ =0 [thm del confronto]
n—-+0oo

lim s, =S5
n—-+oo

CAsE: n € N, dispari

Sp41 S S S T S Sn
SSSn = S*Sn—i—l gsn*5n+l = |S*3n+1|+|sn*$n+1‘ ZO
—_— Y
>0 >0
IS = snt1] < |sn = snt1l = |sn+1 = sn| = |an4a|
lim |a,| =0 = lim |ap41/=0 = lim |s, — Spy1/=0
n—-+4oo n—-4oo

n—-+o0o

0<1|S = snt1] < |[sn — Sny1| = lirf |S — spt1| =0 [thm del confronto]
n—-10oo

lim s =8 = lim s,=9

n—-+o0o n—-+o0o

Quindi, in entrambi i casi s, — S

Example 2.3. Per la serie

n—1

e xr
> , zeR (1)
n=1

n

si ha che
ass. convergente —1 <z <1

i a"~! ] convergente r=-1
— n div a +o0 rx>1
n=1
3 r<—1

Ovviamente per z = 0 converge a 0 Vediamo se e’ ass. conv per = # 0,
utilizzando il criterio del rapp.:

lim 2 = lim 2 = lim |2 = |z|
n—-+00 |$ i | n>+oo |7 n—-+o0o n+1

n
allora distinguiamo i vari casi:

CasE: |z| <1 & —1<z<1
la serie dei valori assoluti converge, quindi la (1) e’ ass. conv., e quindi anche
convergente.

CASE: z >1
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Criterio del rapporto sulla (1):

"

i o = >1

quindi la (1) diverge a +oo
CASE: z=1

Si ha la serie armonica, e quindi la (1) diverge a +o0o
CASE: z = —1

e’ a segni alterni, e per il criterio di Leibniz:

S
im | | = lim =
n—+oo ' n+1 n—+oomn +1

quindi e’ convergente.
CASE: z < —1

e’ sempre a segni alterni. Determiniamo la monotonia di

5= {7

per poi applicare il thm [2.10,pg.24]
|x|n ‘m|n—1
<>
n+1 n

nlz|” <> (n 4 1)|z|"*

n

=1< lim |z|=|z|=—2 [per Hpz < —1]

1
JveN: Vn>vn+

< |z| [perm del segno]

n+1 ||™ |zt
|z| > &
n n+1 n

ovvero la serie €’ non decrescente. Per il thm [2.10,pg.24], la serie (1) €’
oscillante.

Example 2.4. Consideriamo

n+1

1
(12n71:;, o, = —log Vn € N
> 2 1 3 1 n 1 n+1
n=1—-log=+=—log=+=—---—1 =1
n;a 08758y T3 8 1T Te T,

(1)1. Dim che lim;,,— o0 @, =0

1

lim a9p—1= lim — =0
n—-+oo n—+4oo N

. . n+1

lim ag, = lim —log =0
n—-+oo n—-+o0o n

= liIJIrl an =0

n—-—+0oo
(1)2. Dim che {|a,|} € non crescente

Sia
o(x)=logz: [n,n+1 — N
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per il teorema di lagrange

fn+1)— f(n) n+1 1
3 1]: f'(¢) = —2L——2 =log—— = f'(c) = -
celmn+1: fi(0) = H I _10g TS pi(e) —
1 1 1
n<c<n+1l & —> - 2
n n+1
S < "“<1@| 1] < [azn] < lazai]
0 — a Q2n a2p—
. g n n 2(n+1)— 2 2n—1

laznt1| < |agn| < lagn—1| Vn € Ng
cio’ implica che ogni termine e’ < del precedente.
(1)3. Q.E.D.
Abbiamo visto che

lim |a,| =0
n—-+o0o

e che {|a,|} € non cresc., allora per il criterio di Leibniz, la serie converge.
La somma di questa serie viene chiamata costante di Eulero-Mascheroni.

2.21 Costante di Eulero-Mascheroni

1 1
v = lim <1++---+—logn>
2 n

n—-+4oo
Proof:

(1)1. Dimostriamo che v € R
Consideriamo la berie dell’esempio [2.4,pg.27], si ha:

1 1 1
32n1—1—log +f log +5—-—log + - =
3 n—1 n
(R +l 12+1 S tlg ) =
2 "3 n \B17 %% 1) "
1 1 1
1+§+§+---+E—(log2+log3—log2+log4—log3+-~-+1ogn—log(n—1)):
1 1

1
1+=-+=+4--+=—1
+2+3+ +n ogn

La serie dell’ esempio converge, e quindi v € R:
1 1
g an = hm (1+2+-~-+—logn) =I'eR
+oo n

Example 2.5. Un’applicazione:
lim logn
notoo 14 544 4
1ogn -(1+35+-
1+

- A+t
n—oo §+ o
-
1 1
(1+§+--~+7)—10gn
lim |1- n =1
n—-+4oo 1 1
I+ -4 4=
2 n
N—————
— 400
—0
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2.22 Serie prodotto

Abbiamo due serie

da queste definiamo

dove
Cp = Zahbnchrl =a1b, +asbp_1 + - +apby
h=1
La (3) €’ chiamata serie prodotto secondo Cauchy.
Theorem 2.12. di Mertens.

Se la (1),(2) convergono rispettivamente con somma A, B e almeno una delle
due e’ assolutamente convergente, allora la (3) converge con somma C' = AB.

Proof:
(1)1. Portiamo un esempio che mostra che senza l'ipotesi di ass. conv. di almeno
una delle serie iniziali, il teorema non vale

Consideriamo
oo
(2)1. La (*) converge -
Usiamo il criterio di Leibniz: la successione

{lanl} = {2}

n 1

e’ decrescente, e

R lan] = Hm == =0
quindi, per Leibniz, la (%) converge.

Consideriamo adesso la serie prodotto della (*) per se stessa

Z Cn (k%)

n n —1)h—1 (_1)n—h+1-1
ST 5 (-)* (-1) _
Pyt Vh vn—h+1

A Z\f\/n—h+

(2)2. Studiamo i punti di minimo e massimo assoluti della funzione f(x) =

Vrzyn—xz+1:[1,n] — R
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Usiamo la tecnica dei tre insiemi*:
X; ={1,n} gli estremi della funzione
Xo={ze[l,n]|Bf(x)} =0 poiche’ If'(x) Vx € [1,n]

Xz ={z€[l,n]| f(x) =0}

Df(2) =D [vVna —2*+z| = n—2z+1

2¢/(zn — 22 + z)

n+1
Xg:{ 2}
f(1)y=vn, f(n)= ff(”JFl):n—QH
= f()<f<n+1)®\/ﬁén;r1@ngw

1
n<n?4+142n & 0<n?+1-2n & 2n<n?+1 e 2<n+-
n

Quindi 1, n sono punti di minimo e 21 ¢’ un punto di massimo

2
(2)3. Q.E.D.
Da cio’ che abbiamo visto

f(x)gLHVme[l,n] o ﬁ Znil

_ nl nl
hz‘;f\/ —h+1 hzlf

T
= e | S 2
el =) 752
= f(h) " n+1
S lim e > lim 2 =2 = lim Jen| #0
nilfoo nl = ninILloo +1 o nJIJIrloo Cn
quindi per il criterio di Leibniz la serie (xx) e’ oscillante, percio’ non con-

verge.
O

Theorem 2.13. Una versione piu’ forte del thm di Mertens: se la (1) e (2)
sono ass. conv. allora la (3) e’ ass. convergente:

Proof:
Per Hp

imn\:AeR, i|bn|:BeR
n=1 n=1

4questa tecnica consiste nel confrontare i numeri dell’insieme {f(z) | * € X1 U X2 U X3}

30



dobbiamo provare che Y| |¢,| = C' € R; studiamo la sua somma parziale:

n n (2
tn = Z |es| = Z ‘ Zahbi7h+1‘ =
i=1 =1 h=1

|a1b1| + |a1b2 —|—a2b1| + -+ |a1bn —|—a2bn_1 + e +anb1| S
<la||br] + |ax|[b2] + |az|[b1| + - - - + [a1]|bn] + az|[ba—1] + -+ + |an|[b1] =

=> " lanllbi—nsa| =

i=1 h=1
= laa|([bal +--- 4 [bn]) + [az[([br] +- - 4 [bpa]) + -+ |an| 1] < B(jaa] +--- +|an|) < AB
— ~—~ —

<B <B <B <A

ty § AB
Quindi, la successione {t,} €’ limitata, ed essendo a termini non negativi,

converge.
O

2.23 Serie telescopica

La successione {a,} e la serie

[e%S)
Z(an+1 - an)
n=1

hanno lo stesso carattere. Questo deriva semplicemente, dal fatto che

n

Sp = Z(an+1 - an)

i=1
e’ una serie telescopica, cioe’
n
Sn = Z(an-i-l - an) = (a2 - (11) + (aS - a2) + -+ (an+1 - an) = ap+4+1 — Q1
i=1
2.24 Taylor e Mac-Laurin

Example 2.6. Studiamo la sviluppabilita’ in serie di taylor di centro ¢y =0

fl@)=log(l+x):]—-1,41] — R
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f@) =
" _ -1
f (.’1?) - (1+$)2
" _ 2(1 + I) _ 2
@) =0t = arap
4 214 a)t —4(142)%2(142)  —61+x)* -6
D [f(x)] = (1 + I)B B (1 + x)g o (1 + 56)4
D [f(x)] = (jfl)
D [f(2) = (x‘ff)
D" [f(.’L')] _ (_1)n— (n - 1)'

(1 +az)"
Ovvero, vogliamo provare che Vo €] — 1, 1]:

) . 10 D" [f(O0)] »

flz) = f(0)+ T x+ 51 332+~-~+Tx +...
z? 223 (=) t(n —1)la™

f(x):0+x_§+?+...+ T o=
U G
e R +oe=

& 717171

:Z%z" V€] —1,1]

n=1

Osserviamo che fissatoun —1 <z < 1

1 o0
Tz E (—z)"~! serie geom di ragione (—x)
x
n=1

che, liberando z in ] — 1, 1] si puo’ intendere come una serie di potenze di centro
0:
1

14z

=Syt )

n=1

applichiamo allora il corollario di Cauchy-Hadamad:

. An+1 .
lim M: lim 1=1=:1
n—-—+o0o an, n—-—+o0o
quindi, il raggio di convergenza e’ % = 1. Con questa informazione possiamo
dire che in ] — 1,1[ la (1) converge assolutamente, anzi e’ tot. conv in ogni

intervallo [a, b] C] —1, 1[. Possiamo applicare I'integrazione di serie all’intervallo
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[0,0] e [a,0]:

quindi

La (2) €’ una serie di potenze, cerchiamo allora di applicare il teorema di Abel:
prima di tutto vediamo se la (2) converge o meno negli estremi.
L’H di (2) e”:

R"~1 converge}

H={h>0] i‘%
n=1

Utilizzando il criterio del rapporto, si vede che sup H = r = 1. Nota °. Quindi,
la (2) converge in | — 1, 1 e non converge in R\ [—1,1]. Per quanto riguarda gli
estremi, la (2) si comporta cosi’:

o (_l)nfl
E ———— converge (visto in exp [2.1,pg.10])
n

r=—1
- (_1)n—1 n __ - -1 _
D B

A questo punto, per il thm di Abel, possiamo dire che la (2) €’ uniformemente
convergente in ogni intervallo del tipo [a,1] con —1 < a < 1.

Quindi, in questi intervalli, possiamo applicare il thm sulla continuita’ della
funzione limite: sia S(z) la somma della serie, abbiamo fin’ora visto che

~ Jlog(l4+2z) z€]—-1,1]
Ste) = {5(1) r=1

5Potevamo calcolare I'r riutilizzando il corollario di Cauchy-Hadamad:

NG
nl{rﬁr}oo nil H (71)

n . n
‘:hm =l=r=1
n-1 n+1
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per il thm sulla continuita’ della funzione limite, S(x) €’ continua, quindi

lim S(z) =S(1)

r—1—
111{17 S(x) = 111{17 log(1 + z) = log(2)

S(1) =log(2) =log(1+1)

In definitiva, abbiamo che

log(1+x) = i wx” Vo €] —1,1]

n=1 n
2.25 Irrazionalita’ di e
Abbiamo visto in analisill.pdf che
o k-1
T __
=2 (k—1)!
k=1
percio’
1
e:;(k—l)! ()

Dimostriamo l’irrazionalita’ di e.
(1)1. Fissato un n € N, proviamo le seguenti disuguaglianze:

n+1 1

0<e— k; (] (1)
n+1 1 1

e=2 k—1)! " nln 2)
k=1

(2)1. Partiamo dalla (1)
La serie -
1

Z (n+k)! (3)

k=1
e’ la serie resto di posto n 4 1 della (x). Per quanto visto in [2.6,pg.14], e
poiche’ la (%) converge, anche la (3) converge e inoltre
S = somma della (x) = e

S, = somma parziale della (*)

n+1
1
T =somma della (3) =5 — sp,11 =e— kzz:l (=]
n+1
3) a termini positivi =T >0 0<e — %@ 1
= (k—1)!

(2)2. Dimostriamo l'uguaglianza (2)
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Consideriamo la seguente serie:

0o 1 1 00 1 k—1
Z (n+DIn+ 1)1 (n+1)! kz <n+1> 4)

k=1 =1
Se escludiamo il fattore —=, la (4) diventa una serie geometrica di ragione
(n+1)!

1
n+1

< 1, quindi converge a

.
17n+1

Moltiplicando per il fattore otteniamo:

1 i ( 1 )’“ B 1 1
(n—i—l)!k:l n+1 (n+1)! (1_L> nln
(3)1. Confrontiamo la (3) con la (4):

si dimostra per induzione che:
1

(n+ k)! = (n+ 1) (n+ 1)kt vk eN
infatti,
1 1
=l D S e
supp. vera per k.
k+1:
per Hp induttiva si ha:
1 < 1 < 1 " 1 k -
m+E)! = (n+Dn+1)k1 " (n+Dn+D1  (n+Din+1)FTn+1
1 1
(n+k)! < (n+1)!(n+1)k*1(1+n+1)©
1 1 n+1 k
(n+k)! < (n+1)!(n+1)k—1(n+1 —’_n—&-l)@>
1 1 n+k+1
(n+k) < (n-l—l)!(n-l—l)’“*l( n+1 ) <
dividendo per n + k + 1
1 1 1
R T T o T o § s A erare Rl

1 1
<
(n+k+1)! " (n+1l(n+ 1)k
Quindi, per il teorema del confronto, la somma della (3) ¢’ < di quella della

(4), ovvero
n+1
1 1
_ I
¢ ; (k—=1)! ~ nln
Quindi la disuguaglianza (2) e’ dimostrata.
(1)2. Q.ED.

Supponiamo per assurdo che e = LS N,p #¢q,qg > 1. Perla (1) e (2),
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fissando n = ¢, si ha:
g+1

P 1 1
0<==) — < —

q ,; (k=1! " dlq
moltiplichiamo ambo i membri per ¢!

P q+1 1 1
o<yt — <=
q ,;(kfl)! q

&= q! 1 /
0<p(q—1)!—z(k_1)!<5 (0"
=1

k
M
q+1 '

g ¢ ¢ 4 q!
;(/{—1)!_ TR +q!

g>1,geNpeN=plg—1)!eN
q+1 '

=¢'+q¢+q(¢g—1)...3+---+1€N

(2)

q+1 |

o<p<q—1>!—2(,€i—'1),@p<q—1>!>zﬁ (3)

k=1
(1,(2),(3) = M eN

1
0)=M < p < 1 assurdo contro M € N

2.26 Formulario

k=1

Fattoriale
[ ]
" 1 n=1
nll =
(nfll)!! n#1
Ad esempio,
N=8-6-4-2
aN=9.7-5-3

e n! =nll(n—-1!

e (2n)!1 = 27n!
Limiti e serie di taylor:

° lim%zOVxeR

n! _
=~ =0

n

e lim

n—1
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e log(l+ax)=>"", %x” V€] —1,1]
. = 28 25 27 _qyntig2n—1

1)n+1127172

o cos(z) =1-% + L — Lo 4.4 LU0
cos\x 2T T4 T (2n—2)1 S

arctanz =y >0 CO" -1 yp e 1,11
n=1 2n-1 )

3 Spazi metrici
Definition 3.1. distanza tra due insiemi X,Y di (S, d):
d(X,Y) :=inf{d(z,y) |z € X, ye Y}
X,Y sono asintotici < XNY =0, d(X,Y) =0

Theorem 3.1.
X sequenzialmente compatto, Y chiuso, d(X,Y)=0= XNY #{

Proof:

1 1
dX,Y)=0 = Ve= - >0 Jz, € X, Jyp €Y 1 d(pn,yn) < - (1)
II prop. inf
{zn} CX, X seq. comp. = FH{xy, }: zx, — 2" €X (2)

Yk, — x* infatti,

1
0 < d(yz *) < d(yp d * — +d(zx *
< d(y,.x") < (Y, vk,) + d(@p,, 27) < T (T, ")
(1) \/O" —0 (2)
= d(y,,z*) = 0=y, —
Yk, 7 T =T €
Y e’ chiuso
e XNy
O
Corollary 3.2.
Xchiuso , d({y},X)=0=>ye X
Proof:
{y} ¢ seq. compatto, X €’ chiuso, d(X,Y)=0 = {yjnX#£0Q&yeX
thm prec.
Example 3.2. Consideriamo A = { x,y) 6R2|y—1} = { |m€R}

ovvero l'iperbole equilatera. B = {(z,0) | z € R}, ovvero l'asse z. A B sono
asintotici, infatti, ANB = 0,

d((”?%)?(nvo)) =4/(n—n)?+ % = % =0
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Proposition 3.3. Disuguaglianza triangolare per distanza punto-insieme
Dato lo spazio metrico (S,d), XCS, x,y € S, si ha

d(x,S) < d(z,y) +d(y,S)
dove con d(z,S) si intende d([z], S).
Proof.

d(y,S) =inf{d(y,s) | s€ S} = Ve >0 Is. € S: d(y,sc) —e <d(y,S) (1)
dw,8) = int {dle,) | s € S} dlars) < dlwny) +dlyese) < d(ry) +d(w. ) + 2
disug. triang. (1)

d(z,S) < d(z,y)+d(y,S) +e Ve >0
e prendendo i limiti per € — 0, si ha:

d(z,S) < d(z,y) +d(y,S)
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