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2.1 Limite di una funzione di più variabili . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41
2.2 Funzioni continue . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45
2.3 Esercizi svolti . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47
2.4 Esercizi proposti . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 91

3 Calcolo differenziale per funzionidi più variabili (parte I) 94
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5.4 Integrazione delle funzioni di più variabili . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 275
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Capitolo 1

Insiemi chiusi e insiemi aperti

Definizione 1 Assegnati A (a1, a2, ..., an) e B (b1, b2, ..., bn) appartenenti allo spazio euclideo
Rn (con ak ≤ bk per k = 1, 2, ..., n), l’insieme dei punti :

R = {(x1, x2, ..., xn) ∈ Rn | ak ≤ xk ≤ bk (k = 1, 2, ..., n)} (1.1)

si dice rettangolo chiuso di estremi A e B.

Evidentemente:
R = [a1, b1]× [a2, b2]× ...× [an, bn]

Ad esempio, per n = 2 è R = [a1, b1]× [a2, b2] = {(x, y) ∈ R2 | a1 ≤ x ≤ b1, a2 ≤ x ≤ b2 }
come illustrato in fig. 1.1.

Figura 1.1: Rettangolo chiuso di estremi A (a1, a2), B (b1, b2).

Da tale definizione segue quest’altra:

Definizione 2 L’insieme di punti:

{(x1, x2, ..., xn) ∈ Rn | ak < xk < bk (k = 1, 2, ..., n)} (1.2)

si dice rettangolo aperto di estremi A e B.
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CAPITOLO 1. INSIEMI CHIUSI E INSIEMI APERTI

L’insieme (1.2) è esprimibile attraverso il prodotto cartesiano di n intervalli aperti:

(a1, b1)× (a2, b2)× ...× (an, bn)

Considerando il caso n = 2, è (a1, b1)×(a2, b2) = {(x, y) ∈ R2 | a1 < x < b1, a2 < x < b2 }
come illustrato in fig. 1.2.

Figura 1.2: Rettangolo aperto di estremi A (a1, a2), B (b1, b2).

Definizione 3 Assegnato il rettangolo R (aperto o chiuso) di estremi A e B, il centro di
R è il punto C (c1, c2, ..., cn) ∈ Rn:

ck =
1

2
(ak + bk) , k = 1, 2, ..., n

Osservazione 4 Con il simbolo R (C), denotiamo un rettangolo (aperto o chiuso) di centro
C.

Definizione 5 Assegnati P0

(

x
(0)
1 , x

(0)
2 , ..., x

(0)
n

)

∈ Rn e R ≥ 0, si dice cerchio chiuso di

centro P0 e raggio R, il luogo dei punti:

ΩR (P0) =

{

(x1, x2, ..., xn) ∈ Rn |
n∑

k=1

(

xk − x
(0)
k

)2

≤ R2

}

Definizione 6 Assegnati P0

(

x
(0)
1 , x

(0)
2 , ..., x

(0)
n

)

∈ Rn e R ≥ 0, si dice cerchio aperto di

centro P0 e raggio R, il luogo dei punti:

ΛR (P0) =

{

(x1, x2, ..., xn) ∈ Rn |
n∑

k=1

(

xk − x
(0)
k

)2

< R2

}
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CAPITOLO 1. INSIEMI CHIUSI E INSIEMI APERTI

Osservazione 7 ΩR=0 = {P0}, ΛR=0 = ∅.

Proposizione 8
∀P0 ∈ Rn, ∃R (P0) 6= ∅ | R (P0) è aperto

Dimostrazione. Siano x
(0)
k le coordinate cartesiane di P0.

∀δ > 0,
(

x
(0)
1 − δ, x

(0)
1 + δ

)

×
(

x
(0)
2 − δ, x

(0)
2 + δ

)

× ...×
(
x(0)n − δ, x(0)n + δ

)
6= ∅,

da cui l’asserto.
Allo stesso modo si dimostra la seguente proposizione:

Proposizione 9
∀P0 ∈ Rn, ∃ΛR (P0) 6= ∅

Tali proposizioni suggeriscono le seguenti definizioni:

Definizione 10 Assegnato il punto P0 ∈ Rn, un intorno rettangolare di P0 è un qua-
lunque rettangolo aperto non vuoto, centrato in P0.

Definizione 11 Un intorno circolare di P0 è un qualunque cerchio aperto non vuoto,
centrato in P0.

Definizione 12 Un qualunque sottoinsieme non vuoto di Rn è un intorno di P0 se contiene
un intorno rettangolare o circolare di P0. Indichiamo con I (P0) un intorno di P0.

***

Sia X un sottoinsieme non vuoto di Rn.

Definizione 13 P0 ∈ Rn è interno a X)
def⇐⇒ (∃I (P0) | I (P0) ⊆ X ,

Evidentemente:

P0 ∈ Rn è interno a X)
=⇒
:

(P0 ∈ X ,

cioè l’appartenenza a X è condizione necessaria (ma non sufficiente) affinchè P0 sia interno
a X.

Definizione 14 P0 ∈ Rn è esterno a X)
def⇐⇒ (∃I (P0) | I (P0) ∩X = ∅

Indichiamo con C (X) il complementare di X:

C (X) = Rn�X

Abbiamo:
P0 ∈ Rn è esterno a X) ⇐⇒ (P0 è interno a C (X)

Definizione 15 P0 ∈ Rn è di frontiera per X)
def⇐⇒ (P0 non nè interno, nè esterno a X)

⇐⇒ (∀I (P0) , I (P0) ∩X 6= ∅, I (P0) ∩ C (X) 6= ∅

7



CAPITOLO 1. INSIEMI CHIUSI E INSIEMI APERTI

P1

P3

P2 

X

Figura 1.3: P1 è punto interno per X. Il punto P2 è esterno, mentre il punto P3 è di frontiera.

In fig. 1.3 riportiamo un esempio 2-dimensionale.

X̊
def
= {P ∈ Rn | P è interno a X}

∂X
def
= {P ∈ Rn | P è di frontiera per X}

Si legge:

X̊ interno di X

∂X frontiera di X

Si osservi che X̊ ⊆ X, mentre non sempre ∂X è un sottoinsieme di X. Evidentemente:

X̊ = X�∂X

∂X = ∂C (X)

Proposizione 16
∂X = ∅ ⇐⇒ X = ∅ ∨X = Rn

Dimostrazione. Omessa.
Quindi:

∂∅ = ∅, ∂Rn = ∅

***

Definizione 17 X è chiuso)
def⇐⇒ (∂X ⊆ X

Definizione 18 X è aperto)
def⇐⇒ (X ∩ ∂X = ∅) ⇐⇒ X = X̊

Teorema 19 X è chiuso [aperto] ⇐⇒ C (X) è aperto [chiuso]

8



CAPITOLO 1. INSIEMI CHIUSI E INSIEMI APERTI

Dimostrazione. Se X è chiuso, risulta X ⊇ ∂X. Quindi:

C (X) ∩ ∂ (X) =⇒
∂X=∂C(X)

C (X) ∩ ∂C (X) = ∅

Cioè C (X) è aperto. In maniera simile si dimostra il resto del teorema.

Teorema 20 Se {Xk} (k = 1, 2, ..., N) è una famiglia di aperti, si ha:

AN
def
=

N⋃

k=1

Xk è un aperto (1.3)

lim
N→+∞

AN è un aperto

BN
def
=

N⋂

k=1

Xk è un aperto

Dimostrazione. P ∈ AN =⇒ ∃h ∈ {1, 2, ..., N} | P ∈ Xh =⇒
Xh=X̊h

∃I (P ) ⊂ Xh =⇒ I (P ) ⊂
N⋃

k=1

Xk

Cioè:
∀P ∈ AN , ∃I (P ) ⊂ AN ,

donde la prima delle (1.3). Segue automaticamente la seconda (basta eseguire il limite per
N → +∞). Dimostriamo la terza.

P ∈ BN =⇒ P ∈ Xk, ∀k ∈ {1, 2, ..., N}
Xk è aperto =⇒ ∃Iδk (P ) ⊂ Xk, essendo Iδk (P ) un intorno circolare di P di raggio δk.

Se δ = min {δk} si ha: Iδ (P ) ⊂ Xk, ∀k ∈ {1, 2, ..., N}
=⇒ Iδ (P ) ⊂ BN =⇒ BN è un aperto.

Osservazione 21

Xk è aperto ; lim
N→+∞

N⋂

k=1

Xk è aperto

Consideriamo ad esempio Xk = {(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 < ∆2
k}, con ∆k = 1 + 1

k
, essendo

k = 1, 2, ..., N . {Xk} è l’insieme dei cerchi aperti centrati nell’origine del piano cartesiano
e di raggio ∆k, come illustrato in fig. 1.4. Evidentemente:

N⋂

k=1

Xk è aperto

Ma:

lim
N→+∞

N⋂

k=1

Xk =
{
(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 ≤ 1

}

è un insieme chiuso.

9



CAPITOLO 1. INSIEMI CHIUSI E INSIEMI APERTI

-2 -1 1 2

x

-2

-1

1

2

y

Figura 1.4: La famiglia {Xk} è un insieme di cerchi aperti centrati nell’origine e di raggio
∆k = 1+ 1

k
con k = 1, 2, ..., N . Al crescere indefinito di N ∈ N� {0}, i cerchi si addensano sul

cerchio chiuso di raggio unitario. ∀N ∈ N� {0} quest’ultimo viene escluso dall’intersezione,
per cui l’intersezione è un aperto. Ma per N → +∞ l’intersezione coincide con il cerchio
chiuso di raggio unitario.
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CAPITOLO 1. INSIEMI CHIUSI E INSIEMI APERTI

Esempio 22 Sia
X =

{
(x, y) ∈ R2 | x, y ∈ Q

}

Cioè, X è l’insieme dei punti di piano le cui coordinate sono numeri razionali.

(q1, q2) ∈ X =⇒ q1, q2 ∈ Q

Preso ad arbitrio il punto P (q1, q2) ∈ X, si ha:

∀Iδx (q1) = (q1 − δx, q1 + δx) , ∃x ∈ R�Q | x ∈ Iδx (q1)
∀Iδy (q2) = (q2 − δy, q2 + δy) , ∃y ∈ R�Q | x ∈ Iδy (q2)

)

=⇒

=⇒ ∀P ∈ X, ∃I (P ) = Iδx (q1)× Iδy (q1) | I (P ) * X

=⇒ X̊ = ∅
Quindi X è privo di punti interni. Ciò implica che X non è aperto. Per stabilire se X è
chiuso, consideriamo il suo complementare:

C (X) =
{
(x, y) ∈ R2 | x, y ∈ R�Q

}

Abbiamo:
∀P ∈ C (X) , ∄I (P ) | I (P ) ⊂ C (X)) =⇒ C (X) non è aperto

Ne concludiamo che X non è nè aperto e nè chiuso. Inoltre:

∀P ∈ R2, I (P ) ∩X 6= ∅, I (P ) ∩ C (X) 6= ∅
Cioè ∂X = R2: ogni punto del piano è punto di frontiera per X.

Esempio 23 Assegnato un punto P ∈ Rn, sia X = {P}. Il complementare è C (X) =
Rn� {P} . Abbiamo:

∄I (P ) | I (P ) ⊆ X =⇒ P /∈ X̊

ma ∃!P ∈ X, per cui: X̊ = ∅ =⇒ X non è aperto. Inoltre:

∀I (P ) , I (P ) ∩X = {P} 6= ∅
I (P ) ∩ C (X) = I (P )� {P} 6= ∅

)

=⇒ P ∈ ∂X

Quindi ∂X = X =⇒ X è chiuso.

Esempio 24 Assegnati N punti distinti P1, P2, ..., PN ∈ Rn, sia X = {P1, P2, ..., PN}. In
modo analogo all”esempio precedente, si dimostra che X è chiuso.

Esempio 25 Assegnato R > 0, sia

X =

{

(x1, x2, ..., xn) ∈ Rn |
n∑

k=1

x2 = R2

}

Cioè, X è la superficie di una ipersfera di raggio R centrata nell’origine. Il complementare
di X è:

C (X) = Σ1 ∪ Σ2,

dove:

Σ1 =

{

(x1, x2, ..., xn) ∈ Rn |
n∑

k=1

x2 < R2

}

Σ1 =

{

(x1, x2, ..., xn) ∈ Rn |
n∑

k=1

x2 > R2

}

Gli insiemi Σ1,2 sono manifestamente aperti e tale è la loro unione, cioè C (X). Ne conclu-
diamo che X è chiuso.
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CAPITOLO 1. INSIEMI CHIUSI E INSIEMI APERTI

1.1 Spazio topologico

1.1.1 Definizione assiomatica

Le definizioni elencate e i teoremi dimostrati si riferiscono allo spazio euclideo Rn. In realtà,
tali definizioni possono essere generalizzate a un insieme S non vuoto. Più specificatamente,
riassumiamo le proprietà che ci interessano.

Sia Θ la totalità degli insiemi aperti di Rn. Per quanto detto, risulta:

1. ∅,Rn ∈ Θ

2. Xk ∈ Θ, (k = 1, 2, ..., N < +∞) =⇒
N⋂

k=1

Xk ∈ Θ

3. Xk ∈ Θ, (k = 1, 2, ..., N ≤ +∞) =⇒
N⋃

k=1

Xk ∈ Θ

Consideriamo ora un insieme non vuoto S. Sia P (S) l’insieme delle sue parti:

P (S) = {S ′ | S ′ ⊆ S}

Evidentemente ∅, S ∈ P (S).

Definizione 26 L’insieme S assume la struttura di spazio topologico se esiste Θ ⊆ P (S),
Θ 6= ∅ tale che:

1. ∅, S ∈ Θ

2. Xk ∈ Θ, (k = 1, 2, ..., N < +∞) =⇒
N⋂

k=1

Xk ∈ Θ

3. Xk ∈ Θ, (k = 1, 2, ..., N ≤ +∞) =⇒
N⋃

k=1

Xk ∈ Θ

Se sono verificate le proprietà 1, 2 e 3, diremo che la coppia ordinata (S,Θ) è uno spazio
topologico. La famiglia di aperti Θ è la topologia definita su S. L’insieme S si chiama
spazio. Gli elementi di S sono denominati punti; ovviamente gli elementi di Θ sono gli
insiemi aperti di S.

Ad esempio, comunque assegniamo un insieme S non vuoto, Θ = {∅, S} verifica banal-
mente gli assiomi visti sopra. La topologia determinata da Θ è detta topologia banale.

Intorni

In Rn la topologia naturale è quella euclidea. Più precisamente, assumiamo come famiglia
di aperti l’insieme:

Θe =
{

A ⊆ Rn | ∀P0

(

x
(0)
1 , x

(0)
2 , ..., x(0)n

)

∈ A, ∃Sn (P0, δ) ⊆ A
}

, (1.4)
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essendo:

Sn (P0, δ) =

{

(x1, x2, ..., xn) ∈ Rn |
n∑

k=1

(

xk − x
(0)
k

)

< δ2

}

(1.5)

Nel caso speciale n = 1:

Θe =
{
A ⊆ Rn | ∀x0 ∈ A, ∃S1 (x0, δ) ⊆ A

}
,

dove:
S1 (x0, δ) = (x0 − δ, x0 + δ)

***

Le nozioni di punto interno e di intorno di un punto si generalizzano a un qualunque
spazio topologico (S,Θ).

Definizione 27 x è interno a X ⊆ S)
def⇐⇒ (∃A ∈ Θ | A ⊆ X, x ∈ A

(fig. 1.5).

S

X

A

x

Figura 1.5: x è interno all’insieme X (aperto o chiuso), sottoinsieme non vuoto di S, se esiste
almeno un aperto contenuto in X e contenente x.

Osservazione 28 Per X = S, la definizione precedente si scrive:

x è interno a S)
def⇐⇒ (∃A ∈ Θ | A ⊆ S, x ∈ S

Ritroviamo cos̀ı la definizione 13.

Definizione 29 U ⊆ S è un intorno di x ∈ S)
def⇐⇒ (x è interno a U

13
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S

U

A

x

Figura 1.6: Un intorno di x ∈ S è un qualunque sottoinsieme non vuoto di S, contenente
almeno un aperto contenente x.

Cioè U ⊆ S è un intorno di x ∈ S se ∃A ∈ Θ | A ⊆ U , x ∈ A. In altri termini, un intorno
di x ∈ S, è un qualunque sottoinsieme di S contenente un aperto che contiene x.(fig. 1.6).

La definizione (29) si generalizza:

Definizione 30 U ⊆ S è un intorno di X ⊆ S)
def⇐⇒ (∃A ∈ Θ | A ⊆ U , X ⊆ A

Assegnato x ∈ S, poniamo:

Ux def
= {U ⊆ S | U è un intorno di x} (1.6)

Cioè chiamiamo Ux l’insieme i cui elementi sono gli intorni di x.

Proposizione 31
B ⊂ S | B ⊃ U ∈ Ux =⇒ B ∈ Ux (1.7)

C,D ∈ Ux =⇒ C ∩D ∈ Ux (1.8)

V ∈ Ux =⇒ ∃W intorno di x | V è intorno di y, ∀y ∈ W (1.9)

Dimostrazione. La (1.7) si dimostra banalmente.
La (1.8):

C,D ∈ Ux =⇒ ∃A,B ∈ Θ | A ⊆ C, x ∈ A
B ⊆ D, x ∈ B

=⇒ x ∈ A ∩ B ⊆ C ∩D =⇒
A∩B∈Θ

C ∩D ∈ Ux

14
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La (1.9):

V ∈ Ux =⇒ ∃A ∈ Θ | x ∈ A ⊆ V =⇒ V è intorno di x, ∀x ∈ A

ma anche A è un intorno di x (A ⊆ A, x ∈ A), da cui l’asserto.
Segue la seguente proposizione, di cui omettiamo la dimostrazione:

Proposizione 32 U ⊆ S è intorno di X ⊆ S) ⇐⇒ (U è intorno di x, ∀x ∈ X

Osservazione 33 Nel caso della topologia banale Θ = {∅, S}, risulta: ∀x ∈ S, Ux = {S}.
Ad esempio, se S = N, strutturando tale insieme con la topologia banale, si ha che per un
arbitario n ∈ N, l’unico intorno di n è l’insieme medesimo N.

Base di uno spazio topologico

Sia (S,Θ) uno spazio topologico.

Definizione 34 B ⊆Θ è una base1 di S se ogni aperto di S si esprime come unione di
elementi di B. In simboli:

B ⊆Θ è una base
di S

)
def⇐⇒

(

∀A ∈ Θ, ∃Ba ∈ B | A =
⋃

a∈A
Ba ,

Definizione 35 S è a base numerabile)
def⇐⇒ (∃B base di S | card (B) ≤ card (N)

Consideriamo ad esempio la topologia discreta:

Θd = P (S) (1.10)

Ogni sottoinsieme di S è un aperto di S. In particolare, ∀x ∈ S, {x} ∈ Θd, i.e. {x}
è un aperto di S. Ogni sottoinsieme {x} costituito da un solo elemento, è denominato
singoletto. Una base per Θd è B =

{
{x}x∈S

}
, cioè l’insieme di tutti i singoletti. Ad esempio,

se prendiamo A = S ∈ P (S) = Θd, si ha: S =
⋃

x∈S
Bx, dove Bx = {x}x∈S.

Esempio 36 Sia S = {x, y, z}. La topologia discreta è:

Θd = {∅, S, {x} , {y} , {z} , {x, y} , {x, z} , {y, z}}
Una base è:

B = {{x} , {y} , {z}}
Scriviamo:

S = {x} ∪ {y} ∪ {z} = {x, y, z}
S è manifestamente a base numerabile.

Esempio 37 Sia S = R. Nella topologia discreta una base è:

B = {Bx} , con Bx = {x}x∈R
Quindi:

R =
⋃

x∈R
Bx =

+∞⋃

x=−∞
{x} = (−∞,+∞)

L’insieme B ha la potenza del continuo, quindi R non è a base numerabile.

1Un’altra denominazione è base degli aperti di S, o ancora base della topologia Θ.
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Sottospazio

Proposizione 38 Sia (S,Θ) uno spazio topologico, dove Θ = {Ah}h∈H . Per ogni Y ⊆ S,
l’insieme ΘY = {Ah ∩ Y }h∈H definisce una topologia su Y , denominata topologia indotta.

Dimostrazione. ∅∩Y = ∅, S ∩Y = Y =⇒ ∅, Y ∈ ΘY , per cui è verificato il primo assioma
di spazio topologico.

Poniamo A′
h = Ah ∩ Y .

(
⋃

h∈H
Ah

)

∩ Y
︸ ︷︷ ︸

∈ΘY

=
⋃

h∈H
(Ah ∩ Y ) =

⋃

h∈H
A′
h

Cioè
⋃

h∈H
A′
h ∈ ΘY .

⋂

h∈H
(Ah ∩ Y ) =

(
⋂

h∈H
Ah

)

∩ Y
︸ ︷︷ ︸

∈ΘY

=⇒
⋂

h∈H
(Ah ∩ Y ) ∈ ΘY

Restano dunque verificati i rimanenti assiomi di spazio topologico.

Definizione 39 Sia (S,Θ) uno spazio topologico. Per ogni Y ⊆ S non vuoto, chiamiamo
sottospazio di S, la coppia ordinata (Y,ΘY ), dove ΘY è la topologia indotta da Θ.

Proposizione 40 Se B = {Bh}h∈H è una base per gli aperti dello spazio topologico (S,Θ),
una base per gli aperti di un qualunque sottospazio (Y,ΘY ) è BY = {B′

h = Bh ∩ Y }h∈H è una
base per gli aperti di Y .

Dimostrazione. Omessa.

1.1.2 Punti di accumulazione

Definizione 41 Sia (S,Θ) uno spazio topologico.

P0 è punto di accumulazione per S)
def⇐⇒ (∀I (P0) , ∃P ∈ S ∩ I (P0)� {P0} (1.11)

In particolare se S = X ⊆ Rn, X 6= ∅, si ha:

Definizione 42

P0 ∈ Rn è punto di accumulazione per X)
def⇐⇒ (∀I (P0) , ∃P ∈ X ∩ I (P0)� {P0}

In altri termini, P0 è di accumulazione per S se in ogni suo intorno cade almeno un
punto di S distinto da P0. Diversamente, se esiste almeno un intorno I (P0) tale da violare
la condizione (1.11), diremo che P0 è punto isolato per S. Abbiamo:

P0 è punto di accumulazione per S) ; (P0 ∈ S

P0 /∈ S è punto di accumulazione per S) =⇒ (P0 ∈ ∂S
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Teorema 43

P0 è di accumulazione per S) =⇒ (∀I (P0) ,∃∞P ∈ S ∩ I (P0)� {P0}

Dimostrazione. Senza perdita di generalità, consideriamo il caso euclideo (S = X ⊂ Rn).
Procediamo per assurdo. La negazione della tesi è:

∃I (P0) | ∃P1, P2, ..., PN ∈ X ∩ I (P0)� {P0}

Cioè esiste almeno un intorno di P0 in cui cade un numero finito di punti di X, distinti da
P0. Poniamo dk = P0Pk con k = 1, 2, ...N , quindi

d< = min {d1, d2, ..., dN}

Da ciò segue:

∀δ ∈ (0, d<) , Iδ (P0) ∩X� {P0} = ∅) =⇒ (P0 non è punto di accumulazione ,

che è una negazione dell’ipotesi, donde l’asserto.

Definizione 44 Dicesi insieme derivato di S, o semplicemente derivato di S, l’insieme:

D (S) = {P | P è di accumulazione per S}

Proposizione 45 Sia X ⊆ Rn

P0 ∈ X̊ =⇒ P0 ∈ D (X)

Dimostrazione. P0 ∈ X̊ =⇒ ∃I∆ (P0) | X ∩ I∆ (P0)� {P0} 6= ∅, dove I∆ (P0) è un intorno
circolare di P0 di raggio ∆. Evidentemente:

∀δ ∈ (0,∆) , ∃Iδ (P0) | X ∩ Iδ (P0)� {P0} 6= ∅,

da cui l’asserto.

Teorema 46 Teorema di Bolzano-Weierstrass.
Sia X ⊆ Rn.

X è limitato
X contiene infiniti punti

)

=⇒ (D (X) 6= ∅

Dimostrazione. Omessa.
Assegnato lo spazio topologico (S,Θ), sussistono i seguenti teoremi, di cui omettiamo la

dimostrazione.

Teorema 47
S ∪ ∂S = S ∪ D (S)

Teorema 48
S ∪ ∂S = S ∪ D (S) è chiuso
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Quindi ad ogni insieme S possiamo associare l’insieme chiuso S ∪ ∂S = S ∪D (S), donde
poniamo:

S̄ = S ∪ ∂S = S ∪ D (S) (1.12)

L’insieme S̄ si chiama chiusura di S.
Per quanto detto un insieme S è chiuso se S ⊇ ∂S; abbiamo poi definito la chiusura come

S̄ = S ∪ ∂S. In particolare:

S è chiuso =⇒ S = S̄

In altri termini, un insieme chiuso coincide con la propria chiusura. Dalla (1.12) segue:

S è chiuso) ⇐⇒ (S ⊇ D (S) (1.13)

Definizione 49 S è perfetto⇐⇒ S = D (S)

In altri termini, un insieme è perfetto se ogni suo punto è punto di accumulazione, e ogni
punto di accumulazione è punto dell’insieme. Ad esempio, in R1 gli intervalli chiusi sono
insiemi perfetti.

1.1.3 Campo e dominio

Definizione 50 Dicesi campo ogni insieme aperto.

Definizione 51 Dicesi dominio, la chiusura di un campo.

X = X̊ =⇒ X̄ = X ∪ ∂ (X) è un dominio

Teorema 52 Hp D è un dominio

Th

{
D è perfetto

D ⊆ D
(

D̊
)

(ogni punto di D è di accumulazione per D̊)

Dimostrazione. Per definizione di dominio:

∃X = X̊ | D = X ∪ ∂X

Inoltre:
P ∈ X =⇒

X=X̊
∃I (P ) | I (P ) ⊆ X =⇒ I (P ) ⊆ D

Cioè
P ∈ X =⇒ ∃I (P ) ⊆ D =⇒ P ∈ D̊ =⇒

prop. 45
P ∈ D (D)

Quindi:
P ∈ X =⇒ P ∈ D (D)

Sia ora P ∈ ∂X =⇒
X=X̊

P /∈ X

P ∈ ∂X =⇒ ∀I (P ) , X ∩ I (P ) 6= ∅
=⇒
X⊂D

∀I (P ) , ∃Q ∈ D ∩ I (P )� {P} =⇒ P ∈ D (D)
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In definitiva:
∀P ∈ X ∪ ∂X = D, P ∈ D (D)) =⇒ D ⊆ D (D)

Ma
D ⊆ D (D) =⇒ D = D (D) ,

poichè

∀Q /∈ D, ∃I (Q) | D ∩ I (Q)� {Q} = ∅
=⇒ ∀Q /∈ D, Q /∈ D (D)

Ne concludiamo che D = D (D). Passiamo alla seconda parte del teorema.

P ∈ X =⇒ P ∈ D̊
)

=⇒ X ⊆ D̊

Da ciò segue che per un arbitario P ∈ D

∀I (P ) , ∃Q ∈ X ∩ I (P )� {P}

Ma X ⊆ D̊, perciò:

∀I (P ) , ∃Q ∈ D̊ ∩ I (P )� {P}
)

=⇒ P ∈ D
(

D̊
)

Esempio 53 Sia D = D1 ∪D2, dove D1 è un dominio circolare, mentre D2 è un segmento
(v. fig. 1.7). D1, D2 sono domini:

Dk = D (Dk) , Dk ⊆ D
(

D̊k

)

Risulta:

D (D) = D (D1) ∪ D (D2)

= D1 ∪D2 = D,

cioè D è perfetto. Determiniamo ora l’interno di D.

D̊ = D̊1 ∪ D̊2 =
D̊2=∅

D̊1

Quindi:

P ∈ D2 =⇒
(

∃I (P ) | D̊1
=D̊

∩ I (P ) = ∅
)

=⇒ P /∈ D
(

D̊
)

=⇒ D * D
(

D̊
)

Ne concludiamo che l’insieme D pur essendo un insieme perfetto, non è un dominio.
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D1

D2

P

Figura 1.7: L’insieme D = D1 ∪D2 non è un dominio.

1.1.4 Funzioni continue

Introduzione

Sia (S,Θ) uno spazio topologico e X un insieme non vuoto. Assegnata la funzione:

f : S −→ X, (1.14)

ci chiediamo: f trasporta la topologia Θ da S a X? La risposta dipende dalla funzione
considerata. Ad esempio, siano S = {a, b, c, d} e X = {x, y, z}. Supponiamo che la funzione
(1.14) sia cos̀ı definita:

f (a) = x

f (b) = f (c) = y

f (d) = z

Consideriamo ora il sottoinsieme di P (S): Θ = {∅, S, {a, b} , {c, d}}. È immediato verificare
che Θ è una topologia su S. Infatti:

1. ∅, S ∈ Θ

2. {a, b} ∩ {c, d} = ∅ ∈ Θ

3. {a, b} ∪ {c, d} = S ∈ Θ

L’immagine di Θ attraverso f è:

Θ′ = f (Θ) = {∅, X, {x, y} , {y, z}}
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Risulta: {x, y} ∩ {y, z} = {y} /∈ Θ′, per cui Θ′ non è una topologia.
Consideriamo ora uno spazio topologico (S ′,Θ′) e un insieme S 6= ∅. È facile mostrare

che Θ = {f−1 (A′) | A′ ∈ Θ′} è una topologia su S. Più specificatamente, consideriamo
l’applicazione biiettiva:

f : S → S ′

La sua inversa è:
f−1 : S ′ → S

Per ogni A′ ∈ Θ′:
f−1 (A′) =

{
x ∈ S | x = f−1 (x′) , ∀x′ ∈ A′}

Sia:
Θ =

{
f−1 (A′) | A′ ∈ Θ′}

Risulta:
f−1 (A′) ⊆ S =⇒ Θ ⊆ P (S)

Verifichiamo ora che Θ è una topologia su S.

f−1 (∅) =
{
x ∈ S | x = f−1 (x′) , ∀x′ ∈ ∅

}
= ∅

f−1 (S ′) = S,

cosicchè è verificata la prima delle 26.

∀X ′
1, ..., X

′
N ∈ Θ′,

N≤+∞⋃

k=1

X ′
k ∈ Θ′

=⇒ f−1

(
N≤+∞⋃

k=1

X ′
k

)

=

N≤+∞⋃

k=1

f−1 (X ′
k) ∈ Θ,

che è la seconda delle 26.

∀X ′
1, ..., X

′
N ∈ Θ′,

N<+∞⋂

k=1

X ′
k ∈ Θ′

=⇒ f−1

(
N<+∞⋂

k=1

X ′
k

)

=
N<+∞⋂

k=1

f−1 (X ′
k) ∈ Θ,

Restano cos̀ı verificati gli assiomi di spazio topologico, per cui Θ è una topologia su S.
Sussiste inoltre il seguente teorema di cui omettiamo la dimostrazione:

Teorema 54 Siano S, S ′ 6= ∅, dove S ′ è uno spazio topologico con topologia Θ′. Sia poi
assegnata l’applicazione:

f : S −→ S ′

Se B′ = {Bh}h∈H è una qualunque base per gli aperti di S ′, allora {f−1 (Bh)}h∈H è una base
per gli aperti di S.

Esempio 55 Consideriamo la proiezione canonica:

πx : R2 −→ R, πx : (x, y) ∈ R2 −→ x ∈ R (1.15)
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Si osservi che la (1.15) non è invertibile, in quanto non è iniettiva2. Infatti, non è iniettiva
ogni applicazione del tipo:

f : Rn>1 −→ R

Possiamo comunque considerare l’applicazione:

π−1
x : R −→ R2, π−1

x : x ∈ R −→ (x, y) ∈ R2

π−1
x è una funzione ad infiniti valori, poichè a un assegnato x ∈ R corrispondono infinite

coppie ordinate (x, y), che differiscono solo per y.

π−1
x (x) = (x, y) , ∀y ∈ (−∞,+∞)

Nella topologia euclidea Θe = {A ⊆ R | ∀x ∈ A, ∃ (x− δ, x+ δ) ⊆ A} una base per gli aperti
di R è:

B = {Bα,β} , con Bα,β = (α, β) , ∀α ≤ β

Infatti: A =
⋃

α,β

(α, β) con A ∈ Θe. Abbiamo:

π−1 (Bα,β) = (α, β)× (−∞,+∞)

=
{
(x, y) ∈ R2 | α < x < β, −∞ < y < +∞

}

Cioè la striscia compresa tra le rette x = α, x = β. Quindi la base in R2 è la famiglia delle
strisce:

{
π−1 (Bα,β)

}

α≤β∈R

Pertanto, la topologia trasportata da π−1
x non è quella euclidea. Assumiamo ora come

topologia su R la topologia discreta Θd = R, per cui la base degli aperti è:

Bx =
{
{x}x∈R

}

infatti:

∀A ∈ Θd, A =
⋃

x∈R
Bx

Abbiamo:
π−1 (Bx) = {x} × (−∞,+∞)

Cioè {π−1 (Bx)} è l’insieme delle rette parallele all’asse y.

Definizione di continuità

La definizione di funzione continua in topologia è una generalizzazione della definizione di
continuità data in Analisi. Consideriamo dunque una funzione reale di più variabili reali.
Precisamente:

f : X −→ R

dove X ⊆ Rn. Come è noto, la funzione f è continua in P0 ∈ X, se

∀J (f (P0)) , ∃I (P0) | P ∈ X ∩ I (P0) =⇒ f (P ) ∈ J (f (P0)) ,

essendo J (f (P0)) un intorno di f (P0).
Siano ora (S,Θ), (S ′,Θ′) due spazi topologici.

2È però suriettiva, in quanto πx

(
R2
)
= R.
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Definizione 56 Una funzione f da S a S ′:

f : S −→ S ′

si dice continua nel punto P0 ∈ S se:

∀J (f (P0)) , ∃I (P0) | P ∈ S ∩ I (P0) =⇒ f (P ) ∈ J (f (P0))

Definizione 57 f : S −→ S ′ è continua in S, se è continua ∀P0 ∈ S.

Esempio 58 La funzione costante è continua. Precisamente, abbiamo:

f : S −→ S ′, f : P ∈ S −→ Q0 ∈ S ′

Quindi f (P ) = Q0, ∀P ∈ S. Fissato ad arbitrio P0 ∈ S, si ha:

∀I (P0) , P ∈ S ∩ I (P0) =⇒ f (P ) = Q0 ∈ J (Q0) = J (f (P0))

Cioè:
∀J (f (P0)) , ∃I (P0) | P ∈ S ∩ I (P0) =⇒ f (P ) ∈ J (f (P0))

da cui la continuità di f in P0, e quindi in S, in forza dell’arbitrarietà di P0.

Definizione 59 f : S → S ′ è bicontinua
def⇐⇒ f−1 : S ′ → S è continua in S ′

Definizione 60
f è un omeomorfismo da

S a S ′

)
def⇐⇒ (f : S → S ′ è biiettiva e bicontinua

Definizione 61 S è omemorfo a S ′ se esiste un omeomorfismo f da S a S ′. In tal caso
si scrive: S ⋍ S ′.

Osservazione 62 Due spazi topologici omeomorfi si dicono topologicamente equivalen-
ti.

Osservazione 63 L’omemorfismo è la versione topologica dell’isomorfismo in algebra (astrat-
ta e lineare). In termini intuitivi, un omeomorfismo è un’applicazione che porta punti “vi-
cini” di S a punti “vicini” di S ′. Ciò implica l’esistenza di un movimento “elastico” (cioè
senza strappi) che porta S a coincidere con S ′.

Esempio 64 Consideriamo l’applicazione:

f : X −→ S (1.16)

dove X è un intervallo di R, mentre S ⊂ R2 è la circonferenza di raggio unitario centrata
nell’origine: x2 + y2 = 1. Precisamente X = [0, 2π] e:

f (t) = (cos t, sin t) (1.17)

La (1.17) è una funzione vettoriale della variabile reale t. Le funzioni componenti sono:

x (t) = cos t, y (t) = sin t (1.18)
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La continuità di esse implica la continuità di f . Vediamo se tale funzione è invertibile. Deve
essere:

f−1 : S −→ X, f : (x, y) −→ t, ∀ (x, y) ∈ S

Dalle (1.18) si ha:

t = arctan
y

x
Cioè:

f−1 (x, y) = arctan
y

x
,

con (x, y) ∈ S : x2 + y2 = 1. Da ciò segue che x e y non sono indipendenti. Precisamente:

y = ±
√
1− x2

Il doppio segno implica la non invertibilità della f . Più precisamente, è invertibile la
restrizione di f a uno dei due intervalli: [0, π], [π, 2π]. Scriviamo:

f−1
1 (x) = arctan

(√
1− x2

x

)

f−1
2 (x) = − arctan

(√
1− x2

x

)

Qui è:

f−1
1 : [−1, 1] → [0, π] (1.19)

f−1
2 : [−1, 1] → [π, 2π]

dove:

S1 =
{
(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 = 1, 0 ≤ y < +∞

}

S2 =
{
(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 = 1, −∞ < y ≤ 0

}

Da ciò segue che la funzione (1.16) è localmente invertibile. Vediamo inoltre che le (1.19)
sono continue nei rispettivi insiemi di definizione. Ne concludiamo che la funzione assegnata
non è un omeomorfismo. La restrizione di f a uno dei due intervalli [0, π], [π, 2π] è invece,
un omeomorfismo. In altri termini, l’intervallo [0, 2π] non è omemorfo alla circonferenza S.
Di contro, gli intervalli [0, π] e [π, 2π] sono omeomorfi a S1 e S2 rispettivamente.

Valgono le seguenti proprietà:

1. S ≃ S, ∀S
Questa proprietà è immediata. Infatti, è definita l’applicazione identica:

f : S → S, f (P ) = P, ∀P ∈ S

che è manifestamente un omeomorfismo.

2. S ≃ S ′ =⇒ S ≃ S ′, ∀S, S ′

3. S ≃ S ′, S ′ ≃ S ′′ =⇒ S ≃ S ′′, ∀S, S ′, S ′′

Da ciò segue che la relazione di omemorfismo è una relazione di equivalenza nell’insieme
degli spazi topologici. Assegnato un qualunque spazio topologico S, resta dunque definita
la classe di equivalenza:

[S] = {S ′ | S ′ ≃ S}
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1.1.5 Spazio connesso

Sia (S,Θ) uno spazio topologico.

Definizione 65 S è sconnesso
def⇐⇒ ∃A,B ∈ Θ\ {∅} | A ∪ B = S, A ∩ B = ∅

Si dice che gli aperti A e B ricoprono S.

Definizione 66 S è connesso
def⇐⇒ S non è sconnesso

∀X ⊆ S, X 6= ∅, indichiamo con ΘX la topologia indotta da S. Quindi (X,ΘX) assume
la struttura di spazio topologico.

Definizione 67 X è connesso/sconnesso
def⇐⇒ (X,ΘX) è connesso/sconnesso.

Teorema 68 X ⊆ R è connesso ⇐⇒ ∃a, b ∈ R | X = (a, b)

Dimostrazione. Omessa.

Esempio 69 Consideriamo lo spazio topologico R con la topologia euclidea Θe = {A ⊆ R | ∀x ∈ A, ∃ (x− δ, x
Mostriamo che l’insieme dei razionali Q ⊂ R è sconnesso.

∀r ∈ R�Q, ∃Ar = (−∞, r) , Br = (r,+∞)

Risulta:

Q = Ar ∪ Br

Ar ∩ Br = ∅

Quindi Q è sconnesso.

Esempio 70 Sia (X,Θd) uno spazio topologico, essendo X = {x, y} con x 6= y e Θd =
{∅, X, {x} , {y}} la topologia discreta. Risulta:

X = {x} ∪ {y}
{x} ∩ {y} = ∅

Quindi X è sconnesso. Tale risultato si generalizza: se X = {xk}k∈N e Θ = Θd, lo spazio
topologico (X,Θd) è sconnesso.

1.1.6 Assiomi di separazione

Sia (S,Θ) uno spazio topologico. Indichiamo con Σ la famiglia dei chiusi di S:

Σ = {C ⊆ S | C è chiuso}

T0) ∀P,Q ∈ S (P 6= Q), ∃I (P ) | Q /∈ I (P ) ∨ ∃I (Q) | P /∈ I (Q)

T1) ∀P,Q ∈ S (P 6= Q), ∃I (P ) | Q /∈ I (P ) ∧ ∃I (Q) | P /∈ I (Q)

T2) ∀P,Q ∈ S (P 6= Q), ∃I (P ) , I (Q) | I (P ) ∩ I (Q) = ∅

T3) P ∈ S , ∀C ∈ Σ | P /∈ C, ∃A,B ∈ Θ | C ⊆ A, P ∈ B, A ∩B = ∅

25



CAPITOLO 1. INSIEMI CHIUSI E INSIEMI APERTI

T5) ∀C1, C2 ∈ Σ, C1 ∩ C2 = ∅, ∃A,B ∈ Θ | C1 ⊆ A, C2 ⊆ B, A ∩ B = ∅

Gli spazi topologici che verificano l’assioma T2 si chiamano spazi di Hausdorff.

Esercizio 71 Studiare l’insieme

X =

{

1,
1

2
,
1

3
...,

1

n
, ...

}

=

{
1

n
| n ∈ N� {0}

}

(1.20)

Soluzione. Poniamo

xn
def
=

1

n

Osserviamo che:
lim

n→+∞
xn = 0

def
= x∞

Evidentemente x∞ /∈ X. Per ogni xn ∈ X

∀δ > 0, Iδ (xn) = (xn − δ, xn + δ) 6⊂ X

nel senso che ∃x ∈ Iδ (xn) | x /∈ X. Perciò

∀xn ∈ X, xn /∈ X̊

e, siccome i punti interni appartengono necessariamente all’insieme, segue che X̊ = ∅. Cioè
l’insieme (1.20) non è aperto. Il complementare di X è:

C (X) = (−∞, 0] ∪
(

+∞⋃

n=1

[
1

n+ 1
,
1

n

])

Inoltre, fissato ad arbitrio xn ∈ X

∀δ > 0, Iδ (xn) = (xn − δ, xn + δ) ∩X 6= ∅, Iδ (xn) ∩ C (X) 6= ∅,

Cioè
∀xn ∈ X, xn ∈ ∂X =⇒ X ⊆ ∂X

Quindi ogni punto di X è di frontiera per X. Inoltre:

∀x ∈ C (X)� {0} , ∃I (x) | I (x) ∩X = ∅ =⇒ x /∈ ∂X

Mostriamo ora che x∞ ∈ ∂X. Abbiamo:

∀δ > 0, Iδ (x∞) = (−δ, δ) | Iδ (x∞) ∩X 6= ∅
Iδ (x∞) ∩ C (X) 6= ∅ ,

cioè x∞ ∈ ∂X. Risulta:
∂X = X ∪ {0} =⇒ X ⊂ ∂X

Pertanto X non è nè chiuso e nè aperto. Determiniamo ora gli eventuali punti di accumula-
zione. Preso ad arbitrio xn ∈ X, si ha:

∃δ > 0 | Iδ (xn) = (xn − δ, xn + δ) ∩X = ∅ =⇒ xn /∈ D (X)
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Inoltre:
∀ Iδ (x∞) = (−δ, δ) , Iδ (x∞) ∩X 6= ∅ =⇒ x∞ ∈ D (X)

Quindi:
D (X) = {0}

Perciò la chiusura di X è:

X̄ = X ∪ {0}

=

{

0, 1,
1

2
, ...,

1

n
, ...

}

Esercizio 72 Studiare l’insieme:

X =

{

(−1)n
(

1 +
1

n

)

| n ∈ N� {0, 1}
}

Soluzione. Poniamo:

xn = (−1)n
(

1 +
1

n

)

= (−1)n
n+ 1

n

Risulta:
∄ lim
n→+∞

xn

Esplicitiamo alcuni elementi di X:

x2 =
3

2
, x3 = −4

3
, x4 =

5

4
, x5 = −6

5
, ...

Da ciò vediamo che i punti di X tendono ad addensarsi intorno ai punti x0 = +1 e x′0 = −1.
Per ogni xn ∈ X

∀δ > 0, Iδ (xn) = (xn − δ, xn + δ) 6⊂ X

nel senso che ∃x ∈ Iδ (xn) | x /∈ X. Perciò

∀xn ∈ X, xn /∈ X̊

e, siccome i punti interni appartengono necessariamente all’insieme, segue che X̊ = ∅. Cioè
l’insieme (1.20) non è aperto. Inoltre, fissato ad arbitrio xn ∈ X

∀δ > 0, Iδ (xn) = (xn − δ, xn + δ) ∩X 6= ∅, Iδ (xn) ∩ C (X) 6= ∅,

Cioè
∀xn ∈ X, xn ∈ ∂X =⇒ X ⊆ ∂X

Quindi ogni punto di X è di frontiera per X. Inoltre:

∀x ∈ C (X)� {±1} , ∃I (x) | I (x) ∩X = ∅ =⇒ x /∈ ∂X

Mostriamo ora che x0, x
′
0 ∈ ∂X. Abbiamo:

∀δ > 0, Iδ (x0) = (x0 − δ, x0 + δ) | Iδ (x0) ∩X 6= ∅
Iδ (x0) ∩ C (X) 6= ∅ ,
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cioè x0 ∈ ∂X. Risulta:
∂X = X ∪ {±1} =⇒ X ⊂ ∂X

Pertanto X non è nè chiuso e nè aperto. Determiniamo ora gli eventuali punti di accumula-
zione. Preso ad arbitrio xn ∈ X, si ha:

∃δ > 0 | Iδ (xn) = (xn − δ, xn + δ) ∩X = ∅ =⇒ xn /∈ D (X)

Inoltre:
∀ Iδ (x0) = (x0 − δ, x0 + δ) , Iδ (x0) ∩X 6= ∅ =⇒ x0 ∈ D (X)

Alla stessa maniera si dimostra che x′0 ∈ D (X). Quindi:

D (X) = {±1}

Perciò la chiusura di X è:
X̄ = X ∪ {±1}

Esercizio 73 Studiare l’insieme Z degli interi relativi.

Soluzione. Scriviamo:
Z = {±n | n ∈ N}

Il complementare di Z è:

C (Z) = R1�Z =
+∞⋃

n=−∞
(n− 1, n)

Cioè il complementare è l’unione di un numero infinito di aperti. Per il teorema 20, C (Z) è
aperto =⇒ Z è chiuso. È facile verificare che Z è privo di punti di accumulazione:

∀δ ∈ (0, 1) , ∄x ∈ Iδ (n) ∩ Z� {xn} ,

dove Iδ (n) = (n− δ, n+ δ). Quindi D (Z) = ∅. La chiusura coincide con l’insieme medesimo:

Z̄ = Z ∪ D (Z) = Z

Definizione 74 Assegnati N punti distinti P1, P2, ..., PN ∈ Rn, dicesi poligonale di ver-
tici P1,..., PN , il luogo dei punti:

γ (P1, PN) =
N−1⋃

k=1

lk,

dove lk = PkPk+1 è il lato k-esimo della poligonale.
La poligonale si dice semplice se è priva di punti di intersezione. Viceversa, si dice

doppia.

In termini intuitivi, una poligonale semplice non s’intreccia. Nelle figure 1.8 - 1.9 sono
riportati esempi di poligonali.
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P1

P2

P3

P4

P5

P6

Figura 1.8: Esempio di poligonale semplice

P1

P2

P3

P4

P5

P6

Figura 1.9: Esempio di poligonale doppia
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A

Q

P

Figura 1.10: Il campo A è connesso.

Definizione 75 Una poligonale coordinata è il luogo dei punti:

γ (P1, PN ) =
N−1⋃

k=1

lk

tale che ∀k, lk è parallelo a uno degli assi coordinati.

Definizione 76 Un campo A di Rn si dice connesso se:

∀P,Q ∈ A con P 6= Q, ∃una poligonale semplice γ (P,Q) | γ� {P,Q} ⊆ Å

Intuitivamente, un campo connesso è costituito da una sola porzione di spazio.
Ciò premesso, ricordiamo che un dominio è la chiusura di un campo. Più precisamente,

assegnato il campo A di Rn, l’insieme:

D = A ∪ D (A) = A ∪ ∂A

è un dominio (D (A) è il derivato di A, cioè l’insieme dei suoi punti di accumulazione).

Definizione 77 Un dominio internamente connesso è la chiusura di un campo connes-
so.

Definizione 78 Una curva di Jordan CJ è una qualunque curva piana generalmente
regolare, semplice e chiusa.

30



CAPITOLO 1. INSIEMI CHIUSI E INSIEMI APERTI

A

P

Q

Figura 1.11: Il campo A è connesso, ma non è semplicemente connesso.

A

P

Q

X

Figura 1.12: Il campo A non è connesso, poichè X /∈ A.
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Teorema 79 Teorema di Jordan
Assegnata una qualunque CJ , ∃!DJ ⊂ R2 | DJ è limitato e internamente connesso, con

∂DJ = CJ .

Dimostrazione. Omessa.

Definizione 80 Il dominio DJ | ∂DJ = CJ è denominato dominio regolare ad un solo
contorno.

Esempio 81 Un qualunque dominio normale (Definizione 386) rispetto a uno degli assi
coordinati, è un dominio regolare ad un solo contorno.

Definizione 82 Un campo A di R2 si dice semplicemente connesso o a connessione
lineare semplice se:

∀CJ ⊂ A, ∃!DJ regolare ad un solo contorno | DJ ⊂ A

Naturalmente risulta ∂DJ = CJ . In altri termini, ogni curva di Jordan tracciata in A, è la
frontiera di un dominio regolare contenuto in A.

Intuitivamente, un campo semplicemente connesso non presenta buchi (lacune) eventual-
mente ridotti a punti o linee (fig. 1.13).

A

D

CJ

Figura 1.13: Il campo A è semplicemente connesso: ogni curva di Jordan CJ tracciata in A,
è la frontiera di un dominio regolare D ⊂ A.

Osservazione 83 La connessione lineare semplice è una condizione sufficiente ma non
necessaria per la connessione:

A è semplicemente connesso)
=⇒
:

(A è connesso

Esempio 84 Il campo A = {(x, y) ∈ R2 | 0 < x2 + y2 < 1} non è semplicemente connesso.
Infatti: (0, 0) /∈ A =⇒ ∃CJ | (0, 0) ∈ DJ .
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A

D

CJ

Figura 1.14: Il campo A è connesso, ma non semplicemente connesso, poichè D * A

Esempio 85 Il campo B = {(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 < 1, y 6= 0} non è semplicemente connes-
so. Infatti: (−1, 1) * B =⇒ ∃CJ | DJ ∩ (−1, 1) 6= ∅.

Definizione 86 Siano assegnate N ≥ 1 curve di Jordan CJk (k = 0, 1, ..., N) tali che:

CJk interna a CJ0 per k = 1, 2, ..., N

CJ2 esterna a CJ1
CJ3 esterna a CJ2 , CJ1
...

CJN esterna a CJN−1
, CJN−2

, ..., CJ1

Il dominio

T =
{
P ∈ R2 | P non esterno a CJ0 e non interno a CJk , k = 1, 2, ..., N

}
(1.21)

si dice dominio regolare.

Definizione 87 Il dominio (1.21) è regolare rispetto all’asse x [rispetto all’asse y],
se tracciando opportune parallele all’asse y, si decompone come:

T =

p
⋃

k=1

Tk

T̊k ∩ T̊k′ 6=k = ∅

dove ogni Tk è un dominio normale (Definizione 386) rispetto all’asse x [rispetto all’asse
y].
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CJ0

CJ1

CJ2

CJN

Figura 1.15: Dominio regolare

CJ0

CJ1

CJ2

CJN

Tk

y=αk(x)

y=βk(x)

Figura 1.16: Dominio regolare rispetto all’asse x.
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Parte II

Funzioni reali di n variabili reali
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Capitolo 2

Definizione di funzione. Limiti e
continuità

Sia X un sottoinsieme non vuoto di Rn.

Definizione 88 Una funzione reale f delle n variabili reali xk (k = 1, 2, ..., n) è una legge:

f : X −→ R, (2.1)

che ad ogni P (x1, x2, ..., xn) ∈ X associa univocamente il numero reale f (x1, x2, ..., xn).
L’insieme X è l’insieme di definizione della funzione.

Osservazione 89 Una funzione viene indicata con una lettera del tipo f, g, mentre il valore
assunto in un punto P (x1, x2, ..., xn) ∈ X, con f (x1, x2, ..., xn) o con f (P ).

Definizione 90 Dicesi diagramma cartesiano o grafico di una funzione f definita in
X ⊆ Rn, l’insieme di punti:

G (f) =
{
(x1, x2, ..., xn, xn+1) ∈ Rn+1 | (x1, x2, ..., xn) ∈ X, xn+1 = f (x1, x2, ..., xn)

}
(2.2)

Ad esempio, per n = 1 è f : X −→ R con X ⊆ R. Il grafico è:

G (f) =
{
(x, y) ∈ R2 | x ∈ X, y = f (x)

}
, (2.3)

cioè la curva di equazione y = f (x). Per n = 2 è f : X −→ R con X ⊆ R2. Il grafico è:

G (f) =
{
(x, y, z) ∈ R3 | z = f (x, y)

}
, (2.4)

cioè la superficie di equazione z = f (x, y).

Definizione 91 Dicesi ipersuperficie di livello di una funzione f definita in X ⊆ Rn≥2,
l’insieme di punti:

Γ (f) =
{
(x1, x2, ..., xn, 0) ∈ Rn+1 | f (x1, x2, ..., xn)

}
= c, (2.5)

essendo c una costante reale assegnata.
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Ad esempio, per n = 2 abbiamo le curve di livello:

Γ (f) =
{
(x, y, 0) ∈ R3 | f (x, y) = c

}
(2.6)

Per n = 3 abbiamo le superfici di livello:

Γ (f) =
{
(x, y, z, 0) ∈ R4 | f (x, y, z)

}
= c, (2.7)

Vediamo quindi che a differenza del caso 1-dimensionale ci si preoccupa esclusivamente di
tracciare il grafico di f , nel caso 2-dimensionale dobbiamo cercare di visualizzare sia il grafico
che le curve di livello. Per n ≥ 3 si procede esclusivamente per via analitica, giacchè non
è possibile visualizzare oggetti in Rn≥4. L’ambiente di calcolo Mathematica implementa un
set di istruzioni grafiche riassunte nel seguente schema:

f : R → R =⇒ Plot

f : R2 → R =⇒ Plot3D, ContourPlot, DensityPlot

Esempio 92
f (x, y) = x2 + y2

Qui è X = R2, mentre il grafico è un paraboloide di rivoluzione1, come mostrato in fig.
2.1 Le curve di livello sono Γ (f) : x2 + y2 = c > 0, cioè circonferenze centrate nell’origine
e di raggio

√
c.

Esempio 93
f (x, y) = x2 − y2

Qui è X = R2, mentre il grafico è un paraboloide iperbolico. Le curve di livello sono
Γ (f) : x2 − y2 = c > 0, cioè iperboli equilatere, come mostrato in fig. 2.2.

Esempio 94
f (x, y) = ln

(
x3 + y3

)

Questa funzione è definita in

X =
{
(x, y) ∈ R2 | −∞ < x < +∞, y > −x

}

Il grafico è in fig. 2.3.
Le curve di livello sono

Γ (f) : ln
(
x3 + y3

)
= K =⇒ x3 + y3 = eK

def
= c > 0,

plottate in fig. 2.4.

Esempio 95
f (x, y) = ln (x+ y)

L’insieme di definizione è il semipiano

X =
{
(x, y) ∈ R2 | −∞ < x < +∞, y > −x

}
,

che è un campo illimitato e connesso.

1È una superficie di rotazione, in questo caso generata dalla rotazione di una parabola attorno all’asse z.
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Figura 2.1: Grafico di f (x, y) = x2 + y2
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Figura 2.2: Grafico di f (x, y) = x2 − y2

39



CAPITOLO 2. DEFINIZIONE DI FUNZIONE. LIMITI E CONTINUITÀ
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Figura 2.3: Grafico di f (x, y) = ln (x3 + y3)
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0.5 1.0 1.5 2.0
x

-2

-1

1

2

y

Figura 2.4: Curve di livello di f (x, y) = ln (x3 + y3)

2.1 Limite di una funzione di più variabili

Assegnato lo spazio euclideo Rn, denotiamo con Iδ (O) il campo circolare di centro l’origine
e raggio δ:

Iδ (O) =

{

(x1, x2, ..., xn) ∈ Rn |
n∑

k=1

x2k < δ2

}

Definizione 96

I (∞) ⊂ Rn è un intorno del punto all’infinito)
def⇐⇒ I (∞) ∩ C (Iδ (O)) 6= ∅, ∀δ > 0

(2.8)
essendo C (Iδ (O)) = Rn − Iδ (O), i.e. il complementare in Rn di Iδ (O).

La definizione di punto di accumulazione si estende immediatamente al punto all’infinito
che possiamo denotare con l’usuale simbolo convenzionale ∞:

Definizione 97 Il punto all’infinito è di accumulazione per X ⊆ Rn, se in ogni suo intorno
cade almeno un punto di X. In simboli:

∞ è di accumulazione per X ⊆ Rn def⇐⇒ ∀I (∞) , ∃P ∈ X ∩ I (∞)

Sia f definita in X ⊆ Rn. Se il punto all’infinito è di accumulazione per X, sussiste la
definizione seguente:
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Definizione 98 La funzione f è convergente per P → ∞, se esiste l ∈ R tale che

∀Jε (l) , ∃I (∞) | P ∈ X ∩ I (∞) =⇒ f (P ) ∈ Jε (l) ,

essendo Jε (l) = (l − ε, l + ε) un intorno di l. Quindi scriviamo:

lim
P→∞

f (P ) = l

La definizione precedente può essere riscritta:

lim
P→∞

f (P ) = l ⇐⇒ (∀ε > 0, ∃δε > 0 | P ∈ X ρ > δε =⇒ |f (P )− l| < ε

essendo ρ = OP =

√
√
√
√

n∑

k=1

x2k

Definizione 99 La funzione f è divergente positivamente per P → ∞, se

∀Jε (+∞) , ∃I (∞) | P ∈ X ∩ I (∞) =⇒ f (P ) ∈ Jε (+∞) ,

essendo Jε (+∞) = (ε,+∞).
Quindi scriviamo:

lim
P→∞

f (P ) = +∞

La definizione precedente può essere riscritta:

lim
P→∞

f (P ) = +∞ ⇐⇒ (∀ε > 0, ∃δε > 0 | P ∈ X ρ > δε =⇒ f (P ) > ε

Definizione 100 La funzione f è divergente negativamente per P → ∞, se

∀Jε (−∞) , ∃I (∞) | P ∈ X ∩ I (∞) =⇒ f (P ) ∈ Jε (−∞) ,

essendo Jε (−∞) = (−∞,−ε).
Quindi scriviamo:

lim
P→∞

f (P ) = −∞

La definizione precedente può essere riscritta:

lim
P→∞

f (P ) = −∞ ⇐⇒ (∀ε > 0, ∃δε > 0 | P ∈ X, ρ > δε =⇒ f (P ) < −ε

Consideriamo ora un punto P0 che sia di accumulazione al finito per X, cioè P0 ∈ D (X),
ove D (X) è il derivato di X.

Definizione 101 La funzione f : X → R è convergente in P0, se esiste l ∈ R tale che

∀Jε (l) , ∃Iδǫ (P0) | P ∈ X ∩ Iδǫ (P0)− {P0} =⇒ f (P ) ∈ Jε (l)
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Quindi scriviamo:

lim
P→P0

f (P ) = l

La definizione precedente può essere riscritta:

lim
P→P0

f (P ) = l ⇐⇒ (∀ε > 0, ∃δε > 0 | P ∈ X , 0 < ρ < δε =⇒ |f (P )− l| < ε

Qui è ρ = dist (P, P0) =

√
√
√
√

n∑

k=1

(

xk − x
(0)
k

)2

, essendo
(

x
(0)
1 , x

(0)
2 , ..., x

(0)
n

)

le coordinate carte-

siane di P0.

Definizione 102 La funzione f è divergente positivamente in P0, se

∀Jε (+∞) , ∃Iδǫ (P0) | P ∈ X ∩ Iδǫ (P0)− {P0} =⇒ f (P ) ∈ Jε (+∞)

Quindi scriviamo:
lim
P→P0

f (P ) = +∞

La definizione precedente può essere riscritta:

lim
P→P0

f (P ) = +∞ ⇐⇒ (∀ε > 0, ∃δε > 0 | P ∈ X , 0 < ρ < δε =⇒ f (P ) > ε

Definizione 103 La funzione f è divergente negativamente in P0, se

∀Jε (−∞) , ∃Iδǫ (P0) | P ∈ X ∩ Iδǫ (P0)− {P0} =⇒ f (P ) ∈ Jε (−∞)

Quindi scriviamo:
lim
P→P0

f (P ) = −∞

La definizione precedente può essere riscritta:

lim
P→P0

f (P ) = −∞ ⇐⇒ (∀ε > 0, ∃δε > 0 | P ∈ X, 0 < ρ < δε =⇒ f (P ) < −ε

Nel caso di una funzione di due variabili, si usa scrivere:

lim
(x,y)→(x0,y0)

f (x, y) = l,

lim
x→x0
y→y0

f (x, y) = l

anzichè:
lim
P→P0

f (P ) = l

Esempio 104
f (x, y) = x2 + y2

Risulta:
∀ε > 0, ∃δε =

√
ε | (x, y) ∈ R2,

√

x2 + y2 > δε =⇒ x2 + y2 > ε

Quindi:
lim

(x,y)→∞

(
x2 + y2

)
= +∞
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Esempio 105

f (x, y) =
x2

x2 + y2
(2.9)

Questa funzione è definita in X = R2 − {(0, 0)}, con O (0, 0) punto di accumulazione, per
cui studiamo il comportamento nel limite per (x, y) → (0, 0). A tale scopo osserviamo che:

∀y ∈ R− {0} , f (0, y) = 0

Cioè f è identicamente nulla se calcolata lungo l’asse x, ed è una costante (= 1) sull’asse y,
giacché

∀x ∈ R− {0} , f (x, 0) = 1

Ne consegue che in ogni intorno di (0, 0) cadono infiniti punti in cui f è nulla, e infiniti
punti in cui vale 1. Ciò implica:

∄ lim
(x,y)→(0,0)

f (x, y)

Alternativamente, passiamo a coordinate polari nel piano xy:

x = r cosϕ, y = r sinϕ

Segue g (r, ϕ) = f [(r, ϕ)] = cos2 ϕ. Il limite è:

lim
(x,y)→(0,0)

f (x, y) = lim
r→0

cos2 ϕ = cos2 ϕ

Cioè il valore dipende dalla direzione (ϕ) secondo cui P (x, y) si avvicina all’origine. Da ciò
segue che il limite non esiste. Si noti che i valori 0 e 1 vengono riprodotti ponendo ϕ = π/2
(P (x, y) si avvicina all’origine lungo l’asse y) e ϕ = 0 (P (x, y) si avvicina all’origine lungo
l’asse x).Il grafico è riportato in fig 2.5.
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Figura 2.5: Grafico di f (x, y) = x2

x2+y2

Osservazione 106 I teoremi sui limiti delle funzioni di una variabile che non coinvolgono
proprietà di monotonia, si estendono al caso di n > 1 variabili.
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2.2 Funzioni continue

Sia f : X −→ R, con X ⊆ Rn tale che D (X) 6= ∅.

Definizione 107

f è continua in P0)
def⇐⇒

(

lim
P→P0

f (P ) = f (P0) (2.10)

Nel caso contrario diremo che P0 è punto di discontinuità per f . In questa circostanza
i casi possibili sono:

1. P0 ∈ D (X) , P0 /∈ X (cioè la funzione non è definita in P0).

2. P0 ∈ X ∩ D (X), cioè la funzione è definita in P0, ma si verifica una delle seguenti
circostanze:

(a) ∄ lim
P→P0

f (P )

(b) lim
P→P0

f (P ) = l ∈ R, con l 6= f (P0)

(c) lim
P→P0

f (P ) = ±∞

Consideriamo il caso 2b:

lim
P→P0

f (P ) = l ∈ R, con l 6= f (P0) ,

cioè la funzione è convergente in P0, ma il limite è diverso dal valore assunto da f in P0. In
tal caso, possiamo definire la funzione:

g : P ∈ X −→
{
f (P ) , se P 6= P0

l, se P = P0
(2.11)

Diremo che la funzione (2.11) è ottenuta modificando il valore di f in P0. Consideriamo ora
il caso 1. Anche qui si verifica uno dei sottocasi a, b, c. Precisamente:

a. ∄ lim
P→P0

f (P )

b. lim
P→P0

f (P ) = l ∈ R

c. lim
P→P0

f (P ) = ±∞

Riferiamoci al caso b:

lim
P→P0

f (P ) = l ∈ R, con P0 ∈ D (X) , P0 /∈ X,

cioè la funzione è convergente in P0 ma non è ivi definita. Possiamo comunque definire la
funzione seguente:

h : P ∈ X ∪ {P0} −→
{
f (P ) , se P 6= P0

l, se P = P0
(2.12)

Diremo che la funzione (2.12) è il prolungamento continuo di f su P0. In entrambi i
casi (2.11)-(2.12), P0 è una discontinuità eliminabile per f .
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Esempio 108 Sia

f (x, y) =
x4

x2 + y2

La funzione è definita in X = R2−{P0}, essendo P0 (0, 0) ∈ D (X). Per il calcolo del limite
per P → P0, è conveniente passare a coordinate polari nel piano xy:

x = r cosϕ, y = r sinϕ

Quindi

g (r, ϕ) = f [x (r, ϕ) , y (r, ϕ)] =
r4 cos4 ϕ

r2
(
cos2 ϕ+ sin2 ϕ

) = r2 cos4 ϕ

Cosicché
lim
x→0
y→0

f (x, y) = lim
r→0

r2 cos4 ϕ = 0 · cos4 ϕ = 0, ∀ϕ ∈ [0, π]

Da ciò segue che P0 è una discontinuità eliminabile. La funzione è resa continua prolungando
per continuità:

f (x, y) =

{
x4

x2+y2
, se (x, y) 6= (0, 0)

0, se x = y = 0

Il grafico è riportato in fig 2.6.
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Figura 2.6: Grafico di f (x, y) = x4

x2+y2

In tutti gli altri casi P0 è un punto di discontinuità non eliminabile o che è una
singolarità per f . Ciò si verifica se f è divergente in P0 o se il limite non esiste. Ad esempio,
il punto P0 (0, 0) è una singolarità per la funzione (2.9).

Definizione 109 Una funzione f : X → R è singolarità in X, se è continua in ogni
P ∈ X.
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2.3 Esercizi svolti

Esercizio 110 Determinare l’insieme di definizione della funzione:

f (x, y) =
√

1− x2 − y2 (2.13)

Soluzione. Deve essere 1− x2 − y2 ≥ 0, per cui:

A =
{
(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 ≤ 1

}
, (2.14)

cioè il dominio circolare di centro (0, 0) e raggio 1.

Esercizio 111 Determinare l’insieme di definizione e le curve di livello della funzione:

f (x, y) = 1 +

√

− (x− y)2 (2.15)

Soluzione. Deve essere

− (x− y)2 ≥ 0 ⇐⇒
(
x− y2

)
≤ 0 ⇐⇒ x− y = 0 ⇐⇒ x = y

onde:
A =

{
(x, y) ∈ R2 | −∞ < x < +∞, y = x

}
(2.16)

Cioè la funzione è definita sulla bisettrice del primo e terzo quadrante. Più precisamente:

f (x, y) = 1, ∀ (x, y) ∈ A,

ovvero la funzione è una costante. Ne consegue che l’unica curva di livello è l’insieme di
definizione.

Esercizio 112 Determinare l’insieme di definizione della funzione:

f (x, y) = ln (x+ y) (2.17)

Soluzione. Deve essere
x+ y > 0 ⇐⇒ y > −x

onde:
A =

{
(x, y) ∈ R2 | −∞ < x < +∞, −x < y < +∞

}
(2.18)

Cioè la funzione è definita nella regione al di sopra dalla bisettrice del secondo e quarto
quadrante. Le curve di livello sono definite implicitamente dall’equazione

ln (x+ y) = K =⇒ x+ y = eK
def
= c > 0

Segue che le curve di livello della funzione assegnata compongono il fascio improprio di rette

y = −x+ c, 0 < c < +∞ (2.19)
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Esercizio 113 Determinare l’insieme di definizione e le curve di livello della funzione:

f (x, y) = |x|+ arccos y (2.20)

Soluzione. Deve essere
|y| ≤ 1 ⇐⇒ y ∈ [−1, 1]

onde:
A =

{
(x, y) ∈ R2 | −∞ < x < +∞, −1 ≤ y ≤ 1

}
(2.21)

Cioè la striscia orizzontale R× [−1, 1]. L’equazione della generica curva di livello si scrive:

|x|+ arccos y = c⇐⇒ y = cos (c− |x|)

Per c = 0 otteniamo il luogo degli zeri

y = cos (− |x|) = cos (|x|) = cos x,

ovvero la cosinusoide è il luogo degli zeri della funzione assegnata.

Esercizio 114 Determinare l’insieme di definizione della funzione:

f (x, y) =
√
1− x2 −

√

1− y2

Soluzione. Deve essere
{

1− x2 ≥ 0
1− y2 ≥ 0

⇐⇒
{
x ∈ [−1, 1]
y ∈ [−1, 1]

onde:
A =

{
(x, y) ∈ R2 | −1 ≤ x ≤ 1, −1 ≤ y ≤ 1

}

Cioè il quadrato [−1, 1]× [−1, 1].

Esercizio 115 Determinare l’insieme di definizione della funzione:

f (x, y) =
√
x2 − 1 +

√

y2 − 1

Soluzione. Deve essere
{
x2 − 1 ≥ 0
y2 − 1 ≥ 0

⇐⇒
{
x ∈ (−∞,−1] ∪ [1,+∞)
y ∈ (−∞,−1] ∪ [1,+∞)

onde:
A = R2�R

dove R = [−1, 1]× [−1, 1].

Esercizio 116 Determinare l’insieme di definizione della funzione:

f (x, y) = arcsin
(y

x

)

Soluzione. Deve essere
∣
∣
∣
y

x

∣
∣
∣ ≤ 1 ⇐⇒

{
y
x
≤ 1

y
x
≥ −1

(2.22)
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Indichiamo con A1 l’insieme delle soluzioni della prima delle (2.22) e con A2 l’insieme delle
soluzioni della seconda delle (2.22).

y

x
≤ 1 ⇐⇒ y − x

x
≤ 0

Risolviamo quindi la disequazione y−x
x

≤ 0:

x > 0 =⇒ y − x ≤ 0 =⇒ y ≤ x

x < 0 =⇒ y − x ≥ 0 =⇒ y ≥ x

Abbiamo:

X1 =
{
(x, y) ∈ R2 | 0 < x < +∞, −∞ < y ≤ x

}

X2 =
{
(x, y) ∈ R2 | −∞ < x < 0, x ≤ y < +∞

}
,

cosicchè A1 = X1 ∪X2. Passiamo ora alle soluzioni della seconda delle (2.22):

y

x
≥ −1 ⇐⇒ y − x

x
≤ 0

Cioè:

x > 0 =⇒ y + x ≥ 0 =⇒ y ≥ −x
x < 0 =⇒ y + x ≤ 0 =⇒ y ≤ −x

Abbiamo:

Y1 =
{
(x, y) ∈ R2 | 0 < x < +∞, −x ≤ y < +∞

}

Y2 =
{
(x, y) ∈ R2 | −∞ < x < 0, −∞ < y ≤ −x

}
,

cosicchè A2 = Y1 ∪ Y2. Finalmente:

A = A1 ∩ A2

=
{
(x, y) ∈ R2 | −∞ < x < +∞, −x ≤ y ≤ x

}
� {(0, 0)}

Ne concludiamo che l’insieme di definizione della funzione proposta è la regione compresa
tra le due bisettrici y = x e y = −x, esclusa l’origine (0, 0).

Esercizio 117 Determinare l’insieme di definizione della funzione:

f (x, y) = arcsin

(
x

y

)

(2.23)

Soluzione. Deve essere ∣
∣
∣
∣

x

y

∣
∣
∣
∣
≤ 1 ⇐⇒

{ x
y
≤ 1

x
y
≥ −1

(2.24)

L’insieme di definizione è:
X = X1 ∪X2, (2.25)
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dove:

X1 =

{

(x, y) ∈ R2 | x
y
≤ 1

}

X2 =

{

(x, y) ∈ R2 | x
y
≥ −1

}

Abbiamo:

(x, y) ∈ X1 ⇐⇒ x− y

y
≤ 0

Risolvendo:

y > 0 =⇒ x− y ≤ 0 =⇒ x ≤ y

y < 0 =⇒ x− y ≥ 0 =⇒ x ≥ y,

per cui X1 = A1 ∪ A2, essendo:

A1 =
{
(x, y) ∈ R2 | 0 < y < +∞, −∞ < x ≤ y

}

A2 =
{
(x, y) ∈ R2 | −∞ < y < 0, y ≤ x < +∞

}

Determiniamo l’insieme X2:

(x, y) ∈ X2 ⇐⇒ x+ y

y
≥ 0

Risolvendo:

y > 0 =⇒ x+ y ≥ 0 =⇒ x ≥ −y
y < 0 =⇒ x+ y ≤ 0 =⇒ x ≤ −y,

per cui X2 = B1 ∪ B2, essendo:

B1 =
{
(x, y) ∈ R2 | 0 < y < +∞, −y ≤ x < +∞

}

B2 =
{
(x, y) ∈ R2 | −∞ < y < 0 −∞ < x ≤ −y

}
,

Finalmente, dalla (2.25):

X =
{
(x, y) ∈ R2 | −∞ < x < +∞, − |x| ≥ y ≥ |x|

}
� {(0, 0)}

come illustrato in fig 2.7.

Esercizio 118 Determinare l’insieme di definizione della funzione:

f (x, y) =
√

(x2 + y2 − a2) (2a2 − x2 − y2), (2.26)

essendo a > 0.
Soluzione. Deve essere:

(
x2 + y2 − a2

) (
2a2 − x2 − y2

)
≥ 0 (2.27)

⇐⇒
(
x2 + y2 − a2

) (
x2 + y2 − 2a2

)
≤ 0
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Figura 2.7: Campo di esistenza della funzione f (x, y) = arcsin
(
x
y

)

. Si badi che il campo

è illimitato. In figura appare limitato, in quanto per tracciarlo con il programma di calcolo
Mathematica, abbiamo fissato gli intervalli [−2, 2] sui rispettivi assi coordinati. L’origine
(0, 0) non appartiene all’insieme di definizione.

Poniamo per definizione:

X1 =
{
(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 ≥ a2

}

Affinchè sia verificata la (2.27), deve essere:

∀ (x, y) ∈ X1, (x, y) ∈ X2,

dove:
X2 =

{
(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 ≤ 2a2

}

Sia

A1 = X1 ∩X2

=
{
(x, y) ∈ R2 | a2 ≤ x2 + y2 ≤ 2a2

}

Poniamo:
Y1 =

{
(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 < a2

}

Quindi:
A2 =

{
(x, y) ∈ Y1 | x2 + y2 > 2a2

}
= ∅

Pertanto, l’insieme di definizione della funzione assegnata è:

A = A1 ∪ A2 = A1 ∪ ∅ = A1

=
{
(x, y) ∈ R2 | a2 ≤ x2 + y2 ≤ 2a2

}

cioè la corona circolare di raggi a e 2a, circonferenze incluse.
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Esercizio 119 Determinare l’insieme di definizione della funzione:

f (x, y) =
√

y sin x (2.28)

Soluzione. Deve essere:

y ≥ 0 =⇒ sin x ≥ 0 =⇒ x ∈
⋃

k∈Z
[2kπ, (2k + 1) π]

y ≤ 0 =⇒ sin x ≤ 0 =⇒ x ∈
⋃

k∈Z
[(2k + 1) π, 2π (k + 1)]

La funzione è definita in A = X1 ∪X2, dove:

X1 =

{

(x, y) ∈ R2 | x ∈
⋃

k∈Z
[2kπ, (2k + 1) π] , 0 ≤ y < +∞

}

X2 =

{

(x, y) ∈ R2 | x ∈
⋃

k∈Z
[(2k + 1) π, 2π (k + 1)] , −∞ < y ≤ 0

}

,

come illustrato in fig. 2.8

Π 2Π 3Π 4Π-Π-2Π-3Π-4Π

x

y

Figura 2.8: Insieme di definizione della funzione (2.28).

Esercizio 120
f (x, y) = ln

√

x2 + y2 (2.29)

lim
x→0
y→0

ln
√

x2 + y2 = ln 0+ = −∞

Cioè P0 (0, 0) è una singolarità per f . Il grafico è riportato in fig 2.9.
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Figura 2.9: Grafico di f (x, y) = ln
√

x2 + y2. Per (x, y) → (0, 0) la funzione diverge
negativamente.

Esercizio 121 Determinare l’insieme di definizione della funzione:

f (x, y) = ln
(
x2 + y

)
(2.30)

Soluzione. Deve essere:
y > −x2,

onde la funzione è definita in

A =
{
(x, y) ∈ R2 | −∞ < x < +∞, −x2 < y < +∞

}

Esercizio 122 Determinare l’insieme di definizione della funzione:

f (x, y) =
1

√

y −√
x

(2.31)

Soluzione. Deve essere:

y −√
x > 0 =⇒

{
x ≥ 0
y >

√
x

Quindi la funzione è definita in

A =
{
(x, y) ∈ R2 | 0 ≤ x < +∞,

√
x < y < +∞

}
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Esercizio 123 Determinare l’insieme di definizione della funzione:

f (x, y) =
1

√
x−√

y
(2.32)

Soluzione. Deve essere:

x−√
y > 0 =⇒

{
y ≥ 0
y < x2

Quindi la funzione è definita in

A =
{
(x, y) ∈ R2 | −∞ < x < +∞, 0 ≤ y < +∞

}

Esercizio 124 Determinare l’insieme di definizione della funzione:

f (x, y) =
1

3
√

y −√
x

(2.33)

Soluzione. Deve essere:

x−√
y 6= 0 =⇒

{
x ≥ 0
y 6= √

x

Quindi la funzione è definita in

A =
{
(x, y) ∈ R2 | 0 ≤ x < +∞, −∞ < y < +∞, y 6= √

x
}

Esercizio 125 Determinare l’insieme di definizione della funzione:

f (x, y) =
1

x− 1
+

1

y
(2.34)

Soluzione. Deve essere:
y 6= 0, x 6= 1

Cioè tutto il piano escluso l’asse x e la retta verticale x = 1.

Esercizio 126 Determinare l’insieme di definizione della funzione:

f (x, y) =
√

sin (x2 + y2) (2.35)

Soluzione. Deve essere sin (x2 + y2) ≥ 0, cioè:

2nπ ≤ x2 + y2 ≤ π (1 + 2n) , ∀n ∈ N

Quindi la funzione è definita in:

A =
+∞⋃

n=0

Cn,

dove:
Cn =

{
(x, y) ∈ R2 | 2nπ ≤ x2 + y2 ≤ π (1 + 2n) , ∀n ∈ N

}

Esercizio 127 Determinare l’insieme di definizione della funzione:

f (x, y) =
√
x+

√
y (2.36)

Soluzione. Deve essere x ≥ 0, y ≥ 0, per cui la funzione è definita in

A =
{
(x, y) ∈ R2 | 0 ≤ x < +∞, −∞ ≤ y < +∞

}
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Esercizio 128 Assegnata la funzione:

f (x, y) =
√√

y − 2 |x|+ ln (2x− 1) , (2.37)

determinare il suo insieme di definizione A ⊆ R2, nonchè il comportamento nei punti O (0, 0)
e P0

(
1
2
, 1
)
.

Soluzione. Deve essere: { √
y − 2 |x| ≥ 0

2x− y > 0

Risolviamo la prima disequazione.

√
y − 2 |x| ≥ 0 ⇐⇒

{
y ≥ 0
y ≥ 4x2

Cioè:

√
y − 2 |x| ≥ 0 ⇐⇒ (x, y) ∈ A1 =

{
(x, y) ∈ R2 | 0 ≤ x < +∞, 4x2 ≤ y < +∞

}

Risolviamo la seconda disequazione.

2x− y > 0 ⇐⇒ (x, y) ∈ A2 =
{
(x, y) ∈ R2 | −∞ < x < +∞,−∞ < y < 2x

}

Insieme di definizione
Risulta:

A = A1 ∩ A2

Per determinare l’intersezione tra i due campi A1 e A2, troviamo le coordinate dei punti
comuni alla retta r : y = 2x e alla parabola γ : 4x2, cioè le coppie (x, y) tali che:

{
y = 4x2

y = 2x
,

da cui:

O (0, 0) , P0

(
1

2
, 1

)

∈ r ∩ γ

A questo punto risulta facile determinare A:

A =

{

(x, y) ∈ R2 | 0 < x <
1

2
, 4x2 ≤ y < 2x

}

,

che è riportato in fig. 2.10
Comportamento nei punti O (0, 0) , P0

(
1
2
, 1
)
.

Abbiamo i punti O (0, 0) , P0

(
1
2
, 1
)
/∈ A, O, P0 ∈ D (A). Risulta:

lim
P→O

f (P ) = lim
x→0+

y→0+

f (x, y) = 0+ + ln 0+ = −∞

lim
P→P0

f (P ) = lim
x→ 1

2

−

y→1−

f (x, y) = 0+ + ln 0+ = −∞

Ne concludiamo che O e P0 sono punti di discontinuità di seconda specie (i.e. singolarità)
per f .
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1

2

x

1

2

1

y

Figura 2.10: Insieme di definizione della funzione f (x, y) =
√√

y − 2 |x| + ln (2x− 1). Il
segmento appartenente alla retta y = 2x, di estremi O (0, 0) e P0

(
1
2
, 1
)
è escluso.

Esercizio 129 Determinare l’insieme di definizione della funzione:

f (x, y) =
√√

y − 2 |x|+
√
2x− 1

Soluzione. Deve essere: { √
y − 2 |x| ≥ 0

2x− 1 ≥ 0
,

la cui soluzione porge:

D =

{

(x, y) ∈ R2 | 0 ≤ x ≤ 1

2
, 4x2 ≤ y < 2x

}

Come vedremo più avanti, l’insieme D è un dominio normale rispetto a entrambi gli assi
coordinati.

Esercizio 130 Determinare l’insieme di definizione della funzione:

f (x, y) =

√

|x2 − y2|
ln (x2 + y2)

(2.38)

Soluzione. Deve essere:

|x2 − y2|
ln (x2 + y2)

≥ 0 ⇐⇒ ln
(
x2 + y2

)
> 0 ⇐⇒ x2 + y2 > 1,

onde:
A =

{
(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 > 1

}
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Esercizio 131 Detto Aα l’insieme di definizione della funzione:

fα (x, y) =
√
4− x2 +

√

1− y2 + 4
√
α− x− y, (2.39)

determinare il valore del parametro reale α che massimizza l’area di Aα.
Soluzione. Deve essere: 





4− x2 ≥ 0
1− y2 ≥ 0

α− x− y ≥ 0

Risolviamo la prima disequazione.

4− x2 ≥ 0 ⇐⇒ (x, y) ∈ X1 =
{
(x, y) ∈ R2 | −2 ≤ x ≤ 2, −∞ < y < +∞

}

= [−2, 2]× (−∞,+∞)

Risolviamo la seconda disequazione.

1− y2 ≥ 0 ⇐⇒ (x, y) ∈ X2 =
{
(x, y) ∈ R2 | −∞ < x < +∞, −1 ≤ y ≤ 1

}

= (−∞,+∞)× [−1, 1]

Risolviamo la terza disequazione.

α− x− y ≥ 0 ≥ 0 ⇐⇒ (x, y) ∈ X3 =
{
(x, y) ∈ R2 | −∞ < x < +∞, −∞ ≤ y ≤ −x+ α

}

L’insieme di definizione è:
Aα = X1 ∩X2 ∩X3

Distinguiamo i vari casi:

1. 0 ≤ α ≤ 1

L’insieme di definizione è illustrato in fig. 2.11.

Risulta:
Aα =

{
(x, y) ∈ R2 | −1 ≤ y ≤ 1, −∞ < y ≤ −x+ α

}

Nelle figg. 2.12-2.13 sono riportati i casi speciali α = 0 e α = 1.

2. 1 < α ≤ 2

L’insieme di definizione è illustrato in fig. 2.14. In fig. 2.15 è riportato il caso speciale
α = 2.

3. 2 < α ≤ 3

L’insieme di definizione è illustrato in fig. 2.16. In fig. 2.17 è riportato il caso speciale
α = 3. Risulta

Aα=3 = [−2, 2]× [1, 1]

4. α > 3

L’insieme di definizione è illustrato in fig. 2.18. Risulta:

Aα>3 = [−2, 2]× [1, 1]

Indicando con S (α) l’area di Aα, si ha:

S (α) = 8, ∀α ≥ 3
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Figura 2.11: Insieme di definizione di fα (x, y) =
√
4− x2 +

√

1− y2 + 4
√
α− x− y per

0 ≤ α ≤ 1.

Figura 2.12: Insieme di definizione di fα (x, y) =
√
4− x2+

√

1− y2+ 4
√
α− x− y per α = 0.
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Figura 2.13: Insieme di definizione di fα (x, y) =
√
4− x2+

√

1− y2+ 4
√
α− x− y per α = 1.

Figura 2.14: Insieme di definizione di fα (x, y) =
√
4− x2 +

√

1− y2 + 4
√
α− x− y per

1 < α ≤ 2.
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Figura 2.15: Insieme di definizione di fα (x, y) =
√
4− x2+

√

1− y2+ 4
√
α− x− y per α = 2.

Figura 2.16: Insieme di definizione di fα (x, y) =
√
4− x2 +

√

1− y2 + 4
√
α− x− y per

2 < α ≤ 3.
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Figura 2.17: Insieme di definizione di fα (x, y) =
√
4− x2+

√

1− y2+ 4
√
α− x− y per α = 3.

Figura 2.18: Insieme di definizione di fα (x, y) =
√
4− x2+

√

1− y2+ 4
√
α− x− y per α > 3.
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5. −1 < α < 0

L’insieme di definizione è illustrato in fig. 2.19.

Figura 2.19: Insieme di definizione di fα (x, y) =
√
4− x2 +

√

1− y2 + 4
√
α− x− y per

−1 < α < 0.

6. α = −3

L’insieme di definizione è illustrato in fig. 2.20. Risulta Aα=−3 = {(−2,−1)} =⇒
S (−3) = 0.

7. α < −3

È manifestamente Aα<−3 = ∅, ovvero S (α) = 0, ∀α ≤ −3.

Conclusione 132 Risulta:

Aα 6= ∅ ⇐⇒ α ≥ −3

S (α) 6= 0 ⇐⇒ α > −3

S (α) = maxS (α) = 8 ⇐⇒ α > 3

Esercizio 133 Determinare l’insieme di definizione della funzione:

f (x, y) = arctan
x− y

1 + x2y2

Soluzione. Deve essere:
1 + x2y2 6= 0,

che è verificata per ogni (x, y) ∈ R2, per cui:

A = R2
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Figura 2.20: Insieme di definizione di fα (x, y) =
√
4− x2 +

√

1− y2 + 4
√
α− x− y per

α = −3.

Esercizio 134 Sia

f (x, y) =
1

(x− y)2
(2.40)

tale funzione è definita in:

X =
{
(x, y) ∈ R2 | x 6= y

}
= campo illimitato non connesso

Insieme delle singolarità:

S =
{
(x, y) ∈ R2 | x = y

}

Cioè la retta del piano xy di equazione y = x (bisettrice del I e III quadrante).

∀P0 ∈ S, lim
P→P0

f (P ) = +∞

In fig 2.21. riportiamo il grafico per x ∈ [−2,−10−1], y ∈ [10−1, 3].

Esercizio 135

f (x, y) =
1

1− x2 − y2

Tale funzione è definita in X = R2�Γ, essendo Γ la circonferenza x2 + y2 = 1. Risulta:

∀Q ∈ Γ, lim
P→Q

f (P ) = ∞
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Figura 2.21: Grafico di f (x, y) = 1
(x2−y2) per (x, y) ∈ [−2,−10−1] × [10−1, 3]. La funzione

diverge positivamente lungo la bisettrice del I e del III quadrante.
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Passando a coordinate polari:

lim
P→Q

f (P ) = lim
r→1

1

1− r2
=

{
+∞, r → 1−

−∞, r → 1+

Si conclude che Γ è una curva di singolarità per f .

Esercizio 136 Dopo aver determinato l’insieme di definizione della funzione:

f (x, y) =
x+ y − 1√
x−√

1− y
,

calcolare il limite:
lim
x→0+

y→1−

f (x, y)

Soluzione. Deve essere:

√
x−

√

1− y 6= 0 ⇐⇒







x ≥ 0
1− y ≥ 0
x 6= 1− y

onde:
X =

{
(x, y) ∈ R2 | 0 ≤ x < +∞, −∞ < y ≤ 1, y 6= −x+ 1

}

cioè il campo illimitato e non connesso X = [0,+∞)×(−∞, 1]�S, essendo S = {(x, y) ∈ R2 | 0 ≤ x < +∞, y
Da ciò segue che P0 (0, 1) /∈ X, P0 ∈ D (X).

lim
P→P0

f (P ) = lim
x→0+

y→1−

x+ y − 1√
x−√

1− y

= lim
x→0+

y→1−

(
x+ y − 1√
x−√

1− y
·
√
x+

√
1− y√

x+
√
1− y

)

= lim
x→0+

y→1−

(√
x+

√

1− y
)

= 0

Quindi P0 è una discontinuità eliminabile. Prolungando per continuità:

g (x, y) =

{ x+y−1√
x−√

1−y , se (x, y) ∈ X� {(0, 1)}
0, se (x, y) = (0, 1)

Esercizio 137 Determinare l’insieme di definizione della funzione:

f (x, y) = arcsin
x

2
+
√
xy (2.41)

Soluzione. Deve essere: { ∣
∣x
2

∣
∣ ≤ 1

xy ≥ 0

La prima disequazione è tale che:

−1 ≤ x

2
≤ 1 ⇐⇒ −2 ≤ x ≤ 2
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Quindi:
X =

{
(x, y) ∈ R2 | −2 ≤ x ≤ 2, xy ≥ 0

}

Cioè:
X = ([−2, 0]× (−∞, 0]) ∪ ((0, 2]× [0,+∞))

Esercizio 138 Determinare l’insieme di definizione e le curve di livello delle funzioni:

f (x, y) = ln

(
a− x2 − y2

x2 + y2 − b

)

, (2.42)

g (x, y) =
√

6− 2x− 3y (2.43)

essendo a > b > 0.
Soluzione. Per la funzione f Deve essere:

a− x2 − y2

x2 + y2 − b
> 0

Abbiamo:
a− x2 − y2 > 0 =⇒ x2 + y2 − b > 0 (2.44)

Posto Y1 = {(x, y) ∈ R2 | a− x2 − y2 > 0} = {(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 < a}, si ha che la (2.44)
è verificata in:

X1 =
{
(x, y) ∈ R2 | b < x2 + y2 < a

}

Consideriamo ora:
a− x2 − y2 < 0 =⇒ x2 + y2 − b < 0, (2.45)

il cui insieme di soluzioni è manifestamente l’insieme vuoto. Quindi l’insieme di definizione
di f è:

X = X1 ∪ ∅ = X1

cioè la corona circolare di centro l’origine e raggi
√
a,

√
b, circonferenze escluse. Le curve

di livello sono:

ln

(
a− x2 − y2

x2 + y2 − b

)

= c1 ⇐⇒ a− x2 − y2

x2 + y2 − b
= ec1

def
= c > 0

Quindi:

x2 + y2 =
2a+ bc

c+ 1

Ne concludiamo che le curve di livello della funzione f sono circonferenze concentriche

nell’origine e di raggio
√

2a+bc
c+1

, al variare di c in (0,+∞), come mostrato in fig. 2.22.

Per la funzione g (x, y) deve essere

6− 2x− 3y > 0,

cioè:

X =

{

(x, y) ∈ R2 | −∞ < x < +∞, −∞ < y ≤ −2

3
x+ 2

}

,

ovvero l’insieme dei punti sotteso dalla retta 2x+ 3y − 6 = 0. Le curve di livello sono:

2x+ 3y + (c− 6) = 0, per c ∈ [0,+∞) (2.46)

Ne concludiamo che l’insieme delle curve di livello della funzione g è il fascio improprio di
rette di equazione (2.46).
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Figura 2.22: Curve di livello di f (x, y) = ln
(
a−x2−y2
x2+y2−b

)

per a = 2, b = 1. Le curve “irregolari”

corrispondono alle circonferenze di centro l’origine e raggi a e b, rispettivamente (su tali
circonferenze la funzione non è definita).
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Esercizio 139 Assegnata la funzione di due variabili:

f (x, y) =
x2 − y2

2xy
, (2.47)

dimostrare i seguenti punti:

1. la funzione è pari;

2. la funzione è antisimmetrica rispetto alla permutazione delle variabili indipendenti;

3. la funzione è antisimmetrica rispetto alla sostituzione (x, y) →
(

1
x
, 1
y

)

.

Soluzione

1. L’insieme di definizione della funzione è X = {(x, y) ∈ R2 | xy 6= 0}, cioè il piano
cartesiano privato degli assi coordinati.

∀ (x, y) ∈ X, f (−x,−y) = x2 − y2

xy
= f (x, y) ,

da cui la parità della funzione.

2.

∀ (x, y) ∈ X, f (y, x) =
y2 − x2

2yx
= −f (x, y) ,

da cui l’antisimmetria rispetto alla permutazione delle variabili indipendenti.

Esercizio 140 Assegnata la funzione di due variabili:

f (x, y) =
x4 + 2x2y2 + y4

1− x2 − y2
, (2.48)

determinare i valori assunti da f lungo la circonferenza del piano xy di centro l’origine e
raggio R, discutendone l’andamento al variare di R.

Soluzione. L’espressione analitica della funzione può essere riscritta come:

f (x, y) =
(x2 + y2)

2

1− (x2 + y2)

La funzione è definita in

X =
{
(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 6= 1

}
,

cioè è definita in tutto il piano xy, ad esclusione della circonferenza di centro l’origine
e raggio 1. La circonferenza Γ del piano xy di centro l’origine e raggio R ha equazione
x2 + y2 = R2, per cui:

∀ (x, y) ∈ Γ, f (x, y) =
R4

1−R2
,

cioè la funzione assume un valore costante su Γ. Ora, se facciamo variare il raggio R, si
ottiene la funzione:

f (R) =
R4

1−R2
,

che è definita per R ∈ [0, 1) ∪ (1,+∞). Notiamo che per R → 1 la funzione diverge:

lim
R→1+

f (R) = −∞, lim
R→1−

f (R) = +∞
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Esercizio 141 Assegnata la funzione di due variabili:

f (x, y) = 1 + x− y, (2.49)

studiare l’andamento di f lungo la parabola y = x2

Soluzione. Per y = x2 resta definita la funzione

g (x)
def
= f

(
x, x2

)
= 1 + x− x2

il cui grafico è una parabola che volge la concavità verso il basso, ed interseca l’asse x nei
punti 1±

√
5

2
, come riportato in figura 2.23

y=gHxL

x1 x2x0
x

1

y

Figura 2.23: Grafico di g (x) = f (x, x2).

Esercizio 142 Determinare l’insieme di definizione della funzione:

f (x, y) = ln
(
y2 − x2 − 1

)
+ ln

(
4− x2 − y2

)
(2.50)

Soluzione. L’insieme di definizione è l’insieme delle soluzioni del sistema di disequa-
zioni in due variabili: {

y2 − x2 − 1 > 0
4− x2 − y2 > 0

(2.51)

Risolviamo la prima delle (2.51). Abbiamo:

y2 − x2 − 1 > 0 ⇐⇒ y >
√
x2 + 1, y < −

√
x2 + 1

Detto X1 l’insieme delle soluzioni della prima delle (2.51), si ha:

X1 =
{

(x, y) ∈ R3 | −∞ < x < +∞, −
√
x2 + 1 > y >

√
x2 + 1

}

(2.52)
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Risolviamo la seconda delle (2.51). Abbiamo:

4− x2 − y2 > 0 ⇐⇒ x2 + y2 < 4

Detto X2 l’insieme delle soluzioni della seconda delle (2.51), si ha:

X2 =
{
(x, y) ∈ R3 | x2 + y2 < 4

}
(2.53)

L’insieme di definizione è dunque X = X1∩X2. Per esplicitare l’intersezione, determiniamo
le coordinate dei punti:

P1, P2 ∈ γ1 ∩ γ2,
dove γ1 : y =

√
x2 + 1, γ2 : x

2 + y2 = 4, e le coordinate dei punti:

P ′
1, P

′
2 ∈ γ′1 ∩ γ2,

dove γ′1 : y = −
√
x2 + 1. Per la prima coppia di punti risolviamo il sistema:

{
y =

√
x2 + 1

x2 + y2 = 4
,

cioè:
2x2 − 3 = 0,

onde:

x1 = −
√

3

2
, y1 =

√

5

2

x2 = −
√

3

2
, y2 = −

√

5

2

Quindi P1 (x1, y1) , P2 (x2, y2). Per la seconda coppia di punti, procediamo per simmetria
ottenendo P ′

1 (x1,−y1) , P ′
2 (x2,−y2). Tracciando le curve (fig. 2.24), vediamo che X =

A1 ∪ A2, dove:

A1 =

{

(x, y) ∈ R2 | −
√

3

2
< x <

√

3

2
,
√
x2 + 1 < y <

√
4− x2

}

(2.54)

A2 =

{

(x, y) ∈ R2 | −
√

3

2
< x <

√

3

2
, −

√
4− x2 < y < −

√
x2 + 1

}

Esercizio 143 Determinare l’insieme di definizione della funzione:

f (x, y) =
√

y2 − x2 − 1 +
√

4− x2 − y2 (2.55)

Soluzione. L’insieme di definizione è l’insieme delle soluzioni del sistema di disequa-
zioni in due variabili: {

y2 − x2 − 1 ≥ 0
4− x2 − y2 ≥ 0

(2.56)
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Figura 2.24: L’insieme di definizione della funzione (2.50) è la zona ombreggiata. Si tratta
dell’unione dei due campi connessi espressi dalle (2.54).

Confrontando con l’esercizio precedente, vediamo che l’insieme di definizione è la chiusura
del campo X = A1 ∪ A2, dove A1 e A2 sono i campi connessi dati dalle (2.54). Quindi
D = D1 ∪D2, essendo:

D1 =

{

(x, y) ∈ R2 | −
√

3

2
≤ x ≤

√

3

2
,
√
x2 + 1 ≤ y ≤

√
4− x2

}

(2.57)

D2 =

{

(x, y) ∈ R2 | −
√

3

2
≤ x ≤

√

3

2
, −

√
4− x2 ≤ y ≤ −

√
x2 + 1

}

D1 e D2 sono domini internamente connessi.

Esercizio 144 Determinare l’insieme di definizione della funzione:

f (x, y) = ln

(
x3 − y

4− x2 − y2

)

(2.58)

Soluzione. L’insieme di definizione è l’insieme delle soluzioni della disequazione in due
variabili:

x3 − y

4− x2 − y2
> 0

Abbiamo:
4− x2 − y2 > 0 =⇒ x3 − y > 0
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Poniamo per definizione:

X1
def
=
{
(x, y) ∈ R3 | 4− x2 − y2 > 0

}

=
{
(x, y) ∈ R3 | x2 + y2 < 4

}

Imponiamo:
∀ (x, y) ∈ X1, x

3 − y > 0

Poniamo:
X2 =

{
(x, y) ∈ R3 | −∞ < x < +∞, −∞ < y < x3

}

cioè la regione sottesa dalla parabola cubica y = x3 (curva esclusa). Determiniamo A1 = X1∩
X2. A tale scopo calcoliamo le coordinate dei punti di intersezione delle curve γ1 : y = x3,
γ2 : x

2 + y2 = 4. Dobbiamo risolvere il sistema:

{
y = x3

x2 + y2 = 4

Cioè:
x6 + x2 − 4 = 0

Tale equazione può essere risolta solo per via numerica, ottenendo:

x1 ≃ 1.174, x2 = −x1

da cui le coordinate dei punti di intersezione: P1 (x1, y1) , P2 (x2, y2) ∈ γ1 ∩ γ2, dove y1 = x31

, y2 = x32. Graficando i campi X1 e X2, vediamo che la loro intersezione A1
def
= X1 ∩ X2 è

data da A′
1 ∪ A′

2, dove:

A′
1 =

{

(x, y) ∈ R3 | −x1 < x < x1, −
√
4− x2 < y < x3

}

A′
2 =

{

(x, y) ∈ R3 | x1 < x < 2, −
√
4− x2 < y <

√
4− x2

}

Dobbiamo ora considerare il caso 4− x2 − y2 < 0:

4− x2 − y2 < 0 =⇒ x3 − y < 0

Perciò poniamo:
Y1 =

{
(x, y) ∈ R3 | x2 + y2 > 4

}

Deve essere:
∀ (x, y) ∈ Y1, (x, y) ∈ x3 − y < 0,

essendo:
Y2 =

{
(x, y) ∈ R3 | −∞ < x < +∞, x3 < y < +∞

}

cioè la regione al di sopra dalla parabola cubica y = x3 (curva esclusa). Poniamo A2 =
Y1 ∩ Y2. Graficando i campi Y1 e Y2, vediamo che:

A2 =
{
(x, y) ∈ R3 | x2 + y2 > 4, y > x3

}

L’insieme di definizione è A = A1 ∪ A2 ed è riportato in fig. 2.25.
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Figura 2.25: L’insieme di definizione della funzione (2.58) . Si badi che il campo è illimitato.
In figura appare limitato, in quanto per tracciarlo con il programma di calcolo Mathematica,
abbiamo fissato gli intervalli [−4, 4] sui rispettivi assi coordinati. Inoltre, è esclusa la parabola
semicubica y = x3.

Esercizio 145 Determinare l’insieme di definizione della funzione:

f (x, y) =
√

256− x2 − y2 +
√

y − x4 + 8x2 − 16 (2.59)

Soluzione. L’insieme di definizione è l’insieme delle soluzioni del sistema di disequa-
zioni in due variabili: {

256− x2 − y2 ≥ 0
y − x4 + 8x2 − 16 ≥ 0

(2.60)

Iniziamo a risolvere la prima. Deve essere x2 + y2 < 256, cioè:

X1 =
{
(x, y) ∈ R3 | x2 + y2 ≤ 256

}

Passiamo alla seconda.
y ≥

(
x2 − 4

)2

Cioè:
X2 =

{

(x, y) ∈ R3 | −∞ < x < +∞,
(
x2 − 4

)2 ≤ y < +∞
}

L’insieme di definizione è X = X1 ∩X2. Determiniamo prima i punti di intersezione delle
curve γ1 : x

2 + y2 = 256, γ2 : y = (x2 − 4)
2
. A tale scopo risolviamo il sistema:

{
x2 + y2 = 256

y = (x2 − 4)
2

Abbiamo:
x2
(
x6 − 16x4 + 96x2 − 255

)
= 0
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Cioè:
x2 = 0, x6 − 16x4 + 96x2 − 255 = 0

La prima porge la radice doppia x = 0, mentre la seconda si risolve numericamente, otte-
nendo le radici semplici: x1 ≃ −2.823, x2 = −x1. Quindi i punti comuni alle due curve
sono:

P0 (0, 16) , P1 (x1, y1) , P2 (x2, y2)

dove y1 = (x21 − 4)
2
, y2 = (x22 − 4)

2
. Da un’analisi grafica si deduce che l’insieme di

definizione è:

X =
{

(x, y) ∈ R3 | x1 < x < x2,
(
x2 − 4

)2 ≤ y ≤
√
256− x2

}

,

come illustrato in fig. 2.26.
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Figura 2.26: L’insieme di definizione della funzione (2.59) è la regione compresa tra le curve
y = (x2 − 4)

2
e y =

√
256− x2.

Esercizio 146 Determinare l’insieme di definizione della funzione:

f (x, y) =
√

−x2 + 4 + y + ln
(
x2 + 4y2 − 4

)
(2.61)

Soluzione. L’insieme di definizione è l’insieme delle soluzioni del sistema di disequa-
zioni in due variabili: {

−x2 + 4 + y ≥ 0
x2 + 4y2 − 4 > 0

(2.62)

Risolviamo la prima disequazione. Deve essere y ≥ x2 − 4, per cui l’insieme delle
soluzioni è:

X1 =
{
(x, y) ∈ R3 | −∞ < x < +∞, x2 − 4 < y < +∞

}
,

cioè i punti al di sopra della parabola y = x2 − 4.
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Risolviamo la seconda disequazione. Deve essere x2 + 4y2 > 4, per cui l’insieme
delle soluzioni è

X1 =

{

(x, y) ∈ R3 | x
2

4
+ y2 > 1

}

,

cioè i punti esterni all’ellisse di semiassi a = 2, b = 1. L’insieme di definizione è X =
X1 ∩ X2. Per determinare l’intersezione degli insiemi X1 e X2, ricerchiamo le coordinate
dei punti di intersezione delle curve γ1 : y = x2 − 4, γ2 :

x2

4
+ y2 = 1. Risolviamo dunque il

sistema: {
y = x2 − 4
x2

4
+ y2 = 1

Abbiamo:
4x4 − 31x2 + 60 = 0

da cui:

x2 = 4,
15

4

cioè:

x1 = −2, x2 = 2, x3 = −
√
15

4
, x4 =

√
15

4

Abbiamo quindi i punti di intersezione: P1 (−2, 0), P2 (2, 0), P3

(

−
√
15
2
,−1

4

)

, P4

(√
15
2
, 1
4

)

. A

questo punto è facile rendersi conto che l’insieme di definizione è X = A1 ∪ A2, dove:

A1 =

{

(x, y) ∈ R3 | −2 < x < +2,

√

1− x2

4
< y < +∞

}

A2 =

{

(x, y) ∈ R3 | −
√
15

2
< x < +

√
15

2
, x2 − 4 < y < −

√

1− x2

4

}

,

come illustrato in fig. 2.27.

Esercizio 147 Determinare l’insieme di definizione della funzione:

f (x, y) =
√

9− (x2 + y2) +
√

y2 − y − 2 (2.63)

Soluzione. L’insieme di definizione è l’insieme delle soluzioni del sistema di disequa-
zioni in due variabili: {

9− (x2 + y2) ≥ 0
y2 − y − 2 ≥ 0

(2.64)

Risolviamo la prima disequazione. Deve essere x2 + y2 ≤ 9, per cui l’insieme delle
soluzioni è:

X1 =
{
(x, y) ∈ R3 | x2 + y2 ≤ 9

}

Risolviamo la seconda disequazione. Le radici dell’equazione y2 − y − 2 = 0 sono
y = −1, 2, per cui l’insieme delle soluzioni è:

X2 =
{
(x, y) ∈ R3 | −∞ < x < +∞, −1 ≥ y ≥ 2

}
,
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Figura 2.27: Insieme di definizione della funzione 2.61 . La porzione di ellisse è esclusa. Si
badi che il campo non illimitato dalla retta orizzonatale y = 2. In figura appare limitato
da tale retta, in quanto per tracciarlo con il programma di calcolo Mathematica, abbiamo
fissato l’intervallo [−4, 2] sull’asse y.

L’insieme di definizione è X = X1 ∩ X2. Per determinare l’intersezione degli insiemi X1

e X2, ricerchiamo le coordinate dei punti di intersezione di γ : x2 + y2 = 9 con le rette
r1 : y = 2, r2 = y = −1. Risolviamo dunque i sistemi:

S1 :

{
x2 + y2 = 9
y = 2

, S2 :

{
x2 + y2 = 9
y = −1

Le soluzioni di S1 sono (x, y) =
(
−
√
5, 2
)
, (x, y) =

(√
5, 2
)
, onde abbiamo i punti di in-

tersezione P1

(
−
√
5, 2
)
, P2

(√
5, 2
)
∈ γ ∩ r1. Le soluzioni di S2 sono (x, y) =

(
−2

√
2,−1

)
,

(x, y) =
(
2
√
2,−1

)
, onde abbiamo i punti di intersezione Q1

(
−2

√
2,−1

)
, Q2

(
2
√
2,−1

)
∈

γ ∩ r2. L’insieme di definizione è X = D1 ∪D2, dove:

D1 =
{

(x, y) ∈ R3 | −2
√
2 ≤ x ≤ 2

√
2, −

√
9− x2 ≤ y ≤ −1

}

D2 =
{

(x, y) ∈ R3 | −
√
5 < x <

√
5, 2 ≤ y ≤

√
9− x2

}

Gli insiemi D1 e D2 sono dominii internamente connessi. L’insieme di definizione è illu-
strato in fig. 2.28.

Esercizio 148 Determinare l’insieme di definizione della funzione:

f (x, y) =
√

−x2 + 4x− 3− y +
√

y − x2 + 9 (2.65)

Soluzione. L’insieme di definizione è l’insieme delle soluzioni del sistema di disequa-
zioni in due variabili: {

−x2 + 4x− 3− y ≥ 0
y − x2 + 9 ≥ 0

(2.66)
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Figura 2.28: L’insieme di definizione della funzione 2.63 è l’unione dei due domini
ombreggiati.

Risolviamo la prima disequazione. Deve essere y ≤ −x2 + 4x− 3, che definisce la
regione dei punti sottesa dalla parabola γ1 : y = −x2+4x−3. Quest’ultima volge la concavità
verso il basso e interseca l’asse x in x = 1, 3. Quindi l’insieme delle soluzioni è:

X1 =
{
(x, y) ∈ R3 | −∞ < x < +∞, −∞ < y ≤ −x2 + 4x− 3

}

Risolviamo la seconda disequazione. Deve essere y ≥ x2 − 9, che definisce la
regione al di sopra della parabola γ2 : y = x2−9. Quest’ultima volge la concavità verso l’alto
e interseca l’asse x nei punti x = ±3. L’insieme delle soluzioni è:

X2 =
{
(x, y) ∈ R3 | −∞ < x < +∞, x2 − 9 ≤ y < +∞

}
,

L’insieme di definizione è X1 ∩ X2. Per determinare l’intersezione degli insiemi X1 e X2,
ricerchiamo le coordinate dei punti di intersezione di γ1 e γ2. Risolviamo dunque il sistema:

{
y = −x2 + 4x− 3
y = x2 − 9

Sottraendo membro a membro:
0 = −2x2 + 4x+ 6,

cioè:
x = −1, x = 3

Le soluzioni sono dunque (x, y) = (−1,−8), (x, y) = (3, 0), onde abbiamo i punti di interse-
zione P1 (−1,−8) , P2 (3, 0) ∈ γ1 ∩ γ2. L’insieme di definizione è il dominio

D =
{
(x, y) ∈ R3 | −1 ≤ x ≤ 3, x2 − 9 ≤ y ≤ −x2 + 4x− 3

}

L’insieme di definizione è illustrato in fig. 2.29.
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Figura 2.29: Insieme di definizione della funzione 2.65.

Esercizio 149 Determinare l’insieme di definizione della funzione:

f (x, y) =
(
x3 − y − 1

)√x−1
+ ln

(
36− 4x2 − 9y2

)
(2.67)

Soluzione. L’insieme di definizione è l’insieme delle soluzioni del sistema di disequa-
zioni in due variabili: 





x3 − y − 1 > 0
x− 1 ≥ 0
36− 4x2 − 9y2 > 0

(2.68)

Risolviamo la prima disequazione. Deve essere y < x3 − 1, che definisce la regione
sottesa dalla parabola cubica γ1 : y = x3 − 1. L’insieme delle soluzioni è:

X1 =
{
(x, y) ∈ R3 | −∞ < x < +∞, −∞ < y < x3 − 1

}

Risolviamo la seconda disequazione. Deve essere x−1 ≥ 0, che definisce la regione:

X2 =
{
(x, y) ∈ R3 | 1 ≤ x < +∞, −∞ < y < +∞

}
,

Risolviamo la terza disequazione. Deve essere x2

9
+ y2

4
< 1, che definisce la regione

interna all’ellisse di semiassi 3 e 2. Quindi:

X3 =

{

(x, y) ∈ R3 | x
2

9
+
y2

4
< 1

}

,

L’insieme di definizione è X1 ∩ X2 ∩ X3. Per determinare l’intersezione degli insiemi X1

e X2 e X3, ricerchiamo le coordinate dei punti P ∈ γ1 ∩ r ∩ γ2, dove: γ1 : y = x3 − 1,
r : x − 1 = 0, γ2 : x2

9
+ y2

4
= 1. Più precisamente, ci interessa il punto P1 ∈ γ1 ∩ γ2, come

illustrato in fig. 2.30. Risolviamo dunque il sistema:
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Figura 2.30: Intersezione dell’ellisse x2

9
+ y2

4
= 1 con la parabola cubica y = x3 − 1.

{
36− 4x2 − 9y2 = 0
x3 − y − 1 = 0

,

da cui:
9x6 − 18x3 + 4x2 − 27 = 0,

che non può essere risolta per via algebrica. Risolvendo numericamente, vediamo che la
soluzione che ci interessa è x1 ≃ 1.404. In definitiva vediamo che l’insieme di definzione è:

X = A1 ∪ A2,

dove:

A1 =

{

(x, y) ∈ R3 | 1 ≤ x ≤ x1, −2

√

1− x2

9
< y < x3 − 1

}

A2 =

{

(x, y) ∈ R3 | x1 < x ≤ 3, −2

√

1− x2

9
< y < 2

√

1− x2

9

}

L’insieme di definizione è illustrato in fig. 2.31.

Esercizio 150 Determinare l’insieme di definizione della funzione:

f (x, y) = ln
(
1− x2 − y2

)
+
√

x2 − y (2.69)

Soluzione. L’insieme di definizione è l’insieme delle soluzioni del sistema di disequa-
zioni in due variabili: {

1− x2 − y2 > 0
x2 − y ≥ 0

(2.70)
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Figura 2.31: Insieme di definizione della funzione 2.67. Gli archi di ellisse e di parabola sono
esclusi.

Risolviamo la prima disequazione. Deve essere 1 − x2 − y2 > 0, che definisce la
regione:

X1 =
{
(x, y) ∈ R3 | x2 + y2 < 1

}
,

Risolviamo la seconda disequazione. Deve essere y − x2 ≤ 0, che definisce la regione
sottesa dalla parabola y = x2. Quindi:

X2 =
{
(x, y) ∈ R3 | −∞ < x < +∞, −∞ ≤ y < x2

}
,

L’insieme di definizione è X1 ∩ X2. Per determinare l’intersezione degli insiemi X1 e X2,
ricerchiamo le coordinate dei punti P ∈ γ1 ∩ γ2, dove: γ1 : y = x2, γ2 : x2 + y2 = 1.
Risolviamo dunque il sistema: {

y = x2

x2 + y2 = 1
,

da cui:
x4 + x2 − 1 = 0,

le cui soluzioni reali sono:

x1 = −

√√
5− 1

2
, x2 = −x1

Quindi abbiamo i punti P1 (x1, y1), P2 (x2, y2) ∈ γ1 ∩ γ2, dove y1 = y2 = x21. Risulta

X = A1 ∪ A2 ∪ A3,
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dove:

A1 =

{

(x, y) ∈ R3 | 0 < y ≤
√
5− 1

2
, −

√

1− y2 < y ≤ −√
y

}

A2 =
{

(x, y) ∈ R3 | −1 < x ≤ 1, −
√
1− x2 ≤ y ≤ 0

}

A3 =

{

(x, y) ∈ R3 | 0 ≤ y <

√
5− 1

2
,
√
y < x ≤

√

1− y2

}

L’insieme di definizione è illustrato in fig. 2.32.
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Figura 2.32: Insieme di definizione della funzione 2.69. Gli archi di circonferenza sono esclusi.

Esercizio 151

f (x, y) = cos
1

xy

Posto ξ = xy:

f (ξ) = cos
1

ξ
segue

∄ lim
ξ→0

f (ξ) =⇒ ∄ lim
x→0
y→0

f (x, y)

Inoltre:
X =

{
(x, y) ∈ R2 | xy 6= 0

}

Cioè X è il campo illimitato costituito da R2 privato degli assi coordinati. Quest’ultimi sono
luoghi di singolarità per f , il cui grafico è mostrato in fig. 2.33.
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Figura 2.33: Grafico di f (x, y) = cos 1
xy

Esercizio 152 Determinare l’insieme di definizione della funzione:

f (x, y) = arcsin

(
y − 1

x+ 1

)

(2.71)

Soluzione. Deve essere:
∣
∣
∣
∣

y − 1

x+ 1

∣
∣
∣
∣
≤ 1 ⇐⇒

{ y−1
x+1

≤ 1
y−1
x+1

≥ −1
(2.72)

Denotiamo con A1 l’insieme delle soluzioni della prima delle (2.72) e con A2 l’insieme delle
soluzioni della seconda delle (2.72).

Calcolo A1.
y − 1

x+ 1
≤ 1 ⇐⇒ x− y + 2

x+ 1
≥ 0

Abbiamo:

x+ 1 > 0 =⇒ x− y + 2 ≥ 0 =⇒ y ≤ x+ 2

x+ 1 < 0 =⇒ x− y + 2 ≤ 0 =⇒ y ≥ x+ 2

Cioè:
A1 = S1 ∪ S2, (2.73)

dove:

S1 =
{
(x, y) ∈ R2 | −1 < x < +∞, −∞ < y ≤ x+ 2

}

S2 =
{
(x, y) ∈ R2 | −∞ < x < −1, x+ 2 < y ≤ +∞

}
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Figura 2.34: Rappresentazione grafica dell’insieme (2.73). La retta x− 1 = 0 è esclusa.

In fig. 2.34 riportiamo l’insieme A1.
Calcolo A2.

y − 1

x+ 1
≥ −1 ⇐⇒ x+ y

x+ 1
≥ 0

Abbiamo:

x+ 1 > 0 =⇒ y + x ≥ 0 =⇒ y ≥ −x
x+ 1 < 0 =⇒ y + x ≤ 0 =⇒ y ≤ −x

Cioè:
A2 = S ′

1 ∪ S ′
2, (2.74)

dove:

S ′
1 =

{
(x, y) ∈ R2 | −1 < x < +∞, −x < y ≤ +∞

}

S ′
2 =

{
(x, y) ∈ R2 | −∞ < x < −1, −∞ < y ≤ −x

}

In fig. 2.35 riportiamo l’insieme A1.
Finalmente:

X = A1 ∩ A2

=
{
(x, y) ∈ R2 | −∞ < x < −1, x+ 2 < y ≤ −x

}
∪

∪
{
(x, y) ∈ R2 | −1 < x < +∞, −x < y ≤ x+ 2

}

Quindi X è la regione del piano tra le rette y = −x e y = x + 2, escludendo il punto di
intersezione P0 (−1, 1), come illustrato in fig. 2.36. Studiamo il cmportamento della funzione
in un intorno di P0. A tale scopo cerchiamo di determinare (se esiste) il limite:

λ = lim
x→−1
y→1

f (x, y) =
0

0
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Figura 2.35: Rappresentazione grafica dell’insieme (2.74). La retta x− 1 = 0 è esclusa.
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Figura 2.36: Insieme di definizione della funzione (2.71). Il punto (−1, 1) non appartiene
all’insieme.

84



CAPITOLO 2. DEFINIZIONE DI FUNZIONE. LIMITI E CONTINUITÀ

Calcoliamo il limite “marciando” verso P0 lungo due direzioni distinte. Precisamente, spo-
stiamoci prima lungo la retta y = −x, cosicchè:

f (x,−x) = arcsin (−1) = −π
2

Cioè la funzione è costante lungo la bisettrice y = −x. In tale direzione il limite è:

λ = lim
x→1

f (x,−x) = −π
2

Marciamo ora lungo la direzione y = x+ 2:

f (x, x+ 2) =
π

2

In tale direzione il limite è:
λ = lim

x→1
f (x, x+ 2) =

π

2

Abbiamo cos̀ı ottenuto due valori diversi. Ciò implica che ∄ limx→−1
y→1

f (x, y) e quindi P0 è

una singolarità. Le curve di livello sono tali che:

arcsin

(
y − 1

x+ 1

)

= c1, con c1 ∈ (−∞,+∞)

⇐⇒ y − 1

x+ 1
= sin c1

def
= c

⇐⇒ cx− y − (1 + c) = 0

Cioè il fascio di rette di centro la singolarità, come illustrato in fig. 2.37.

Esercizio 153 Determinare l’insieme di definizione della funzione:

f (x, y) = y2 + ln x2 (2.75)

Soluzione. Deve essere x2 > 0 ⇐⇒ x 6= 0, cosicchè:

X =
{
(x, y) ∈ R2 | −∞ < x < +∞, x 6= 0, −∞ < y < +∞

}

Esercizio 154 Determinare l’insieme di definizione della funzione:

f (x, y) =
√

1− x2 − y2 +
√

y − x2 + 2x− 1 (2.76)

Disegnare le curve di livello di f .
Soluzione. Deve essere: {

1− x2 − y2 ≥ 0
y − x2 + 2x− 1 ≥ 0

,

i cui insiemi di soluzioni sono:

X1 =
{
(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 ≤ 1

}

X2 =
{
(x, y) ∈ R2 | y ≥ (x− 1)2

}

Cerchiamo i punti appartenenti a ∂X1∩∂X2. A tale scopo risolviamo il sistema di equazioni
algebriche:

{
y = (x− 1)2

x2 + y2 = 1
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Figura 2.37: L’insieme delle curve di livello della funzione (2.71) è il fascio di rette centrato
in P0 (−1, 1).
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Figura 2.38: Insieme di definizione della funzione (2.76).
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Le soluzioni reali sono x = 0 e x = 1. Quindi (0, 1) , (1, 0) ∈ ∂X1 ∩ ∂X2. Graficando
otteniamo l’insieme di definizione di f , come illustrato in fig. 2.38:Cioè:

X = X1 ∩X2 =
{

(x, y) ∈ R2 | 0 ≤ x < 1, (x− 1)2 ≤ y ≤
√
1− x2

}

Le curve di livello hanno equazione:

√

1− x2 − y2 +
√

y − x2 + 2x− 1 = c, con 0 ≤ c <∞

In fig. 2.39:

1
x

1

y

Figura 2.39: Curve di livello della funzione (2.76).

Esercizio 155 Determinare l’insieme di definizione della funzione:

f (x, y) =
√

(x2 + y2 − a2) (2a2 − x2 − y2)

Soluzione. Deve essere:

(
x2 + y2 − a2

) (
2a2 − x2 − y2

)
≥ 0

⇐⇒
(
x2 + y2 − a2

) (
x2 + y2 − 2a2

)
≤ 0

Abbiamo:
x2 + y2 − a2 ≥ 0 =⇒ x2 + y2 − 2a2 ≤ 0

Poniamo:
X1 =

{
(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 − a2 ≥ 0

}
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Esercizio 156

f (x, y) =
sin (x2 + y2)

x2 + y2
(2.77)

X = R2� {(0, 0)}
Passando a coordinate polari:

lim
x→x0
y→y0

f (x, y) = lim
r→0

sin r2

r2
= 1−,

donde (0, 0) è una discontinuità eliminabile. Prolungando per continuità:

g (x, y) =

{
sin(x2+y2)
x2+y2

, (x, y) 6= (0, 0)

1, (x, y) = (0, 0)

Il grafico è mostrato in fig. 2.40.
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Figura 2.40: Grafico di f (x, y) =
sin(x2+y2)
x2+y2

Esercizio 157

f (x, y) =
sin
√

x2 + y2
√

x2 + y2

X = R2� {(0, 0)}
Passando a coordinate polari:

lim
x→x0
y→y0

f (x, y) = lim
r→0

sin r

r
= 1−,
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donde (0, 0) è una discontinuità eliminabile. Prolungando per continuità:

g (x, y) =







sin
√
x2+y2√

x2+y2
, (x, y) 6= (0, 0)

1, (x, y) = (0, 0)

Il grafico è mostrato in fig. 2.41.
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Figura 2.41: Grafico di f (x, y) =
sin
√
x2+y2√

x2+y2

Esercizio 158

f (x, y) =
x sin (x2 + y2)

x2 + y2

X = R2� {P0} , con P0 (0, 0)

Risulta:

lim
x→0
y→0

f (x, y) =

(

lim
x→0
y→0

x

)

·
[

lim
x→0
y→0

sin (x2 + y2)

x2 + y2

]

= 0 · 1 = 0

donde P0 è una discontinuità eliminabile. Prolungando per continuità:

g (x, y) =

{
x sin(x2+y2)

x2+y2
, (x, y) 6= (0, 0)

0, (x, y) = (0, 0)

Esercizio 159 Data la funzione

f (x, y) =
x+ y − 1√
x−√

1− y
,

89



CAPITOLO 2. DEFINIZIONE DI FUNZIONE. LIMITI E CONTINUITÀ

calcolare:
lim
x→0+

y→1−

f (x, y)

Soluzione. Abbiamo:

X =
{
(x, y) ∈ R2 | 0 ≤ x < +∞, −∞ < y ≤ 1, y 6= −x+ 1

}

cioè il campo illimitato e non connesso X = [0,+∞)×(−∞, 1]�S, essendo S = {(x, y) ∈ R2 | y = −x+ 1},
cioè la retta di equazione y = −x+ 1. Da ciò segue che P0 (0, 1) /∈ X.

lim
P→P0

f (P ) = lim
x→0+

y→1−

x+ y − 1√
x−√

1− y

= lim
x→0+

y→1−

(√
x+

√

1− y
)

= 0

Quindi P0 è una discontinuità eliminabile. Prolungando per continuità:

g (x, y) =

{ x+y−1√
x−√

1−y , se (x, y) 6= (0, 1)

0, se (x, y) = (0, 1)

Esercizio 160 Data la funzione

f (x, y) =
2x− y

x2 + y2
,

calcolare:
lim
x→0
y→0

f (x, y)

Soluzione. Abbiamo:
X = R2� {P0} , P0 (0, 0)

Passando a coordinate polari:

lim
P→P0

f (P ) = lim
x→0
y→0

2x− y

x2 + y2

= lim
r→0+

2 cosϕ− sinϕ

r

=

{
+∞, se 2 cosϕ > sinϕ
−∞, se 2 cosϕ < sinϕ

,

donde ∄ limP→P0 f (P ). Quindi P0 è una singolarità per f .
Il grafico è mostrato in fig. 2.42.

Esercizio 161 Data la funzione

f (x, y) =
arcsin (xy − 2)

arctan (3xy − 6)
,
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Figura 2.42: Grafico di f (x, y) = 2x−y
x2+y2

in un intorno di P0 (0, 0).

calcolare:
lim
x→2
y→1

f (x, y)

Soluzione. È conveniente eseguire il cambio di variabile

ξ = xy,

donde abbiamo la funzione di una sola variabile:

f (ξ) =
arcsin (ξ − 2)

arctan (3ξ − 6)
,

definita in E = [1, 2) ∪ (2, 3].

lim
x→2
y→1

f (x, y) = lim
ξ→2

f (ξ)

=
0

0

= lim
ξ→2

[
arcsin (ξ − 2)

ξ − 2
· ξ − 2

3ξ − 6
· 3ξ − 6

arctan (3ξ − 6)

]

= lim
ξ→2

[
arcsin (ξ − 2)

ξ − 2

]

· lim
ξ→2

[
ξ − 2

3ξ − 6

]

· lim
ξ→2

[
3ξ − 6

arctan (3ξ − 6)

]

=
1

3
,

quindi P0 è una discontinuità eliminabile.
Il grafico è mostrato in fig. 2.43.

2.4 Esercizi proposti

Lo svolgimento degli esercizi è riportato in Appendice 5.5.1
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Figura 2.43: Grafico di f (x, y) = arcsin(xy−2)
arctan(3xy−6)

Esercizio 162 Determinare l’insieme di definizione delle funzioni:

f (x, y) = e
√
x + ln

(
y −√

x
)

(2.78)

g (x, y) = e
√
x + ln (x−√

y)

Esercizio 163 Determinare l’insieme di definizione delle funzioni:

f (x, y) = 4
√

1− a2 (x2 + y2) +
√

9− a2 (x2 + y2) (2.79)

g (x, y) = exy + ln
[
1− a2

(
x2 + y2

)]

Esercizio 164 Determinare l’insieme di definizione della funzione:

f (x, y) = ln
(
a2 − x2

)
+

√

arctan |y − a|
x2 + y2 − a2

, (2.80)

dove a > 0.

Esercizio 165 Determinare l’insieme di definizione della funzione:

fα (x, y) = ln
(
x2 + y2 − α + 1

)
+

α− 1
√

α2 − x2 − y2
, (2.81)

dove α ≥ 0.

Esercizio 166 Determinare l’insieme di definizione e le curve di livello della funzione:

f (x, y) = x+ y (2.82)
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Esercizio 167 Determinare l’insieme di definizione e le curve di livello della funzione:

f (x, y) = x2 + y2 (2.83)

Esercizio 168 Determinare l’insieme di definizione e le curve di livello della funzione:

f (x, y) =
√
xy (2.84)

Esercizio 169 Determinare l’insieme di definizione e le curve di livello della funzione:

f (x, y) = (1 + x+ y)2 (2.85)

Esercizio 170 Assegnata la funzione:

f (x, y) = 1− |x| − |y| ,

determinare la curva di livello 0 e la curva di livello 1, i.e. i luogi f (x, y) = 0, f (x, y) = 1.
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Capitolo 3

Calcolo differenziale per funzioni
di più variabili (parte I)

3.1 Derivazione parziale delle funzioni di due variabili

Sia f : A→ R, con A ⊆ R2 tale che A è un campo, per cui

P0 (x0, y0) ∈ A =⇒ ∃Iδ (x0, y0) ⊂ A, (3.1)

essendo Iδ (P0) un intorno circolare di P0:

Iδ (P0) =
{
(x, y) ∈ R2 | (x− x0)

2 + (y − y0)
2 < δ2

}

La (3.1) implica:

∀∆x | |∆x| ∈ (0, δ) , P (x0 +∆x, y0) ∈ A) =⇒ ∃f (x0 +∆x, y0)− f (x0, y0)

∆x

Definizione 171 f(x0+∆x,y0)−f(x0,y0)
∆x

è il rapporto incrementale parziale rispetto a x
della funzione f .

Definizione 172

f è parzialmente derivabile rispetto a x
nel punto P0

)

def⇐⇒
(

lim
∆x→0

f (x0 +∆x, y0)− f (x0, y0)

∆x
= l ∈ R

Il limite l è la derivata parziale rispetto a x della funzione f nel punto P0.
Indichiamo tale derivata con il simbolo fx (x0, y0), quindi:

fx (x0, y0) = lim
∆x→0

f (x0 +∆x, y0)− f (x0, y0)

∆x
(3.2)

Nella notazione di Leibnitz, la derivata parziale rispetto a x di f nel punto (x0, y0) si scrive :

(
∂f

∂x

)

(x0,y0)

,
∂f

∂x

∣
∣
∣
∣
(x0,y0)
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Definizione 173

f è parzialmente derivabile rispetto a x
in A

)

def⇐⇒ (f è parzialmente derivabile rispetto a x in ogni P (x, y) ∈ A

Quindi:

fx (x, y) = lim
∆x→0

f (x+∆x, y)− f (x, y)

∆x

In maniera analoga possiamo procedere per la variabile y:

fy (x0, y0) = lim
∆y→0

f (x0, y0 +∆y)− f (x0, y0)

∆y
(3.3)

fy (x, y) = lim
∆y→0

f (x, y +∆y)− f (x, y)

∆y

Il numero reale fy (x0, y0) è la derivata parziale rispetto a y della funzione f nel
punto P0. Nella notazione di Leibnitz:

(
∂f

∂y

)

(x0,y0)

,
∂f

∂y

∣
∣
∣
∣
(x0,y0)

Esempio 174
f (x, y) = 2x2 − xy + y2

∀ (x0, y0) ∈ R2,

fx (x0, y0) = lim
∆x→0

2 (x0 +∆x)2 − (x0 +∆x) y0 + y20 − (2x20 − x0y0 + y20)

∆x

= lim
∆x→0

4x0∆x− y0∆x+ (∆x)2

∆x
= 4x0 − y0

fy (x0, y0) = lim
∆y→0

2x20 − x0 (y0 +∆y) + (y0 +∆y)2 − (2x20 − x0y0 + y20)

∆y

= lim
∆y→0

2y0∆y − x0∆y + (∆y)2

∆y

= 2y0 − x0

Quindi

fx (x, y) = 4x− y

fy (x, y) = 2y − x

Da ciò si deduce che le derivate parziali si calcolano utilizzando le regole di derivazioni per
le funzioni di una variabile, assumento costanti le rimanenti variabili.

Nel caso di una funzione di una variabile, la derivabilità in x0 implica la continuità in
tale punto. Nel caso di più variabili tale proprietà non è conservata:
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Esempio 175

f (x, y) =
xy

x2 + y2
, se (x, y) 6= (0, 0) (3.4)

f (x, y) = 0, se x = y = 0

Risulta:
∄ lim
x→0
y→0

f (x, y) =⇒ P0 (0, 0) è una singolarità

Ciò può essere verificato passando dalle coordinate cartesiane nel.piano xy alle coordinate
polari rϕ:

x = r cosϕ, y = r sinϕ

Quindi resta definita la funzione composta:

g (r, ϕ) = f [x (r, ϕ) , y (r, ϕ)] =
1

2
sin (2ϕ)

Il limite è:

lim
x→0
y→0

f (x, y) = lim
r→0

g (r, ϕ) =
1

2
sin (2ϕ) =⇒ ∄ lim

x→0
y→0

f (x, y)

Il grafico è in fig. 3.1. Si osservi che f [x (r, ϕ) , y (r, ϕ)] non dipende dalla coordinata radiale;
ciò implica che la funzione è costante su ogni retta per l’origine. Ciò può essere verificato
anche in coordinate cartesiane, determinano il valore assunto da f su una retta y = mx:

f (x,mx) =
m2

1 +m2

def
= h (m) (3.5)

Le coordinate polari (r, ϕ) possono essere interpretate come parametri della rappresentazione:

S : z = f [x (r, ϕ) , y (r, ϕ)] ,

che è l’equazione parametrica della superficie S : z = f (x, y). Il cui grafico è in fig. 3.2.
Per maggiori dettagli sull’implementazione del codice Mathematica, consultare [1]. Per il
calcolo delle derivate poniamo:

ϕ (x) = f (x, 0) , ψ (y) = f (0, y)

Dalla (3.5):

ϕ (x) = 0

ψ (y) = lim
m→+∞

h (m) = +1,

giacchè ϕ (x) e ψ (y) altro non sono che i valori assunti dalla funzione rispettivamente sugli
assi x (m = 0) e y (m→ +∞). Le derivate parziali:

fx (x, 0) = ϕ′ (x) = 0, ∀x ∈ (−∞,+∞)

fy (0, y) = ψ′ (y) = 0, ∀x ∈ (−∞,+∞)

Segue:

fx (0, 0) = lim
x→0

ϕ′ (x) = 0

fy (0, 0) = lim
y→0

ψ′ (y) = 0,

Si conclude che fx, fy esistono in P0 in cui la f non è continua.
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Figura 3.1: Grafico di f (x, y) = xy
x2+y2
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Figura 3.2: S : z = f [x (r, ϕ) , y (r, ϕ)]. È stato “ritagliato” un intorno di r = 0, in modo da
evidenziare l’andamento “nastriforme” della superficie nei pressi della singolarità r = 0. Per
maggiori dettagli sull’implementazione del codice Mathematica, consultare [1]..
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***

Supponiamo che la funzione f (x, y) sia dotata di entrambe le derivate parziali fx (x, y),
fy (x, y). Supponendo ulteriormente che tali funzioni siano parzialmente derivabili, si ha:

fxx (x, y) = lim
∆x→0

fx (x+∆x, y)− fx (x, y)

∆x

fxy (x, y) = lim
∆y→0

fx (x, y +∆y)− fx (x, y)

∆y

La notazione simbolica è:

fxx (x, y) =
∂

∂x

(
∂f

∂x

)
def
=

∂2f

∂x2

fxy (x, y) =
∂

∂y

(
∂f

∂x

)
def
=

∂2f

∂x∂y

Ripetiamo lo stesso procedimento per la funzione fy (x, y):

fyx (x, y) =
∂

∂x

(
∂f

∂y

)
def
=

∂2f

∂y∂x

fyy (x, y) =
∂

∂y

(
∂f

∂y

)
def
=

∂2f

∂y2

Riepilogando, abbiamo le derivate parziali prime o derivate parziali del primo ordine:

fx, fy,

e le derivate parziali seconde o derivate parziali del second’ordine:

fxx, fxy, fyx, fyy

Le fxy, fyx sono le derivate miste del second’ordine. Ci si può chiedere se sotto
determinate ipotesi è fyx = fyy. La risposta è affermativa ed è contenuta nel seguente:

Teorema 176 Teorema di Schwarz

f è continua nel campo A
assieme alle derivate parziali fx, fy, fxy, fyx

)

=⇒ (∀ (x, y) ∈ A, fxy (x, y) = fyx (x, y)

Dimostrazione. Omessa.

Esempio 177 Consideriamo la funzione:

f (x, y) = xy
x2 − y2

x2 + y2
(3.6)

Tale funzione è definita in X = R2� {(0, 0)}. Per determinare il limite per (x, y) → (0, 0)
è preferibile passare a coordinate polari:

g (r, ϕ) = f [x (r, ϕ) , y (r, ϕ)] = r2 sinϕ cosϕ cos 2ϕ

99



CAPITOLO 3. CALCOLO DIFFERENZIALE PER FUNZIONI
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Figura 3.3: Grafico di f (x, y) = xy x
2−y2
x2+y2

Quindi:
lim
x→0
y→0

f (x, y) = lim
r→0

g (r, ϕ) = 0,

cosicchè l’origine è un punto di discontinuità eliminabile. Il grafico della funzione è riportato
in fig. 3.3.

Le derivate parziali prime:

fx (x, y) =
y (x4 + 4x2y2 − y4)

(x2 + y2)2

fy (x, y) =
x (x4 − 4x2y2 − y4)

(x2 + y2)2

Le derivate miste:

fxy (x, y) =
x6 + 9x4y2 − 9x2y4 − y6

(x2 + y2)3

fyx (x, y) =
x6 + 9x4y2 − 9x2y4 − y6

(x2 + y2)3

Da ciò segue:
fxy (x, y) = fyx (x, y) , ∀ (x, y) 6= (0, 0)

Studiamo il comportamento delle derivate miste per (x, y) → (0, 0). Al solito, passiamo a
coordinate polari, ottenendo:

fxy [x (r, ϕ) , y (r, ϕ)] = fyx [x (r, ϕ) , y (r, ϕ)] = cos6 ϕ− sin6 ϕ,

per cui
∄ lim

(x,y)→(0,0)
fxy (x, y) , ∄ lim

r→0
fyx (x, y)
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Cioè non sono soddisfate le ipotesi del teorema di Schwarz, giacchè le derivate miste non
sono continue in (0, 0). Verifichiamo che nell’origine è fxy 6= fyx. A tale scopo poniamo:

ϕ (y) ≡ fx (0, y)

Quindi:
ϕ (y) = −y, ∀y ∈ R

La derivata parziale mista fxy (0, y) è:

fxy (0, y) = ϕ′ (y) = −1, ∀y ∈ R

Evidentemente:
fxy (0, 0) = lim

y→0
ϕ′ (y) = −1

Per il calcolo di fyx (0, 0) procediamo in maniera simile. Precisamente, poniamo:

ψ (x) ≡ fy (x, 0)

Quindi:
ψ (x) = x, ∀x ∈ R

La derivata parziale mista fyx (0, y) è:

fyx (x, 0) = ψ′ (x) = 1, ∀x ∈ R

Evidentemente:
fyx (0, 0) = lim

x→0
ψ′ (x) = 1

Si conclude che per la funzione (3.6) risulta fxy (0, 0) 6= fyx (0, 0).
In fig. 3.4 riportiamo il grafico di fxy (x, y); da qui vediamo che la funzione si annulla

sulla bisettrice y = x.Infatti

∀x ∈ R� {0} , fxy (x, x) = 0

Inoltre, su una qualunque retta del piano xy e passante per l’origine, quindi di equazione
y = mx, si ha:

fxy (x,mx) =
1 + 9m2 − 9m4 −m6

(1 +m2)3
, (3.7)

cioè lungo y = mx la derivata mista fxy è costante. Grafichiamo la (3.7) in funzione del
coefficiente angolare m (fig. 3.5)Ricercando gli estremi assoluti di fxy (x,mx), si trova che
tale funzione assume un minimo assoluto per m = 1 +

√
2. Tali risultati sono riassunti in

fig. 3.6 dove è riportato un density plot della fxy (x, y).

In linea di principio, possiamo determinare a partire dalle derivate seconde, le derivate
parziali terze o del terz’ordine:
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Figura 3.4: Grafico di fxy (x, y) =
x6+9x4y2−9x2y4−y6

(x2+y2)3
.
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Figura 3.5: Grafico di fxy (x,mx) in funzione di m.
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Figura 3.6: Un density plot della derivata mista fxy per x ∈ [−2, 2], y ∈ [−2, 2]. Le
zone più scure corrispondono a rette y = mx con m = ±

(
1 +

√
2
)
. Per maggiori dettagli

sull’implementazione del codice Mathematica, consultare [1]..
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fxx (x, y) →







fxxx (x, y) =
∂
∂x

(
∂2f
∂x2

)

= ∂3f
∂x3

fxxy (x, y) =
∂
∂y

(
∂2f
∂x2

)

= ∂3f
∂x2∂y

fxy (x, y) →







fxyx (x, y) =
∂
∂x

(
∂2f
∂x∂y

)

= ∂3f
∂x∂y∂x

fxyy (x, y) =
∂
∂y

(
∂2f
∂x∂y

)

= ∂3f
∂x∂y2

fyx (x, y) →







fyyx (x, y) =
∂
∂x

(
∂2f
∂y∂x

)

= ∂3f
∂y∂x2

fyxy (x, y) =
∂
∂y

(
∂2f
∂y∂x

)

= ∂3f
∂y∂x∂y

fyy (x, y) →







fyyx (x, y) =
∂
∂x

(
∂2f
∂y2

)

= ∂3f
∂y2∂x

fyyy (x, y) =
∂
∂y

(
∂2f
∂y2

)

= ∂3f
∂y3

Esempio 178 Calcolare le derivate parziali seconde della funzione seguente:

f (x, y) = arctan

(
x+ y

1− xy

)

Soluzione. Calcoliamo le derivate parziali prime:

∂f

∂x
=

1

1 +
(
x+y
1−xy

)2 · 1− xy + y (x+ y)

(1− xy)2

=
1 + y2

x2 + y2 + x2y2 + 1

=
1 + y2

x2 (1 + y2) + (1 + y2)

=
1

x2 + 1
∂f

∂y
=

1

1 +
(
x+y
1−xy

)2 · 1− xy + x (x+ y)

(1− xy)2

=
1 + x2

x2 + y2 + x2y2 + 1

=
1 + x2

y2 (1 + x2) + (1 + x2)

=
1

y2 + 1
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Calcoliamo le derivate parziali del second’ordine:

∂2f

∂x2
=

∂

∂x

(
1

x2 + 1

)

= − 2x

x2 + 1

∂2f

∂y2
=

∂

∂y

(
1

y2 + 1

)

= − 2y

y2 + 1

∂2f

∂x∂y
=

∂

∂y

(
1

x2 + 1

)

= 0

∂2f

∂y∂x
=

∂

∂x

(
1

y2 + 1

)

= 0

Esempio 179 Calcolare ∂3f
∂x∂y2

se

f (x, y) = sin (xy)

Soluzione.
∂3f

∂x∂y2
=

∂2

∂y2

(
∂f

∂x

)

=
∂

∂y

[
∂

∂y

(
∂f

∂x

)]

Calcoliamo ∂f
∂x
:

∂f

∂x
= y cos (xy) ,

dopodichè:

∂

∂y

(
∂f

∂x

)

=
∂

∂y
[y cos (xy)]

= cos (xy)− xy sin (xy)

Pertanto:

∂3f

∂x∂y2
=

∂

∂y
[cos (xy)− xy sin (xy)]

= −2x sin (xy)− x2y cos (xy)

3.2 Derivazione parziale delle funzioni di n > 2 variabili

Generalizziamo le nozioni precedenti al caso n > 2. Sia f definita nel campo A ⊆ Rn, per
cui

P0

(

x
(0)
1 , x

(0)
2 , ..., x(0)n

)

∈ A =⇒ ∃Iδ (P0) ⊂ A, (3.8)

essendo Iδ (P0) un intorno circolare di P0:

Iδ (P0) =

{

(x1, x2, ..., xn) ∈ Rn |
n∑

h=1

(

xh − x
(0)
h

)2

< δ2

}

La (3.8) implica:

k ∈ {1, 2, ..., n} , ∀ |∆xk| ∈ (0, δ) , P
(

x
(0)
1 , ..., x

(0)
k−1, x

(0)
k +∆xk, x

(0)
k+1, ..., x

(0)
n

)

∈ A
)

=⇒ ∃
f
(

x
(0)
1 , ..., x

(0)
k−1, x

(0)
k +∆xk, x

(0)
k+1, ..., x

(0)
n

)

− f
(

x
(0)
1 , ..., x

(0)
k−1, x

(0)
k , x

(0)
k+1, ..., x

(0)
n

)

∆xk
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Definizione 180
f
(

x
(0)
1 ,...,x

(0)
k−1,x

(0)
k

+∆xk,x
(0)
k+1,...,x

(0)
n

)

−f
(

x
(0)
1 ,...,x

(0)
k−1,x

(0)
k
,x

(0)
k+1,...,x

(0)
n

)

∆xk
è il rapporto in-

crementale parziale rispetto a xk della funzione f .

Definizione 181
f è parzialmente derivabile rispetto a xk

nel punto P0

)

def⇐⇒
(

∃ lim
∆xk→0

f
(

x
(0)
1 ,...,x

(0)
k−1,x

(0)
k

+∆xk,x
(0)
k+1,...,x

(0)
n

)

−f
(

x
(0)
1 ,...,x

(0)
k−1,x

(0)
k
,x

(0)
k+1,...,x

(0)
n

)

∆xk
∈ R

Tale limite è la derivata parziale rispetto a xk della funzione f nel punto P0.
Indichiamo tale derivata con:

fxk

(

x
(0)
1 , x

(0)
2 , ..., x(0)n

)

Nella notazione di Leibnitz: (
∂f

∂xk

)

P0

,
∂f

∂xk

∣
∣
∣
∣
P0

Quindi:

fxk

(

x
(0)
1 , x

(0)
2 , ..., x

(0)
n

)

= lim
∆xk→0

f
(

x
(0)
1 ,...,x

(0)
k−1,x

(0)
k

+∆xk,x
(0)
k+1,...,x

(0)
n

)

−f
(

x
(0)
1 ,...,x

(0)
k−1,x

(0)
k
,x

(0)
k+1,...,x

(0)
n

)

∆xk

Definizione 182

f è parzialmente derivabile rispetto a xk
in A

)

def⇐⇒ (f è parzialmente derivabile rispetto a xk in ogni P ∈ A

3.3 Differenziale totale

Sia f (x1, x2, ..., xn) definita nel campo A ⊆ Rn e sia ivi parzialmente derivabile in A rispetto
a xk con k = 1, 2, ..., n. Quindi restano definite in A le n funzioni fxk . Presi ad arbitrio due
punti di A

P (x1, x2, ..., xn) , Q (x1 +∆x1, x2 +∆x2, ..., xn +∆xn) ∈ A

L’incremento della funzione è:

∆f = f (x1 +∆x1, x2 +∆x2, ..., xn +∆xn)− f (x1, x2, ..., xn) (3.9)

Indichiamo con df la somma dei prodotti delle derivate parziali fxk per i corrispondenti
incrementi ∆xk:

df
def
= fx1 (x1, x2, ..., xn)∆x1 + fx2 (x1, x2, ..., xn)∆x2 + ...+ fxn (x1, x2, ..., xn)∆xn (3.10)

L’espressione (3.10) è il differenziale totale della funzione f . Applichiamo tale defini-
zione alle n funzioni fh (x1, x2, ..., xn) = xh con h = 1, 2, ..., n. Abbiamo:

∂fh
∂xk

= δhk,

essendo δhk il simbolo di Kronecker:

δhk =

{
1, se h = k
0, se h 6= k
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Quindi:

dfh =
n∑

k=1

∂fh
∂xk

∆xk

=
n∑

k=1

δhk∆xk

= ∆xh

Ma fh = xh, per cui:
dxh = ∆xh, h = 1, 2, ..., n

Pertanto la (3.10) si riscrive:

df = fx1 (x1, x2, ..., xn) dx1 + fx2 (x1, x2, ..., xn) dx2 + ...+ fxn (x1, x2, ..., xn) dxn (3.11)

Nella notazione di Lebinitz:

df =
∂f

∂x1
dx1 +

∂f

∂x2
dx2 + ...+

∂f

∂xn
dxn (3.12)

La relazione esistente tra l’incremento ∆f espresso dalla (3.9) e il differenziale df è
espressa dal seguente

Teorema 183 Teorema del differenziale totale
Se f ∈ C1 (A) con A campo di Rn, allora:

∆f = df + o (ρ) , (3.13)

essendo ρ =
√

(∆x1)
2 + (∆x2)

2 + ...+ (∆xn)
2

Dimostrazione. Senza perdita di generalità, consideriamo il caso n = 2. Presi ar-
bitrariamente i punti P (x, y) , Q (x+∆x, y +∆y) ∈ A, congiungiamoli con la spezzata
γ = PM ∪ MQ, essendo M (x, y +∆y) ∈ A. In altri termini, PM e MQ sono paralleli
rispettivamente agli assi y e x. Quindi:

∆f = f (Q)− f (P ) (3.14)

= [f (Q)− f (M)] + [f (M)− f (P )]

= [f (x+∆x, y +∆y)− f (x, y +∆y)] + [f (x, y +∆y)− f (x, y)]

= [ϕ (x+∆x)− ϕ (x)] + [ψ (y +∆y)− ψ (y)] ,

essendo

ϕ (x)
def
= f (x, y +∆y) (3.15)

ψ (y)
def
= f (x, y)

Risulta:
f ∈ C1 (A) =⇒ ϕ ∈ C1 ([x, x+∆x]) , ψ ∈ C1 ([y, y +∆y]) , (3.16)
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Per il teorema di Lagrange:

∃x∗ ∈ (x, x+∆x) | ϕ (x+∆x)− ϕ (x) = ϕ′ (x∗)∆x

∃y∗ ∈ (y, y +∆y) | ψ (y +∆y)− ψ (y) = ψ′ (y∗)∆y

Equivalentemente:

∃θ ∈ (0, 1) | ϕ (x+∆x)− ϕ (x) = ϕ′ (x+ θ∆x)∆x

∃η ∈ (0, 1) | ψ (y +∆y)− ψ (y) = ψ′ (y + η∆y)∆y,

cioè:

f (x+∆x, y +∆y)− f (x, y +∆y) = fx (x+ θ∆x, y)∆x

f (x, y +∆y)− f (x, y) = fy (x, y + η∆y)∆y

In forza della continuità di fx, fy:

fx (x+ θ∆x, y) = fx (x, y) + α (∆x)

fy (x, y + η∆y) = fy (x, y) + β (∆y) ,

essendo α (∆x) e β (∆y) infinitesimi per ∆x,∆y → 0:

lim
∆x→0

α (∆x) = lim
∆y→0

β (∆y) = 0

Sostituendo nella (3.14):

∆f = df + α (∆x)∆x+ β (∆y)∆y (3.17)

Osserviamo che posto ρ =
√

(∆x)2 + (∆y)2, si ha:

∣
∣
∣
∣

α (∆x)∆x+ β (∆y)∆y

ρ

∣
∣
∣
∣
=

∣
∣
∣
∣
α (∆x)

∆x

ρ
+ β (∆y)

∆y

ρ

∣
∣
∣
∣

(3.18)

≤ |α (∆x)|
∣
∣
∣
∣

∆x

ρ

∣
∣
∣
∣
+ |β (∆y)|

∣
∣
∣
∣

∆y

ρ

∣
∣
∣
∣

≤ |α (∆x)|+ |β (∆y)| ,

Quindi:

lim
ρ→0

[|α (∆x)|+ |β (∆y)|] = 0 =⇒
eq. (3.18)

lim
ρ→0

∣
∣
∣
∣

α (∆x)∆x+ β (∆y)∆y

ρ

∣
∣
∣
∣
= 0

Definizione 184 Dicesi differenziabile ogni funzione f (x1, x2, ..., xn) di classe C
1.

Il teorema (183) permette di approssimare l’incremento della funzione con il suo diffe-
renziale totale. Infatti per |∆x|, |∆y| “sufficientemente piccoli” e a meno di infinitesimi di
ordine superiore:

∆f ≃ df

108



CAPITOLO 3. CALCOLO DIFFERENZIALE PER FUNZIONI
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Osservazione 185 Per un ulteriore approfondimento sulla questione della differenziabilità
è preferibile consultare il file al seguente link:

http://www.extrabyte.info/differenziabilita stolz.pdf

Esempio 186 Consideriamo un cono di altezza H e raggio di base R. Come è noto, il suo
volume è:

V (R,H) =
π

3
R2H

Il differenziale totale della funzione V (R,H) è:

dV =
π

3
R (2H∆R +R∆H)

L’incremento del volume è:

∆V = V (R +∆R,H +∆H)− V (R,H)

= dV +
π

3

[
H (∆R)2 + 2R∆R∆H +∆H (∆R)2

]
,

da cui vediamo che - posto ρ =
√

(∆H)2 + (∆R)2 - il termine

∆V − dV =
π

3

[
H (∆R)2 + 2R∆R∆H +∆H (∆R)2

]

è un infinitesimo di ordine superiore rispetto a ρ.
Perρ≪ 1:

∆Vapp =
π

3
R (2H∆R +R∆H)

Prendiamo i valori numerici: R = 10 cm ∆R = −10−1 cm, H = 30 cm, ∆H = 3 · 10−1 cm.
Quindi:

∆Vαpp = −10π cm3 ≃ −31.4 cm3

∆Vesatto = −10099

103
π cm3 ≃ −31.7 cm3

Esempio 187 Assegnata la funzione

f (x, y) = x2y,

determinare l’incremento ∆f e il differenziale totale in P0 (2, 4), determinando poi ∆f − df
per le seguenti coppie di valori degli incrementi delle variabili indipendenti:

∆x = 2,∆y = 4

∆x = 2× 10−1,∆y = 4× 10−1

Soluzione. Il differenziale totale è:

df = 2xy∆x+ x2∆y

L’incremento

∆f = (x+∆x)2 (y +∆y)− x2y

= df + y (∆x)2 + 2x∆x∆y + (∆x)2 ∆y
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Quindi:
∆f − df = y (∆x)2 + 2x∆x∆y + (∆x)2 ∆y

In P0 :
∆f − df = 4 (∆x)2 + 4∆x∆y + (∆x)2 ∆y

Per ∆x = 2,∆y = 4
∆f − df = 64

Per ∆x = 2× 10−1,∆y = 4× 10−1

∆f − df = 16× 10−2
(
3 + 10−1

)

Come c’era da aspettarsi, per la seconda coppia di valori degli incrementi ∆x,∆y, il diffe-
renziale rappresenta una migliore approssimazione dell’incremento ∆f .

3.4 Derivazione di funzioni composte

Consideriamo n ≥ 2 funzioni reali x1 (t), x2 (t) , ..., xn (t) definite nell’intervallo [a, b] ⊆ R.
Adottiamo le seguenti ipotesi:

1. Le funzioni xk (t) sono derivabili in [a, b].

2. ∀t ∈ [a, b], P [x1 (t) , x2 (t) , ..., xn (t)] ∈ A ⊆ Rn | A è un campo.

3. ∃ f : A −→ R | f ∈ C1 (A)

Le ipotesi 2 e 3 implicano l’esistenza della funzione composta:

F : [a, b] −→ R (3.19)

t −→ f [x1 (t) , x2 (t) , ..., xn (t)] , ∀t ∈ [a, b]

Scriviamo:

F (t) = f [x1 (t) , x2 (t) , ..., xn (t)] (3.20)

Teorema 188 Nelle ipotesi 1,2,3, la funzione composta F (t) è derivabile, e la sua derivata
prima è

F ′ (t) = fx1 [x1 (t) , x2 (t) , ..., xn (t)] x
′
1 (t) + fx2 [x1 (t) , x2 (t) , ..., xn (t)] x

′
2 (t)+ (3.21)

+ ...+ fxn [x1 (t) , x2 (t) , ..., xn (t)] x
′
n (t)

Nella notazione di Leibnitz:

dF

dt
=

∂f

∂x1

dx1
dt

+
∂f

∂x2

dx2
dt

+ ...+
∂f

∂xn

dxn
dt

(3.22)

110



CAPITOLO 3. CALCOLO DIFFERENZIALE PER FUNZIONI
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Dimostrazione. Per t ∈ [a, b], consideriamo l’incremento ∆t tale che (t+∆t) ∈ [a, b] e i
corrispondenti incrementi delle n funzioni xk (t):

∆xk = xk (t+∆t)− xk (t) , con k = 1, 2, ..., n

Da ciò segue l’incremento di F (t):

∆F = F (t+∆t)− F (t) (3.23)

= f [x1 (t+∆t) , x2 (t+∆t) , ..., xn (t+∆t)]− f [x1 (t) , x2 (t) , ..., xn (t)]

= f (x1 +∆x1, x2 +∆x2, ..., xn +∆xn)− f (x1, x2, ..., xn)

Cioè:
∆F = ∆f (3.24)

Per il teorema del differenziale totale:

∆f = df + o (ρ) , (3.25)

essendo o (ρ) un qualunque infinitesimo di ordine superiore a ρ per ρ → 0 (ricordiamo che

ρ =

√
√
√
√

n∑

k=1

(∆xk)
2 ). Vediamo ora come scrivere in maniera concisa l’infinitesimo di ordine

superiore o (ρ). Se ω (ρ) un infinitesimo per ρ→ 0:

lim
ρ→0

ω (ρ) = 0 =⇒ lim
ρ→0

ω (ρ) ρ

ρ
= 0

Cioè ω (ρ) ρ è un infinitesimo di ordine superiore ρ. La (3.25) può essere scritta come:

∆f = df + ω (ρ) ρ

Dividendo per ∆t e tenendo conto della (3.24):

∆F

∆t
=

n∑

k=1

{

fxk [x1 (t) , x2 (t) , ..., xn (t)]
∆xk
∆t

}

+ ω (ρ)

√
√
√
√

n∑

k=1

(
∆xk
∆t

)2

(3.26)

Osserviamo che:

xk (t) è continua) =⇒ lim
∆t→0

∆xk = 0 =⇒ lim
∆t→0

ρ = 0 =⇒ lim
∆t→0

ω (ρ) = 0

xk (t) è derivabile) =⇒ lim
∆t→0

∆xk
∆t

= x′k (t) ,

per cui eseguendo nella (3.26) l’operazione di passaggio al limite per ∆t→ 0:

lim
∆t→0

∆F

∆t
︸ ︷︷ ︸

=F ′(t)

=
n∑

k=1

fxk [x1 (t) , x2 (t) , ..., xn (t)] lim
∆t→0

∆xk
∆t

︸ ︷︷ ︸

=x′
k
(t)

+
[

lim
∆t→0

ω (ρ)
]

︸ ︷︷ ︸

=0



 lim
∆t→0

√
√
√
√

n∑

k=1

(
∆xk
∆t

)2




︸ ︷︷ ︸

=

√

√

√

√

√

√

n∑

k=1

x′
k
(t)2

,
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cioè la (3.21).
Nelle applicazioni ci si imbatte spesso nel teorema di derivazione delle funzioni compo-

ste, poichè molte grandezze fisiche esibiscono una dipendenza dal tempo t del tipo F (t) ≡
f [x1 (t) , x2 (t) , ..., xn (t)]. In tal caso, la derivata dF

dt
si chiama derivata totale di F .

Ancora più frequente il caso di grandezze fisiche che esibiscono una dipendenza funzionale
dal tempo t del tipo:

f [x1 (t) , ..., xn (t) , t]

Qui x1 (t) , ..., xn (t) sono n grandezze che a loro volta dipendono da t. In tal caso la (3.22)
definisce la derivata totale1 di f :

df

dt
=

∂f

∂x1

dx1
dt

+ ...+
∂f

∂xn

dxn
dt

+
∂f

∂t

***

Il teorema precedente si generalizza al caso di più variabili.
Consideriamo n ≥ 2 funzioni reali x1 (t1, t2, ..., tp), x2 (t1, t2, ..., tp) , ..., xn (t1, t2, ..., tp)

definite nel campo B ⊆ Rp. Adottiamo le seguenti ipotesi:

1. xk (t1, t2, ..., tp) sono funzioni continue e parzialmente derivabili in B.

2. ∀ (t1, t2, ..., tp) ∈ B, P [x1 (t1, t2, ..., tp) , x2 (t1, t2, ..., tp) , ..., xn (t1, t2, ..., tp)] ∈ A ⊆ Rn |
A è un campo.

3. ∃ f : A −→ R | f ∈ C1 (A)

Le ipotesi 2 e 3 implicano l’esistenza della funzione composta:

F : B −→ R (3.27)

F : (t1, t2, ..., tp) −→ f [x1 ((t1, t2, ..., tp)) , x2 ((t1, t2, ..., tp)) , ..., xn ((t1, t2, ..., tp))]

Scriviamo:

F (t1, t2, ..., tp) = f [x1 (t1, t2, ..., tp) , x2 (t1, t2, ..., tp) , ..., xn (t1, t2, ..., tp)] (3.28)

Teorema 189 Nelle ipotesi 1,2,3, la funzione composta F (t1, t2, ..., tp) è parzialmente deri-
vabile, e la sua derivata del primo ordine rispetto a tk è

∂F

∂tk
=

∂f

∂x1

∂x1
∂tk

+
∂f

∂x2

∂x2
∂tk

+ ...+
∂f

∂xn

∂xn
∂tk

, k = 1, 2, ..., p

Dimostrazione. Omessa.

Osservazione 190 Nelle applicazioni spesso si omette il cambio di simbolo f → F , conside-
rando quindi come funzione composta f [x1 (t1, t2, ..., tp) , x2 (t1, t2, ..., tp) , ..., xn (t1, t2, ..., tp)].

1Per non appesantire la notazione indichiamo con f la funzione:

F (t) ≡ f [x1 (t) , x2 (t) , ..., xn (t)]
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Esempio 191 Assegnata f (x, y) con x (u, v) = uv, y (u, v) = u
v
, si ha f [x (u, v) , y (u, v)] e

quindi:

∂f

∂u
=
∂f

∂x

∂x

∂u
+
∂f

∂y

∂y

∂u
= v

∂f

∂x
+

1

v

∂f

∂y
∂f

∂v
=
∂f

∂x

∂x

∂v
+
∂f

∂y

∂y

∂v
= u

∂f

∂x
− u

v2
∂f

∂y

Per quanto riguarda il comportamento del differenziale totale, sussiste il seguente

Teorema 192 Sia f (x1, x2, ..., xn) differenziabile. L’espressione:

df =
n∑

k=1

∂f

∂xk
dxk, (3.29)

esprime il differenziale totale di f sia se le xk sono variabili indipendenti, sia se sono
funzioni di altre variabili.

Dimostrazione. Omessa.
Il teorema precedente esprime la proprietà di invarianza del differenziale totale.

Esempio 193 Sia f (u, v) differenziabile in A ⊆ R2, con

u (x) = ax, v (y) = by

Per la proprietà di invarianza, il differenziale totale primo è:

df =
∂f

∂u
du+

∂f

∂v
dv

Esplicitando du e dv:

df = a
∂f

∂u
dx+ b

∂f

∂v
dy

Esempio 194 Data la funzione:

f (x, y) = arctan
y

x
, y = x2, per cui è f [x, y (x)]

determiamo ∂f
∂x

e df
dx
.

Abbiamo:

∂f

∂x
=

∂

∂x
arctan

y

x

= − y

x2 + y2

df

dx
=
∂f

∂x
+
∂f

∂y

dy

dx

Calcoliamo ∂f
∂y
:

∂f

∂y
=

∂

∂y
arctan

y

x

=
x

x2 + y2

113



CAPITOLO 3. CALCOLO DIFFERENZIALE PER FUNZIONI
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Quindi:
df

dx
=

x2

x2 + y2
=

1

1 + x2

Alternativamente:
f [x, y (x)] = arctan x,

per cui:
df

dx
=

d

dx
arctan x =

1

1 + x2

3.4.1 Esercizi svolti

Di seguito la risoluzione di alcuni esercizi proposti2 in [2].

Esercizio 195 Sia:
f (x, y) = xy, con y = φ (x) ,

con φ : R → R derivabile in R.
Determinare la derivata parziale ∂f

∂x
e la derivata totale df

dx
.

Osserviamo che è f [x, φ (x)], per cui la derivata totale è:

df

dx
=
∂f

∂x
+
∂f

∂y

dy

dx
(3.30)

=
∂f

∂x
+
∂f

∂y
φ′ (x)

Le derivate parziali si calcolano direttamente dall’espressione analitica di f :

∂f

∂x
=

∂

∂x
xy

È conveniente determinare la derivata logaritmica:

ln f (x, y) = y ln x

Derivando ambo i membri:
1

f (x, y)

∂f

∂x
=
y

x

Cioè:
∂f

∂x
= yxy−1

Passiamo alla derivata rispetto a y:

∂f

∂y
=

∂

∂y
xy = xy ln x

che sostituita nella (3.30):

df

dx
= xy−1 [y + xφ′ (x) ln x]

= xφ(x)−1 [φ (x) + xφ′ (x) ln x]

Ad esempio, per φ (x) = x2:
df

dx
= xx

2+1 (1 + 2 ln x)

2Sono contrassegnati con il numero identicativo che appare in [2].
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Esercizio 196 Sia:

f : U −→ R

(u, v) −→ f (u, v) ∈ R, ∀ (u, v) ∈ U,

con U ⊆ R2 | U è un campo. Per ipotesi:

u = u (x, y) , v = v (x, y) ,

u (x, y) , v (x, y) parzialmente derivabili in R2

onde la funzione composta:

F (x, y) ≡ f [u (x, y) , v (x, y)]

Determinare 1) le derivate parziali ∂F
∂x
, ∂F
∂y
; 2) esplicitare tali espressioni se: u (x, y) =

x2 − y2, v (x, y) = exy.

∂F

∂x
=
∂f

∂u

∂u

∂x
+
∂f

∂v

∂v

∂x
∂F

∂y
=
∂f

∂u

∂u

∂y
+
∂f

∂v

∂v

∂y

Se: u (x, y) = x2 − y2, v (x, y) = exy

∂F

∂x
= 2x

∂f

∂u
+ yexy

∂f

∂v
∂F

∂y
= −2y

∂f

∂u
+ xexy

∂f

∂v

Esercizio 197 Sia data la funzione:

f (x, y) = arctan

(
x

y

)

,

con
x (u, v) = u sin v, y (u, v) = u cos v,

che individuano la funzione composta F (u, v) ≡ f [x (u, v) , y (u, v)].
Determinare ∂F

∂u
, ∂F
∂v
.

Soluzione.

∂F

∂u
=
∂f

∂x

∂x

∂u
+
∂f

∂y

∂y

∂u
∂F

∂v
=
∂f

∂x

∂x

∂v
+
∂f

∂y

∂y

∂v

Calcoliamo le derivate parziali di f rispetto alle variabili x, y:

∂f

∂x
=

1

1 + x2

y2

· 1
y
=

y

x2 + y2

∂f

∂y
=

1

1 + x2

y2

·
(

− x

y2

)

= − x

x2 + y2
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Calcoliamo le derivate parziali di x (u, v), y (u, v):

∂x

∂u
= sin v,

∂x

∂v
= u cos v

∂y

∂u
= cos v,

∂y

∂v
= −u sin v

Quindi:

∂F

∂u
=

y

x2 + y2
sin v − x

x2 + y2
cos v

=
u cos v

u2
sin v − u sin v

u2
cos v = 0

∂F

∂v
=

y

x2 + y2
u cos v +

x

x2 + y2
u sin v

=
u cos v

u2
u cos v +

u sin v

u2
u sin v = 1

Alternativamente:

F [x (u, v) , y (u, v)] = arctan (tan v) = v =⇒
{

∂F
∂u

= 0
∂F
∂v

= 1

Esercizio 198 Consideriamo la funzione derivabile in A ⊆ R:

f : A −→ R

u→ f (u) ∈ R, ∀u ∈ A

Sia u (x, y) = xy + y
x
. Determinare ∂F

∂x
, ∂F
∂y
, dove F è la funzione:

F (x, y) = f [u (x, y)]

Esplicitare le espressioni di tali derivate se:

f (u) = sin u+ ecosu (3.31)

Soluzione.

∂F

∂x
= f ′ (u)

∂u

∂x
= f ′ (u)

(

y − y

x2

)

∂F

∂y
= f ′ (u)

∂u

∂y
= f ′ (u)

(

x+
1

x

)

Se l’espressione analitica di f è data dalla (3.31):

∂F

∂x
=
(

y − y

x2

) [

−ecos(xy+ y
x) sin

(

xy +
y

x

)

+ cos
(

xy +
y

x

)]

∂F

∂y
=

(

x+
1

x

)[

−ecos(xy+ y
x) sin

(

xy +
y

x

)

+ cos
(

xy +
y

x

)]
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Esercizio 199 Consideriamo una grandezza fisica u il cui valore dipende dalla somma dei
quadrati delle coordinate cartesiane nello spazio euclideo R3:

u = f
(
x2 + y2 + z2

)
(3.32)

Passando alle coordinate sferiche (r, θ, ϕ):

x = r sin θ cosϕ, y = r sin θ cosϕ, z = r cosϕ, (3.33)

verificare che
∂u

∂θ
=
∂u

∂ϕ
= 0,

dandone un’interpretazione fisica.
Soluzione. Le (3.33) sono le equazioni di trasformazione che permettono di passare

dalle coordinate cartesiane (x, y, z) alle coordinate sferiche3 (r, θ, ϕ):

0 ≤ r < +∞, 0 ≤ θ ≤ π, 0 ≤ ϕ ≤ 2π

Dalle (3.33):
u = f

(
r2
)
,

quindi la funzione composta:
u = f [ξ (r)] ,

essendo:
ξ (r) = r2

Risulta:

∂u

∂r
=
du

dr
= f ′ (ξ) ξ′ (r) = 2rf ′ (r2

)
(3.34)

∂u

∂θ
=
∂u

∂ϕ
= 0

L’intepretazione fisica del risultato (3.34) è la seguente: il valore assunto da u dipende dalla
coordinata radiale r, e non dalle coordinate angolari θ e ϕ, per cui u non dipende
dalla direzione nello spazio fisico R3. Ciò si esprime dicendo che la grandezza u è isotropa.

Alternativamente, assegnata la sfera Σ di centro l’origine delle coordinate e raggio arbi-
trario R, risulta: ∀P ∈ Σ, u (P ) =costante.

Esercizio 200 Assegnata la funzione derivabile:

f : U −→ R, con U ⊆ R

u→ f (u) ∈ R, ∀u ∈ U ,

si supponga che u sia funzione delle variabili x, y:

u : R2 −→ R, con A ⊆ R2

(x, y) → u (x, y) ∈ R, ∀ (x, y) ∈ R2

3o polari.
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Precisamente:
u (x, y) = x+ ay, con a parametro reale assegnato

Determinare la relazione che lega le derivate parziali ∂f
∂x
, ∂f
∂y
.

Soluzione

f [u (x, y)] =⇒
{ ∂f

∂x
= f ′ (u) ∂u

∂x
= f ′ (u)

∂f
∂y

= f ′ (u) ∂u
∂y

= af ′ (u)

Da cui:
∂f

∂y
= a

∂f

∂x

Ciò implica che l’integrale generale dell’equazione differenziale alle derivate parziali:

∂f

∂y
− a

∂f

∂x
= 0,

è
f (x, y) = f (x+ ay)

Cioè dipende da x, y attraverso una particolare combinazione lineare di tali variabili.

Esercizio 201 Sia ssegnata la funzione parzialmente derivabile f (u, v), supponiamo che

u (x, t) = x+ at

v (y, t) = y + bt,

dove a e b sono costanti reali. Resta cos̀ı definita la funzione composta:

F (x, y, t) = f [u (x, t) , v (y, t)]

Verificare che:
∂F

∂t
= a

∂F

∂x
+ b

∂F

∂y

Soluzione.

∂F

∂t
=
∂f

∂u

∂u

∂t
+
∂f

∂v

∂v

∂t

= a
∂f

∂u
+ b

∂f

∂v

Ma

∂F

∂x
=
∂f

∂u

∂u

∂x
=
∂f

∂u
∂F

∂y
=
∂f

∂v

∂v

∂y
=
∂f

∂v
,

per cui:
∂F

∂t
= a

∂F

∂x
+ b

∂F

∂y
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Esercizio 202 (n. 1826). Determinare l’espressione analitica della funzione reale f (x, y)
sapendo che soddisfa l’equazione differenziale alle derivate parziali:

∂f

∂y
=

x

x2 + y2
(3.35)

Soluzione. Deve essere:

f (x, y) =

∫
∂f

∂y
dy =

∫
x

x2 + y2
dy =

1

x

∫
dy

1 +
(
y
x

)2

Poniamo t = y
x
, per cui:

∫
dy

1 +
(
y
x

)2 = x

∫
dt

1 + t2
= x arctan t+ C

Cioè: ∫
dy

1 +
(
y
x

)2 = x arctan
y

x
+ C

Si osservi che C è una costante di integrazione rispetto alla variabile y, per cui è una funzione
arbitraria (derivabile) di x:

∫
dy

1 +
(
y
x

)2 = x arctan
y

x
+ g (x)

Quindi:

f (x, y) = arctan
y

x
+ g (x) , ∀g (x)

Esercizio 203 (n. 1827). Determinare l’espressione analitica della funzione reale f (x, y)
sapendo che soddisfa l’equazione differenziale alle derivate parziali:

∂f

∂x
=
x2 + y2

x
, (3.36)

con la condizione:
f (1, y) = sin y (3.37)

Soluzione. Deve essere:

f (x, y) =

∫
∂f

∂x
dx =

∫
x2 + y2

x
dx

=

∫

xdx+ y2
∫
dx

x

=
1

2
x2 + y2 ln |x|+ C

In questo caso, C non dipende da x, per cui risulta essere un’arbitraria funzione di y:

f (x, y) =
1

2
x2 + y2 ln |x|+ g (y)

La condizione (3.37) si scrive:

1

2
+ g (y) = sin y ⇐⇒ g (y) = sin y − 1

2
,

per cui:

f (x, y) =
1

2

(
x2 − 1

)
+ y2 ln |x|+ sin y
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Esercizio 204 Assegnato P0 (1, 2, 6) ∈ S : z = 2x2+ y2, siano α e β i piani passanti per P0

e paralleli ai piani coordinati xz e yz. Scrivere l’equazione delle rette tangenti alle sezioni
date dall’intersezione di S con α e β.

Soluzione. Risulta:
α : y = 2, β : x = 1

Poniamo γα = α ∩ S e γβ = β ∩ S. Risulta:

γα : z = 2x2 + 4, γβ : z = y2 + 2

Detta τ ′0 la retta tangente a γα in P ′
0 (x0 = 1, z0 = 6), si ha:

τ ′0 : z − z0 = m′
0 (x− x0)

Il coefficiente angolare m0 è:

m′
0 =

(
dz

dx

)

x=x0

= 4x0 = 4

Quindi:
τ ′0 : z = 4x+ 2

Detta τ ′′0 la retta tangente a γβ in P ′′
0 (y0 = 2, z0 = 6), si ha:

τ ′′0 : z − z0 = m′′
0 (y − y0)

Il coefficiente angolare m′′
0 è:

m′′
0 =

(
dz

dy

)

y=y0

= 2y|y0 = 4

Quindi:
τ ′′0 : z = 4y − 2

Esercizio 205 (n. 1854). Il periodo di oscillazione di un pendolo semplice è:

T = 2π

√

l

g
, (3.38)

dove l è la lunghezza del pendolo e g l’accelerazione di gravità. Determinare l’errore nel
calcolo di T commesso a causa di “piccoli” errori di misura di l e g.

Soluzione. Siano ∆l e ∆g gli errori su l e g. Osserviamo poi che T (l, g); precisamente:

T : A→ [0,+∞) ,

dove A = {(l, g) | 0 ≤ l < +∞, 0 < g < +∞}. Scriviamo dunque:

T (l, g) = 2π

√

l

g
(3.39)

Il differenziale totale della funzione T (l, g) è:

dT =
∂T

∂l
∆l +

∂T

∂g
∆g
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DI PIÙ VARIABILI (PARTE I)

Calcoliamo le derivate parziali:

∂T

∂l
=

π√
l · g ,

∂T

∂g
= −π

√

l

g3
,

onde:

dT = π
g∆l − l∆g

g
√
l · g

Per il teorema del differenziale totale:

∆T = dT + o (ρ) ,

dove ρ =
√

(∆l)2 + (∆g)2, mentre o (ρ) è un infinitesimo di ordine superiore rispetto a ρ.

Per ∆l,∆g ≪ 1 è ρ≪ 1, per cui:

∆T ≃ π
g∆l − l∆g

g
√
l · g

Esercizio 206 Sia r la retta passante per P0 (x0, y0) e P (x, y) essendo P un punto variabile
nel piano. Detto α l’angolo che r forma con l’asse x, determinare dα se le coordinate di P
subiscono gli incrementi infinitesimi dx, dy.

Soluzione. Risulta:

tanα =
y − y0
x− x0

,

da cui:

α (x, y) = arctan

(
y − y0
x− x0

)

Il differenziale totale della funzione α (x, y) è:

dα =
∂α

∂x
dx+

∂α

∂y
dy

Calcolando le derivate parziali:

∂α

∂x
= −y − y0

ρ
,
∂α

∂y
=
x− x0
ρ

,

essendo ρ = dist (P0, P ) =
√

(x− x0)
2 + (y − y0)

2. Quindi:

dα =
(x− x0) dy − (y − y0) dx

ρ

Ma:
x− x0 = ρ cosα, y − y0 = ρ sinα,

per cui:
dα = cosαdy − sinαdx
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Esercizio 207 Se ξ = x2 − y2 e φ (ξ) è una qualunque funzione reale derivabile, si verifichi
che una soluzione dell’equazione differenziale alle derivate parziali:

1

x

∂z

∂x
+

1

y

∂z

∂y
=

z

y2
, (3.40)

è
z = yφ

(
x2 − y2

)

Soluzione
Risulta ξ (x, y) = x2−y2, per cui resta definita la funzione composta ψ (x, y) = φ [ξ (x, y)].

Quindi:
z (x, y) = yψ (x, y)

Le derivate parziali di z rispetto alle variabili x e y sono:

∂z

∂x
= y

∂ψ

∂x
∂z

∂y
= ψ (x, y) + y

∂ψ

∂y

Per il teorema di derivazione delle funzioni composte:

∂ψ

∂x
= φ′ (ξ)

∂ξ

∂x
= 2xφ′ (ξ)

∂ψ

∂y
= φ′ (ξ)

∂ξ

∂y
= −2yφ′ (ξ)

Quindi:

∂z

∂x
= 2xyφ′ (x2 − y2

)

∂z

∂y
= ψ (x, y)− 2y2φ′ (x2 − y2

)
= φ

(
x2 − y2

)
− y2φ′ (x2 − y2

)

Sostituendo nella (3.40):

2yφ′ (x2 − y2
)
+

1

y
φ
(
x2 − y2

)
− 2yφ′ (x2 − y2

)
=

1

y
φ′ (x2 − y2

)
⇐⇒ 0 = 0

Esercizio 208 Se ξ = y
x
e φ (ξ) è una qualunque funzione reale derivabile, si verifichi che

una soluzione dell’equazione differenziale alle derivate parziali:

1

x

∂z

∂x
+

1

y

∂z

∂y
= xy + z,

è
z = xy + xφ

(y

x

)

Soluzione
Risulta ξ (x, y) = y

x
, per cui resta definita la funzione composta ψ (x, y) = φ []

∂z

∂x
= y + φ

(y

x

)

− y

x
φ′
(y

x

)

∂z

∂y
= x+ φ′

(y

x

)

,

122



CAPITOLO 3. CALCOLO DIFFERENZIALE PER FUNZIONI
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donde:

1

x

∂z

∂x
+

1

y

∂z

∂y
= xy + xφ

(y

x

)

+ xy

= xy + z

Esercizio 209 Se ξ = ye
x2

2y2 e φ (ξ) è una qualunque funzione reale derivabile, si verifichi
che una soluzione dell’equazione differenziale alle derivate parziali:

(
x2 − y2

) ∂z

∂x
+ xy

∂z

∂y
= xyz,

è

z = eyxφ

(

ye
x2

2y2

)

∂z

∂x
= eyφ′

(

ye
x2

2y2

)
∂ξ

∂x

∂z

∂y
= eyφ

(

ye
x2

2y2

)

+ eyyφ′
(

ye
x2

2y2

)
∂ξ

∂y
,

con:

∂ξ

∂x
=
x

y
e

x2

2y2

∂ξ

∂y
= e

x2

2y2 − x2

y2
e

x2

2y2

quindi:

∂z

∂x
= eyφ′

(

ye
x2

2y2

)
x

y
e

x2

2y2

∂z

∂y
= eyφ

(

ye
x2

2y2

)

+ eyφ′
(

ye
x2

2y2

)(

1− x2

y2

)

e
x2

2y2

donde:

(
x2 − y2

) ∂z

∂x
+ xy

∂z

∂y
=

ey
(
x2 − y2

)
φ′
(

ye
x2

2y2

)
x

y
e

x2

2y2 +
x

y
eyφ′

(

ye
x2

2y2

)
(
y2 − x2

)
e

x2

2y2 =

= xyz

Per altri esercizi, consultare l’appendice A.2

3.5 Funzioni costanti

Teorema 210 Sia f (x1, x2, ..., xn) continua e parzialmente derivabile nel campo connesso
A. Se ∀ (x1, x2, ..., xn) ∈ A, fx1 (x1, x2, ..., xn) = fx2 (x1, x2, ..., xn) = ... = fx1 (x1, x2, ..., xn) =
0, allora f (x1, x2, ..., xn) ≡cost, cioè f è costante in A.
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Dimostrazione. Presi i punti P (a1, a2, ..., an) ∈ A,Q (b1, b2, ..., bn) ∈ A, consideriamo il
segmento PQ, le cui equazioni parametriche sono:

x1 (t) = a1 + (b1 − a1) t

x2 (t) = a2 + (b2 − a2) t

....

xn (t) = an + (bn − an) t,

con t ∈ [0, 1]. Resta cos̀ı definita la funzione composta:

F (t) = f [x1 (t) , x2 (t) , ..., xn (t)] (3.41)

F (t) è il generico valore assunto da f sul segmento PQ. Per il teorema sulla derivazione
delle funzioni composte:

F ′ (t) =
∂f

∂x1
(b1 − a1) +

∂f

∂x2
(b2 − a2) + ...+

∂f

∂xn
(bn − an) = 0, ∀t ∈ [0, 1]

giacchè le ∂f
∂xk

sono identicamente nulle per ipotesi. Quindi:

F (t) = costante in [0, 1] =⇒ f è costante su PQ

Ora se prendiamo arbitrariamente i punti P,Q in A, in forza della connessione di quest’ultimo
possiamo comunque congiungerli con una poligonale γ = PP 1 ∪P1P2 ∪ ...∪PrQ, e poichè f
è costante su PP 1,P1P 2, ..., PrQ:

f (P ) = f (P1) , f (P1) = f (P2) , ..., f (Pr) = f (Q) =⇒ ∀P,Q ∈ A, f (P ) = f (Q)

=⇒ f (P ) = costante in A

Osservazione 211 Il teorema sussiste anche se f è definita in un dominio D internamente
connesso, anzichè su un campo. In tal caso, f è costante in D̊.

Osservazione 212 Il teorema non è vero se f è definita in un campo non connesso o in un
dominio non internamente connesso. Ad esempio, sia

f (P ) =

{
C1, se P ∈ A1

C2, se P ∈ A2
,

essendo A1, A2 campi disgiunti di Rn, per cui f è definita nel campo non connesso A =
A1 ∪ A2. Risulta fxk (P ) ≡ 0, ∀k, ma f non è costante in A se C1 6= C2.

3.6 Derivata secondo una direzione

Sia A un campo di Rn.

Definizione 213 Un campo vettoriale su A è la funzione vettoriale:

F : A −→ Rn (3.42)

x −→ F (x) , ∀x ∈ A
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Il campo vettoriale (3.42) associa ad ogni punto x = (x1, x2, ..., xn) ∈ A, il vettore
F (x) ∈ Rn, che si chiama vettore applicato nel punto x.

Definizione 214 Assegnata la funzione parzialmente derivabile:

f : A −→ R (3.43)

x −→ f (x) , ∀x ∈ A

il gradiente di f è il campo vettoriale:

∇f (x) =
(
∂f

∂x1
,
∂f

∂x2
, ...,

∂f

∂xn

)

, (3.44)

che associa ad ogni x = (x1, x2, ..., xn) ∈ A il vettore
(
∂f
∂x1
, ∂f
∂x2
, ..., ∂f

∂xn

)

∈ Rn. La funzione f

è denominata campo scalare.

Osservazione 215 Il gradiente di un campo scalare f è spesso indicato con il simbolo
grad f . Nella notazione (3.44) abbiamo utilizzato l’operatore differenziale (vettoriale) “na-
bla”:

∇ =

(
∂

∂x1
,
∂

∂x2
, ...,

∂

∂xn

)

(3.45)

Ciò premesso, consideriamo - senza perdita di generalità - una funzione reale f (x, y, z)
definita in un campo A ⊆ R3. Sia n una retta orientata passante per il punto P0 (x0, y0, z0) ∈
A. Dalla geometria analitica sappiamo che le equazioni parametriche di n sono:

x = x0 + λρ (3.46)

y = y0 + µρ

z = z0 + νρ,

essendo ρ ∈ R il parametro della rappresentazione (3.46), e (λ, µ, ν) i coseni direttori di n.
Ricordiamo che

λ = cosα, µ = cos β, ν = cos γ,

dove α, β, γ sono gli angoli che la retta orientata forma con gli assi coordinati e si identificano
con le componenti del versore di n; se v è un qualunque vettore parallelo e concorde a n

v = li+mj+ nk

(qui i, j,k sono i versori degli assi coordinati), la terna (l,m, n) definisce i numeri direttori
di n. Quindi:

n = versv =
v

|v| = λi+ µj+ νk =
1√

l2 +m2 + n2
(li+mj+ nk) (3.47)

Cioè:

λ =
l√

l2 +m2 + n2
, µ =

m√
l2 +m2 + n2

, ν =
n√

l2 +m2 + n2

Dalle (3.46)
∀P ∈ n, P (x0 + λρ,y0 + µρ, z0 + νρ) , con |ρ| = |P0P | ,
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essendo |P0P | la misura assoluta del segmento orientato P0P . Inoltre ρ > 0 se il segmento
orientato P0P è concorde a n; ρ < 0 se è discorde a n; ρ = 0 se e solo se P0 ≡ P .

Assegnato Iδ (P0) ⊂ A, ∀ |ρ| < δ, P ∈ Iδ (P0)

∀ |ρ| ∈ (0, δ) , P ∈ Iδ (P0)� {P0}

=⇒ ∃f (P )− f (P0)

ρ
=
f (x0 + λρ,y0 + µρ, z0 + νρ)− f (x0, y0, z0)

ρ

L’ultimo termine è un rapporto incrementale.

Definizione 216 ∃ limρ→0
f(x0+λρ,y0+µρ,z0+νρ)−f(x0,y0,z0)

ρ
∈ R =⇒

=⇒
(
∂f
∂n

)

P0
= limρ→0

f(x0+λρ,y0+µρ,z0+νρ)−f(x0,y0,z0)
ρ

, e tale limite si chiama derivata della
funzione f nel punto P0, secondo la direzione n.

Se tale limite esiste in ogni punto (x, y, z) ∈ A:

∂f

∂n
= lim

ρ→0

f (x+ λρ,y + µρ, z + νρ)− f (x0, y0, z0)

ρ
,

ed è la derivata della funzione f secondo la direzione n.

Teorema 217 Se f ∈ C1 (A) con A campo di R3, per ogni retta orientata n, esiste ∂f
∂n

ed è
data da:

∂f

∂n
=
∂f

∂x
λ+

∂f

∂y
µ+

∂f

∂z
ν, (3.48)

dove (λ, µ, ν) sono i coseni direttori di n.

Dimostrazione. Preso ad arbitrio P0 (x0, y0, z0) ∈ n, le equazioni parametriche di n si
scrivono:

x = x0 + λρ, y = y0 + µρ, z = z0 + νρ

Abbiamo, dunque, la funzione composta:

F (ρ) = f (x0 + λρ, y0 + µρ, z0 + νρ) ,

Risulta: (
∂f

∂n

)

P0

= lim
ρ→0

F (ρ)− F (0)

ρ
= F ′ (0)

Per il teorema 188:

F ′ (ρ) = fx (x0 + λρ, y0 + µρ, z0 + νρ)λ

+ fy (x0 + λρ, y0 + µρ, z0 + νρ)µ

+ fz (x0 + λρ, y0 + µρ, z0 + νρ) ν,

da cui: (
∂f

∂n

)

P0

=

(
∂f

∂x

)

P0

λ+

(
∂f

∂y

)

P0

µ+

(
∂f

∂z

)

P0

ν

In forza dell’arbitrarietà di P0 ∈ n, l’equazione precedente si scrive:

∂f

∂n
=
∂f

∂x
λ+

∂f

∂y
µ+

∂f

∂z
ν
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Si osservi che la (3.48) è un prodotto scalare. Infatti, assegnata la base ortornormale
{i, j,k} dello spazio euclideo R3:

∇f =
∂f

∂x
i+

∂f

∂x
j+

∂f

∂x
k

Tenendo conto della (3.47):
∂f

∂n
= (∇f) · n (3.49)

Cioè la derivata secondo una direzione è la componente del gradiente di f nella direzione di
derivazione.

Definizione 218 Sia P0 (x0, y0, z0) ∈ A

∀n,
(
∂f

∂n

)

P0

= 0

)

=⇒ (P0 è un punto stazionario di f .

Osservazione 219 Dalla (3.49) segue che P0 (x0, y0, z0) è stazionario se e solo se ∇f |P0
=

0.

Esempio 220 Determiniamo gli eventuali punti stazionari di f (x, y) = x2+xy+y2−4x−2y.
Il gradiente di f è:

∇f = (2x+ y − 4) i+ (x+ 2y − 2) j

Il versore di una qualunque retta orientata è

n = λi+ µj,

con λ, µ ∈ R e tali che λ2 + µ2 = 1. Quindi:

∂f

∂n
= (2x+ y − 4)λ+ (x+ 2y − 2)µ

Per definizione di punto stazionario:

∀n, ∂f
∂n

= 0

)

⇐⇒ (∀λ, µ ∈ R, (2x+ y − 4)λ+ (x+ 2y − 2)µ = 0)

⇐⇒
{

2x+ y = 4
x+ 2y = 2

,

che è un sistema di Cramer, la cui soluzione è:

(x0, y0) = (2, 0) (3.50)

Quindi la funzione assegnata ha l’unico punto stazionario P0 (2, 0).
Alternativamente, l’insieme dei punti stazionari di f (x, y) è l’insieme delle coppie or-

dinate (x, y) tali che ∇f = 0, cioè 2x + y − 4 = x + 2y − 2 = 0, da cui la soluzione
(3.50).
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3.6.1 Esecizi svolti

Esercizio 221 Determinare la derivata di f (x, y) = 2x2 − 3y2 secondo la direzione n che
forma un angolo α = 2

3
π con l’asse x.

Soluzione. Il versore di n
n = λi+ µj

con

λ = cosα = −1

2

µ = cos β = cos
(

α− π

2

)

= sinα =

√
3

2
,

donde:

n = −1

2
i+

√
3

2
j

Il gradiente di f
∇f = 4xi− 6yj

Quindi:
∂f

∂n
= −2x− 3

√
3y

Ad esempio nel punto P0 (1, 0): (
∂f

∂n

)

P0

= −2

Esercizio 222 Determinare la derivata di f (x, y) = x2 − xy − 2y2 secondo la direzione n
che forma un angolo α = π

3
con l’asse x e nel punto P0 (1, 2).

Soluzione. Il versore di n
n = λi+ µj

con

λ = cosα =
1

2

µ = cos β = cos
(π

2
− α

)

= sinα =

√
3

2
,

donde:

n =
1

2
i+

√
3

2
j

Il gradiente di f
∇f = (2x− y) i− (x+ 4y) j

La derivata secondo la direzione n:

∂f

∂n
=

(

1−
√
3

2

)

x−
(
1

2
+ 2

√
3

)

y

Nel punto P0: (
∂f

∂n

)

P0

= −9

2

√
3
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Esercizio 223 Calcolare la derivata della funzione f (x, y, z) = xy + yz + zx nel punto
P1 (2, 1, 3) nella direzione che congiunge P1 con il punto P2 (5, 5, 15).

Soluzione. Se P1 (x1, y1, z1) , P2 (x2, y2, z2), i numeri direttori della retta orientata per
P1 e P2 nel verso in cui P2 precede P1, sono:

l = x2 − x1 = 3

m = y2 − y1 = 4

n = z2 − z1 = 12

Quindi
v = 3i+ 4j+ 12k,

essendo v parallelo e concorde alla retta orientata n. I coseni direttori sono le componenti
del versore di n:

n =
1

13
(3i+ 4j+ 12k) (3.51)

Il gradiente di f
∇f = (y + z) i+ (x+ z) j+ (y + x)k

La derivata nella direzione (3.51):

∂f

∂n
= (∇f) · n =

1

13
[3 (y + z) + 4 (x+ z) + 12 (y + x)]

=
1

13
(16x+ 15y + 7z)

(
∂f

∂n

)

P1

=
68

13

Esercizio 224 Determinare gli eventuali punti stazionari di f (x, y) = x3 + y3 − 3xy.
Soluzione. Il gradiente di f è:

∇f = 3
(
x2 − y

)
i+ 3

(
y2 − x

)
j

Il versore di una qualunque retta orientata è

n = λi+ µj

donde:
∂f

∂n
= 3

(
x2 − y

)
λ+ 3

(
y2 − x

)
µ

Per definizione di punto stazionario:

∀n, ∂f
∂n

= 0

)

⇐⇒
(
∀λ, µ ∈ R, 3

(
x2 − y

)
λ+ 3

(
y2 − x

)
µ = 0

)

⇐⇒
{
x2 − y = 0
y2 − x = 0

,

Tale sistema ammette due soluzioni distinte:

(x0, y0) = (0, 0)

(x′0, y
′
0) = (1, 1)

Quindi la funzione assegnata ha due punti stazionari P0 (0, 0), P
′
0 (1, 1).
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3.7 Differenziali totali successivi. L’operatore differen-

ziale d

Sia f ∈ C2 (A) essendo A un qualunque campo di Rn. Il differenziale totale di f è:

df =
n∑

k=1

∂f

∂xk
dxk (3.52)

df è noto anche come differenziale totale primo o del primo ordine.

Definizione 225 Dicesi differenziale totale del secondo ordine della funzione f :

d2f = d (df)

tale che

df



x1, x2, ..., xn, dx1, dx2, ..., dxn
︸ ︷︷ ︸

costanti





In altri termini, il differenziale primo (3.52) risulta essere una funzione delle 2n variabili:

(x1, x2, ..., xn, dx1, dx2, ..., dxn)

Il differenziale totale secondo viene determinato applicando l’operatore d e ritenendo
costanti i differenziali dxk.

Dalla (3.52):

d2f =
n∑

k=1

∂ (df)

∂xk
dxk

=
n∑

k=1

∂

∂xk

(
n∑

h=1

∂f

∂xh
dxh

)

dxk

=
n∑

k=1

n∑

h=1

∂2f

∂xh∂xk
dxhdxk

Invertendo l’ordine delle sommatorie:

d2f =
n∑

h=1

n∑

k=1

∂2f

∂xh∂xk
dxhdxk (3.53)

Il procedimento può essere iterato; se f ∈ Cm (A) è possibile determinare il differenziale
totale di ordine m:

dmf =
n∑

k1=1

n∑

k2=1

...
n∑

km=1

∂mf

∂xk1∂xk2 ...∂xkm
dxk1dxk2 ...dxkm (3.54)

Le equazioni (3.53)-(3.54) sono facilmente riprodotte utilizzando l’algebra operatoriale. Più
precisamente definiamo un operatore differenziale:

d
.
=

n∑

k=1

∂

∂xk
dxk (3.55)
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dove
.
= sta per “rappresentato da”. L’operatore d operando su una funzione f :

df =
n∑

k=1

∂f

∂xk
dxk,

che è il differenziale totale primo di f . Diremo che df è il risultato dell’applicazione dell’o-
peratore d sulla funzione f . Si osservi che d è lineare

∀f, g ∈ C1 (A) , ∀λ, µ ∈ R, d (λf + µg) = λdf + µdg

L’operatore di differenziazione totale del secondo ordine si ottiene prendendo il quadrato
della (3.55):

d2
.
=

(
n∑

k=1

∂

∂xk
dxk

)2

Quindi:

d2f =

(
n∑

k=1

∂

∂xk
dxk

)2

f

Ad esempio, nel caso di una funzione di due variabili f (x, y):

d
.
=

∂

∂x
dx+

∂

∂y
dy,

onde:

df =

(
∂

∂x
dx+

∂

∂y
dy

)

f

=
∂f

∂x
dx+

∂f

∂y
dy

Passando al differenziale del second’ordine:

d2
.
=

(
∂

∂x
dx+

∂

∂y
dy

)2

=
∂2

∂x2
dx2 + 2

∂2

∂x∂y
dxdy +

∂2

∂y2
dy2

Quindi:

d2f =
∂2f

∂x2
dx2 + 2

∂2f

∂x∂y
dxdy +

∂2f

∂y2
dy2

Nel caso generale, assegnata f ∈ Cm (A):

dm
.
=

(
n∑

k=1

∂

∂xk
dxk

)m

dmf =

(
n∑

k=1

∂

∂xk
dxk

)m

f

131



CAPITOLO 3. CALCOLO DIFFERENZIALE PER FUNZIONI
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Ad esempio:

f (x, y) = x2 − 4xy + 5y2 (3.56)

Applicando l’operatore d definito dalla (3.55):

df = 2 (x− 2y) dx− 2 (2x− 5y) dy

Calcolando le derivate parziali seconde:

d2f = 2dx2 − 8dxdy + 10dy2

Agli stessi risultati si perviene senza calcolare le derivate parziali, sfruttando la linearità
dell’operatore d. Infatti applicando tale operatore ad ambo i membri della (3.56):

df = d
(
x2
)
− 4d (xy) + 5d

(
y2
)

Tenendo conto del fatto che le regole di differenziazione non sono altro che le regole di
derivazione:

df = 2xdx− 4ydx− 4xdy + 10ydy

= 2 (x− 4y) dx− 2 (2x− 5y) dy

Applichiamo ora l’operatore d a primo e secondo membro di quest’ultima equazione, osser-
vando che d non agisce su dx, dy:

d2f = d [(2x− 4y) dx+ (−4x+ 10y) dy]

= d (2x− 4y) dx+ d (−4x+ 10y) dy

= (2dx− 4dy) dx+ (−4dx+ 10dy) dy

= 2dx2 − 8dxdy + 10dy2

***

Consideriamo la seguente applicazione utile per introdurre l’operatore nabla (eq. (3.45)),
simbolicamente definito da:

∇ =
∂

∂x
i+

∂

∂y
j+

∂

∂z
k (3.57)

Tale operatore lineare applicato ad una qualunque funzione parzialmente derivabile f (x, y, z)
restituisce il campo vettoriale gradiente di f :

∇f =
∂f

∂x
i+

∂f

∂y
j+

∂f

∂z
k (3.58)

Il laplaciano è un operatore differenziale simbolicamente definito da:

∇2 = ∇ · ∇ =
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂y2
(3.59)

Tale operatore applicato ad una qualunque funzione parzialmente derivabile due volte f (x, y, z)
restituisce il campo scalare laplaciano di f :

∇2f =
∂2f

∂x2
+
∂2f

∂y2
+
∂2f

∂y2
(3.60)
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Le suddette definizioni sono valide in un qualunque spazio euclideo Rn.
Ciò premesso consideriamo l’equazione della trasmissione del calore:

∇2f =
1

a2
∂f

∂t
, (3.61)

essendo a una costante positiva. Verifichiamo che la seguente funzione

f (x, y, z, t) =
1

(
2a

√
πt
)3 e

− (x−x0)
2+(y−y0)

2+(z−z0)
2

4a2t (3.62)

è una soluzione. Qui x0, y0, z0 definiscono le coordinate cartesiane di un punto assegnato
dello spazio fisico R3. Si osservi che la (3.62) è una funzione di n = 4 variabili:

f : A −→ R

essendo:

A =
{
(x, y, z, t) ∈ R4 | −∞ < x < +∞, −∞ < y < +∞, −∞ < z < +∞, t 6= 0

}

Tuttavia per interpretare fisicamente la (3.62) si considera t alla stregua di un parametro,
tracciando poi il grafico di f per assegnati valori di t.

Calcoliamo le derivate.

∂f

∂x
= − x− x0

2a2
(
2a

√
πt
)3
t
g (x, y, z, t) ,

dove:

g (x, y, z, t) = e−
(x−x0)

2+(y−y0)
2+(z−z0)

2

4a2t

La derivata parziale seconda rispetto a x:

∂2f

∂x2
=

(x− x0)
2 − 2a2t

4a4
(
2a

√
πt
)3
t
g (x, y, z, t) (3.63)

Le derivate ∂2f
∂y2
, ∂

2f
∂z2

si ottengono permutando ciclicamente le x, y, z nella (3.63). Sommando:

∇2f =
(x− x0)

2 + (y − y0)
2 + (z − z0)

2 − 6a2t

4a4
(
2a

√
πt
)3
t

e−
(x−x0)

2+(y−y0)
2+(z−z0)

2

4a2t

La derivata parziale rispetto al tempo è:

∂f

∂t
=

(x− x0)
2 + (y − y0)

2 + (z − z0)
2 − 6a2t

4a2
(
2a

√
πt
)3
t

e−
(x−x0)

2+(y−y0)
2+(z−z0)

2

4a2t ,

da cui la (3.61). Osserviamo che assegnata la sfera Σ di centro (x0, y0, z0) e raggio R:

Σ) (x− x0)
2 + (y − y0)

2 + (z − z0)
2 = R2,

risulta:
∀P ∈ Σ, f (P, t) = g (t) ,
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essendo

g (t) =
1

(
2a

√
πt
)3 e

− R2

4a2t

In altri termini, i valori assunti su una qualunque sfera centrata in P0 (x0, y0, z0) dalla solu-
zione (3.62), dipendono solo dal tempo t. Quindi la (3.62) rapprensenta la propagazione di
un’onda sferica. Consideriamo il caso speciale:

f (x, y, 0, t) =
1

(
2a

√
πt
)3 e

−x2+y2

4a2t ,

avendo posto l’origine del sistema di coordinate nel punto P0. Per un istante assegnato t1:

f (x, y, 0, t1) =
1

(
2a

√
πt1
)3 e

−x2+y2

4a2t (3.64)

Il grafico della funzione (3.64) delle variabili x, y è riportato in fig. 3.7 Le curve di livello
sono circonferenze concentriche nell’orgine:

e−
x2+y2

4a2t = const,

da cui:
x2 + y2 = C

Le curve di livello sono rappresentate in fig. 3.8

3.7.1 Esercizi

Esercizio 226 Sia f (u, v) una funzione continua nel campo B ⊆ R2 assieme alle derivate
parziali del second’ordine. Si consideri la funzione composta:

F (x, y) = f [u (x, y) , v (x, y)] ,

definita in A ⊆ R2 con

u (x, y) = x2 + y2, v (x, y) = xy

Determinare le derivate ∂2F
∂x2

, ∂2F
∂x∂y

, ∂2F
∂y∂x

, ∂2F
∂y2

.
Soluzione.

∂F

∂x
= 2x

∂f

∂u
+ y

∂f

∂v
∂F

∂y
= 2y

∂f

∂u
+ x

∂f

∂v

∂2F

∂x2
= 2

∂f

∂u
+ 2x

∂

∂x
fu [u (x, y) , v (x, y)] + y

∂

∂x
fv [u (x, y) , v (x, y)]

= 2
∂f

∂u
+ 2x

(

2x
∂fu
∂u

+ y
∂fu
∂v

)

+ y

(

2x
∂fv
∂u

+ y
∂fv
∂v

)

= 2
∂f

∂u
+ 4x2

∂2f

∂u2
+ 2xy

∂2f

∂v∂u
+ 2xy

∂2f

∂u∂v
+ y2

∂2fv
∂v2
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-2

2

0

x

-2

2

y

Figura 3.7: Grafico dif (x, y, 0, t1) =
1

(2a
√
πt1)

3 e
−x2+y2

4a2t
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0

1

2

Figura 3.8: Curve di livello dif (x, y, 0, t1) =
1

(2a
√
πt1)

3 e
−x2+y2

4a2t

Per il teorema di Scwharz è ∂2f
∂u∂v

= ∂2f
∂v∂u

, quindi:

∂2F

∂x2
= 2

∂f

∂u
+ 4x2

∂2f

∂u2
+ 4xy

∂2f

∂u∂v
+ y2

∂2fv
∂v2

La derivata mista Fxy:
∂2F

∂x∂y
=

∂

∂y

(

2x
∂f

∂u
+ y

∂f

∂v

)

,

da cui:
∂2F

∂x∂y
= 4xy

∂2f

∂u2
+ 2

(
x2 + y2

) ∂2f

∂u∂v
+ xy

∂2fv
∂v2

La derivata mista Fyx:
∂2F

∂y∂x
=

∂

∂x

(

2y
∂f

∂u
+ x

∂f

∂v

)

,

da cui:
∂2F

∂y∂x
= 4xy

∂2f

∂u2
+ 2

(
x2 + y2

) ∂2f

∂u∂v
+ xy

∂2fv
∂v2

Quindi:
∂2F

∂x∂y
=

∂2F

∂y∂x

La derivata seconda Fyy:

∂2F

∂y2
= 2

∂f

∂u
+ 2y

∂

∂y
fu [u (x, y) , v (x, y)] + x

∂

∂y
fv [u (x, y) , v (x, y)] ,
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da cui:
∂2F

∂y2
= 2

∂f

∂u
+ 4y2

∂2f

∂u2
+ 4xy

∂2f

∂u∂v
+ x2

∂2f

∂v2

Esercizio 227 Sia f (x, y, z) una funzione continua nel campo A ⊆ R3 assieme alle derivate
parziali del second’ordine. Si consideri la funzione composta:

F (x, y) = f [x, y, ϕ (x, y)] ,

definita in B ⊆ R2 con ϕ (x, y) ivi continua assieme alle derivate parziali del second’or-
dine.

Determinare le derivate ∂2F
∂x2

, ∂2F
∂x2

.
Soluzione.

∂F

∂x
=
∂f

∂x
+
∂f

∂z

∂ϕ

∂x

La derivata seconda:

∂2F

∂x2
=

∂

∂x
{fx [x, y, ϕ (x, y)] + fz [x, y, ϕ (x, y)]ϕx (x, y)} (3.65)

=
∂

∂x
fx [x, y, ϕ (x, y)] +

∂

∂x
{fz [x, y, ϕ (x, y)]ϕx (x, y)}

Determiniamo separatamente i due termini a secondo membro.

∂

∂x
fx [x, y, ϕ (x, y)] =

∂fx
∂x

+
∂fx
∂z

∂ϕ

∂x
(3.66)

Cioè:
∂

∂x
fx [x, y, ϕ (x, y)] =

∂2f

∂x2
+

∂2f

∂x∂z

∂ϕ

∂x
(3.67)

Il secondo termine è:

∂

∂x
{fz [x, y, ϕ (x, y)]ϕx (x, y)} = ϕx (x, y)

∂

∂x
fz [x, y, ϕ (x, y)] + fz [x, y, ϕ (x, y)]

∂ϕx
∂x

= ϕx (x, y)

(
∂fz
∂x

+
∂fz
∂z

∂ϕ

∂x

)

+ fz [x, y, ϕ (x, y)]
∂2ϕ

∂x2

Cioè:
∂

∂x
{fz [x, y, ϕ (x, y)]ϕx (x, y)} =

∂2f

∂z∂x

∂ϕ

∂x
+
∂2f

∂z2

(
∂ϕ

∂x

)2

+
∂f

∂z

∂2ϕ

∂x2
(3.68)

Sostituendo le (3.67)-(3.68) nella (3.65) e tenendo conto del teorema di Scwharz secondo cui
∂2f
∂z∂x

= ∂2f
∂x∂z

:

∂2F

∂x2
=
∂2f

∂x2
+ 2

∂2f

∂x∂z

∂ϕ

∂x
+
∂2f

∂z2

(
∂ϕ

∂x

)2

+
∂f

∂z

∂2ϕ

∂x2
(3.69)

Passiamo alla derivata parziale seconda rispetto a y. La derivata prima è:

∂F

∂y
=
∂f

∂y
+
∂f

∂z

∂ϕ

∂y
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DI PIÙ VARIABILI (PARTE I)

Quindi:

∂2F

∂y2
=

∂

∂y
{fy [x, y, ϕ (x, y)] + fz [x, y, ϕ (x, y)]ϕy (x, y)} (3.70)

=
∂

∂y
fy [x, y, ϕ (x, y)] +

∂

∂y
{fy [x, y, ϕ (x, y)]ϕy (x, y)}

Determiniamo separatamente i due termini a secondo membro.

∂

∂y
fy [x, y, ϕ (x, y)] =

∂fy
∂y

+
∂fy
∂z

∂ϕ

∂y
(3.71)

Cioè:
∂

∂y
fy [x, y, ϕ (x, y)] =

∂2f

∂y2
+

∂2f

∂y∂z

∂ϕ

∂y
(3.72)

Il secondo termine è:

∂

∂y
{fz [x, y, ϕ (x, y)]ϕy (x, y)} = ϕy (x, y)

∂

∂y
fz [x, y, ϕ (x, y)] + fz [x, y, ϕ (x, y)]

∂ϕy
∂y

= ϕy (x, y)

(
∂fz
∂y

+
∂fz
∂z

∂ϕ

∂y

)

+ fz [x, y, ϕ (x, y)]
∂2ϕ

∂x2

Cioè:
∂

∂y
{fz [x, y, ϕ (x, y)]ϕy (x, y)} =

∂2f

∂z∂y

∂ϕ

∂y
+
∂2f

∂z2

(
∂ϕ

∂y

)2

+
∂f

∂z

∂2ϕ

∂y2
(3.73)

Sostituendo le (3.72)-(3.73) nella (3.70) e tenendo conto del teorema di Scwharz secondo cui
∂2f
∂z∂y

= ∂2f
∂y∂z

:

∂2F

∂y2
=
∂2f

∂y2
+ 2

∂2f

∂y∂z

∂ϕ

∂y
+
∂2f

∂z2

(
∂ϕ

∂y

)2

+
∂f

∂z

∂2ϕ

∂y2
(3.74)

Esercizio 228 Verificare che la funzione:

f (x, t) = A sin (cλt+ φ) sin (λx) ,

è una soluzione dell’equazione differenziale di d’Alembert:

∂2f

∂x2
− 1

c2
∂2f

∂t2
= 0

Soluzione.

∂2f

∂x2
= −λ2f (x, t)

∂2f

∂t2
= −c2λ2f (x, t) ,

onde:
∂2f

∂x2
− 1

c2
∂2f

∂t2
= −λ2f (x, t) + λ2f (x, t) = 0
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Esercizio 229 (n. 1912). Mostrare che per ogni φ, ψ : R → R derivabili due volte, la
funzione

f (x, y) = φ (xy) +
√
xyψ

(y

x

)

(3.75)

soddisfa l’equazione differenziale alle derivate parziali:

x2
∂2f

∂x2
− y2

∂2f

∂y2
= 0 (3.76)

Soluzione.
Poniamo:

u (x, y) = xy, v (x, y) =
y

x
, (3.77)

per cui la (3.75) è la funzione composta:

f (x, y) = φ [u (x, y)] +
√
xyψ [v (x, y)] (3.78)

Quindi:
∂f

∂x
= φ′ (u)

∂u

∂x
+ ψ (v)

∂

∂x

√
xy +

√
xyψ′ (v)

∂v

∂x
(3.79)

Calcoliamo:

∂

∂x

√
xy =

1

2
√
xy

· y =
1

2

√
y

x

∂u

∂x
= y,

∂v

∂x
= − y

x2

Sostituendo nella (3.79), otteniamo:

∂f

∂x
= yφ′ (u) +

1

2

√
y

x
ψ (v)−

√
(y

x

)3

ψ′ (v) (3.80)

Verifichiamo la (3.80) per

φ (xy) = ln (xy) , ψ
(y

x

)

= sin
(y

x

)

, (3.81)

cosicchè:

φ (u) = ln u =⇒
{
φ′ (u) = 1

u

φ′′ (u) = − 1
u2

ψ (v) = sin v =⇒
{
ψ′ (v) = cos v
ψ′ (v) = − sin v

Inoltre:
f (x, y) = ln (xy) +

√
xy sin

(y

x

)

(3.82)

Dalla (3.80):

∂f

∂x
=
y

u
+

1

2

√
y

x
sin v −

√
(y

x

)3

cos v (3.83)

=
1

x
+

1

2

√
y

x
sin
(y

x

)

−
√
(y

x

)3

cos
(y

x

)
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Derivando la (3.83):

∂f

∂x
=

y

xy
+

y

2
√
xy

sin
(y

x

)

+
√
xy
(

− y

x2

)

cos
(y

x

)

Cioè la (3.83). Determiniamo la derivata seconda rispetto a x. Applicando a primo e secondo
membro della (3.80) l’operatore ∂

∂x
e tenendo conto del teorema di derivazione delle funzioni

composte:

∂2f

∂x2
= yφ′′ (u)

∂u

∂x
+

1

2
ψ (v)

∂

∂x

√
y

x
+

1

2

√
y

x
ψ′ (v)

∂v

∂x
(3.84)

− ψ′ (v)
∂

∂x

√
(y

x

)3

−
√
(y

x

)3

ψ′ (v)
∂v

∂x

Calcoliamo i termini a secondo membro:

∂

∂x

√
y

x
= −1

2

√
y

x3

1

2

√
y

x
ψ′ (v)

∂v

∂x
=

1

2

√
y

x
ψ′ (v) ·

(

− y

x2

)

= −1

2

√

y3

x5
ψ′ (v)

∂

∂x

√
(y

x

)3

=
3

2

√
y

x
·
(

− y

x2

)

= −3

2

√

y3

x5
√
(y

x

)3

ψ′′ (v)
∂v

∂x
= − y

x2

√
(y

x

)3

ψ′′ (v) = −
√

y5

x7
ψ′′ (v) ,

che sostituiti nella (3.84):

∂2f

∂x2
= yφ′′ (u)− 1

4

√
y

x3
ψ (v) +

1

2

√

y3

x5
ψ′ (v) +

√

y5

x7
ψ′′ (v) (3.85)

Verifichiamo tale risultato nel caso (3.81). Utilizzando la (3.85):

∂2f

∂x2
= −y

2

u2
− 1

4

√
y

x3
sin v +

1

2

√
y

x5
cos v −

√

y5

x7
sin v (3.86)

= − 1

x2
− 1

4

√
y

x3
sin
(y

x

)

+
1

2

√
y

x5
cos
(y

x

)

−
√

y5

x7
sin
(y

x

)
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Derivando rispetto a x la (3.83):

∂2f

∂x2
= − 1

x2
+

1

2

∂

∂x

[√
y

x
sin
(y

x

)]

− ∂

∂x

[√
(y

x

)3

cos
(y

x

)
]

= − 1

x2
+

1

2

[
1

2

√
y

x
·
(

− y

x2

)

sin
(y

x

)

+

√
y

x
·
(

− y

x2

)

cos
(y

x

)]

−
[

3

2

√
y

x
·
(

− y

x2

)

cos
(y

x

)

+ (−1)

√
(y

x

)3

sin
(y

x

)

·
(

− y

x2

)
]

= − 1

x2
+

1

2

[

−1

2

√
y

x3
cos
(y

x

)

−
√

y3

x5
cos
(y

x

)
]

− 3

2

√

y3

x5
cos
(y

x

)

+

√

y5

x7
sin
(y

x

)

= − 1

x2
− 1

4

√
y

x3
cos
(y

x

)

− 1

2

√

y3

x5
cos
(y

x

)

+
3

2

√

y3

x5
cos
(y

x

)

−
√

y5

x7
sin
(y

x

)

Cioè la (3.86). Passiamo alla derivata rispetto a y.

∂f

∂y
= φ′ (u)

∂u

∂y
+ ψ (v)

∂

∂y

√
xy +

√
xyψ′ (v)

∂v

∂y
(3.87)

Calcoliamo le derivate:

∂

∂y

√
xy =

1

2
√
xy

· x =
1

2

√
x

y

∂u

∂y
= x,

∂v

∂y
=

1

x

√
xy
∂v

∂y
=

√
y

x

Quindi:
∂f

∂y
= xφ′ (u) +

1

2

√
x

y
ψ (v) +

√
y

x
ψ′ (v) (3.88)

Verifichiamo tale risultato nel caso (3.81). Utilizzando la (3.88):

∂f

∂y
= x · 1

u
+

1

2

√
x

y
sin v +

√
y

x
cos v

=
1

y
+

1

2

√
x

y
sin
(y

x

)

+

√
y

x
cos
(y

x

)

Derivando rispetto a y la (3.82):

∂f

∂y
=

1

y
+

1

2

√
x

y
sin
(y

x

)

+

√
y

x
cos
(y

x

)

(3.89)
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Cioè l’espressione precedente. Determiniamo la derivata seconda applicando l’operatore ∂
∂y

a primo e secondo membro della (3.88):

∂2f

∂y2
= xφ′′ (u)

∂u

∂y
+

1

2
ψ (v)

∂

∂y

√
x

y
+

1

2

√
y

x
ψ′ (v)

∂v

∂y
(3.90)

+ ψ′ (v)
∂

∂y

√
y

x
+

√
y

x
ψ′′ (v)

∂v

∂y

Calcoliamo i singoli termini:

∂

∂y

√
x

y
= −1

2

√
x

y3
=⇒ 1

2
ψ (v)

∂

∂y

√
x

y
= −1

4

√
x

y3
ψ (v)

1

2

√
y

x
ψ′ (v)

∂v

∂y
=

1

2

√
y

x
ψ′ (v)

1

x
=

1

2
√
xy
ψ′ (v)

∂

∂y

√
y

x
=

1

2
√
xy

=⇒ ψ′ (v)
∂

∂y

√
y

x
=

1

2
√
xy
ψ′ (v)

√
y

x
ψ′′ (v)

∂v

∂y
=

1

x

√
y

x
ψ′′ (v) =

√
y

x3
ψ′′ (v)

Sostituendo nella (3.90):

∂2f

∂y2
= x2φ′′ (u)− 1

4

√
x

y3
ψ (v) +

1√
xy
ψ′ (v) +

√
y

x3
ψ′′ (v) (3.91)

Al solito, verifichiamo tale risultato nel caso (3.81). Utilizzando la (3.91):

∂2f

∂y2
= − 1

y2
− 1

4

√
x

y3
sin
(y

x

)

+
1√
xy

cos
(y

x

)

−
√

y

x3
sin
(y

x

)

(3.92)

Derivando rispetto a y la (3.89):

∂2f

∂y2
= − 1

y2
+

1

2

∂

∂y

[√
x

y
sin
(y

x

)]

+
∂

∂y

[√
y

x
cos
(y

x

)]

= −1

2
+

[

−1

2

√
x

y3
sin
(y

x

)

+
1√
xy

cos
(y

x

)]

+

+
1

2
√
xy

cos
(y

x

)

−
√

y

x3
sin
(y

x

)

,

cioè la (3.92). A questo punto, determiniamo x∂
2f
∂x2

− y2 ∂
2f
∂y2

, utilizzando le (3.85)-(3.91):

x
∂2f

∂x2
− y2

∂2f

∂y2
= x2y2φ′′ (u)− 1

4
x2
√

y

x3
ψ (v) +

1

2
x2
√

y3

x5
ψ′ (v)+

+ x2
√

y5

x7
ψ′′ (v)− x2y2φ′′ (u) +

1

4
y2
√

x

y3
ψ (v)−

−y2 1√
xy
ψ′ (v)− y2

√
y

x
ψ′′ (v) = 0
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Esercizio 230 (n. 1911). Mostrare che per ogni φ, ψ : R → R derivabili due volte, la
funzione

f (x, y) = xφ
(y

x

)

+ ψ
(y

x

)

(3.93)

è una soluzione dell’equazione differenziale alle derivate parziali:

x2
∂2f

∂x2
+ 2xy

∂2f

∂x∂y
+ y2

∂2f

∂y2
= 0 (3.94)

Soluzione. Poniamo:
u (x, y) =

y

x
,

per cui:
f (x, y) = xφ [u (x, y)] + ψ [u (x, y)] (3.95)

Pertanto, la derivata parziale rispetto a x è:

∂f

∂x
= φ (u) + xφ′ (u)

∂u

∂x
+ ψ′ (u)

∂u

∂x

Tenendo conto che ∂u
∂x

= − y
x2
, l’espressione precedente diventa:

∂f

∂x
= φ (u)− y

x
φ′ (u)− y

x2
ψ′ (u) (3.96)

Appicando a primo e secondo membro l’operatore ∂
∂x
:

∂2f

∂x2
= φ′ (u)

∂u

∂x
− ∂

∂x

[y

x
φ′ (u)

]

− ∂

∂x

[ y

x2
ψ′ (u)

]

(3.97)

Le derivate a secondo membro si calcolano facilmente:

∂

∂x

[ y

x2
ψ′ (u)

]

=
y

x

∂

∂x
φ [u (x, y)]− φ′ (u)

y

x2
= −y

2

x3
φ′′ (u)− y

x2
φ′ (u)

∂

∂x

[ y

x2
ψ′ (u)

]

=
y

x2
∂

∂x
ψ′ [u (x, y)] + ψ′ (u)

∂

∂x

( y

x2

)

= −y
2

x4
ψ′′ (u)− 2

y

x3
ψ′ (u) ,

che sostituite nella (3.97):

∂2f

∂x2
=

y

x3
φ′′ (u) +

y2

x4
ψ′′ (u) + 2

y

x3
ψ′ (u) (3.98)

Determiniamo la derivata paraziale rispetto a y:

∂f

∂y
= x

∂φ

∂x
+
∂ψ

∂y
= xφ′ (u)

∂u

∂y
+ ψ′ (u)

∂u

∂y

Ma ∂u
∂y

= 1
x
, per cui:

∂f

∂y
= φ′ (u) +

1

x
ψ′ (u) (3.99)
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La derivata parziale seconda:

∂2f

∂y2
=

∂

∂y
φ′ (u) +

∂

∂y

[
1

x
ψ′ (u)

]

= φ′′ (u)
∂u

∂y
+

1

x
ψ′ (u)

∂u

∂y

Cioè:
∂2f

∂y2
=

1

x
φ′′ (u) +

1

x2
ψ′′ (u) (3.100)

La derivata mista:

∂2f

∂x∂y
=

∂2f

∂y∂x
=

∂

∂x

(
∂f

∂y

)

=
∂

∂x

[

φ′ (u) +
1

x
ψ′ (u)

]

= φ′′ (u)
∂u

∂y
+

∂

∂x

[
1

x
ψ′ (u)

]

= − y

x2
φ′′ (u)− 1

x2
ψ′ (u) +

1

x
ψ′′ (u)

∂u

∂y

Cioè:
∂2f

∂x∂y
= − y

x2
φ′′ (u)− 1

x2
ψ′ (u)− y

x3
ψ′′ (u) (3.101)

Risulta:

x2
∂2f

∂x2
+ 2xy

∂2f

∂x∂y
+ y2

∂2f

∂y2
= 0

Esercizio 231 (n. 1913). Mostrare che per ogni φ : R → R derivabile, la funzione

f (x, y) = g [x+ φ (y)] (3.102)

soddisfa l’equazione differenziale alle derivate parziali:

∂f

∂x

∂2f

∂x∂y
− ∂f

∂y

∂2f

∂x2
= 0 (3.103)

Soluzione. Per il calcolo delle derivate parziali poniamo:

u (x, y) = x+ φ (y) , (3.104)

per cui la (3.102) è la funzione composta:

f (x, y) = g [u (x, y)]

Le derivate parziali del primo ordine sono:

∂f

∂x
= g′ (u)

∂u

∂x
,
∂f

∂y
= g′ (u)

∂u

∂y

Dalla (3.104):
∂u

∂x
= 1,

∂u

∂y
= φ′ (y)
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Quindi:
∂f

∂x
= g′ (u) ,

∂f

∂y
= φ′ (y) g′ (u)

La derivata paziale seconda rispetto a x:

∂2f

∂x2
=

∂

∂x
g′ [u (x, y)] = g′′ (u)

∂u

∂x
= g′′ (u)

La derivata mista:

∂2f

∂x∂y
=

∂

∂y

(
∂f

∂x

)

=
∂

∂y
g′ [u (x, y)] = g′′ (u)

∂u

∂y

Cioè:
∂2f

∂x∂y
= g′′ (u)φ′ (u)

Sostituendo le espressioni trovate in ∂f
∂x

∂2f
∂x∂y

− ∂f
∂y

∂2f
∂x2

si ottiene la (3.103).

Esercizio 232 (n. 1914). Trovare la più generale funzione f (x, y) soluzione dell’equazione
differenziale del second’ordine alle derivate parziali:

∂2f

∂x∂y
= 0

Soluzione.

∂2f

∂x∂y
= 0 =⇒ ∂f

∂x
= φ′ (x) =⇒ f́ (x, y) =

∫

φ′ (x) dx = φ (x) + C,

essendo C una costante di integrazione che in generale dipenderà da y, donde C ≡ ψ (y).
Quindi:

f (x, y) = φ (x) + ψ (y)

Esercizio 233 (n. 1915). Trovare la più generale funzione f (x, y) soluzione dell’equazione
differenziale del second’ordine alle derivate parziali:

∂2f

∂x2
= 0

Soluzione.

∂2f

∂x2
= 0 =⇒ ∂f

∂x
= φ (y) =⇒ f́ (x, y) = φ (y)

∫

dx = cφ (x) + C,

essendo C una costante di integrazione che in generale dipenderà da y, donde C ≡ ψ (y).
Quindi:

f (x, y) = xφ (y) + ψ (y)

Esercizio 234 (n. 1906). Mostrare che la funzione

f (x, y) = arctan
y

x

soddisfa l’equazione di Laplace (in 2 dim.) ∇2f = 0.
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Soluzione. L’equazione di Laplace in 2 dim si scrive:

∂2f

∂x2
+
∂2f

∂y2
= 0 (3.105)

Calcoliamo, quindi, le derivate parziali di f .

∂f

∂x
=

1

1 + y2

x2

(

− y

x2

)

= − y

x2 + y2

∂2f

∂x2
=

2xy

(x2 + y2)2

∂f

∂y
=

1

1 + y2

x2

(
1

x

)

=
x

x2 + y2

∂2f

∂y2
= − x

(x2 + y2)2
· 2y = − 2xy

(x2 + y2)2
= −∂

2f

∂x2
,

da cui la (3.105).

Esercizio 235 Determinare il differenziale totale del terzo ordine della funzione:

f (x, y) = ex cos y

Soluzione. Il differenziale totale del primo ordine è:

df = ex cos ydx− ex sin ydy

Quindi:
d2f = d (ex cos y) dx− d (ex sin y) dy

Risulta:

d (ex cos y) = ex cos ydx− ex sin ydy

d (ex sin y) = ex sin ydx− ex cos ydy

Sostituendo nella precedente:

d2f = ex cos ydx2 − 2ex sin ydxdy − ex cos ydy2

Il differenziale totale del terzo ordine:

d3f = d (ex cos y) dx2 − 2d (ex sin y) dxdy − d (ex cos y) dy2

= ex
(
cos ydx3 − 3 sin ydx2dy − cos ydxdy2 + sin ydy3

)

3.8 Formula di Taylor

Senza perdita di generalità riferiamoci ad una funzione di due variabili f (x, y) tale che f ∈
Cm+1 (A) essendo A un campo di R2. Preso P0 (x0, y0) ∈ A, sia P (x0 +∆x, y0 +∆y) ∈ A
tale che P0P ⊂ A. Un qualunque punto Q ∈ P0P ha coordinate (x0 + t∆x, y0 + t∆y) con
t ∈ [0, 1]. Resta poi definita la funzione composta:

F (t) = f [u (t) , v (t)] , per t ∈ [0, 1] , (3.106)
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essendo u (t) = x0 + t∆x, v (t) = y0 + t∆y.
Per la formula di Mac Laurin:

F (1) =
m∑

k=0

F (k) (0)

k!
+Rm (3.107)

Nella (3.107) Rm è il resto, la cui espressione è:

Rm =
F (m+1) (θ)

(m+ 1)!
, con θ ∈ (0, 1) (3.108)

Ora esplicitiamo attraverso la (3.106) i vari termini che compaiono nella (3.107):

F (1) = f (x0 +∆x, y0 +∆y) (3.109)

F (0) = f (x0, y0) (3.110)

Per i termini di ordine superiore applichiamo il teorema sulla derivazione delle funzioni
composte:

F ′ (t) =
∂f

∂u

du

dt
+
∂f

∂v

dv

dt

=
∂f

∂u
∆x+

∂f

∂v
∆y

Osserviamo che:

∂f

∂u
= fx (x0 +∆x, y0 +∆y)

∂f

∂v
= fy (x0 +∆x, y0 +∆y)

Quindi:

F ′ (t) = fx (x0 + t∆x, y0 + t∆y)∆x+ fy (x0 + t∆x, y0 + t∆y)∆y

e nel punto t = 0:

F ′ (0) = fx (x0, y0)∆x+ fx (x0, y0)∆y = df (x0, y0)

La derivata seconda:

F ′′ (t) =
∂

∂u
[fu (u, v)]∆x

2 +
∂

∂v
[fu (u, v)]∆x∆y +

∂

∂u
[fv (u, v)]∆y∆x+

∂

∂v
[fv (u, v)]∆y

2

= fxx (x0 + t∆x, y0 + t∆y)∆x2+

+ 2fxy (x0 + t∆x, y0 + t∆y)∆x∆y + fyy (x0 + t∆x, y0 + t∆y)∆y2

Nel punto t = 0:

F ′′ (0) = fxx (x0, y0)∆x
2 + 2fxy (x0y0)∆x∆y + fyy (x0, y0)∆y

2 = d2f (x0, y0)
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Iterando il procedimento:

F (m) (0) = dmf (x0, y0)

Per il resto:

Rm =

[
dm+1f

(m+ 1)!

]

x=x0+θ∆x
y=y0+θ∆y

con θ ∈ (0, 1)

Quindi:

f (x0 +∆x, y0 +∆y) =
m∑

k=0

dkf (x0, y0)

k!
+

[
dm+1f

(m+ 1)!

]

x=x0+θ∆x
y=y0+θ∆y

(3.111)

La (3.111) è la formula di Taylor per le funzioni di due variabili, immediatamente
generalizzabile alle funzioni di n variabili. Ricordando l’espressione simbolica del differenziale
di ordine k e ponendo x = x0 +∆x, y = y0 +∆y, la formula di Taylor si scrive:

f (x, y) = f (x0, y0) +
m∑

k=1

1

k!

[

(x− x0)
∂

∂x
+ (y − y0)

∂

∂x

]k

f (x0, y0)+ (3.112)

+
1

(m+ 1)!

[

(x− x0)
∂

∂x
+ (y − y0)

∂

∂x

]m+1

f (x0 + θ∆x, y0 + θ∆y)

Si noti che il primo e secondo termine del secondo membro della (3.112) compongono
un polinomio di grado m. Pertanto tale polinomio approssima la funzione f (x, y) a meno
dell’errore misurato dal resto Rm.

Ponendo nella (3.111) o nella (3.112) (x0, y0) = (0, 0) si ottiene la formula di Mac
Laurin per le funzioni di due variabili.

Esempio 236 Assegnata la funzione:

f (x, y) = x3 − 2y3 + 3xy,

determiniamo attraverso la formula di Taylor l’incremento ∆f quando si passa dal punto
P0 (1, 2) al punto P (1 + ∆x, 2 + ∆y).

Scriviamo:

∆f = f (1 + ∆x, 2 + ∆y)− f (1, 2)

=
m∑

k=1

1

k!

[

(x− x0)
∂

∂x
+ (y − y0)

∂

∂x

]k

f (x0, y0)+

+
1

(m+ 1)!

[

(x− x0)
∂

∂x
+ (y − y0)

∂

∂x

]m+1

f (x0 + θ∆x, y0 + θ∆y)

Calcoliamo le derivate parziali:
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fx (x, y) = 3x2 + 3y fx (1, 2) = 9
fy (x, y) = −6y2 + 3x fy (1, 2) = −21
fxx (x, y) = 6x fxx (1, 2) = 6
fxy (x, y) = 3 fxy (1, 2) = 3
fyy (x, y) = −12y fyy (1, 2) = −24
fxxx (x, y) = 6 fxxx (1, 2) = 6
fxxy (x, y) = 0 fxxy (1, 2) = 0
fxyy (x, y) = 0 fxyy (1, 2) = 0
fyyy (x, y) = −12 fyyy (1, 2) = −12

Si osservi che ∀m > 3 le derivate parziali di ordine m sono nulle, per cui:

∆f =
m∑

k=0

1

k!

[

(x− x0)
∂

∂x
+ (y − y0)

∂

∂x

]k

f (x0, y0) ,

essendo R4 = 0. Esplicitando si ottiene:

∆f = 9∆x− 21∆y + 3∆x2 + 3∆x∆y − 12∆y2 +∆x3 − 2∆y3

Osserviamo che essendo R4, tale espressione di ∆f è esatta. Ciò perchè f (x, y) è un
polinomio, per cui la formula di Taylor riproduce l’espressione esatta.

Esercizio 237 Sviluppare la funzione

f (x, y) = ex sin y

secondo la formula di MacLaurin fino ai termini del terzo ordine.

Solution 238

f (x, y) = f (0, 0) +
3∑

k=1

1

k!

(

x
∂

∂x
+ y

∂

∂x

)k

f (0, 0) +R3

Calcolo delle derivate:
fx (x, y) = ex sin y fx (0, 0) = 0
fy (x, y) = ex cos y fy (0, 0) = 1
fxx (x, y) = ex sin y fxx (0, 0) = 0
fxy (x, y) = ex cos y fxy (0, 0) = 1
fyy (x, y) = −ex sin y fyy (0, 0) = 0
fxxx (x, y) = ex sin y fxxx (0, 0) = 0
fxxy (x, y) = ex cos y fxxy (0, 0) = 1
fxyy (x, y) = −ex sin y fxyy (0, 0) = 0
fyyy (x, y) = −ex cos y fyyy (0, 0) = −1

Quindi:

f (x, y) = y + xy +
1

2
x2y − 1

6
y3 +R3

Esercizio 239 Sviluppare la funzione

f (x, y) = cos x cos y

secondo la formula di MacLaurin fino ai termini del quarto ordine.
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Solution 240

f (x, y) = f (0, 0) +
4∑

k=1

1

k!

(

x
∂

∂x
+ y

∂

∂x

)k

f (0, 0) +R4

Calcolando le derivate:

f (x, y) = 1− 1

2

(
x2 + y2

)
+

1

24

(
x4 − 6x2y2 + y4

)
+R4

Esercizio 241 Scrivere l’espressione approssimata fino ai termini del secondo ordine in α
e β per l’espressione:

arctan

(
1 + α

1− β

)

,

per valori di α, β tali che |α| , |β| < 1.

Solution 242 Poniamo:

f (α, β) = arctan

(
1 + α

1− β

)

Lo sviluppo di MacLaurin fino al termine del secondo ordine è:

f (α, β) = f (0, 0) + [αfα (0, 0) + β (fβ (0, 0))] +

+
1

2

[
α2fαα (0, 0) + 2αβfαβ (0, 0) + β2fββ (0, 0)

]
+R4

Quindi se trascuriamo i termini di ordine superiore al secondo:

f (α, β) ≃ f (0, 0) + [αfα (0, 0) + β (fβ (0, 0))] +

+
1

2

[
α2fαα (0, 0) + 2αβfαβ (0, 0) + β2fββ (0, 0)

]

Calcolo delle derivate:
fα (α, β) =

1−β
α2+β2+2(α−β)+2

fα (0, 0) =
1
2

fβ (α, β) =
1+α

α2+β2+2(α−β)+2
fβ (0, 0) =

1
2

fαα (α, β) =
2(β−1)(α+1)

α2+β2+2(α−β)+2
fαα (0, 0) = −1

2

fαβ (α, β) =
−α2+β2−2α−2β

[α2+β2+2(α−β)+2]2
fαβ (0, 0) = 0

fββ (α, β) =
2(β−1)(α+1)

[α2+β2+2(α−β)+2]2
fββ (0, 0) =

1
2

Quindi:

∀ |α| , |β| ∈ (0, 1) , arctan

(
1 + α

1− β

)

≃ π

4
+

1

2
(α + β)− 1

4

(
α2 + β2

)

In altri termini, in un intorno “sufficientemente piccolo” del punto (0, 0) la funzione
f (α, β) è approssimata dal polinomio di secondo grado π

4
+ 1

2
(α + β)− 1

4
(α2 + β2).

Esercizio 243 Stessa questione dell’esercizio precedente per l’espressione:

√

(1 + α)m + (1 + β)n

2
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Solution 244 Poniamo:

f (α, β) =

√

(1 + α)m + (1 + β)n

2

Per |α| , |β| < 1

f (α, β) ≃ f (0, 0) + α

(
∂f

∂α

)

(0,0)

+ β

(
∂f

∂β

)

(0,0)

+

+
1

2

[

α2

(
∂2f

∂α2

)

(0,0)

+ 2αβ

(
∂2f

∂α∂β

)

(0,0)

+ β2

(
∂2f

∂β

)

(0,0)

]

Calcoliamo le derivate:

∂f

∂α
=
m (1 + α)m−1

4f (α, β)
=⇒

(
∂f

∂α

)

(0,0)

=
m

4

∂f

∂β
=
n (1 + β)m−1

4f (α, β)
=⇒

(
∂f

∂β

)

(0,0)

=
n

4

La derivata seconda:

∂2f

∂α2
=
m

4

∂

∂α

[

(1 + α)m−1

f (α, b)

]

=
m

4

4 (m− 1) (1 + α)m−2 f 2 (α, β)−m (1 + α)2(m−1)

4f 3 (α, β)

=
m

16
(1 + α)m−2 4 (m− 1) f 2 (α, β)−m (1 + α)m

f 3 (α, β)
(
∂2f

∂α2

)

(0,0)

=
m

16
(3m− 4)

La derivata seconda rispetto a β:

∂2f

∂β2
=
n

4

4 (n− 1) (1 + β)n−2 f 2 (α, β)− n (1 + α)2(n−1)

4f 3 (α, β)

=
n

16
(1 + α)m−2 4 (n− 1) f (α, β)− n (1 + α)m

f 3 (α, β)
(
∂2f

∂β2

)

(0,0)

=
n

16
(3n− 4)

La derivata mista:

∂2f

∂α∂β
=

∂

∂β

[

m (1 + α)m−1

4f (α, β)

]

= −mn (1 + α)m−1 (1 + β)n−1

16f 3 (α, β)
(
∂2f

∂α∂β

)

(0,0)

= −mn
16
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Quindi

∀ |α| , |β| ∈ (0, 1) ,

√

(1 + α)m + (1 + β)n

2
≃

≃ 1 +
1

4
(mα + nβ) +

1

32

[
α2m (3m− 4)− 2αβmn+ β2n (3n− 4)

]

Esercizio 245 Sviluppare la funzione

f (x, y) = yx

in un intorno del punto (1, 1) secondo la formula di Taylor fino ai termini del secondo
ordine.

Solution 246

f (x, y) = f (1, 1) + (x− 1)

(
∂f

∂x

)

(1,1)

+ (y − 1)

(
∂2f

∂y

)

(1,1)

+

+
1

2

[

(x− 1)2
(
∂2f

∂x2

)

(1,1)

+ 2 (x− 1) (y − 1)

(
∂2f

∂x∂y

)

(1,1)

+ (y − 1)2
(
∂f

∂y

)

(1,1)

]

Calcoliamo le derivate:

∂f

∂x
= yx ln y =⇒

(
∂f

∂x

)

(1,1)

= 0

∂f

∂y
= xyx−1 =⇒

(
∂f

∂y

)

(1,1)

= 1

∂2f

∂x2
=
∂f

∂x
ln y =⇒

(
∂2f

∂x2

)

(1,1)

= 0

∂2f

∂x∂y
=
∂f

∂y
ln y +

f (x, y)

y
=⇒

(
∂2f

∂x∂y

)

(1,1)

= 2

∂2f

∂y2
= x (x− 1) yx−2 =⇒

(
∂2f

∂y2

)

(1,1)

= 0

Quindi per (x, y) appartenente ad un intorno di (1, 1) e a meno di termini superiori al
secondo:

yx ≃ xy − x+ 1

Esercizio 247 Sviluppare secondo la formula di Taylor la funzione:

f (x, y) = sin (xy)

in un intorno di P0

(
1, π

2

)
fino ai termini del secondo ordine.
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Solution 248 Le derivate sono:

∂f

∂x
= y cos (xy) =⇒

(
∂f

∂x

)

P0

= 0

∂f

∂y
= x cos (xy) =⇒

(
∂f

∂y

)

P0

= 0

∂2f

∂x2
= −y2 sin (xy) =⇒

(
∂2f

∂x2

)

P0

= −π
2

4

∂2f

∂y2
= −x2 sin (xy) =⇒

(
∂2f

∂y2

)

P0

= −1

∂2f

∂x∂y
= cos (xy)− xy sin (xy) =⇒

(
∂2f

∂x∂y

)

P0

= −π
2

Quindi:

sin (xy) ≃ 1− π2

8
(x− 1)2 − π

2
(x− 1)

(

y − π

2

)

− 1

2

(

y − π

2

)2

3.9 Funzioni omogenee: teorema di Eulero

Senza perdita di generalità riferiamoci ad una funzione di due variabili f (x, y) definita nel
campo A di R2. Sia P0 (x0, y0) ∈ A con (x0, y0) 6= (0, 0); l’equazione della retta r passante
per l’orgine delle coordinate e per il punto P0 è:

y =
y0
x0
x, (3.113)

che può essere messa in forma parametrica:

r) {x (λ) = λx0, y (λ) = λy0} , λ ∈ R

Al valore del parametro λ0 = 1 corrisponde il punto P0. Inoltre:

∃δ > 0 | ∀λ ∈ Iδ (λ0) = (λ0 − δ, λ0 + δ) , (λx0, λy0) ∈ A =⇒
=⇒ {(λx0, λy0) | λ ∈ Iδ (λ0)} ⊂ A

In altri termini, comunque prendiamo un punto P0 ∈ A distinto dall’origine, esiste un
intorno di λ0 = 1 tale che la funzione risulta definita per tutti i valori (λx0, λy0) con λ nel
suddetto intorno.

In virtù dell’arbitrarietà del punto P0, da qui in avanti ci riferiamo ad un punto P (x, y) ∈
A, con (x, y) 6= (0, 0).

Definizione 249 f è omogenea di grado α) ⇐⇒
⇐⇒ (∀P (x, y) ∈ A, ∀λ ∈ (0,+∞) , f (λx, λy) = λαf (x, y)

Esempio 250

f (x, y) = 3

√

2x3 + y3

3x4 + 5y4
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Abbiamo:
f (λx, λy) = λ−1/3f (x, y) ,

donde f (x, y) è omogenea di grado α = −1
3
.

Esempio 251

g (x, y) = sinh

(
2y

x

)

Abbiamo:

g (λx, λy) = g (x, y)

= λ0g (x, y) ,

donde g (x, y) è omogenea di grado α = 0.

Teorema 252

f ∈ C1 (A) è omognea di grado α
)
=⇒ (fx, fy omogenee di grado α− 1

Dimostrazione. Per ipotesi:
f (λx, λy) = λαf (x, y)

Derivando ambo i membri (servendosi della regola di derivazione delle funzioni composte):

fx (λx, λy)λ = λαf (x, y) ,

donde l’asserto.

Teorema 253

f ∈ C1 (A) è omognea di grado α
)
⇐⇒ (∀ (x, y) ∈ A, xfx (x, y) + yfy (x, y) = αf (x, y)

Dimostrazione. Omessa.

3.10 Forme quadratiche

Definizione 254 Dicesi polinomio omogeneo di secondo grado in Rn, ogni funzione

f (x1, x2, ..., xn) =
n∑

h=1

n∑

k=1

ahkxhxk, con ahk ∈ R (3.114)

Si verifica immediatamente che i polinomi omogenei di secondo grado sono funzioni
omogene di grado α = 2.

Definizione 255 Una forma quadratica è un polinomio omogeneo di secondo grado.

Proposizione 256
∀h, k ∈ {1, 2, ..., n} , ahk = akh

154



CAPITOLO 3. CALCOLO DIFFERENZIALE PER FUNZIONI
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Dimostrazione. Nel secondo membro della (3.114) gli indici h, k sono muti, quindi possiamo
permutarli ottenendo l’identità:

n∑

h=1

n∑

k=1

ahkxhxk =
n∑

k=1

n∑

h=1

akhxkxh (3.115)

Invertendo l’ordine delle sommatorie a secondo membro (operazione lecita, in quanto la
somma è estesa ad un numero finito di termini):

n∑

h=1

n∑

k=1

ahkxhxk =
n∑

h=1

n∑

k=1

akhxkxh, (3.116)

da cui:

∀xh, xk ∈ R,
n∑

h=1

n∑

k=1

(ahk − akh) xhxk = 0 =⇒ ∀h, k ∈ {1, 2, ...n} , ahk − akh = 0

donde l’asserto.

Definizione 257
La forma quadratica (3.114)

è definita positiva

)

⇐⇒ (∀P ∈ Rn − {O} , f (P ) > 0

essendo O (0, 0, ..., 0) l’origine delle coordinate.

Definizione 258
La forma quadratica (3.114)

è definita negativa

)

⇐⇒ (∀P ∈ Rn − {O} , f (P ) < 0

Definizione 259
La forma quadratica (3.114)
è semidefinita positiva

)

⇐⇒ (∀P ∈ Rn − {O} , f (P ) ≥ 0

Definizione 260
La forma quadratica (3.114)
è semidefinita negativa

)

⇐⇒ (∀P ∈ Rn − {O} , f (P ) ≤ 0

Definizione 261
La forma quadratica (3.114)

è indefinita

)

⇐⇒
(
∀P ∈ Rn, f (P ) ⋚ 0

Esempio 262 Consideriamo le seguenti forme quadratiche in R2:

f (x1, x2) = x21 + x22 definita positiva

g (x1, x2) = x21 − 2x1x2 + x22 = (x1 − x2)
2 semidefinita positiva

h (x1, x2) = x21 − x22 indefinita

Ciò premesso, riferiamoci alle forme quadratiche in R2:

f (x1, x2) =
n∑

h=1

n∑

k=1

ahkxhxk6?

= a11x
2
1 + 2a12x1x2 + a22x

2
2,

giacchè a12 = a21. Ridifenendo le variabili in x, y e i coefficienti in a, b, c:

f (x, y) = ax2 + 2bxy + cy2 (3.117)
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Poniamo:

∆
def
=

∣
∣
∣
∣

a b
b c

∣
∣
∣
∣
= ac− b2

Il numero reale ∆ si chiama discriminante della forma quadratica (3.117).

Teorema 263

f (x, y) è definita positiva ⇐⇒ ∆ > 0 =⇒ a 6= 0,

{
a > 0 =⇒ f è def. pos.
a < 0 =⇒ f è def. neg.

f (x, y) è semidefinita ⇐⇒ ∆ = 0 =⇒ (a, c) 6= 0,







a > 0
[c > 0]

=⇒ f è semidef. pos.

a < 0
[c < 0]

=⇒ f è semidef. neg.

f (x, y) è indefinita ⇐⇒ ∆ < 0

Dimostrazione. Omessa.
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Capitolo 4

Teoria delle curve

4.1 Equazioni parametriche di un luogo geometrico

In questa sezione scriveremo le equazioni parametriche di una retta passante per due punti
assegnati, e di un piano passante per tre punti non allineati. La generalizzazione di tali
nozioni porterà alle definizioni di curva e superficie, rispettivamente. Inoltre, le equazioni
parametriche verranno scritte utilizzando il formalismo vettoriale.

4.1.1 Equazioni parametriche di una retta per due punti assegnati

Siano P1 (x1, y1, z2) , P2 (x2, y2, z2) ∈ R3, avendo introdotto un riferimento cartesiano orto-
gonale R (Oxyz) con i, j,k versori degli assi coordinati. Denotiamo con x il vettore posi-
zione del generico punto P (x, y, z) di R3, per cui x = xi + yj + zk. Conseguentemente,
x1 = x1i+y1j+z1k e x2 = x2i+y2j+z2k sono i vettori posizione di P1 e P2 rispettivamente.
La retta r passante per i punti P1, P2 è l’insieme:

r =
{
x ∈ R3 | x− x1//x2 − x1

}
(4.1)

(fig. 4.1). Cioè r è il luogo dei punti x ∈ R3 tali che il vettore x− x1 è parallelo al vettore
x2 − x1. Posto v = x2 − x1, risulta:

x− x1 = tv ⇐⇒ x =tv + x1, (4.2)

essendo t un parametro reale. La (4.2) è l’equazione parametrica in forma vettoriale della
retta per P1, P2. In termini vettoriali è l’equazione della retta per x1 e parallela al vettore
v. Proiettando la (4.2) sugli assi coordinati, otteniamo le equazioni parametriche:







x = t (x2 − x1) + x1
y = t (y2 − y1) + y1
z = t (z2 − z1) + z1

, t ∈ (−∞,+∞) (4.3)

Evidentemente: r : x =tv + x1 è parallela a r′ : x =tv′+x′
1 se e solo se v//v′ ⇐⇒ ∃k ∈

R� {0} | v = kv′.
r : x =tv + x1 è perpendicolare a r

′ : x =tv′+x′
1 se e solo se v · v′ = 0. Ricordiamo che i

numeri direttori di una retta sono le componenti di un qualunque vettore non nullo parallelo
alla retta medesima. Quindi, se v = λi + µj + νk, una terna di numeri direttori è (λ, µ, ν).
Da ciò segue che la condizione di parallelismo si scrive:

λ = kλ′, , µ = kµ′ , ν = kν ′
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P1

P2

x1

y

x

 z

x2-x1

P

  x-x1

Figura 4.1: La retta per i punti x1 e x2 è il luogo dei punti x = (x, y, z) tali che il vettore
x− x1 è parallelo al vettore x2 − x1.
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La condizione di perpendicolarità r⊥r′ ⇐⇒ v⊥v′ ⇐⇒ v · v′ = 0:

λλ′ + µµ′ + νν ′ = 0

Esempio 264 Scrivere le equazioni parametriche della retta passante per x1 = j + 2k e
parallela a v = i− j.

Soluzione. Abbiamo:

x = t (i− j) + j+ 2k

= ti+ (1− t) j+ 2k

Scrivendo tale equazione componente per componente, otteniamo le equazioni parametriche
della retta assegnata: 





x = t
y = 1− t
z = 2

4.1.2 Equazioni parametriche di un piano per tre punti non com-
planari

Siano P1 (x1, y2, z3), P2 (x2, y2, z2), P3 (x3, y3, z3) ∈ R3 non allineati, per cui esiste uno ed
un solo piano passante per essi. Quest’ultimo è il luogo dei punti complanari a P1, P2, P3.
Ricordiamo che la condizione di complanarità è:

P (x, y, z) è complanare
a P1, P2, P3

)

⇐⇒

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

x y z 1
x1 y1 z1 1
x2 y2 z2 1
x3 y3 z3 1

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

= 0 (4.4)

Sviluppando il determinante secondo gli elementi della prima riga:

x

∣
∣
∣
∣
∣
∣

y1 z1 1
y2 z2 1
y3 z3 1

∣
∣
∣
∣
∣
∣

− y

∣
∣
∣
∣
∣
∣

x1 z1 1
x2 z2 1
x3 z3 1

∣
∣
∣
∣
∣
∣

+ z

∣
∣
∣
∣
∣
∣

x1 y1 1
x2 y2 1
x3 y3 1

∣
∣
∣
∣
∣
∣

−

∣
∣
∣
∣
∣
∣

x1 y1 z1
x2 y2 z2
x3 y3 z3

∣
∣
∣
∣
∣
∣

= 0

Cioè:
ax+ by + cz + d = 0, (4.5)

avendo introdotto i coefficienti:

a =

∣
∣
∣
∣
∣
∣

y1 z1 1
y2 z2 1
y3 z3 1

∣
∣
∣
∣
∣
∣

, b = −

∣
∣
∣
∣
∣
∣

x1 z1 1
x2 z2 1
x3 z3 1

∣
∣
∣
∣
∣
∣

c =

∣
∣
∣
∣
∣
∣

x1 y1 1
x2 y2 1
x3 y3 1

∣
∣
∣
∣
∣
∣

, d = −

∣
∣
∣
∣
∣
∣

x1 y1 z1
x2 y2 z2
x3 y3 z3

∣
∣
∣
∣
∣
∣

La (4.5) è l’equazione cartesiana del piano passante per i punti non allineati P1, P2 e P3. Per
scrivere l’equazione parametrica in forma vettoriale, procediamo come segue. Iniziamo con
l’osservare che detti x1,x2,x3 i vettori posizione di P1, P2, P3, risulta:

P1, P2, P3

non sono allineati

)

⇐⇒
(

{v,w} è linearmente
indipendente

,
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x

y

z

P1

P2

P�

P

x2-x1

x3-x2

x-x1

Figura 4.2: Il punto P (x, y, z) è complanare ai punti non allineati P1, P2, P3 se e solo se il
vettore x− x1 è combinazione lineare dei vettori x2 − x1 e x3 − x2.

dove v
def
= x2 − x1, w

def
= x3 − x1. Quindi la condizione di complanarità (4.4) si riscrive (fig.

4.2):

P (x, y, z) è complanare
a P1, P2, P3

)

⇐⇒
(

x− x1 dipende
linearmente da {v,w}

)

⇐⇒ ∃h, k ∈ R | x− x1 = hv + kw

Abbiamo cos̀ı ottenuto l’equazione parametrica (in forma vettoriale) del piano passante per
P1, P2, P3:

x = hv + kw + x1, h, k ∈ R, (4.6)

che è l’equazione del piano passante per x1 e parallelo ai vettori v,w. Proiettando tale
equazione sugli assi coordinati, otteniamo le equazioni parametriche del piano:







x = h (x2 − x1) + k (x3 − x2) + x1
y = h (y2 − y1) + k (y3 − y2) + y1
x = h (z2 − z1) + k (z3 − z2) + z1

, h, k ∈ R (4.7)

4.2 Funzioni vettoriali di una variabile reale

Siano X ⊆ R, Y ⊆ R3 insiemi non vuoti. Una funzione vettoriale è una funzione:

f : X → Y, f : t→ (fx (t) , fy (t) , fz (t)) (4.8)
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Quindi ad ogni t ∈ R, f associa univocamente il vettore di componenti cartesiane fx (t) , fy (t) , fz (t)
(fig. 4.3) in un assegnato riferimento cartesiano ortogonale R (Oxyz). Indicando con i, j,k
i versori degli assi coordinati, si ha:

f (t) = fx (t) i+ fy (t) j+ fz (t)k

x

y

z

t
t

f(t)

O

Figura 4.3: La funzione vettoriale f associa a ogni t ∈ X il vettore f (t) = fx (t) i+ fy (t) j+
fz (t)k.

Definizione 265 Il modulo della funzione vettoriale (4.8) è:

|f (t)| =
√

f (t) · f (t) =
√

fx (t)
2 + fy (t)

2 + fz (t)
2

Definizione 266 Una funzione vettoriale f (t) è limitata se la funzione |f (t)| è limitata.
Quindi:

f (t) è limitata)
def⇐⇒ (∃M > 0 | |f (t)| ≤M , ∀t ∈ X

La nozione di funzione vettoriale si presta a una notevole interpretazione geometrica.
Più precisamente, se x = xi + yj + zk è il vettore posizione del generico punto dello spazio
ordinario R3, si ha che l’equazione vettoriale x = f (t) definisce una curva di R3. Scrivendo
tale equazione componente per componente:







x = fx (t)
y = fy (t)
z = fz (t)

, t ∈ X (4.9)

Come vedremo più avanti, le (4.9) sono le equazioni parametriche di una curva, come
illustrato in fig. 4.4.
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x

y

z

O

x= (t)

Figura 4.4: Al variare di t in X, il punto x = f (t) descrive una curva di R3.

Esempio 267 Consideriamo la funzione vettoriale:

f : R → R2,

la cui espressione analitica è:
f (t) = cos ti+ sin tj

Posto x = f (t), otteniamo:
x = cos t, y = sin t

Cioè le equazioni parametriche della circonferenza di raggio unitario centrata nell’origine:
x2 + y2 = 1.

4.2.1 Limiti

Sia SR (P0) =
{
(x, y, z) ∈ R3 | (x− x0)

2 + (y − y0)
2 + (z − z0)

2 < R2
}
un intorno sferico di

raggio R del punto P0 (x0, y0, z0). Nella notazione vettoriale, SR (P0) si scrive:

SR (x0) =
{
x ∈ R3| |x− x0| < R

}
,

dove x0 è il vettore posizione di P0. Ciò premesso, se t0 ∈ D (X), sussiste la seguente
definizione:

Definizione 268

lim
t→t0

f (t) = L
def⇐⇒ (∀Sε (L) , ∃Iδε (t0) | t ∈ X ∩ Iδε (t0)� {t0} =⇒ f (t) ∈ Sε (L) (4.10)

Equivalentemente:

lim
t→t0

f (t) = L
def⇐⇒ (∀ε > 0, ∃δε > 0 | t ∈ X, 0 < |t− t0| < δε =⇒ |f (t)− L| < ε (4.11)
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Se risulta limt→t0 f (t) = L, si dice che la funzione f (t) è regolare in t0, o che per t→ t0
converge a L. Ricordando la definizione di limite di una funzione reale di una variabile reale,
dalla (4.11) segue la proposizione:

Proposizione 269

per t→ t0
f (t) converge a L

)

⇐⇒
(

per t→ t0, g (t) = |f (t)− L|
è infinitesima

È immediata quest’altra proprietà:

Proposizione 270

lim
t→t0

f (t) = L ⇐⇒ lim
t→t0

fx (t) = lx, lim
t→t0

fy (t) = ly, lim
t→t0

fx (t) = lz

dove lx, ly,lz sono le componenti cartesiane del vettore L.

Altri teoremi e proprietà dei limiti di funzioni reali di una variabile reale, possono es-
sere generalizzati alle funzioni vettoriali. Anche la nozione di continuità è una naturale
generalizzazione:

Definizione 271

f (t) è continua in t0 ∈ X
def⇐⇒ lim

t→t0
f (t) = f (t0)

4.2.2 Derivata

Si segue lo stesso procedimento che conduce alla definizione di derivata di una funzione reale
di una variabile reale. Assegnato t0 ∈ X, scriviamo il rapporto incrementale:

f (t)− f (t0)

t− t0

Quindi studiamo tale rapporto in un intorno del punto t0. Se tale rapporto è convergente in
t0, i.e. esiste finito il limite:

lim
t→t0

f (t)− f (t0)

t− t0
,

diremo che la funzione f (t) è derivabile in t0. In tal caso, scriviamo:

f ′ (t0) = lim
t→t0

f (t)− f (t0)

t− t0
(4.12)

La (4.12) è la derivata della funzione vettoriale f (t) nel punto t0. Diremo poi che f (t) è
derivabile in X se è derivabile in ogni punto t ∈ X. Segue immediatamente la proprietà:

Proposizione 272 f (t) è derivabile in X se e solo se fx (t), fy (t), fz (t) sono derivabili in
X, risultando:

f ′ (t) = f ′
x (t) i+ f ′

y (t) j+ f ′
z (t)k
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4.3 Esercizi svolti

Esercizio 273 Siano P1 (0, 1, 1), P2 (1, 0,−1), P3 (1,−1, 0). Determinare: 1) le equazioni
parametriche del piano α passante per tali punti; 2) l’equazione cartesiana di α; 3) un vettore
unitario normale ad α.

Soluzione. Risulta: v = (1,−1,−2), w = (0,−1, 1), onde:

x = hv + kw + x1

= h (1,−1,−2) + k (0,−1, 1) + (0, 1, 1)

= (h,− (h+ k − 1) ,−2h+ 1 + k)

Cioè: 





x = h
y = 1− h− k
z = −2h+ 1 + k

Eliminando i parametri h e k, otteniamo l’equazione cartesiana:

3x+ y + z − 2 = 0

Per determinare n⊥α, chiamiamo u il vettore x3 − x1: u = (1,−2,−1), quindi:

v ∧ u =

∣
∣
∣
∣
∣
∣

i j k
1 −1 −2
1 −2 −1

∣
∣
∣
∣
∣
∣

= −3i− j− k

Quindi:

vers (v ∧ u)=
v ∧ u

|v ∧ u| = − 1√
11

(3i+ j+ k)

Restano cos̀ı definiti i due vettori unitari normali a α:

n± = ± 1√
11

(3i+ j+ k)

Esercizio 274 Scrivere le equazioni parametriche del piano passante per i punti P1 (2,−1, 0) , P2 (1, 0, 1) , P3 (0
Soluzione. L’equazione parametrica in forma vettoriale è:

x = hv + kw + x1, h, k ∈ R

dove v = x2 − x1 = (−1, 1, 1), w = x3 − x2 = (−1, 1,−2), onde:

x = (−h− k + 2, h+ k − 1, h− 2k)

che scritta componente per componente:






x = −h+ k + 2
y = h+ k − 1
z = h− 2k

,

Eliminando i parametri h, k:
x+ y − 1 = 0,

che è l’equazione cartesiana del piano.
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Esercizio 275 Equazione del piano per P1 (1, 0,−1),P2 (0, 0, 0) , P3 (0, 1, 0).
Soluzione. Procedendo come nell’esercizio precedente:

x = hv + kw + x1, h, k ∈ R

dove v = (P2 − P1) = (−1, 0, 1), w = (P3 − P1) = (0, 1, 0), onde:

x = (−h+ 1, k, h− 1)

che scritta componente per componente:






x = −h+ 1
y = k
z = h− 1

,

Eliminando i parametri h, k:
x+ z = 0,

che è l’equazione cartesiana del piano.

Esercizio 276 Determinare le coordinate del punto di intersezione del piano α : x − y +
2z − 1 = 0 con la retta r di equazioni parametriche:

x = 1 + t, y = −t, z = −1 + 3t

Soluzione. Si tratta di risolvere il sistema di equazioni:






x− y + 2z − 1 = 0
x = 1 + t
y = −t
z = −1 + 3t

Abbiamo:

1 + t+ t+ 2 (−1 + 3t)− 1 = 0 ⇐⇒ 8t− 2 = 0 ⇐⇒ t =
1

4
≡ t0

Quindi le coordinate del punto P0 ∈ α ∩ r sono:

x0 = x (t0) =
5

4

y0 = y (t0) = −1

4

z0 = z (t0) = −1

4

Esercizio 277 Assegnati i piani:

α : ax+ by + cz + d = 0

α′ : a′x+ b′y + c′z + d′ = 0,

dimostrare che α//α′ ⇐⇒ a
a′
= b

b′
= c

c′
6= d

d′

Soluzione. Le coordinate dei punti P ∈ α∩α′ sono le soluzioni del sistema lineare non
omogeneo: {

ax+ by + cz + d = 0
a′x+ b′y + c′z + d′ = 0

(4.13)
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La matrice incompleta e la matrice completa sono:

A =

(
a b c
a′ b′ c′

)

, B =

(
a b c −d
a′ b′ c′ −d′

)

α//α′ ⇐⇒ il sistema 4.13 è privo di soluzioni. Per il teorema di Rouche-Capelli deve essere
ρ (A) 6= ρ (B). Risulta:

1 ≤ ρ (A) ,ρ (B) ≤ 2

Quindi l’unica possibilità è ρ (A) = 1 e ρ (B) = 2. Cioè ∃k ∈ R tale che a′ = ka , b′ =
kb, c′ = kc, per cui:

A =

(
a b c
ka kb kc

)

, B =

(
a b c −d
ka kb kc −d′

)

con d 6= d′.

Esercizio 278 Scrivere l’equazione del piano β per P0 (x0, y0, z0) e parallelo al piano α :
ax+ by + cz + d = 0.

Soluzione. Applicando la condizione di parallelismo α//β e la condizione di apparte-
nenza P0 ∈ β, otteniamo il sistema di equazioni:

{
ax+ by + cz + d′ = 0
ax0 + by0 + cz0 + d′ = 0

Sottraendo membro a membro:

a (x− x0) + b (y − y0) + c (z − z0) = 0,

che è l’equazione del piano β. Ad esempio, se α : x − y + 2z − 1 = 0, il piano β per
P0 (1, 0,−1) e parallelo ad α, è:

(x− 1)− (y − 0) + 2 (z − 1) = 0

Cioè:
β : x− y + 2z + 1 = 0

Esercizio 279 Assegnato il piano α : ax+by+cz+d = 0 e la retta r : {x = λt+ x1, y = µt+ y1, z = νt+ z1},
dimostrare che r//α ⇐⇒ aλ+ bµ+ cν = 0.

Soluzione. Ricordiamo innanzitutto che (λ, µ, ν) è una terna di numeri direttori di r.
Infatti, l’equazione parametrica in forma vettoriale:

x = tv + x1,

dove v = (λ, µ, ν) è un vettore parallelo a r. Per determinare le coordinate di P ∈ α ∩ r, si
risolve il sistema: 





ax+ by + cz + d = 0
x = λt+ x1
y = µt+ y1
z = νt+ z1

167



CAPITOLO 4. TEORIA DELLE CURVE

Cioè:

a (λt+ x1) + b (µt+ y1) + c (νt+ z1) + d = 0

⇐⇒ (aλ+ bµ+ cν) t+ ax1 + by1 + cz1 + d = 0

da cui:

t = −ax1 + by1 + cz1 + d

aλ+ bµ+ cν
≡ t0 (4.14)

Quindi ∃t0 ∈ R | P0 (λt0 + x1, µt0 + y1, νt0 + z1) ∈ α ∩ r,⇐⇒ aλ + bµ + cν 6= 0. Viceversa,
se ax1 + by1 + cz1 + d 6= 0 e aλ+ bµ+ cν → 0, allora |t0| → +∞ =⇒ ∄P ∈ r ∩ α =⇒ r//α
. Si osservi che se ax1 + by1 + cz1 + d = aλ + bµ + cν = 0, il punto P1 (x1, y1, z1) ∈ α e la
retta giace in α. Infatti, in tal caso la (4.14) si presenta nella forma indeterminata 0

0
.

Esercizio 280 Assegnato il piano α : ax+by+cz+d = 0 e la retta r : {x = λt+ x1, y = µt+ y1, z = νt+ z1},
dimostrare che r⊥α ⇐⇒ ρ (A) = 1, dove A =

(
a b c
λ µ ν

)

.

Soluzione.Una qualunque retta r′//α ha numeri direttori λ′, µ′, ν ′ tali che aλ′ + bµ′ +
cν ′ = 0 (esercizio 279). r′//α =⇒ r′⊥r. Se (λ, µ, ν) è una terna di numeri direttori di r, e
(λ′, µ′, ν ′) sono numeri direttori di r′, si ha: λλ′ + µµ′ + νν ′ = 0. Abbiamo cos̀ı ottenuto il
sistema lineare: {

aλ′ + bµ′ + cν ′ = 0
λλ′ + µµ′ + νν ′ = 0

(4.15)

di m = 2 equazioni in n = 3 incognite. La matrice dei coefficienti è:

A =

(
a b c
λ µ ν

)

La caratteristica del sistema è p = ρ (A). Come è noto, il sistema ammette soluzioni proprie
se e solo se p < n. In tal caso, ammette ∞n−p soluzioni proprie. Nel nostro caso è p ∈ {1, 2}.
Osserviamo che ∃∞2 r′//α =⇒ ∃∞2 soluzioni di (4.15)⇐⇒ ρ (A) = 1 ⇐⇒ ∃k ∈ R |
(a, b, c) = k (λ, µ, ν).

Esercizio 281 Abbiamo visto che l’equazione di un piano passante per 3 punti non compla-
nari P1 (x1, y1, z1), P2 (x2, y2, z2), P3 (x3, y3, z3) può essere scritta in forma vettoriale:

x = hv + kw + x1, h, k ∈ R,

dove: v = x2 − x1, w = x3 − x1. Mostrare che anche l’equazione cartesiana:

ax+ by + cz + d = 0 (4.16)

può essere messa in forma vettoriale:

x · n+ d = 0, (4.17)

dove n = nxi+ nyj+ nzk 6= 0 è un vettore ortogonale al piano.
Soluzione. Esplicitando il prodotto scalare otteniamo:

nxx+ nyy + nzz + d = 0, (4.18)

che è appunto l’equazione cartesiana del piano. Da ciò segue che nell’equazione cartesiana
(4.16) i coefficienti a, b, c sono le componenti cartesiane di un vettore perpendicolare al piano.
Infatti, nell’esercizio (279) abbiamo visto che una qualunque retta r parallela al piano (4.18)
ha numeri direttori (λ, µ, ν) tali che nxλ + nyµ + nzν = 0, per cui r è ortogonale al vettore
n = nxi+ nyj+ nzk. E ciò implica che n⊥α.
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Esercizio 282 Scrivere l’equazione del piano α per P0 (1,−1, 0) e perpendicolare alla retta
r : {x = −t+ 1, y = t+ 1, z = 3}.

Soluzione. λ = −1, µ = 1, ν = 0. Quindi il piano α⊥r è λx + µy + νz + d = 0 ⇐⇒
−x+ y + d = 0. P0 (1,−1, 0) ∈ α =⇒ −1− 1 + d = 0 =⇒ d = 2. L’equazione di α è:

x− y − 2 = 0

Esercizio 283 Scrivere le equazioni parametrica della retta r :

{
3x− 2y + z = 5
3x+ 3y − z = −1

Soluzione. Risolviamo il sistema
{

3x− 2y = 5− t
3x+ 3y = −1 + t

,

avendo posto z = t, ∀t ∈ R. Abbiamo:






x = − 1
13
t+ 1

y = 5
13
t− 1

z = t
,

che compongono la rappresentazione parametrica di r. Volendo possiamo mettere tali equa-
zioni in una forma più elegante, attraverso la sostituzione di parametro:

t→ τ =
1

13
t,

ottenendo: 





x = −τ + 1
y = 5τ − 1
z = 13τ

Esercizio 284 Assegnate le funzioni vettoriali

f (t) =
(
t2 − 1

)
j+ (cos t)k, g (t) = (sin t) i+ etj,

calcolare:

lim
t→0

[f (t) · g (t)]
lim
t→0

[f (t) ∧ g (t)]

Soluzione. Il prodotto scalare è:

f (t) · g (t) = et
(
t2 − 1

)

Quindi:
lim
t→0

[f (t) · g (t)] = lim
t→0

et
(
t2 − 1

)
= −1

Il prodotto vettoriale:

f (t) ∧ g (t) =

∣
∣
∣
∣
∣
∣

i j k
0 t2 − 1 cos t

sin t et 0

∣
∣
∣
∣
∣
∣

= −et (cos t) i+ 1

2
(sin 2t) j−

(
t2 − 1

)
sin tk

Quindi:
lim
t→0

[f (t) ∧ g (t)] = −i
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Esercizio 285 Calcolare la derivata prima e la derivata seconda di f (t) = (t2 + 1) i− tetj+
(ln t)k

Soluzione. f ′ (t) = 2ti− et (1 + t) j+ 1
t
k

Solution 286 f ′′ (t) = 2i− d
dt
[et (1 + t)] j− 1

t2
k = 2i− et (2 + t) j− 1

t2
k

Esercizio 287 Determinare d
dt
(v ·w), essendo w = w (t), v = v (t) funzioni vettoriali

derivabili.
Soluzione. d

dt
(v ·w) = d

dt
[vx (t)wx (t) + vy (t)wy (t) + vz (t)wz (t)]

= vx
dwx

dt
+ dvx

dt
wx + vy

dwy

dt
+ dvy

dt
wy + vz

dwz

dt
+ dvz

dt
wz

= vx
dwx
dt

+ vy
dwy
dt

+ vz
dwz
dt

︸ ︷︷ ︸

=v· dw
dt

+
dvx
dt
wx +

dvy
dt
wy +

dvz
dt
wz

︸ ︷︷ ︸

= dv
dt

·w
Quindi:

d

dt
(v ·w) = v · dw

dt
+
dv

dt
·w

Esercizio 288 Assegnata la funzione vettoriale v (t) = vx (t) i−vy (t) j+vz (t)k, dimostrare
v ∧ dv

dt
= 0 ⇐⇒ v (t) ha direzione costante.

Soluzione. v 6= 0 =⇒ v ∧ dv
dt

= 0 ⇐⇒dv
dt

= 0 ∨ dv
dt

= g (t)v

Solution 289 v = v (t)=⇒dv
dt

6= 0. Quindi deve essere dv
dt

= g (t)v. Più precisamente
dv
dt

= g (t)v0 =⇒ v (t) = G (t)v0, essendo G (t) =
∫
g (t) dt. Quindi v (t) ha la direzione del

vettore v0.

4.4 Rappresentazioni parametriche

Definizione 290 Dicesi rappresentazione parametrica una funzione vettoriale x =
x (t) definita in un intervallo X ⊆ R. Cioè:

x : X −→ R3

t−→(x(t),y(t),z(t)), ∀t
(4.19)

Scriviamo dunque:
x (t) = x (t) i+ y (t) j+ z (t)k

L’intervallo X si chiama base della rappresentazione. L’immagine di X attraverso l’ap-
plicazione (4.19) è il luogo geometrico dei punti:

x (X) =
{
(x, y, z) ∈ R3 | x = x (t) , y = y (t) , z = z (t) , ∀t ∈ X

}

Definizione 291 Una rappresentazione parametrica x (t) si dice regolare se:

1. x (t) ∈ C1 (X), i.e. è continua in X assieme alla sua derivata prima.

2. x′ (t) 6= 0 in X.
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Esempio 292 Consideriamo la rappresentazione parametrica:

x (t) = (t+ 1) i+
(
t2 + 3

)
j, t ∈ R (4.20)

Sono verificate le condizioni della (291) per cui la rappresentazione è regolare. Risulta:
{

x = t+ 1
y = t2 + 3

Eliminando il parametro t, otteniamo:

y = x2 − 2x+ 4,

che è l’equazione di una parabola. Più precisamente, si tratta dell’immagine della rappresen-
tazione (4.20):

x (R) =
{
(x, y) ∈ R | −∞ < x < +∞, y = x2 − 2x+ 4

}

Esempio 293 Consideriamo la rappresentazione parametrica:

x (t) = ti+ t2j+
3
√
tk, t ∈ R (4.21)

La derivata prima è:

x′ (t) = i+ 2tj+
1

3
3
√
t2
k

La derivata x′ (t) non è continua in t = 0 =⇒ x (t) /∈ C1 (R) =⇒ la rappresentazione
parametrica (4.21) non è regolare.

4.5 Curva regolare

Consideriamo la rappresentazione parametrica di base X:

x (t) = x (t) i+ y (t) j+ z (t)k (4.22)

Eseguiamo nella (4.22) il cambio di variabile t → τ , mediante la funzione t = f (τ) definita
in un intervallo Y ⊆ R:

f : Y −→ R
τ−→t, ∀t

Definizione 294 La funzione f (τ) definisce una riparametrizzazione della (4.22).

La (4.22) si scrive:
y (τ) = α (τ) i+ β (τ) j+ γ (τ)k,

dove:
y (τ) = x [f (τ)] , α (τ) = x [f (τ)] , β (τ) = y [f (τ)] , γ (τ) = z [f (τ)]

Esempio 295 Assegnata la rappresentazione parametrica di base X = R:

x (t) = (t+ 1) i+
(
t2 − 1

)
j+ tk, (4.23)

eseguiamo la riparametrizzazione t = f (τ), dove:

f (τ) = τ 2 + 1, ∀τ ∈ Y = R (4.24)

Risulta:
y (τ) =

(
τ 2 + 2

)
i+
(
τ 4 + 2τ 2

)
j+
(
τ 2 + 1

)
k (4.25)
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Definizione 296 Una riparametrizzazione t = f (τ) è una sostituzione di parametro
ammissibile se:

1. f (τ) ∈ C1 (Y )

2. f ′ (τ) 6= 0, ∀τ ∈ Y

Teorema 297 Se f (τ) è una sostituzione di parametro ammissibile, la funzione inversa
f−1 (t) è una sostituzione di parametro ammissibile.

Dimostrazione. Per ipotesi f (τ) è una sostituzione di parametro ammissibile, per cui
f ′ (τ) 6= 0. Da ciò segue che f (τ) è strettamente monotòna nell’intervallo Y ; per un noto
teorema di Analisi1, la funzione f (τ) è invertibile e la sua inversa è continua. Inoltre:

f−1′ (t) =
1

f ′ (τ)|τ=f−1(t)

Da ciò segue che f−1′ (t) 6= 0, ∀t ∈ f (Y ) = {t ∈ X | t = f (τ) , ∀τ ∈ Y }. Quindi l’inversa
f−1 (t) è una sostituzione di parametro ammissibile.

Esempio 298 Consideriamo la riparametrizzazione dell’esempio 295:

f (τ) = τ 2 + 1, ∀τ ∈ Y = R (4.26)

Abbiamo f ′ (τ) = 2τ , per cui f ′ (0) = 0. Quindi la riparametrizzazione (4.26) non è una so-
stituzione di parametro ammissibile. Mostriamo che la restrizione di f all’intervallo (0,+∞)
è una sostituzione di parametro ammissibile. Ridifinendo:

f (τ) = τ 2 + 1, ∀τ ∈ Y = (0,+∞) (4.27)

La (4.27) è una sostituzione di parametro ammissibile, giacchè f ′ (τ) 6= 0, ∀τ ∈ Y e
manifestamente f ∈ C1 (Y ). Per calcolare l’inversa, risolviamo l’equazione:

t = τ 2 + 1

Quindi:
τ = ±

√
t− 1

Ma τ ∈ Y = (0,+∞), per cui τ =
√
t− 1. Perciò:

f−1 (t) =
√
t− 1, ∀t ∈ f (Y ) = [1,+∞)

La derivata prima:

f−1′ (t) =
1

2
√
t− 1

, ∀t ∈ f (Y )� {1} = (1,+∞)

Cioè:

1. f−1 ∈ C1 (f (Y ))

1Sia f (x) continua nell’intervallo X.
f è invertibile

in X

)

⇐⇒
(

f è strettamente
monotona in X
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2. f−1′ (t) 6= 0, ∀t ∈ f (Y )� {1}

Ne concludiamo che la riparametrizzazione inversa f−1 (t) è una sostituzione di parametro
ammissibile nell’intervallo f (Y )� {1} = (1,+∞).

Definizione 299 La rappresentazione parametrica x (t) di base X è equivalente alla rap-
presentazione parametrica x∗ (τ) di base Y se esiste una sostituzione di parametro ammissi-
bile t = f (τ) tale che:

1. f è suriettiva.

2. x (f (τ)) = x∗ (τ)

e si scrive: x (t) ∼ x∗ (τ)

Osservazione 300 Rammentiamo brevemente la nozione di suriettività di una funzione.
Per quanto detto, una sostituzione di parametro t→ τ è una funzione:

f : Y −→ R
τ−→t, ∀t

(4.28)

Ad un generico τ ∈ Y , la funzione (4.28) associa univocamente un valore t ∈ X, come
illustrato in fig. 4.5. L’immagine di Y attraverso la funzione (4.28) è il sottoinsieme di X:

τ

t

b'Y

a bX

τ

t

f

a'

Figura 4.5: La funzione f associa a ogni τ ∈ Y = [a′, b′] un elemento t ∈ X = [a, b].

f (Y ) = {t ∈ X | t = f (τ) , ∀τ ∈ Y } ⊆ X

La funzione f (τ) è suriettiva se f (Y ) = X o, ciò che è lo stesso se:

∀t ∈ X, ∃τ ∈ Y | t = f (τ)

Esempio 301 Consideriamo le rappresentazioni regolari:

x (t) = (t+ 1) i+
(
t2 − 1

)
j+ tk, t ∈ X = R

y (τ) =
(
τ 2 + 2

)
i+
(
τ 4 + 2τ 2

)
j+
(
τ 2 + 1

)
k, τ ∈ Y = (0,+∞)
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Per quanto visto negli esempi precedenti, la riparametrizzazione:

f (τ) = τ 2 + 1, ∀τ ∈ Y,

è una sostituzione di parametro ammissibile. Risulta:

f (Y ) = [1,+∞) ⊂ X,

per cui f non è suriettiva. Ne concludiamo che le rappresentazioni proposte non sono
equivalenti, pur avendosi x (f (τ)) = y (τ).

Esempio 302 Studiare le rappresentazioni regolari:

x (t) = (t+ 1) i+
(
t2 − 1

)
j+ tk, t ∈ X = R

x∗ (τ) = (sinh τ + 1) i+
(
sinh2 τ − 1

)
j+ sinh τk, τ ∈ Y = R

Qui la riparametrizzazione è:

f (τ) = sinh τ, ∀τ ∈ Y = R

Abbiamo:
f ∈ C1 (Y ) , f ′ (τ) = cosh τ > 0, ∀τ ∈ Y

per cui f (τ) = sinh τ è una sostituzione di parametro ammissibile. Tale funzione è manife-
stamente suriettiva, risultando inoltre x (f (τ)) = x∗ (τ). Quindi x (t) ∼ x∗ (τ).

Studiamo l’inversa:

f−1 (t) = arcsinht = ln
(

t+
√
t2 + 1

)

La derivata:

f−1′ (t) =
1√

1 + t2

Pertanto τ = f−1 (t) è una sostituzione di parametro ammissibile, conformemente al teorema
297.

Indichiamo con Λ l’insieme delle rappresentazioni regolari.

Teorema 303 • x (t) ∼ x (t), ∀x (t) ∈ Λ (proprietà riflessiva)

• x (t) ∼ x∗ (τ) =⇒ x∗ (τ) ∼ x (τ), ∀x (t) ,x∗ (τ) ∈ Λ (proprietà simmetrica)

• x (t) ∼ x∗ (τ), x∗ (τ) ∼ x∗∗ (θ) =⇒ x (t) ∼ x∗∗ (θ), ∀x (t) ,x∗ (τ) ,x∗∗ (θ) ∈ Λ (pro-
prietà transitiva)

Dimostrazione. La prima è immediata. Infatti, consideriamo la sostituzione di parametro
ammissibile:

f (τ) = τ, ∀τ ∈ Y = X

ovvero la sostituzione identica t→ τ = t. Banalmente:

f (Y ) = X, x (f (τ)) = x (τ)

174



CAPITOLO 4. TEORIA DELLE CURVE

Passiamo alla seconda. Esiste una sostituzione di parametro ammissibile f (τ) tale che:

f (Y ) = X

x (f (τ)) = x∗ (τ) ,

dove Y è la base di x∗ (τ). Per il teorema 297, si ha che l’inversa f−1 : X → Y è una
sostituzione di parametro ammissibile suriettiva: f−1 (X) = Y . Per ipotesi è x∗ (τ) =
x (f (τ)). Ciò implica x∗ (f−1 (t)) = x (f (f−1 (t))) = x (t), da cui l’asserto. Passiamo alla
terza. Abbiamo:

∃f (τ) sost. di p.a. |
{
f (Y ) = X
x (f (τ)) = x∗ (τ)

∃g (θ) sost. di p.a. |
{
g (Z) = Y
x∗ (g (θ)) = x∗∗ (θ)

,

essendo Z la base di x∗∗ (θ). Resta cos̀ı definita la funzione composta:

t = h (θ) = f [g (θ)] , ∀θ ∈ Z

Risulta:

f ∈ C1 (Y ) , g ∈ C1 (Z) =⇒ h ∈ C1 (Z)

h′ (θ) = f ′ (τ)|τ=g(θ) g′ (θ) 6= 0

Quindi h (θ) è una sostituzione di parametro ammissibile. Inoltre:

f (Y ) = X, g (Z) = Y =⇒ h (Z) = f [g (Z)] = f (Y ) = X,

cioè h è suriettiva. Infine:

x∗∗ (θ) = x∗ (g (θ))

x (f (τ)) = x∗ (τ)

L’ultima implica x (f (g (θ))) = x∗ (g (θ)) = x∗∗ (θ).
Da tale teorema segue che ∼ è una relazione di equivalenza in Λ. Restano perciò definite

le classi di equivalenza. Precisamente:

[x (t)] = {x∗ (τ) ∈ Λ | x∗ (τ) ∼ x (t)}

La classe di equivalenza [x (t)] si dice curva regolare e si scrive:

C = [x (t)]

Tale definizione implica che la locuzione curva regolare di equazioni parametriche x = x (t),
y = y (t), z = z (t) è in realtà impropria, poichè una curva regolare è l’elemento che accomu-
na un insieme di rappresentazioni parametriche regolari. Tuttavia, per non appesantire la
notazione, nel seguito faremo riferimento a locuzioni del tipo: “curva regolare C di equazione
x = x (t)”, intendendo comunque C = [x (t)]. Da un punto di vista cinematico, una curva
regolare è una traiettoria dello spazio fisico R3 percorsa in tutti i modi possibili (i.e. con
tutte le velocità possibili). La continuità di x (t) e della derivata x′ (t) assicura l’assenza di
interruzioni e di punti angolosi. Utilizzando un linguaggio intuitivo ma efficace, possiamo
asserire che una curva regolare non si spezza ed è liscia. Più avanti vedremo che una curva
regolare gode della proprietà di essere dotata di retta tangente in ogni suo punto.
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Esempio 304 L’equazione parametrica vettoriale della retta r per x1 e parallela al vettore
v 6= 0 è:

x (t) = tv + x1, t ∈ R (4.29)

Risulta: x (t) ∈ C1 (R), x′ (t) 6= 0 ∀t ∈ R, per cui la (4.29) è una rappresentazione
parametrica regolare. Pertanto:

r = [tv + x1]

Esempio 305 Verificare l’equivalenza delle rappresentazioni parametriche :

x (t) = ti+ t2j+ ln tk di base X = (0,+∞) (4.30)

x∗ (τ) = eτ i+ e2τ j+ τk di base Y = (−∞,+∞)

Sono entrambi regolari nelle rispettive basi. Eseguiamo la sostituzione t→ τ con f (τ) = eτ ,
∀τ ∈ Y = R. Risulta: eτ continua con derivata non nulla in R, per cui è una sostituzione
di parametro ammissibile. Inoltre f (R) = X, cioè f è suriettiva. Inoltre:

x (f (τ)) = eτ i+ e2τ j+ τk = x∗ (τ)

Cioè x (t) ∼ x∗ (τ). Le due rappresentazioni parametriche individuano la stessa curva C.
Se in entrambe il parametro è il tempo, tali equazioni esprimono le coordinate cartesiane
di un punto materiale che si muove nello spazio ordinario R3. In tal caso, le equazioni
rappresentano la stessa traiettoria percorsa in tempi diversi.

Esempio 306 Consideriamo la rappresentazione parametrica:

x (t) = a (cos t) i+ a (sin t) j+ btk, t ∈ R

dove a, b > 0. Proiettando sugli assi coordinati:







x = a cos t
y = a sin t
z = bt

da cui: x2 + y2 = a2. Da ciò segue che la curva regolare C = [x (t)] è contenuta nella
superficie del cilindro circolare retto di raggio a. Chiamiamo C elica circolare. Risulta:

x (t+ 2π) = x (t) , y (t+ 2π) = y (t) , z (t+ 2π) = bt+ 2πb

2πb è il passo dell’elica ed è pari alla distanza tra due punti successivi appartenenti alla
stessa generatrice del cilindro.

Definizione 307 Assegnata la rappresentazione regolare

x (t) = x (t) i+ y (t) j+ z (t)k,

un campo vettoriale u (t) lungo la curva regolare C = [x (t)] è la funzione:

u : C → R3, u : P → u (t) applicato in P (x (t))

come mostrato in fig. 4.6.
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x

y

z

x(t)

u(t)

Figura 4.6: Il vettore u (t) è applicato al punto della curva il cui vettore posizione è x (t).

u (t) ha componenti ux (t),uy (t) , uz (t), onde:

u (t) = ux (t) i+ uy (t) j+ uz (t)k

Definizione 308 Un campo vettoriale u (t) lungo C è parallelo se u (t) = u0, ∀t ∈ X.

Definizione 309 La curva regolare C : x = x (t) è semplice se la funzione vettoriale x (t)
è iniettiva nella base X. Geometricamente la semplicità della curva si traduce nell’assenza
di punti multipli:

x (t′) = x (t′′) = ... = x
(
t(n)
)
⇐⇒ t′ = t′′ = ... = t(n)

Lemma 310 Se x = x (t) è una rappresentazione parametrica regolare, la funzione vetto-
riale x (t) è localmente iniettiva.

Dimostrazione. x = x (t) è regolare =⇒ x′ (t) è continua e tale che x′ (t) 6= 0, ∀t ∈ X.
Quindi: t0 ∈ X =⇒ x′ (t0) = (x′ (t0) , y′ (t0) , z′ (t0)) 6= 0. Senza perdita di generalità

supponiamo che sia x′ (t0) 6= 0. Abbiamo:

x′ (t0) 6= 0 =⇒
x′(t) è continua

(∃Iδ (t0) | x′ (t) 6= 0, ∀t ∈ X ∩ Iδ (t0))

=⇒ ∀t′, t′′ ∈ X ∩ Iδ (t0) , (t′ 6= t′′), x (t′) 6= x (t′′)

L’ultima implicazione si dimostra per assurdo:

x (t′) = x (t′′) =⇒
teorema di Rolle

∃t∗ ∈ (t′, t′′) | x′ (t∗) = 0

Ma ciò è assurdo poichè è x′ (t) 6= 0, ∀t ∈ X ∩ Iδ (t0), per cui è necessariamente x (t′) 6=
x (t′′) =⇒ x (t′) 6= x (t′′). In definitiva:

∀t0 ∈ X, ∃Iδ (t0) | ∀t′, t′′ ∈ X ∩ Iδ (t0) , (t′ 6= t′′), x (t′) 6= x (t′′)
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Osservazione 311 Il lemma appena dimostrato assicura l’iniettività locale di una rappre-
sentazione parametrica regolare x (t), ma non l’iniettività globale. In altri termini, la curva
regolare C = [x (t)] può essere dotata di punti multipli. Di contro, comunque prendiamo
t0 ∈ X, esiste un intorno Iδ (t0) tale che C è ivi priva di punti multipli.

Esercizio 312 Dimostrare che la rappresentazione parametrica di base R:

x (t) = t2i+ sin
1

t
j

non è localmente iniettiva.
Soluzione. Scriviamo:

x = t2, y = sin
1

t

Tale rappresentazione non è regolare, poichè y (t) = sin 1
t
non è continua in t = 0 (ciò verrà

dimostrato rigorosamente nell’esempio 366).

∀δ > 0, ∃nδ ∈ N� {0} | nδ >
1

πδ
=⇒ t′ (δ) , t′′ (δ) ∈ Iδ (0) = (−δ, δ) ,

dove:

t′ (δ) = − 1

πnδ
, t′′ (δ) =

1

πnδ
(4.31)

Per tali valori del parametro:

x (t′ (δ)) = x (t′′ (δ)) =
1

π2n2
δ

(4.32)

y (t′ (δ)) = y (t′′ (δ)) = 0

Segue:

x (t′ (δ)) = x (t′′ (δ)) , con t′ (δ) 6= t′′ (δ) , t′ (δ) , t′′ (δ) ∈ Iδ (0) , ∀δ > 0

Cioè x (t) non è localmente iniettiva. La non iniettività locale deriva dalla non regolarità di
x (t).

Osservazione 313 Non bisogna confondere la non regolarità di una rappresentazione para-
metrica con la non regolarità della curva corrispondente. Ad esempio, la rappresentazione:

x (t) = t2i+ t2j, t ∈ R

non è regolare, poichè x′ (0) = 0. Ponendo τ = t2, abbiamo:

y (τ) = τ i+ τ j, τ ∈ R,

che è manifestamente regolare. Si noti che entrambe rappresentano la retta di equazione
x− y = 0.

Teorema 314 Una curva regolare è localmente semplice.

Dimostrazione. La dimostrazione segue immediatamente dal lemma precedente.
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Teorema 315 Il campo vettoriale lungo una curva regolare semplice C = [x (t)]:

x′ (t) = x′ (t) i+ y′ (t) j+ z′ (t)k,

è il campo vettoriale tangente a C.

Dimostrazione. Sia P0 [x (t0) , y (t0) , z (t0)] ∈ C. Se ∆t è un incremento di t0 tale (t0 +∆t) ∈
X, resta definito il punto P [x (t0 +∆t) , y (t0 +∆t) , z (t0 +∆t)] ∈ C. Per ipotesi la curva è
semplice, onde:

∆t 6= 0 =⇒ P0 6= P

Consideriamo quindi la retta s0 passante per P0, P . Chiamiamo s0 retta secante a C per i
punti P0, P . Una terna di numeri direttori di s0 è:

(x (t0 +∆t)− x (t0) , y (t0 +∆t)− y (t0) , z (t0 +∆t)− z (t0))

dividendo per ∆t 6= 0, otteniamo una nuova terna di numeri direttori di s0:
(
x (t0 +∆t)− x (t0)

∆t
,
y (t0 +∆t)− y (t0)

∆t
,
z (t0 +∆t)− z (t0)

∆t

)

,

ovvero le componenti del vettore w parallelo a s0:

w =
x (t0 +∆t)− x (t0)

∆t
i+

y (t0 +∆t)− y (t0)

∆t
j+

z (t0 +∆t)− z (t0)

∆t
k

Quindi s0 è la retta per x (t0) e parallela a w:

s0 : x = tw + x (t0)

Cioè: 





x = tx(t0+∆t)−x(t0)
∆t

+ x (t0)

y = ty(t0+∆t)−y(t0)
∆t

+ y (t0)

z = t z(t0+∆t)−z(t0)
∆t

+ z (t0)

(4.33)

Eliminando il parametro t:

x− x (t0)
x(t0+∆t)−x(t0)

∆t

=
y − y (t0)

y(t0+∆t)−y(t0)
∆t

=
z − z (t0)

z(t0+∆t)−z(t0)
∆t

(4.34)

Se ∆t → 0, il punto P tende a P0 e la retta s0 ruota attorno a P0 per tendere ad una
posizione limite che indichiamo con τ0, come illustrato in fig. 4.7. Simbolicamente:

τ0 = lim
∆t→0

s0

Pertanto, l’equazione di τ0 si ottiene eseguendo nella (4.34) l’operazione di passaggio al limite
per ∆t→ 0. Tenendo conto di:

lim
∆t→0

x (t0 +∆t)− x (t0)

∆t
= x′ (t0) e simili,

otteniamo:

τ0 :
x− x (t0)

x′ (t0)
=
y − y (t0)

y′ (t0)
=
z − z (t0)

z′ (t0)
(4.35)

179



CAPITOLO 4. TEORIA DELLE CURVE

x

y

z

x(t0)

P0

P
s0

τ0

Figura 4.7: Se ∆t → 0, il punto P tende a P0 e la retta s0 ruota attorno a P0 per tendere
ad una posizione limite τ0
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La stessa operazione di passaggio al limite può essere eseguita nelle (4.33):






x = tx′ (t0) + x (t0)
y = ty′ (t0) + y (t0)
z = tz′ (t0) + z (t0)

(4.36)

Cioè:
τ0 : x = tv0 + x0 (4.37)

dove:
v0 = lim

∆t→0
w = x′ (t0) i+ y′ (t0) j+ z′ (t0)k

è un vettore tangente a C nel punto P0, mentre x0 = x (t0). Resta dunque definito il campo
vettoriale tangente:

v (t) = x′ (t) (4.38)

Osservazione 316 Se nella (4.38) il parametro t è il tempo e x (t) è il vettore posizione di
una particella, la (4.38) è la velocità della particella al tempo t. Il vettore velocità è dunque
tangente alla traiettoria nella posizione considerata. In particolare, v0 è la velocità della
particella all’istante t0, mentre w è la velocità media nell’intervallo [t0, t0 +∆t] (fig. 4.8).

x

y

z

x(t0)

P0

P
s0

τ0

w

v0

Figura 4.8: Se il parametro t è il tempo, il vettore w è la velocità media della particella
nell’intervallo [t0, t0 +∆t], mentre v0 è la velocità nell’istante t0.
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Esempio 317 Un punto materiale percorre la traiettoria di rappresentazione parametrica:

x (t) = 3e−2ti+ 4 sin 3tj+ 2 cos 3tk

Determinare:

1. la velocità e l’accelerazione del punto materiale a tutti i tempi.

2. Il modulo della velocità e il modulo dell’accelerazione nell’istante t = 0.

Soluzione. Ricordiamo che in Meccanica l’operazione di derivazione rispetto al tempo
si indica con un punto, anzichè con l’apice. Quindi la velocità è:

v (t) = ẋ (t) = −6e−2ti+ 12 cos 3tj− 15 sin 3tk

L’accelerazione:
a (t) = v̇ (t) = 12e−2ti− 36 sin 3tj− 45 cos 3tk

All’istante t = 0:

v (0) = −6i+ 12j

a (0) = 12i− 45k

Se le lunghezze sono espresse in metri e il tempo è misurato in secondi, i moduli sono
rispettivamente:

|v (0)| =
√

v (0) · v (0) = 6
√
5m s−1

|a (0)| = 3
√
241m s−2

Definizione 318 Sia C = [x (t)] una curva regolare.
C è un arco regolare se la base X della rappresentazione parametrica è un intervallo

limitato.

***

Sia C = [x (t)] una curva regolare.

∀x∗ (τ) ∈ [x (t)] | f ′ (τ) > 0) =⇒
(

x (t) , x∗ (τ) descrivono
C con lo stesso verso di percorrenza

Definizione 319 ∀C = [x (t)] curva regolare, ∃C̄ su cui è fissato un verso di percorrenza.
Chiamiamo C̄ curva orientata. È chiaro che per ogni C = [x (t)] esistono due curve
orientate, corrispondenti ai possibili versi di percorrenza.
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4.5.1 Proiezioni ortogonali

Sia C = [x (t)] una curva regolare di base X. Assegnato il punto x (t0) ∈ C, resta definito il
luogo dei punti: 





x = x (t0)
y = y (t0)
z = ρ

, ρ ∈ (−∞,+∞)

che è l’equazione della retta passante per x (t0) e parallela all’asse z. Da ciò segue che il
luogo dei punti:

Σ :







x = x (t)
y = y (t)
z = ρ

, , t ∈ X, ρ ∈ (−∞,+∞)

è la famiglia di rette parallele all’asse z e passanti per i punti di C. Più precisamente, Σ è una
superficie cilindrica le cui generatrici sono parallele all’asse z e contenente C. Consideriamo
ora l’intersezione di Σ con il piano xy:

Γxy = Σ ∩ xy

Γxy è la proiezione ortogonale di C sul piano coordinato xy. Quindi:

Γxy :







x = x (t)
y = y (t)
z = 0

, t ∈ X

Permutando ciclicamente x, y, z otteniamo le proiezioni ortogonali di C sui piani coordinati
yz e xz:

Γyz :







x = 0
y = y (t)
z = z (t)

, t ∈ X

Γxz :







x = x (t)
y = 0
z = z (t)

, t ∈ X

4.5.2 Lunghezza di un arco regolare

Sia C = [x (t)] un arco regolare di base X = [a, b]. Eseguiamo una decomposizione D
dell’intervallo base [a, b] attraverso i punti:

a = t0 < t1 < ... < tN−1 < tN = b

Quindi:

[a, b] =
N⋃

k=1

[tk−1, tk]

Siano Pk [x (tk) , y (tk) , z (tk)] ∈ C gli N punti corrispondenti ai valori tk del parametro t.
Tali punti sono i vertici della poligonale

γ =
⋃

k=1

Pk−1Pk
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inscritta in C. La lunghezza di γ è:

p =
N∑

k=1

|x (tk)− x (tk−1)|

=
N∑

k=1

√

[x (tk)− x (tk−1)]
2 + [y (tk)− y (tk−1)]

2 + [z (tk)− z (tk−1)]
2

Al crescere del numero di punti la lunghezza p approssima sempre di più la lunghezza L della
curva C, ottenendo il valore esatto nel limite per N → +∞. Ciò equivale ad eseguire il limite
per δ → 0, essendo δ = maxk∈N (tk − tk−1), con N = {1, 2, ..., N}. Quindi, assumiamo per
definizione:

L (C) = lim
δ→0

p

Ciò premesso, sussiste il seguente

Teorema 320

L (C) =
b∫

a

|x′ (t)| dt (4.39)

=

b∫

a

√

x′ (t)2 + y′ (t)2 + z′ (t)2dt

Dimostrazione. Omessa.
Quindi la lunghezza di un arco di curva regolare è l’integrale esteso all’intervallo X, del

modulo del campo vettoriale tangente.

Esempio 321 Applichiamo la (4.39) per calcolare la lunghezza di una circonferenza di rag-
gio R. Senza perdita di generalità, supponiamo che la circonferenza sia centrata nell’origine.
Una sua rappresentazione parametrica regolare è:

x (ϕ) = R (cosϕi+ sinϕj) , ϕ ∈ X = [0, 2π]

Derivando:
x′ (ϕ) = R (− sinϕi+ cosϕj)

Quindi:

L (C) =
2π∫

0

|x′ (ϕ)| dϕ

= R

2π∫

0

dϕ = 2πR

Proposizione 322 L (C) non dipende dalla rappresentazione parametrica di C.
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Dimostrazione. Sia x (t) una qualunque rappresentazione regolare dell’arco C, la cui
lunghezza è:

L (C) =
b∫

a

|x′ (t)| dt, (4.40)

dove [a, b] = X è la base della rappresentazione. Eseguiamo il cambio di rappresentazione:

x (t) → x∗ (τ) ∈ [x (t)] ,

per cui:

∃f (τ) sost. di p.a. |
{
f (Y ) = X
x (f (τ)) = x∗ (τ)

,

essendo Y = [a′, b′] l’insieme di definizione di f :

f : Y → X

t→ τ è una sostituzione di parametro ammissibile, onde f ′ (τ) 6= 0. Distinguiamo due casi:
f (′τ) > 0, f ′ (τ) < 0.

1. f ′ (τ) > 0 =⇒ f (τ) è strettamente crescente in Y ; quindi:

a = f (a′) , b = f (b′)

a ≤ t ≤ b =⇒ a′ ≤ τ ≤ b′

Poniamo g (t) = |x′ (t)|:

t→ τ =⇒
{
g (t) → g (f (τ))
dt→ dt

dτ
dτ =

dt
dτ
>0

∣
∣ dt
dτ

∣
∣ dτ

Eseguendo nell’integrale (4.40) la sostituzione t→ τ :

L (C) =
b′∫

a′

g (f (τ))

∣
∣
∣
∣

dt

dτ

∣
∣
∣
∣
dτ

=

b′∫

a′

∣
∣
∣
∣

d

dt
x (f (τ))

dt

dτ

∣
∣
∣
∣
dτ

=

b′∫

a′

∣
∣
∣
∣

d

dt
x∗ (τ)

dt

dτ

∣
∣
∣
∣
dτ

=

b′∫

a′

∣
∣
∣
∣

d

dτ
x∗ (τ)

∣
∣
∣
∣
dτ

Nel penultimo passaggio abbiamo utilizzato l’ipotesi di equivalenza, per cui x (f (τ)) =
x∗ (τ).
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2. f ′ (τ) < 0 =⇒ f (τ) è strettamente decrescente in Y ; quindi:

a = f (b′) , b = f (a′)

a ≤ t ≤ b =⇒ b′ ≥ τ ≥ a′

Abbiamo:

t→ τ =⇒ dt→ dt

dτ
dτ =

dt
dτ
<0

−
∣
∣
∣
∣

dt

dτ

∣
∣
∣
∣
dτ

Quindi:

L (C) = −
a′∫

b′

g (f (τ))

∣
∣
∣
∣

dt

dτ

∣
∣
∣
∣
dτ

=

b′∫

a′

g (f (τ))

∣
∣
∣
∣

dt

dτ

∣
∣
∣
∣
dτ

=

b′∫

a′

∣
∣
∣
∣

d

dτ
x∗ (τ)

∣
∣
∣
∣
dτ

4.5.3 Curve piane. Rappresentazione implicita

Una curva piana C ha una rappresentazione parametrica di base X:

x (t) = x (t) i+ y (t) j, t ∈ X

Una curva piana può essere rappresentata “implicitamente” da un’equazione del tipo:

F (x, y) = 0 (4.41)

Più precisamente, assegnata una funzione reale di due variabili reali:

F : A→ R, (4.42)

essendo A un aperto (campo) di R2, consideriamo il luogo dei punti:

C =
{
(x, y) ∈ R2 | F (x, y) = 0

}
(4.43)

Diremo pertanto che la (4.41) è una rappresentazione implicita della curva C.
Osservazione 323 La curva (4.43) è l’intersezione del grafico della funzione F (x, y) con
il piano coordinato xy.

In questa sezione ci proponiamo di risolvere il seguente problema:

Problema 324 assegnata una funzione (4.42), determinare la funzione y = y (x) (o x =
x (y)) definita implicitamente dall’equazione F (x, y) = 0. Cioè:

F (x, y (x)) = 0, ∀x ∈ X ⊆ R (4.44)

oppure:
F (x (y) , y) = 0, ∀y ∈ Y ⊆ R (4.45)
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Esempio 325 Sia F (x, y) = y − ex. Quindi:

F (x, y) = 0 ⇐⇒ y = ex (4.46)

Abbiamo quindi esplicitato la variabile y in funzione di x. La curva esponenziale y = ex

è l’intersezione della superficie di equazione z = y − ex con il piano coordinato xy. Ne
concludiamo che F (x, y) = 0 definisce implicitamente la funzione y = ex, ∀x ∈ R. Risol-
vendo rispetto a x, vediamo che F (x, y) = 0 definisce implicitamente la funzione x = ln y,
∀y ∈ (0,+∞).

Esempio 326 Sia F (x, y) = ey − x4. Quindi:

F (x, y) = 0 ⇐⇒ ey − x4 = 0 ⇐⇒ y = 4 ln |x|

Abbiamo quindi esplicitato la variabile y in funzione di x. Ne concludiamo che F (x, y) = 0
definisce implicitamente la funzione y = 4 ln |x|, ∀x ∈ R� {0}.

In questi casi semplici è possibile esplicitare la variabile y. Tuttavia, in molti casi ciò non
è possibile.

Esempio 327 F (x, y) = x− ey
2
. Abbiamo:

y = ±
√
ln x

In questo caso, la soluzione non è univoca.

Il problema 324 consiste nel trovare le condizioni a cui deve soddisfare la funzione F in
modo da poter esplicitare univocamente una delle due variabili. Una condizione necessaria
(ma non sufficiente) è che l’equazione F (x, y) = 0 sia compatibile. Per quanto visto nel-
l’Osservazione 323, la curva di equazione implicita F (x, y) = 0 è l’intersezione del grafico di
F (x, y) con il piano coordinato xy. Se tale intersezione è vuota, il problema che ci siamo
posti non ammette soluzioni.

Esempio 328 Sia F (x, y) = ex−y. Abbiamo:

∄ (x, y) ∈ R2 | ex−y = 0

Osserviamo che il problema inverso ammette sempre soluzioni. Più precisamente, asse-
gnata una funzione f : X → R, dove X ⊆ R, è sempre possibile trovare una funzione di due
variabili (4.42) tale che F (x, y) = 0 con y = f (x).

Definizione 329 P0 (x0, y0) ∈ A è punto soluzione dell’equazione (4.41) se F (x0, y0) = 0.

Definizione 330 La (4.41) è univocamente risolubile rispetto a y, intorno al punto
soluzione P0 se:

∃R (P0) = Ix (x0)× Iy (y0) ⊂ A | ∀x ∈ Ix (x0) , y = y (x) , F (x, y (x)) = 0
dove: Ix (x0) = (x0 − δx, x0 + δx), Iy (y0) = (y0 − δy, y0 + δy)

Definizione 331 La (4.41) è univocamente risolubile rispetto a x, intorno al punto
soluzione P0 se:

∃R (P0) = Ix (x0)× Iy (y0) ⊂ A | ∀y ∈ Iy (y0) , x = x (y) , F (x (y) , y) = 0
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Definizione 332 La (4.41) è localmente risolubile rispetto a x [y] se è univocamente
risolubile rispetto a x [y] intorno a P0.

Definizione 333 La (4.41) è localmente risolubile se è tale rispetto a una delle variabili.

Il teorema seguente fornisce un criterio sufficiente (ma non necessario) per la risolu-
bilità locale dell’equazione F (x, y) = 0, e quindi per l’esistenza della funzione y = y (x)
implicitamente definita dalla F (x, y) = 0.

Teorema 334 (Teorema del Dini) Sia F : A → R, F ∈ C1 (A), dove A è un aperto di
R2. Se P0 (x0, y0) è un punto soluzione dell’equazione

F (x, y) = 0, (4.47)

si ha:

Fy (P0) 6= 0 =⇒ la (4.47) è localmente risolubile rispetto a y

Fx (P0) 6= 0 =⇒ la (4.47) è localmente risolubile rispetto a x

Più precisamente

Fy (P0) 6= 0 =⇒ ∃y (x) ∈ C1 (Ix (x0)) | F (x, y (x)) = 0, ∀x ∈ Ix (x0)

Fx (P0) 6= 0 =⇒ ∃x (y) ∈ C1 (Iy (y0)) | F (x (y) , y) = 0, ∀y ∈ Iy (y0)

Dimostrazione. Omessa

Osservazione 335 Se F (x, y) = 0 è localmente risolubile rispetto a y: F (x, y (x)) = 0 =⇒
d
dx
F (x, y (x)) = 0 =⇒ ∂F

∂x
+ ∂F

∂y
dy
dx

= 0, da cui:

y′ (x) = −Fx (x, y (x))
Fy (x, y (x))

, ∀x ∈ Ix (x0)

In maniera simile, se F (x, y) = 0 è localmente risolubile rispetto a x:

x′ (y) = −Fy (x (y) , y)
Fx (x (y) , y)

, ∀y ∈ Iy (y0)

Il teorema del Dini può essere riformulato in termini vettoriali:

Teorema 336 Sia F : A→ R, F ∈ C1 (A), dove A è un aperto di R2.
P0 ∈ C = {x ∈ R2 | F (x) = 0}

∇F (P0) = Fx (P0) i+ Fy (P0) j 6= 0 =⇒ F (x) = 0 è localmente risolubile

In particolare:

Fy (P0) 6= 0 =⇒ F (x) = 0 è localmente risolubile rispetto a x

Fx (P0) 6= 0 =⇒ F (x) = 0 è localmente risolubile rispetto a y

188



CAPITOLO 4. TEORIA DELLE CURVE

x

y

x0-δx x0+δxx0

y0-δy

y0+δy

y0
P0 y=f(x)

Figura 4.9: L’intersezione della curva C con l’intorno rettangolare R (P0) è il grafico della
funzione f (x).

Osservazione 337 ∇F (P0) 6= 0 =⇒ C ∩R (P0) = Γ0, dove Γ0 è il grafico di una funzione
reale di una variabile reale di classe C1. In particolare, se Fy (P0) 6= 0 allora Γ0 è il grafico di

una funzione f (x) tale che F (x, f (x)) = 0 intorno al punto x0, Si veda la figura 4.9. È facile
convincersi che Γ0 è un arco regolare. Infatti, il grafico y = f (x) può essere rappresentato
parametricamente:

x = t, y = f (t) , t ∈ Ix (x0)

ovvero:
x (t) = ti+ f (t) j

Risulta x (t) ∈ C1 (Ix (x0)), in quanto f ∈ C1 (Ix (x0)) e:

x′ (t) = i+ f ′ (t) j 6= 0, ∀t ∈ Ix (x0)

Da ciò segue la regolarità di Γ0. Si tratta dunque di una regolarità locale di C. Se poi
è ∇F 6= 0, ∀x ∈ C, si ha una regolarità globale. Ne concludiamo che la condizione di
regolarità di una curva di rappresentazione implicita F (x, y) = 0 è espressa da:

• F ∈ C1 (A)

• ∇F 6= 0, ∀x ∈ C

Definizione 338 Ogni punto critico della funzione F (x, y) è punto singolare della curva
di rappresentazione implicita F (x, y) = 0.

Retta tangente a una curva data in forma implicita

Sia data la funzione reale:
f : A→ R
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dove A è un aperto di R3. Supponiamo che f sia dotata in A di derivate parziali, per cui è
definito il campo vettoriale gradiente:

grad f = ∇f =
∂f

∂x
i+

∂f

∂y
j+

∂f

∂z
k (4.48)

La derivata di f secondo la direzione n è data dal prodotto scalare:

∂f

∂n
= grad f · n (4.49)

Da tale relazione segue che il massimo valore della derivata direzione si ha lungo la direzione
del gradiente. Consideriamo ora una funzione reale di due variabili. Al solito, f è definita
nel campo A ⊆ R2. Supponiamo inoltre che f sia di classe C1. Denotiamo con Γ0 la curva
di livello di f passante per un assegnato punto P0 ∈ A:

P0 (x0, y0) ∈ A =⇒ ∃c ∈ R | P0 ∈ Γ0 =
{
(x, y) ∈ R2 | f (x, y) = c

}

Proposizione 339 ∇f (P0) 6= 0 =⇒ ∇f (P0) è orientato lungo la normale a Γ0 in P0.

Dimostrazione. Senza perdita di generalità supponiamo che sia fy (x0, y0) 6= 0. Definiamo:

F (x, y) = f (x, y)− c

Quindi: F (x0, y0) = 0, cioè P0 è punto soluzione dell’equazione F (x, y) = 0. Inoltre, sono
verificate le ipotesi del teorema del Dini:

F ∈ C1 (A)

Fy (P0) = fy (P0) 6= 0,

onde F (x, y) = 0 è localmente risolubile rispetto a y:

∃Ix (x0) | y = y (x) , x ∈ Ix (x0) (4.50)

Il grafico della funzione (4.50) è un’arco della curva Γ0 in un intorno di P0. Tale arco è
dotato di retta tangente. In particolare, il coefficiente angolare della retta tangente τ0 a Γ0

in P0 è:

m0 =

(
dy

dx

)

x=x0

= −Fx (x0, y0)
Fy (x0, y0)

= −fx (x0, y0)
fy (x0, y0)

Abbiamo cos̀ı una coppia di numeri direttori di τ0:

λ0 = 1, µ0 = m0 = −fx (x0, y0)
fy (x0, y0)

che sono le componenti cartesiane di un vettore parallelo a τ0:

v0 = i− fx (x0, y0)

fy (x0, y0)
j

Eseguiamo il prodotto scalare:

v0 · ∇f (P0) = fx (x0, y0)− fy (x0, y0)
fx (x0, y0)

fy (x0, y0)
= 0,

cioè v0⊥∇f (P0). Ma v0 è tangente a Γ0 in P0, onde ∇f (P0) è orientato lungo la normale
a Γ0 in P0 (fig. 4.10).
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gradf

P0

Figura 4.10: Il vettore ∇f (P0) è orientato lungo la normale alla curva f (x, y) = c nel punto
P0.

Esempio 340 Sia f (x, y) = x2

3
+ y2

2
e P0 (4, 2). Tale punto appartiene alla curva di livello:

x2

3
+
y2

2
= c

Determiniamo c:
x20
3

+
y20
2

= c =⇒ c =
22

3
,

onde:
x2

a2
+
y2

b2
= 1,

cioè l’ellisse di semiasse maggiore a =
√
22 e semiasse minore b = 2

√
11
3
. Il gradiente di f

è:

∇f =
2

3
xi+ yj

Nel punto P0:

∇f (P0) =
8

3
i+ 2j,

come mostrato nelle figg. 4.11-4.12.

La proposizione precedentemente dimostrata, ci permette di scrivere l’equazione della
retta tangente a una curva data in forma implicita. Precisamente, assegnata la funzione
reale di due variabili reali F ∈ C1 (A), consideriamo la curva:

C : F (x, y) = 0
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y x

x

P0
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Figura 4.11: Il vettore ∇f (P0) è orientato lungo la normale alla curva f (x, y) = c nel punto
P0.

-5 0 5

-5

0

5

P0

Ñ f

Figura 4.12: Il vettore ∇f (P0) è orientato lungo la normale alla curva f (x, y) = c nel punto
P0.
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Sia P0 (x0, y0) ∈ C tale che ∇F (P0) 6= 0, ovvero P0 è punto regolare per C. L’equazione della
retta tangente τ0 a C in P0 è:

(x− x0) · ∇F (x0) = 0, (4.51)

dove x0 = x0i+ y0j (fig. 4.13)

gradf

P0

x0x

x x0P(x)

Figura 4.13: Retta tangente alla curva F (x, y) = 0 nel punto P0 (x0).

Esempio 341 Assegnata la curva piana C:

ln x− y4
(
x3 − 1

)
= 0, (4.52)

scrivere l’equazione della retta tangente a C nel punto P0 (1, 0).
Soluzione. Definiamo:

F (x, y) = ln x− y4
(
x3 − 1

)

Risulta F (P0) = 0, per cui P0 è punto soluzione dell’equazione F (x, y) = 0. Calcoliamo le
derivate parziali di F (x, y):

Fx (x, y) =
1

x
− 3x2y4

Fy (x, y) = −4y3
(
x3 − 1

)

Risulta:
Fx (P0) = 1, Fy (P0) = 0,

onde la F (x, y) = 0 non è localmente risolubile rispetto a y, ma lo è rispetto a x:

∃R (P0) = Ix (1)× Iy (0) | x = x (y) , ∀y ∈ Iy (0) , F (x, y (x)) = 0

Il coefficiente angolare della retta tangente alla curva assegnata nel punto P0 è:

(
dy

dx

)

x=x0

=
1

(
dx
dy

)

y=y0
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Abbiamo: (
dx

dy

)

y=y0

= −Fy (x0, y0)
Fx (x0, y0)

= 0,

cioè τ0 è parallela all’asse y; τ0 : x − c = 0. La costante reale c si determina imponendo
P0 ∈ τ0, trovando c = 1. Ne concludiamo che

τ0 : x− 1 = 0

Alternativamente, indicando con x0 il vettore posizione del punto P0, risulta:

∇F (x0) = i,

onde P0 è punto regolare. Applicando la (4.51), otteniamo facilmente:

x− 1 = 0

Esercizi svolti

Esercizio 342 Sia data la funzione F (x, y) = x (ex + y) − ln y. Mostrare che F (x, y) = 0
è univocamente risolubile rispetto a y intorno al punto P0 (0, 1).

Soluzione. La funzione F è definita in:

A =
{
(x, y) ∈ R2 | −∞ < x < +∞, 0 < y < +∞

}
,

che è il sempiano y > 0.
P0 (0, 1) è un punto soluzione: F (0, 1) = 0. Derivando rispetto a y:

Fy (x, y) = x− 1

y

Risulta Fy (0, 1) 6= 0, onde sono soddisfatte le ipotesi del teorema del Dini. Pertanto:

∃R (P0) = Ix (0)× Iy (1) | ∀x ∈ Ix (0) = (−δx, δx) , y = y (x) , x (ex + y (x))− ln y (x) = 0

In virtù dell’osservazione 335, la funzione y (x) è di classe C1.

Esercizio 343 Studiare la risolubilità locale dell’equazione:

x2 − x4 − y2 = 0 (4.53)

intorno ai due punti soluzione P0

(
1
2
,
√
3
4

)

, P ′
0 (1, 0), dandone una interpretazione geometrica.

Soluzione. Poniamo F (x, y) = x2 − x4 − y2. Tale funzione è definita in R2 ed è

manifestamente F ∈ C1 (R). Il punto P0

(

x0 =
1
2
, y0 =

√
3
4

)

è punto soluzione, avendosi

F (P0) = 0. Le derivate parziali del primo ordine sono:

Fx (x, y) = 2x− 4x3, Fy (x, y) = −2y (4.54)

Risulta Fy (P0) 6= 0, per cui sono verificate le ipotesi del teorema del Dini, onde:

∃R (P0) = Ix

(
1

2

)

× Iy

(√
3

4

)

| y = y (x) , ∀x ∈ Ix

(
1

2

)

, F (x, y (x)) = 0 (4.55)
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Dobbiamo determinare y (x) e Ix
(
1
2

)
. A tale scopo risolviamo la (4.53) rispetto alla y:

y = ± |x|
√
1− x2 (4.56)

La (4.56) definisce due curve distinte. La curva che ci interessa è quella passante per
P0 (x0, y0):

y0 = ± |x0|
√

1− x20

Cioè: √
3

4
= ±1

2

√

1− 1

4
= ±

√
3

4
,

per cui va preso il segno superiore:

y (x) = |x|
√
1− x2

Tale funzione è definita in [−1, 1], perciò Ix
(
1
2

)
⊆ [−1, 1]. Il teorema del Dini implica la

continuità della derivata prima y′ (x) in Ix
(
1
2

)
. Calcolando la derivata:

y′ (x) =

{
1−2x2√
1−x2 , x ∈ [0, 1]

2x2−1√
1−x2 , x ∈ [−1, 0)

,

I punti x = 0 e x = 1 sono punti di discontinuità della derivata y′ (x). Più precisamente:

lim
x→0+

y′ (x) = 1, lim
x→0−

y′ (x) = −1

lim
x→−1+

y′ (x) = +∞, lim
x→1−

y′ (x) = −∞

Ne concludiamo che Ix
(
1
2

)
= (0, 1). Abbiamo dunque:

∀x ∈ (0, 1) , F (x, y (x)) = 0, con y (x) = x
√
1− x2 (4.57)

In fig. 4.14 riportiamo l’andamento della curva:

C =
{
(x, y) ∈ R2 | x2 − x4 − y2 = 0

}
(4.58)

Il grafico di fig. 4.14 è ottenuto con Mathematica plottando 2 funzioni distinte. Alternativa-
mente si può utilizzare il comando ContourPlot per tracciare le curve di livello di F (x, y).
Otteniamo cos̀ı il grafico riportato in fig. 4.15. In fig. 4.16 è riportato il grafico della funzio-
ne 4.57 sovrapposto alla curva C. Siamo in grado di scrivere l’equazione della retta tangente
τ0 a C nel punto P0.

τ0 : (x− x0) · ∇F (x0) = 0

Qui è:

x0 =
1

2
i+

√
3

4
j, ∇F (x0) =

1

2
i−

√
3

2
j

Quindi:
[(

x− 1

2

)

i+

(

y −
√
3

4

)

j

]

·
(

1

2
i−

√
3

2
j

)

= 0

⇐⇒ x− 1

2
−

√
3

(

y −
√
3

4

)

= 0
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x0-
1

2
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-
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1
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2

Figura 4.14: Andamento della curva di rappresentazione implicita (4.58).

Finalmente:
τ0 : 4x− 4

√
3y + 1 = 0 (4.59)

Alternativamente, possiamo calcolare il coefficiente angolare di τ0:

m0 = y′ (x0) = −Fx (x0, y0)
Fy (x0, y0)

=
1√
3

Imponendo il passaggio per P0, otteniamo l’eq. 4.59. In fig. 4.17 è disegnata la retta tangente
a C nel punto P0.

Passiamo ora al punto soluzione P ′
0 (x

′
0 = 1, y′0 = 0). Qui è Fx (P

′
0) 6= 0, onde:

∃R (P ′
0) = Ix (1)× Iy (0) | x = x (y) , ∀y ∈ Iy (0) , F (x (y) , y) = 0

Dobbiamo determinare x (y) e Iy (0). A tale scopo risolviamo la (4.53) rispetto alla x:

x = ±

√

1±
√

1− 4y2

2

Deve essere 1− 4y2 ≥ 0 =⇒ y ∈
[
−1

2
, 1
2

]
=⇒ Iy (0) ⊆

[
−1

2
, 1
2

]
. Per rimuovere l’ambiguità:

x′0 = ±

√

1±
√

1− 4y′20
2

Cioè:

1 = ±
√

1± 1

2

Quindi dobbiamo prendere il segno superiore:

x (y) =

√

1 +
√

1− 4y2

2
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Figura 4.15: Andamento della curva di rappresentazione implicita (4.58) ottenuto con
Mathematica utilizzando il comando ContourPlot. La curva che ci interessa è quella interna
(curva a otto).
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Figura 4.16: Grafico Γ di y (x) = x
√
1− x2 in (0, 1), da cui vediamo che Γ si sovrappone

all’arco C di base (0, 1).
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Figura 4.17: Retta tangente a C in P0.
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Derivando:
x′ (y) = − y

√

1− 4y2
√

1+
√

1−4y2

2

Da ciò segue che la funzione x (y) non è derivabile in ±1
2
, risultando:

lim
x→ 1

2

−
x′ (y) = −∞, lim

x→ 1
2

+
x′ (y) = +∞

Imponendo x (y) ∈ C1 (Iy (0)), si ottiene Iy (0) =
(
−1

2
, 1
2

)
. Pertanto l’equazione assegnata

definisce in
(
−1

2
, 1
2

)
la funzione:

x (y) =

√

1 +
√

1− 4y2

2
, y ∈

(

−1

2
,
1

2

)

Riassumendo:

∃R (P0) = (0, 1)×
[

0,
1

2

]

| C ∩ R (P0) = Γ,

dove:
Γ =

{

y = x
√
1− x2, x ∈ (0, 1)

}

,

cioè il grafico di y = x
√
1− x2. Una rappresentazione parametrica di Γ è:

x (t) = ti+ t
√
1− t2j, t ∈ (0, 1) ,

ed è manifestamente regolare.

∃R (P ′
0) = [0, 1]×

(

−1

2
,
1

2

)

| C ∩ R′ (P0) = Γ′,

dove:

Γ′ =






x =

√

1 +
√

1− 4y2

2
, y ∈

(

−1

2
,
1

2

)





,

cioè il grafico della funzione x =

√
1+
√

1−4y2

2
. Una rappresentazione parametrica di Γ′ è:

x (t) =

√

1 +
√
1− 4t2

2
i+ tj, t ∈

(

−1

2
,
1

2

)

,

ed è manifestamente regolare. La curva assegnata è localmente regolare (intorno ai pun-
ti soluzione P0 e P ′

0). Tuttavia, non è regolare intorno al punto soluzione (0, 0), poichè
quest’ultimo è un punto critico per la funzione F (x, y). Infatti, calcolando il gradiente:

∇F =
(
2x− 4x3

)
i− 2yj,

risulta ∇F |(0,0) = 0. Non sono cos̀ı verificate le ipotesi del teorema di Dini, per cui F (x, y) =
0 non è univocamente risolubile intorno all’origine. In termini geometrici, l’origine è punto
singolare per C.
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Esercizio 344 Studiare la curva piana C:

x
(
x2 + y2

)
− 2y2 = 0 (4.60)

Scrivere poi l’equazione della retta tangente a C in P0 (1, 1).
Soluzione. Definiamo:

F (x, y) = x
(
x2 + y2

)
− 2y2

Risulta F (P0) =, onde P0 è punto soluzione di F (x, y) = 0. Calcoliamo le derivate parziali:

Fy (x, y) = 2y (x− 2)

Fx (x, y) = 3x2 + y2

Fy (P0) 6= 0 =⇒ ∃R (P0) = Ix (1)× Iy (1) | y = y (x), ∀x ∈ Ix (x0). Risolvendo rispetto a y:

y = ±
√

x3

2− x

P0 (1, 1) ∈ C =⇒ y (1) = +1 ⇐⇒ y =
√

x3

2−x . Quindi:

y (x) =

√

x3

2− x
, x ∈ Ix (1)

Determiniamo Ix (1).

Ix (1) |
x3

2− x
≥ 0 ⇐⇒ x ∈ [0, 2) ,

onde Ix (1) ⊆ [0, 2). Calcoliamo la derivata prima:

y′ (x) =
x2 (3− x)

(2− x)2

√

2− x

x3

Ricordiamo che per il teorema del Dini è y (x) ∈ C1 (Ix (1)). Dall’espressione precedente
vediamo che y′ (x) non è definita in x = 0. Calcoliamo quindi il limite:

lim
x→0

y′ (x) = lim
x→0

3− x

(2− x)2
· lim
x→0

x
√
2− x = 0

Cioè x = 0 è un punto di discontinuità eliminabile. Ridefiniamo:

y′ (x) =

{
x2(3−x)
(2−x)2

√
2−x
x3
, x ∈ (0, 2)

0, x = 0

che risulta continua in [0, 2), quindi:

Ix (1) = [0, 2)

Posto Γ = R (P0)∩C, segue che Γ è il diagramma cartesiano della funzione
√

x3

2−x in Ix (1).

In fig. 4.18 riportiamo la curva Γ. Il coefficiente angolare della tangente richiesta è:
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Figura 4.18: In questo grafico è evidenziata la curva Γ = R (P0) ∩ C.
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(
dy

dx

)

x=1

= −Fx (1, 1)
Fy (1, 1)

= 2

Quindi l’equazione della tangentea Γ in P1 è:

y − 1 = 2 (x− 1)

Cioè:
2x− y − 1 = 0

Alternativamente, possiamo applicare direttamente la relazione trovata precedentemente:

(x− x0) · ∇F (x0) = 0, (4.61)

Il gradiente è ∇F (x0) = 4i− 2j. Non ci resta altro che eseguire i calcoli:

(xi+ yj− i− j) · (4i− 2j) = 0

[(x− 1) i+ (y − 1) j] · (4i− 2j) = 0

4 (x− 1)− 2 (y − 1) = 0,

cioè:
2x− y − 1 = 0

I grafici sono riportati nelle figg. 4.19-4.20

Esercizio 345 Studiare la curva piana C:

y sin x+ xey − 2 = 0 (4.62)

Scrivere poi l’equazione della retta tangente a C in P0 (2, 0).
Soluzione. Definiamo:

F (x, y) = y sin x+ xey − 2

Risulta F (P0) =, onde P0 è punto soluzione di F (x, y) = 0. Calcoliamo le derivate parziali:

Fy (x, y) = y cos x+ ey

Fx (x, y) = sin x+ xey

Fy (P0) = 2 + sin 2 6= 0 =⇒ ∃R (P0) = Ix (1) × Iy (1) | y = y (x), ∀x ∈ Ix (x0). Posto
Γ = R (P0) ∩ C, segue che Γ è il diagramma cartesiano della funzione y (x) in Ix (1). Il
coefficiente angolare della tangente richiesta è:

(
dy

dx

)

x=2

= −Fx (2, 0)
Fy (2, 0)

= − 1

2 + sin 2

Quindi l’equazione della tangente a Γ in P1 è:

y = − 1

2 + sin 2
(x− 2)

Cioè:
x+ (2 + sin 2) y − 2 = 0
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Figura 4.19: Intersezione del grafico di F (x, y) = x (x2 + y2)− 2y2 con il piano z = 0.
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Figura 4.20: Retta tangente alla curva assegnata nel punto P0 (1, 1).
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Alternativamente:
(x− x0) · ∇F (x0) = 0, (4.63)

Il gradiente è ∇F (x0) = i + (2 + sin 2) j, mentre x0 = 2i. Non ci resta altro che eseguire i
calcoli:

(xi+ yj− 2i) · [i+ (2 + sin 2) j] = 0

[(x− 2) i+ yj] · [i+ (2 + sin 2) j] = 0,

cioè:
x− 2 + y (2 + sin 2) = 0

Il grafico è riportato in fig. 4.21.

P0

-2 -1 1 2 3 4
x

-2

-1

1

2

y

Figura 4.21: Retta tangente alla curva assegnata nel punto P0 (1, 1).

Esercizio 346 Studiare la curva piana C:

y sin x+ xey − 2 = 0 (4.64)

Scrivere poi l’equazione della retta tangente a C in P0 (2, 0).
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Soluzione. Definiamo la funzione:

F (x, y) = y sin x+ xey − 2,

definita in R2. Risulta F (P0) = 0, cosicchè P0 è punto soluzione dell’equazione F (x, y) = 0.
Calcoliamo le derivate parziali di F :

Fx (x, y) = ey + y cos (x− 1)− 2

Fy (x, y) = xey + sin (x− 1)− 4

È Fy (P0) = −3, onde:

∃R (P0) = Ix (1)× Iy (0) | ∀x ∈ Ix (1) , ∃y = y (x) , F (x, y (x)) = 0

Il coefficiente angolare della retta tangente τ0 a C in P0 è:

m =

(
dy

dx

)

x=1

= −Fx (P0)

Fy (P0)
= −1

3

Quindi:
τ0 : x+ 3y − 1 = 0 (4.65)

Alternativamente:
τ0 : (x− x0) · ∇F (x0) = 0,

essendo:
x = xi+ yj, x0 = i

Il gradiente di F in P0 (x0):
∇F (x0) = −i− 3j

Perciò:
(xi+ yj− i) · (−i− 3j) = 0

da cui la (4.65). Il grafico è riportato in fig. 4.22.

Esercizio 347 Studiare la curva piana C:

e arctan
y

x
− π

2
exy + e

π

4
= 0 (4.66)

Scrivere poi l’equazione della retta tangente a C in P0 (−1,−1).
Soluzione. Definiamo la funzione:

F (x, y) = e arctan
y

x
− π

2
exy + e

π

4
, (4.67)

definita in
A =

{
(x, y) ∈ R2 | x 6= 0, −∞ < y < +∞

}

Mostriamo che F è non regolare in (0, 0). A tale scopo calcoliamo:

λ = lim
x→0
y→0

F (x, y)
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Figura 4.22: Retta tangente alla curva (4.64) nel punto P0 (1, 0).
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È conveniente passare alle coordinate polari, quindi: x = r cosϕ, y = r sinϕ. Abbiamo la
funzione:

G (r, ϕ) = F [x (r, ϕ) , y (r, ϕ)] = eϕ− π

2
e

r2

2
sin 2ϕ + e

π

4

Pertanto:
λ = lim

r→0
G (r, ϕ) = eϕ− π

2

(

1− e

2

)

Vediamo dunque che λ dipende da ϕ, ovvero dalla direzione secondo cui ci avvicianiamo
all’origine (0, 0). Da ciò segue che ∄ limx→0

y→0
F (x, y).

Risulta poi F (P0) = 0, cosicchè P0 è punto soluzione dell’equazione F (x, y) = 0.
Calcoliamo le derivate parziali di F :

Fx (x, y) = −e y

x2 + y2
− π

2
yexy

Fy (x, y) = e
y

x2 + y2
− π

2
xexy

È Fy (P0) =
e
2
(π − 1), onde:

∃R (P0) = Ix (−1)× Iy (−1) | ∀x ∈ Ix (1) , ∃y = y (x) , F (x, y (x)) = 0

Il coefficiente angolare della retta tangente τ0 a C in P0 è:

m =

(
dy

dx

)

x=−1

= −Fx (P0)

Fy (P0)
=

1 + π

1− π

Quindi:
τ0 : (π + 1) x+ (π − 1) y + 2π = 0 (4.68)

I grafici sono riportati nelle figg. 4.23-4.24.

Esercizio 348 Studiare la curva piana C:

ln
√

x2 + y2 − arctan
y

x
+
π

6
− ln 2 = 0 (4.69)

Scrivere poi l’equazione della retta tangente a C in P0

(√
3, 1
)
.

Soluzione. Definiamo la funzione:

F (x, y) = ln
√

x2 + y2 − arctan
y

x
+
π

6
− ln 2, (4.70)

definita in
A =

{
(x, y) ∈ R2� {0, 0} | x 6= 0, −∞ < y < +∞

}

Mostriamo che F è divergente negativamente in (0, 0). A tale scopo calcoliamo:

λ = lim
x→0
y→0

F (x, y)

È conveniente passare alle coordinate polari, quindi: x = r cosϕ, y = r sinϕ. Abbiamo la
funzione:

G (r, ϕ) = F [x (r, ϕ) , y (r, ϕ)] = ln r − ϕ+
π

6
− ln 2
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Figura 4.23: Grafico della funzione (4.67).
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Figura 4.24: Retta tangente alla curva (4.66)
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Pertanto:
λ = lim

r→0
G (r, ϕ) = −∞

Risulta poi F (P0) = 0, cosicchè P0 è punto soluzione dell’equazione F (x, y) = 0.
Calcoliamo le derivate parziali di F :

Fx (x, y) =
x+ y

x2 + y2

Fy (x, y) =
y − x

x2 + y2

È Fy (P0) =
1−

√
3

4
onde:

∃R (P0) = Ix

(√
3
)

× Iy (1) | ∀x ∈ Ix

(√
3
)

, ∃y = y (x) , F (x, y (x)) = 0

Il coefficiente angolare della retta tangente τ0 a C in P0 è:

m =

(
dy

dx

)

x=
√
3

= −Fx (P0)

Fy (P0)
=

√
3 + 1√
3− 1

Quindi:

τ0 :
(

1 +
√
3
)

x+
(

1−
√
3
)

y − 4 = 0 (4.71)

I grafici sono riportati nelle figg. 4.25-4.26.

Esercizio 349 Studiare la curva piana C:

x4 − 4y
(
1− x2

)
− 1

16

(

1−
√
3
)

= 0 (4.72)

intorno al punto P0

(
1
2
, 1
4
√
3

)

. Scrivere poi l’equazione della retta tangente τ0 e della retta

normale n0 a C nel punto P0.
Soluzione. Definiamo la funzione:

F (x, y) = x4 − 4y
(
1− x2

)
− 1

16

(

1−
√
3
)

, (4.73)

definita in R2. Risulta F (P0) = 0, cosicchè P0 è punto soluzione dell’equazione F (x, y) = 0.
Calcoliamo le derivate parziali di F :

Fx (x, y) = 4x
(
x2 + 2y

)

Fy (x, y) = 4
(
x2 − 1

)

È Fy (P0) = −3 onde:

∃R (P0) = Ix

(
1

2

)

× Iy

(
1

4
√
3

)

| ∀x ∈ Ix

(
1

2

)

, ∃y = y (x) , F (x, y (x)) = 0

Il coefficiente angolare della retta tangente τ0 a C in P0 è:

m =

(
dy

dx

)

x= 1
2

= −Fx (P0)

Fy (P0)
=

√
3 + 2√
3
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Figura 4.25: Diagramma cartesiano della funzione (4.70). Si noti la singolarità in (0, 0).
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Figura 4.26: Retta tangente in P0

(√
3, 1
)
alla curva (4.69). L’andamento irregolare lungo

l’asse y è dovuto ad una approssimazione numerica del programma di calcolo Mathematica,
poichè la funzione non è definita lungo l’asse y.
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Quindi:

τ0 : 2
(√

3 + 2
)

x− 12
√
3y + 1−

√
3 = 0 (4.74)

L’equazione della retta normale n0 è:

y − 1

4
√
3
= − 6

√
3√

3 + 2

(

x− 1

2

)

Cioè:
n0 : 72

(√
3 + 2

)

x+ 4
√
3
(√

3 + 2
)

y − 37 = 0

I grafici sono riportati nelle figg. 4.27-4.28.

-1

1

-2

2

x
-1

1

-2

2

y

-6
-4
-2
0
2

4

z

Figura 4.27: Intersezione del grafico della funzione (4.73) con il piano coordinato z = 0.

Esercizio 350 Studiare la curva piana C:

x4 − 4y
(
1− x2

)
− 1

16

(

1−
√
3
)

= 0 (4.75)

intorno al punto P0

(√
3, 1
)
. Scrivere poi l’equazione della retta tangente τ0 e della retta

normale n0 a C nel punto P0.
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P0
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-2

-1

1
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y

Figura 4.28: Retta tangente e retta normale alla curva 4.72.
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Soluzione. Definiamo la funzione:

F (x, y) = y3 (4− y)− x2, (4.76)

definita in R2. Risulta F (P0) = 0, cosicchè P0 è punto soluzione dell’equazione F (x, y) = 0.
Calcoliamo le derivate parziali di F :

Fx (x, y) = −2x

Fy (x, y) = 4y2 (3− y)

È Fy (P0) = −8 onde:

∃R (P0) = Ix

(√
3
)

× Iy (1) | ∀x ∈ Ix

(√
3
)

, ∃y = y (x) , F (x, y (x)) = 0

Il coefficiente angolare della retta tangente τ0 a C in P0 è:

m =

(
dy

dx

)

x=
√
3

= −Fx (P0)

Fy (P0)
=

√
3

4

Quindi:

τ0 : y =

√
3

4
x+

1

4
(4.77)

L’equazione della retta normale n0 è:

y − 1 = − 4√
3

(

x−
√
3
)

Cioè:

n0 : y = − 4√
3
x+ 5

I grafici sono riportati nelle figg. 4.29-4.30.

4.5.4 Ascissa curvilinea. Parametrizzazione naturale

Sia C = [x (t)] un arco regolare di base X = [a, b]. Assegnato t0 ∈ X, consideriamo la
funzione:

s (t) = ±
t∫

t0

|x′ (θ)| dθ (4.78)

dove x′ (θ) = d
dθ
x (θ). Supponiamo di aver preso il segno superiore, onde:

s (t) =

t∫

t0

|x′ (θ)| dθ (4.79)

Distinguiamo quindi i due casi t ≥ t0 e t < t0.
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Figura 4.29: Intersezione del grafico della funzione (4.76) con il piano coordinato z = 0.
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x
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y

Figura 4.30: Retta tangente e retta normale alla curva 4.75.
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A(a)

B(b)

O

P(t0) P(t)

x(t0) x(t)

s(t)

C

Figura 4.31: Qui è t > t0.

1. t ≥ t0. Consideriamo l’arco regolare (eventualmente ridotto al punto P0 (x (t0))) Γt,
come illustrato in fig. 4.31:

Γt : x = x (θ) , θ ∈ [t0, t]

Per il teorema 320 la lunghezza di Γt è:

L (Γt) =

t∫

t0

|x′ (θ)| dθ

Cioè:
s (t) = L (Γt)

2. t ≤ t0 . In questo caso i punti sono disposti come in fig. 4.32, per cui l’arco regolare

A(a)

B(b)

O

P(t0)P(t)

x(t0)
x(t)

s(t)

C

Figura 4.32: Qui è t < t0.

Γt è:
Γt : x = x (θ) , θ ∈ [t, t0]
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La sua lunghezza è:

L (Γt) =

t0∫

t

|x′ (θ)| dθ = −
t∫

t0

|x′ (θ)| dθ

Cioè:
s (t) = −L (Γt)

Si conclude che:

s (t) =

{
L (Γt) , se t ≥ t0
−L (Γt) , se t < t0

Osservazione 351 Se nella (4.78) prendiamo il segno inferiore, si ha:

s (t) =

{
L (Γt) , se t < t0
−L (Γt) , se t ≥ t0

Proposizione 352 t→ s = s (t) è una sostituzione di parametro ammissibile.

Dimostrazione. Calcoliamo la derivata prima della funzione s (t) definita dalla (4.78). A
tale scopo indichiamo con F (θ) una primitiva della funzione f (θ) ≡ |x′ (θ)|, onde:

F ′ (θ) = |x′ (θ)|

Ciò implica:
s (t) = ± [F (t)− F (t0)]

Derivando primo e secondo membro rispetto a t:

s′ (t) = ±F ′ (t) = ± |x′ (t)| 6= 0, ∀t ∈ X (4.80)

Quindi

1. s (t) ∈ C1 (X)

2. s′ (t) 6= 0

Chiamiamo s = s (t) ascissa curvilinea di P (x (t) , y (t) , z (t)) su C, mentre P0 (x (t0) , y (t0) , z (t0))
è l’origine degli archi. Diremo quindi che sulla curva C è fissato un riferimento curvi-
lineo di origine P0 (fig. 4.33). Se nella (4.78) prendiamo il segno superiore , il differenziale
della funzione s (t) è:

ds = s′ (t) dt =
√

x′2 (t) + y′2 (t) + z′2 (t)dt (4.81)

Elevando al quadrato:

ds2 = dx2 + dy2 + dz2 (4.82)

che può essere utilizzato per il calcolo di s (t):
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P0

P

s(t)

Figura 4.33: s (t) è l’ascissa curvilinea del punto P (x (t) , y (t) , z (t)). Introducendo
un riferimento curvilineo, ci svincoliamo dalle coordinate cartesiane, in quanto
la posizione dei singoli punti è univocamente definita dall’ascissa curvilinea.

s (t) =

t∫

t0

√

dx2 + dy2 + dz2

Per quanto detto, s (t) definisce una sostituzione di parametro ammissibile. Per il teorema
297, la funzione inversa t (s) è una sostituzione di parametro ammissibile.

t (s) : s ∈ Y = [sa, sb] → t ∈ X = [a, b]

Consideriamo dunque la rappresentazione parametrica regolare di base Y :

x∗ (s) = α (s) i+ β (s) j+ γ (s)k (4.83)

Se t (s) è suriettiva e x (t (s)) = x∗ (s), allora x (t) ∼ x∗ (s).

Definizione 353 La rappresentazione (4.83) è la rappresentazione naturale di C.

Proposizione 354 Nella rappresentazione naturale il campo vettoriale tangente ha modulo
unitario.

Dimostrazione. Sia C una curva regolare di rappresentazione naturale x (s) = x (s) i +
y (s) j+ z (s)k. Il modulo del campo vettoriale tangente è:

∣
∣
∣
∣

dx

ds

∣
∣
∣
∣
=

∣
∣
∣
∣

dx

dt

∣
∣
∣
∣

∣
∣
∣
∣

dt

ds

∣
∣
∣
∣
=

∣
∣dx
dt

∣
∣

∣
∣ds
dt

∣
∣

Dalla (4.80) risulta:
ds

dt
=

∣
∣
∣
∣

dx

dt

∣
∣
∣
∣
,

per cui: ∣
∣
∣
∣

dx

ds

∣
∣
∣
∣
= 1 (4.84)

Ciò può essere visto anche attraverso la (4.39). Infatti, per la proposizione 322, la lunghezza
di C è indipendente dalla rappresentazione, onde:

L (C) =
b∫

a

|x′ (t)| dt =
sb∫

sa

∣
∣
∣
∣

dx

ds

∣
∣
∣
∣
ds, (4.85)
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dove sa = s (ta), sb = s (tb) se s
′ (t) > 0, e viceversa. Ma:

L (C) = sb − sa =

sb∫

sa

∣
∣
∣
∣

dx

ds

∣
∣
∣
∣
ds,

che confrontata con la precedente, porge:
∣
∣
∣
∣

dx

ds

∣
∣
∣
∣
= 1

Da qui in poi indichiamo con l’apice ′ la derivata rispetto all’ascissa curvilinea s e con il
punto la derivata rispetto al parametro t. Quindi, nella rappresentazione naturale è:

|x′ (s)| = 1, ṡ (t) = |ẋ (t)|

Per quanto visto, il campo vettoriale tangente ha modulo 1; quindi:

t (s)
def
= x′ (s) , |t (s)| = 1

è il versore tangente a C nel punto P (s). Se il parametro t è il tempo, il campo delle
velocità è il campo vettoriale:

v (t) = ẋ (t)

cioè la derivata temporale del vettore posizione del punto mobile P . Risulta:

v (t) =
dx

ds

ds

dt

Cioè:
v = ṡt (4.86)

Il modulo del campo delle velocità è:
|v| = |ṡ|

Pertanto il valore assoluto della derivata prima dell’ascissa curvilinea è la velocità scalare del
punto mobile P .

Definizione 355 Il moto di P è uniforme se |v| =const.

Definizione 356 Il moto di P è rettilineo ed uniforme se v = v0, essendo v0 un vettore
costante.

Definizione 357 Gli zeri della funzione ṡ (t) sono gli istanti di arresto del moto.

***

La rappresentazione naturale di una curva regolare non è definita univocamente, poichè
l’ascissa curvilinea dipende da t0 e dal verso di percorrenza dell’arco di curva. D’altro canto,
la proprietà che caratterizza una rappresentazione naturale è espressa dalla (4.84), onde:

Definizione 358 Una rappresentazione parametrica x = x (s) di base X, è una rappre-
sentazione naturale se |x′ (s)| = 1.
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Teorema 359 Se x (s) e x∗ (σ) sono due rappresentazioni naturali, allora:

s = ±σ + s0,

dove s0 è una costante reale.

Dimostrazione. Passiamo dalla x (s) alla x∗ (σ) attraverso la sostituzione di parametro
ammissibile s→ σ = σ (s), la cui inversa è s (σ), onde:

∣
∣
∣
∣

dx

dσ

∣
∣
∣
∣

︸︷︷︸

=1

=

∣
∣
∣
∣

dx

ds

∣
∣
∣
∣

︸︷︷︸

=1

∣
∣
∣
∣

ds

dσ

∣
∣
∣
∣
=⇒

∣
∣
∣
∣

ds

dσ

∣
∣
∣
∣
= 1

Cioè:
ds

dσ
= ±1 =⇒ s = ±σ + s0

Osservazione 360 Per quanto visto, la velocità vettoriale di un punto materiale che per-
corre una traiettoria C = [x (t)] è v (t) = ẋ (t), onde per la condizione di regolarità si ha:
v (t) 6= 0, ∀t ∈ X. In altri termini, la velocità di una particella che percorre una curva
regolare non si annulla mai.

Esempio 361 Una particella di massa m compie un moto piano lungo la traiettoria:

C : x (t) = Aω2 (t− t0)
2 i+ B sinω (t− t0) j, t ∈

[

t0 −
2π

ω
, t0 +

2π

ω

]

(4.87)

dove ω =
√

k/m è la pulsazione (k è la costante elastica), mentre A e B sono costanti reali
positive con le dimensioni di una lunghezza. Tracciare la traiettoria descritta dalla particella.

Soluzione. La traiettoria è manifestamente regolare. La velocità è:

ẋ (t) = 2Aω2 (t− t0) i+ ωB cosω (t− t0) j

L’accelerazione:

ẍ (t) = 2Aω2i− ω2B sinω (t− t0) j

= 2Aω2i− ω2yj

= 2A
k

m
i− k

m
yj

La forza agente sulla particella è:

F (x) = mẍ =2Aki− kyj (4.88)

Vediamo dunque che la componente lungo l’asse x è costante e pari a 2Ak, mentre la com-
ponente lungo l’asse y è −ky, cioè una forza elastica di richiamo. Il campo (4.88) deriva
dal potenziale V (x):

F = −∇V = −
(
∂V

∂x
i+

∂V

∂y
j

)

223



CAPITOLO 4. TEORIA DELLE CURVE

Quindi:
∂V

∂x
= −2Ak =⇒ V (x, y) = −2Akx+ f (y)

Derivando rispetto a y:
∂V

∂y
= f ′ (y) ,

ma
∂V

∂y
= ky =⇒ f (y) =

1

2
ky2

Perciò:

V (x, y) = −2Akx+
1

2
ky2

Grafichiamo la traiettoria per t ∈
[
t0 − 2π

ω
, t0 +

2π
ω

]
, plottando x (t) e y (t), come riportato

nelle figure 4.34, 4.35.

t0t0-
2 Π

Ω
t0+

2 Π

Ω
t0-

Π

Ω
t0+

Π

Ω

t

4Π
2A

AΠ
2

x

Figura 4.34: Andamento dell’ascissa x (t) = Aω2 (t− t0)
2. (Qui è A = 1, ω = 1).

In fig. 4.36 è riportata la traiettoria per t ∈
[
t0 − 2π

ω
, t0 +

2π
ω

]
. Notiamo che l’istante

iniziale è t = t0 − 2π
ω
, e in tale istante la velocità è v

(
t0 − 2π

ω

)
= −4Aπ2ω2i+ ωBj. Quindi,

la particella parte dal punto P0 (4Aπ
2ω2, 0) percorrendo la traiettoria come illustrato in fig.

4.36. Attraversa l’asse x nel punto (Aπ2ω2, 0), dopodichè giunge al tempo t = t0 in (0, 0)
con il vettore velocità parallelo all’asse y (avendosi ẋ (0) = 0). Prosegue il moto, riattra-
versando l’asse x nel punto doppio (Aπ2ω2, 0), raggiungendo il punto doppio P0 nell’istante
t = t0 +

2π
ω
. Per t ∈ (−∞,+∞), la traiettoria presenta un numero infinito di punti multipli.

Vediamo dunque che la traiettoria non è una curva semplice. Ma, in forza del teorema 314,
la traiettoria è localmente semplice. Per mostrare ciò, osserviamo che:

∀δ > π

ω
, ∃nδ ∈ N� {0} | πnδ

ω
< δ
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t0 t0+
2 Π

Ω
t0-

Π

Ω
t0+

Π

Ω

t

-B

B

y

Figura 4.35: Andamento del’ordinata y (t) = B sinω (t− t0).

Poniamo:
t′ (δ) = t0 − πnδ

ω
> t0 − δ

t′′ (δ) = t0 +
πnδ

ω
< t0 + δ

=⇒ t′ (δ) , t′′ (δ) ∈ (t0 − δ, t0 + δ)

A tali valori corrisponde un punto multiplo. Infatti:

x (t′ (δ)) = x (t′′ (δ)) = Aπ2n2
δi (4.89)

Dalla fig. 4.34 vediamo infatti che il grafico di x (t) è simmetrico rispetto alla retta t = t0,
pertanto x (t) assume gli stessi valori in t0 ± πnδ

ω
, mentre la y (t) è ivi nulla. Osserviamo

tuttavia che la (4.89) non si verifica localmente. Infatti:

∀δ ∈
(

0,
π

ω

)

, ∄nδ ∈ N� {0} | πnδ
π

< δ

Cioè:

∀δ ∈
(

0,
π

ω

)

, ∄t′ (δ) , t′′ (δ) ∈ Iδ (t0) = (t0 − δ, t0 + δ) | x (t′ (δ)) = x (t′′ (δ))

Tale risultato è consistente con il teorema 314.

Definizione 362 Un punto x (t0) ∈ C : x = x (t) è una singolarità (o un punto singola-
re) per la curva C, se in t0 non sono verificate le condizioni di regolarità. Più precisamente:

1. x (t0) è una singolarità rimovibile se ẋ (t0) = 0, e se esiste una sostituzione di
parametro ammissibile f (τ), tale che ẋ (f (τ0)) 6= 0, dove τ0 = f−1 (t0).

2. x (t0) è una singolarità essenziale se x (t) (e/o ẋ (t)) non è regolare in t0.
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Π
2 4Π

2
x

1

2

-
1

2

-1

1

y

Figura 4.36: La curva in figura è la traiettoria (4.87), per t ∈
[
t0 − 2π

ω
, t0 +

2π
ω

]
. Si notino le

orientazioni del vettore velocità, nonchè la presenza di un punto doppio per t = π e t = 2π.
(Abbiamo posto A = 1, ω = 1).
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Ad esempio, la rappresentazione dell’osservazione 313 ha in (0, 0) una singolarità rimo-
vibile.

Esempio 363 Una particella di massa m compie un moto piano lungo la traiettoria:

C : x (t) = Aω2 (t− t0)
2 i+ B sin

[
1

ω (t− t0)

]

j, t ∈ [t0 −∆, t0 +∆] (∆ > 0) (4.90)

dove ω =
√

k/m è la pulsazione (k è la costante elastica), mentre A e B sono costanti reali
positive con le dimensioni di una lunghezza.

Soluzione. Qui abbiamo:

x (t) = Aω2 (t− t0)
2 , y (t) = B sin

[
1

ω (t− t0)

]

La y (t) è una funzione non regolare in t = t0, in quanto ∄ limt→t0 f (t), dove f (t)
def
=

sin
[

1
ω(t−t0)

]

. Per dimostrare ciò iniziamo con l’osservare che la funzione non può essere

divergente, in quanto limitata tra −1 e +1. Esaminiamo dunque la distribuzione degli zeri e
dei punti di estremo relativo. Gli zeri di f (t) sono:

tk = t0 +
1

kπω
, k ∈ Z� {0} (4.91)

Alcuni zeri:

t1 = t0 +
1

πω
, t2 = t0 +

1

2πω
, ...

t−1 = t0 −
1

πω
, t−2 = t0 +

1

2πω
, ...

I punti di massimo relativo:

t′k = t0 +
2

πω (1 + 4k)
, k ∈ Z (4.92)

Enumeriamone alcuni:

t′0 = t0 +
2

πω
,

t′1 = t0 +
2

5πω

t′−1 = t0 − 2
5πω

, ...

I punti di minimo relativo:

t′′k = t0 +
2

πω (3 + 4k)
, k ∈ Z (4.93)

Enumeriamone alcuni:

t′′0 = t0 +
2

3πω
,

t′′1 = t0 +
2

7πω

t′′−1 = t0 − 2
πω

, ...

Dalle (4.91)-(4.92)-(4.93), vediamo che tali punti si addensano intorno a t0, per cui in ogni
intorno di tale punto la funzione f (t) assume tutti i valori tra −1 e +1. Più precisamente,
le successioni:

{tk}k∈Z�{0} , {t′k}k∈Z , {t′′k}k∈Z (4.94)

227



CAPITOLO 4. TEORIA DELLE CURVE

sono convergenti per |k| → +∞. Infatti:

lim
|k|→+∞

tk = lim
|k|→+∞

t′k = lim
|k|→+∞

t′′k = t0 (4.95)

Per k → +∞:

lim
k→+∞

tk = t0 ⇐⇒
(

∀Iσ (t0) = (t0 − σ, t0 + σ) , ∃nσ ∈ N | k > nσ
=⇒ tk ∈ Iσ (t0)

)

lim
k→+∞

t′k = t0 ⇐⇒ (∀Iσ (t0) , ∃n′
σ ∈ N | k > n′

σ =⇒ t′k ∈ Iσ (t0))

lim
k→+∞

t′′k = t0 ⇐⇒ (∀Iσ (t0) , ∃n′′
σ ∈ N | k > n′′

σ =⇒ t′′k ∈ Iσ (t0))

Posto n̄σ = max {nσ, n′
σ, n

′′
σ}, si ha:

∀Iσ (t0) , ∃n̄σ ∈ N | k > n̄σ =⇒ tk, t
′
k, t

′′
k ∈ Iσ (t0)

Ripetendo lo stesso procedimento per k → −∞, si perviene a:

∀Iσ (t0) , ∃ñσ ∈ N | k < −ñσ =⇒ tk, t
′
k, t

′′
k ∈ Iσ (t0)

Da ciò segue:

∀Iσ (t0) , ∃t, t′, t′′ ∈ Iσ (t0)� {t0} |
f (t) = 0
f (t′) = 1
f (t′′) = −1





=⇒ (∄l ∈ R | ∀Jε (l) , ∃Iδε (t0) | t ∈ Iδε (t0)� {t0} =⇒ f (t) ∈ Jε (l))

=⇒ ∄l ∈ R | lim
t→t0

f (t) = l

Per quanto detto in precedenza, risulta limt→t0 f (t) 6= ±∞. Ne concludiamo che f (t) è non
regolare in t0.

Osservazione 364 Alla stessa conclusione si perviene eseguendo il cambio di variabile
1

ω(t−t0) = ξ, onde f (t (ξ)) = sin ξ, e:

lim
t→t0

f (t) = lim
|ξ|→+∞

sin ξ

per cui ∄ limt→t0 f (t) poichè sin ξ è non regolare per |ξ| → +∞. Più precisamente, in ogni
intorno di +∞, la funzione sin ξ assume tutti i valori compresi tra −1 e +1. Conseguente-
mente, f (t) assume tutti i valori tra −1 e +1 in ogni intorno di t0. Osserviamo poi che sin ξ
compie infinite oscillazioni in ogni intorno di +∞ (e di −∞). Allo stesso modo, la funzione
f (t) compie infinite oscillazioni in ogni intorno Iσ (t0) = (t0 − σ, t0 + σ) di ampiezza che può
essere resa arbitrariamente piccola. L’ampiezza di tali oscillazioni non si smorza, poichè la
funzione assume tutti i valori compresi tra −1 e +1.

In fig. 4.37 riportiamo il grafico di y (t).
Mostriamo ora che la traiettoria (4.90) presenta in ogni intorno di (0, 0) infiniti punti

multipli. Iniziamo con l’osservare che il grafico della funzione x (t) è simmetrico rispetto alla
retta t− t0 = 0, quindi x (t′) = x (t′′) =⇒ t′ = t0+ δ, t

′′ = t0− δ, essendo δ > 0. Imponiamo:
t′ e t′′ zeri di y (t), onde:

t′ = t0 − 1
nπω

t′ = t0 +
1

nπω

, ∀n ∈ N� {0}
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t1t-1 t0 t'1t'-1 t''0t''1

t

-1

1

y

Figura 4.37: Andamento di y (t) = B sin
(

1
ω(t−t0)

)

in
[
t0 − π

8
, t0 +

π
8

]
. Sono posizionati alcuni

zeri, nonchè alcuni punti di min e max relativo. (Qui è B = 1). In ogni intorno di t0, la
funzione assume tutti i valori compresi tra −1 e +1, per cui non converge ad alcun limite
per t → t0. Non è possibile tracciare il grafico in un intorno di t0, poichè ivi il numero di
oscillazioni tende a +∞.
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Risulta:
x (t′) = x (t′′) , y (t′) = y (t′′) = 0

Al crescere indefinito di n, gli zeri di y (t) si addensano intorno a y (t), è ciò prova l’esistenza
di infiniti punti multipli in ogni intorno di t0. Per essere più specifici, osserviamo che:

∀δ > 0, ∃nδ ∈ N� {0} | nδ >
1

πωδ
=⇒ t′ (δ) , t′′ (δ) ∈ Iδ (t0) = (t0 − δ, t0 + δ) ,

dove:

t′ (δ) = t0 −
1

πωnδ
, t′′ (δ) = t0 +

1

πωnδ
(4.96)

In tali istanti:

x (t′ (δ)) = x (t′′ (δ)) =
A

π2n2
δ

(4.97)

y (t′ (δ)) = y (t′′ (δ)) = 0

Cioè:
x (t′ (δ)) = x (t′′ (δ)) , con t′ (δ) 6= t′′ (δ) , t′ (δ) , t′′ (δ) ∈ Iδ (t0) , ∀δ > 0

In altri termini, la funzione vettoriale x (t) non è localmente iniettiva. Ciò è in accordo
con il lemma 310, poichè la rappresentazione non è regolare. In figura 4.38 è riportato il
grafico di x (t). Da qui vediamo un comportamento simile a quello dell’esempio 361, con la
differenza che la non iniettività si verifica ∀δ > 0 arbitrariamente piccolo, quindi localmente.
Ricapitolando: gli istanti (4.96) sono zeri di y (t) , mentre la funzione x (t) assume ivi il
medesimo valore pari a A

π2n2
δ

. Esplicitiamo alcuni valori (che sono riportati nel grafico 4.38):

nδ = 1 (δ >
1

πω
) =⇒

{
t′ = t0 − 1

πω

t′′ = t0 +
1
πω

=⇒ x (t′) = x (t′′) =
A

π2
i

nδ = 2 (δ >
1

2πω
) =⇒

{
t′ = t0 − 1

2πω

t′′ = t0 +
1

2πω

=⇒ x (t′) = x (t′′) =
A

4π2
i

Siamo ora in grado di tracciare la traiettoria della particella, riportata in fig. 4.39. La
velocità della particella è:

v (t) = 2Aω2 (t− t0) i−
B

ω (t− t0)
2 cos

[
1

ω (t− t0)

]

j (4.98)

Riferiamoci all’intervallo
[
t0 − 1

πω
, t0 +

1
πω

]
. Nell’istante iniziale il vettore posizione della

particella è:

x

(

t0 −
1

πω

)

=
A

π2
i,

mentre la velocità è:

v

(

t0 −
1

πω

)

= −2Aω

π
i+ Bπ2ωj

La particella raggiunge il punto multiplo
(
A
4π2 , 0

)
nell’istante t0− 1

2πω
, quindi prosegue il pro-

prio moto verso la singolarità (0, 0). Qui l’andamento della velocità è ancora più drammatico
della posizione. Infatti, dalla (4.98) vediamo che:

ẋ (t0) = 0, ∄ lim
t→t0

ẏ (t)
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t0t0-
1

ΠΩ
t0+

1

ΠΩ
t0-

1

2 ΠΩ
t0+

1

2 ΠΩ

t

A

Π
2

A

4 Π
2

x

Figura 4.38: Andamento di x (t) = A (t− t0)
2. Sull’asse delle ascisse sono riportati gli zeri

della funzione y (t). In forza della parità, la funzione x (t) assume ivi il medesimo valore per
ogni coppia di zeri (4.96).
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Più precisamente, osserviamo che ẏ (t) è un’oscillazione sinusoidale modulata dalla funzione
− 1
ω(t−t0)2 . Pertanto, in ogni intorno di t0 la funzione ẏ (t) compie infinite oscillazioni di

ampiezza divergente. Ciò implica che in ogni intorno di t0 la ẏ (t) assume tutti i valori da
−∞ a +∞. Tale risultato contraddice la Relatività Speciale, per cui è valido solo nell’ambito
della cinematica non relativistica.

A

Π
2

A

4 Π
2

x

1

2

-
1

2

-1

1

y

Figura 4.39: Andamento della traiettoria (4.90) nell’intervallo di tempo
[
t0 − 1

πω
, t0 +

1
πω

]
.

Dalle (4.97) segue che i punti multipli sono:

Pn

(
A

π2n2
, 0

)

, n = 1, 2, ...

Sia:

Ω =

{

Pn

(
A

π2n2
, 0

)

| n ∈ N� {0}
}

⊂ C

Cioè Ω è l’insieme dei punti multipli della curva assegnata. Consideriamo l’insieme:

S = {xn | n ∈ N� {0}} ,

dove xn = A
π2n2 . Abbiamo:

x∞ = lim
n→+∞

xn = 0
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Evidentemente x∞ /∈ S. In corrispondenza, abbiamo:

P∞ = lim
n→+∞

Pn = (0, 0) /∈ Ω

Risulta:
∀Iδ (0) = (−δ, δ) , ∃xn ∈ S ∩ Iδ (0)� {x∞}

Cioè x∞ = 0 è punto di accumulazione per S: x∞ ∈ D (S). Conseguentemente, P∞ è di
accumulazione per Ω: P∞ ∈ D (Ω). Ne concludiamo che il punto singolare P∞ è di accumu-
lazione per l’insieme dei punti multipli. Dal teorema 43 segue che comunque prendiamo un
intorno di P∞, troviamo in esso infiniti punti multipli. Utilizzando un linguaggio suggestivo
ma efficace, possiamo dire che in ogni intorno di P∞ la curva è“infinitamente intrecciata”.

L’esempio appena visto è una dimostrazione del criterio:

Criterio 365 Criterio di non-regolarità
Sia Ω l’insieme dei punti multipli di una curva C : x = x (t).
∃P0 ∈ D (Ω) ∩ C =⇒ P0 è punto singolare per C

Esempio 366 Una particella compie un moto piano lungo la traiettoria:

C : x (t) = x (t) i+ y (t) j, t ∈ X = [t0 −∆, t0 +∆] (∆ > 0) (4.99)

dove:

x (t) = Aω (t− t0) , y (t) =

{

Bω (t− t0) sin
[

1
ω(t−t0)

]

, t 6= t0

0, t = t0
(4.100)

Risulta x (t) ∈ C0 (X) =⇒ C non è regolare. In particolare, la funzione y (t) risulta continua
in t0, avendosi:

lim
t→t0

y (t) = 0

Tale risultato discende dal comportamento della funzione f (t) = y(t)
Bω

= (t− t0) sin
[

1
ω(t−t0)

]

:

∣
∣
∣
∣
(t− t0) sin

[
1

ω (t− t0)

]∣
∣
∣
∣
≤ |t− t0|

Cioè:

− (t− t0) ≤ (t− t0) sin

[
1

ω (t− t0)

]

≤ (t− t0) ,

per cui applicando il teorema dei carabinieri:

lim
t→t0

f (t) = 0

Notiamo che la derivata df(t)
dt

non è regolare in t0. Il rapporto incrementale è:

f (t)− f (t0)

t− t0
= sin

[
1

ω (t− t0)

]

(4.101)

Per quanto visto nell’esempio 363, tale funzione è non regolare in t0, per cui ∄ limt→t0
f(t)−f(t0)

t−t0 .
Più precisamente, per t→ t0 il rapporto incrementale (4.101) oscilla indefinitamente tra −1
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e +1. Ricordiamo che (4.101) è il coefficiente angolare della retta secante passante per i
punti (t0, 0), (t, f (t)). Ne consegue che - per t → t0 - la retta secante non tende ad alcu-
na posizione limite, ma oscilla indefinitamente tra rette t − t0 e (t− t0), e quindi il grafico
di f (t) è privo di retta tangente nel punto (t0, 0). Ciò ha delle conseguenze cinematiche,
giacchè il rapporto incrementale della funzione y (t) è:

y (t)− y (t0)

t− t0
= Bω sin

[
1

ω (t− t0)

]

Quindi ∄ẏ (t0) =
(
dy
dt

)

t0
= limt→t0

y(t)−y(t0)
t−t0 . La componente secondo l’asse y della velocità

oscilla (per t → t0) tra −Bω e +Bω. In fig. 4.40 è riportato il grafico di y (t).Eliminando

t1t0 t'1t'-1 t''0t''1

t

y

Figura 4.40: Andamento della funzione y (t) espressa dalla seconda delle (4.100). Il grafico
compie infinite oscillazioni intorno al punto t0 = 0, che si smorzano per t→ t0.

il parametro t nelle (4.100), otteniamo l’equazione cartesiana della traiettoria:

y = βx sin
A

x
,

dove β = B
A
è un coefficiente adimensionale. L’andamento è riportato in fig.4.41
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x

y

Figura 4.41: Traiettoria della particella nell’intervallo di tempo [t0 −∆, t0 +∆].

Esempio 367 Una particella compie un moto piano lungo la traiettoria:

C : x (t) = x (t) i+ y (t) j, t ∈ R (4.102)

dove:

x (t) =

{

−A
(
t−t0
τ

)4
, t ≤ t0

A
(
t−t0
τ

)4
, t > t0

y (t) = B

(
t− t0
τ

)2

,

essendo t0 un istante di tempo assegnato; τ > 0 una grandezza con le dimensioni di un
tempo (“costante di tempo” del sistema), A e B due costanti positive con le dimensioni di
una lunghezza. Determinare gli eventuali punti singolari di C.

Soluzione. Calcoliamo la derivata del vettore posizione x (t):

ẋ (t) = ẋ (t) i+ ẏ (t) j

Risulta:

ẋ (t) =

{

−4A
τ

(
t−t0
τ

)3
, t ≤ t0

4A
τ

(
t−t0
τ

)3
, t > t0

ẏ (t) = 2B
t− t0
τ

Da ciò segue che x (t) ∈ C1 (R); tuttavia ẋ (t0) = 0, per cui nel punto (0, 0) potrebbe esserci
una singolarità. Per stabilire la natura di tale punto, scriviamo l’equazione cartesiana della
traiettoria. A tale scopo, eliminiamo il parametro t dalle equazioni parametriche.

|x (t)| = A

(
t− t0
τ

)4

, ∀t ∈ R
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Cioè:
(
t− t0
τ

)4

=
|x|
A

=⇒
(
t− t0
τ

)2

=

√

|x|
A

Quindi l’equazione cartesiana della traiettoria:

y = β
√

|x|, (4.103)

essendo β = B√
A
. Pertanto la traiettoria è il diagramma cartesiano della funzione:

f (x) =

{
β
√
x, x ≥ 0

β
√−x, x < 0

La cui derivata è:

f ′ (x) =

{
β

2
√
x
, x > 0

β
2
√−x , x < 0

La funzione f (x) non è derivabile in x = 0, avendosi:

lim
x→0+

f ′ (x) = +∞

lim
x→0−

f ′ (x) = −β
2

lim
x→0−

1√−x =
ξ=−x

−β
2

lim
ξ→0+

1√
ξ
= −∞

Da ciò segue che la traiettoria presenta una cuspide in (0, 0). In fig. 4.42 è riportata
la traiettoria assieme al vettore velocità. Nel punto (0, 0) - corrispondente all’istante t0 - la
velocità si annulla. Più precisamente, in tale punto il vettore velocità subisce un cambiamento
istantaneo di verso, conservando la propria direzione. Per tale ragione, le cuspidi sono
denominate “punti di regresso”.

Esempio 368 Una particella compie un moto piano lungo la traiettoria:

C : x (t) = x (t) i+ y (t) j, t ∈ R (4.104)

dove:

x (t) =

{

Ae
τ

t−t0 , t < t0
0, t ≥ t0

(4.105)

y (t) =

{
0, t ≤ t0

Ae
− τ

t−t0 , t > t0
,

essendo t0 un istante di tempo assegnato; 0< τ < 2t0 una grandezza con le dimensioni di un
tempo (“costante di tempo” del sistema), A e B due costanti positive con le dimensioni di
una lunghezza. Determinare gli eventuali punti singolari di C.

Soluzione. Grafichiamo innanzitutto le funzioni x (t) e y (t). A tale scopo denotiamo
rispettivamente con Γx e Γy i diagrammi cartesiani di x (t) e y (t).

Intersezione con gli assi e segno di x (t).
Abbiamo:

x (0) = Ae
− τ

t0 =⇒
(

0, Ae
− τ

t0

)

intersezione con l’asse delle ordinate

∄t ∈ (−∞, t0) | x (t) = 0

∀t ∈ (−∞, t0) , x (t) > 0
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x

y

Figura 4.42: Andamento della traiettoria (4.102)
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Comportamento agli estremi.

lim
t→t−0

x (t) = Ae−∞ = 0+, lim
t→t+0

x (t) = 0

)

=⇒ lim
t→t0

x (t) = 0

Quindi t0 è un punto di discontinuità eliminabile. Definendo x (t0) = 0, segue che la funzione
x (t) risulta continua in R.

lim
t→−∞

x (t) = Ae
τ

−∞ = Ae0
−

= A · 1− = A−

Pertanto la retta x− A = 0 è asintoto orizzontale a sinistra per Γx.
Studio della derivata prima.

ẋ (t) =

{

−A τ
(t−t0)2 e

τ
t−t0 , t < t0

0, t ≥ t0
(4.106)

Risulta ∀t ∈ (−∞, t0) , ẋ (t) < 0, per cui x (t) è ivi strettamente decrescente.

lim
t→t−0

ẋ (t) = −Aτλ,

dove:

λ = lim
t→t−0

e
τ

t−t0

(t− t0)
2

Eseguiamo il cambio di variabile ξ = τ
t−t0 , onde:

λ =
1

τ 2
lim

ξ→−∞

ξ2

e−ξ
= 0−

Perciò:
lim
t→t−0

ẋ (t) = 0−

Tale comportamento implica che Γx “arriva” in (t0, 0) con tangente orizzontale. In altri
termini, all’istante t0 si annulla la componente x della velocità.

Studio della derivata seconda.

ẍ (t) =

{

A τe
τ

t−t0

(t−t0)4 [2 (t− t0) + τ ] , t < t0
0, t ≥ t0

ẍ (t) > 0 ⇐⇒ t ∈ (tf , t0) (4.107)

ẍ (t) < 0 ⇐⇒ t ∈ (−∞, tf )

dove tf = t0− τ
2
> 0. Dalle (4.107) segue che Γx è concavo in (tf , t0), convesso in (−∞, tf ),

onde tf è punto di flesso. Il flesso è F
(
tf ,

A
e2

)
. All’istante tf si annulla la componente x

dell’accelerazione. L’andamento di Γx è riportato in fig. 4.43.
Segno di y (t).
Abbiamo:

∀t ∈ (t0,+∞) , y (t) > 0
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t0t f
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Ae
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Τ

t0

x

F

Figura 4.43: Diagramma cartesiano della funzione x (t) (4.105))

Comportamento agli estremi.

lim
t→t+0

y (t) = Ae−∞ = 0+, lim
t→t−0

y (t) = 0

)

=⇒ lim
t→t0

y (t) = 0

Quindi t0 è un punto di discontinuità eliminabile. Definendo y (t0) = 0, segue che la funzione
y (t) risulta continua in R.

lim
t→+∞

y (t) = Ae−
τ

+∞ = Ae−0+ = Ae0
−

= A · 1− = A−

Pertanto la retta x− A = 0 è asintoto orizzontale a destra per Γy.
Studio della derivata prima.

ẏ (t) =

{

0, t ≤ t0
A τ

(t−t0)2 e
− τ

t−t0 , , t > t0

Risulta ∀t ∈ (t0,+∞) , ẏ (t) > 0, per cui y (t) è ivi strettamente crescente.

lim
t→t+0

ẏ (t) = Aτλ,

dove:

λ = lim
t→t+0

e
− τ

t−t0

(t− t0)
2

Eseguiamo il cambio di variabile ξ = τ
t−t0 , onde:

λ =
1

τ 2
lim

ξ→+∞

ξ2

eξ
= 0+
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Perciò:
lim
t→t−0

ẏ (t) = 0+

Tale comportamento implica che Γy “parte” da (t0, 0) con tangente orizzontale. In altri
termini, all’istante t0 si annulla la componente y della velocità.

Studio della derivata seconda.

ÿ (t) =

{
0, t ≤ t0

A τe
τ

t−t0

(t−t0)4 [2 (t− t0) + τ ] , t > t0
(4.108)

ÿ (t) > 0 ⇐⇒ t ∈
(
t0, t

′
f

)
(4.109)

ÿ (t) < 0 ⇐⇒ t ∈
(
t′f ,+∞

)

dove tf = t0+
τ
2
> t0. Dalle (4.107) segue che Γy è concavo in

(
t0, t

′
f

)
, convesso in

(
t′f ,+∞

)
,

onde t′f è punto di flesso. Il flesso è F ′ (t′f ,
A
e2

)
. All’istante t′f si annulla la componente y

dell’accelerazione. L’andamento di Γx è riportato in fig. 4.44. in fig. 4.45 riportiamo

t0 t f '
t

A

x

F ¢

Figura 4.44: Diagramma cartesiano della funzione y (t) (4.105))

l’andamento di Γx e Γy.Dalle (4.106)-(4.108) segue che ẋ (t0) = 0, onde (0, 0) è punto
singolare per C. Mostriamo che si tratta di un punto angoloso. Al tempo t = −∞ la posizione
della particella è (A, 0). Al crescere del parametro t, l’ascissa diminuisce mentre l’ordinata
y è identicamente nulla, fino all’istante t0. In tale istante, la x si annulla identicamente,
mentre la y inizia una salita esponenziale fino a raggiungere asintoticamente il valore A.
Quindi a t = +∞ la particella occupa la posizione (0, A). Ne concludiamo che C = X ∪ Y ,
dove:

X = {(x, y) ∈ R | A ≥ x ≥ 0, y = 0}
Y = {(x, y) ∈ R | x = 0, 0 ≤ y ≤ A}

240



CAPITOLO 4. TEORIA DELLE CURVE

t0t f t f '
t

A

F

x=xHt L y=yHt L

F ¢

Figura 4.45: Diagramma cartesiano delle funzioni x (t) e y (t) (4.105))

Cioè la traiettoria è l’unione del segmento dell’asse x di estremi 0 e A, e del segmento
dell’asse y di estremi 0 e A. Quindi (0, 0) è un punto angoloso. La traiettoria è riportata in
fig. 4.46. Si noti che la particella impiega un tempo infinito per percorrere C.

4.6 Esercizi

Esercizio 369 Assegnata la rappresentazione parametrica di base X = [−2π, 2π]:

x (t) = (1 + cos t) i+ sin tj+ 2 sin
t

2
k,

verificare che x (t) è regolare. Verificare poi che la curva regolare C = [x (t)] è l’intersezione
della sfera di raggio R = 2 centrata nell’origine con il cilindro (x− 1)2 + y2 = 1.

Soluzione.

x′ (t) = (1 + sin t) i+ cos tj+ cos
t

2
k

Cioè:

x′ (t) = 1 + sin t, y′ (t) = cos t, z′ (t) = cos
t

2
,

onde:
x′ (t)2 + y′ (t)2 + z′ (t)2 6= 0 =⇒ x′ (t) 6= 0

Essendo poi x (t) ∈ C∞ (X), segue che x (t) è regolare.
Ora sostituiamo le:

x (t) = 1 + cos t, y (t) = sin t, z (t) = 2 sin
t

2
(4.110)
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Figura 4.46: Traiettoria 4.104

nell’equazione x2 + y2 + z2 = 4:

1 + 2 cos t+ cos2 t+ sin2 t+ 4 sin2 t

2

= 2 + 2

(

1− 2 sin2 t

2

)

+ 4 sin
t

2
= 4

Cioè:
x (t)2 + y (t)2 + z (t)2 = 4,

per cui C giace sulla sfera x2 + y2 + z2 = 4. Procediamo in modo analogo per il cilindro:

[
x (t)2 − 1

]2
+ y (t)2 = cos2 t+ sin2 t = 1

Alternativamente si risolve il sistema:
{

x2 + y2 + z2 = 4

(x− 1)2 + y2 = 1
,

ottenendo:
2x+ z2 = 4,

che l’equazione cartesiana della curva assegnata. Infatti, sostituendo le (4.110):

2x2 + z2 = 2 + 2

(

1− 2 sin2 t

2

)

+ 4 sin
t

2
= 4
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Esercizio 370 Consideriamo la curva piana di equazione polare2:

r = 2 sinϕ tanϕ, ϕ ∈ X =
(

−π
2
,
π

2

)

Determinare una rappresentazione parametrica di tale curva.
Soluzione. Scriviamo le equazioni di passaggio dalle coordinate polari alle coordinate

cartesiane nel piano.
x = r cosϕ, y = r sinϕ

Quindi:

x

cosϕ
= 2 sinϕ

sinϕ

cosϕ
= 2 sin2 ϕ

y = 2 sinϕ
sinϕ

cosϕ
sinϕ = 2 sin2 ϕ tanϕ

Abbiamo quindi ottenuto le equazioni parametriche:

{
x = 2 sin2 ϕ

y = 2 sin2 ϕ tanϕ

Perciò la rappresentazione parametrica richiesta è:

x (ϕ) = 2 sin2 ϕi+ 2 sin2 ϕ tanϕj

La derivata prima è:

x′ (ϕ) = 2 sin 2ϕi+ 2
(
sin 2ϕ tanϕ+ tan2 ϕ

)
j

La rappresentazione parametrica non è regolare in X, poichè x′ (0) = 0.

Esercizio 371 Trovare una rappresentazione parametrica della curva intersezione del cilin-
dro circolare retto Σ : x2 + y2 = a2 con il piano α : x+ y + z = 1.

Soluzione. Scriviamo:

x = a cosϕ, y = a sinϕ, per ϕ ∈ X = [0, 2π]

Quindi
z = 1− x− y = 1− a (cosϕ+ sinϕ)

Abbiamo cos̀ı ottenuto la rappresentazione parametrica di C = Σ ∩ α:

x (ϕ) = a cosϕi+ a sinϕj+ [1− a (cosϕ+ sinϕ)]k,

che è manifestamente regolare.

Esercizio 372 Consideriamo la rappresentazione parametrica regolare di base X = [0, 1]:

x (t) = ti+ t2j+ t3k

2Tale curva è denominata cissoide di Diocle.
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Verificare che la sostituzione:

f (τ) =
τ 2

τ 2 + 1
, τ ∈ Y = (0,+∞) (4.111)

è una sostituzione di parametro ammissibile.
Soluzione. Calcoliamo la derivata prima:

f ′ (τ) =
2τ (τ 2 + 1)− 2τ 3

(τ 2 + 1)2

=
2τ

(τ 2 + 1)2

Risulta:
f ′ (τ) > 0, ∀τ ∈ Y

Manifestamente f ∈ C1 (Y ). Ne concludiamo che la (4.111) è una sostituzione di parametro
ammissibile.

x∗ (τ) =
τ 2

τ 2 + 1
i+

τ 4

(τ 2 + 1)2
j+

τ 6

(τ 2 + 1)6
k

x (f (τ)) = x∗ (τ)

Inoltre:
f (Y ) = [0, 1] = X,

giacchè:
f (0) = 0 e lim

τ→+∞
f (τ) = 1

Quindi x (t) ∼ x∗ (τ).
L’inversa della f (τ) è:

f−1 (t) =

√

t

1− t
, t ∈ [0, 1)

La derivata prima:

f−1 (t) =
1

f ′ (τ)|τ=f−1(t)

=
1

2 (1− t)2

√

1− t

t
,

per cui f−1 (t) è una sostituzione di parametro ammissibile in X ′ = (0, 1).

Esercizio 373 Assegnata la rappresentazione parametrica regolare di base X = [−π, π]:

x (ϕ) = R (cosϕi+ sinϕj) ,

eseguire la sostituzione di parametro ϕ→ t = tan ϕ
4
.

Soluzione. Dalle formule di bisezione:

cos2
ϕ

2
=

1 + cosϕ

2
,

da cui:
cosϕ = 2 cos2

ϕ

2
− 1, (4.112)
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quindi:

cos
ϕ

2
= 2 cos2

ϕ

4
− 1 (4.113)

Sostituendo la (4.113) nella (4.112), otteniamo:

cosϕ = 8 cos4
ϕ

4
− 8 cos2

ϕ

2
+ 1 (4.114)

Rammentiamo la relazione notevole:

cos2 x =
1

1 + tan2 x

Perciò:

cos2
ϕ

4
=

1

1 + t2
, cos4

ϕ

4
=

1

(1 + t2)2
,

che sostituita nella (4.114):

cosϕ =
t4 − 6t2 + 1

(1 + t2)2
(4.115)

Per il seno:

sinϕ =

√

1−
[
t4 − 6t2 + 1

(1 + t2)2

]2

(4.116)

=
4t (t2 − 1)

(1 + t2)2

Abbiamo cos̀ı ottenuto la rappresentazione parametrica in funzione del parametro t:

x (t) = R

[
t4 − 6t2 + 1

(1 + t2)2
i+

4t (t2 − 1)

(1 + t2)2
j

]

(4.117)
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Capitolo 5

Misura degli insiemi limitati

5.0.1 Misura di un intervallo chiuso in Rn

Definizione 374 Assegnati i punti A (a1, a2, ..., an) ∈ Rn, B (b1, b2, ..., bn) ∈ Rn tali che
ak < bk (k = 1, 2, ..., n), dicesi intervallo chiuso di estremi A,B, l’insieme di punti:

R = {(x1, x2, ..., xn) ∈ Rn | ak ≤ xk ≤ bk (k = 1, 2, ..., n)} (5.1)

= [a1, b1]× [a2, b2]× ...× [an, bn]

Osservazione 375 ak = bk =⇒ R = {A} = {B}, cioè l’insieme (5.1) si riduce a un punto.
In questa sezione consideriamo ak < bk in modo da escludere tale caso banale.

Per n = 1, R è il segmento di estremi A (a1), B (b1), cioè R = [a1, b1]; per n = 2 è il
rettangolo [a1, b1]× [a2, b2] (fig: 5.1); per n = 3 è il parallerepipedo

[a1, b1] × [a2, b2] × [a3, b3]. Nel caso n = 2 la misura di R, i.e la sua area, è misR =

x

y

a1 b1

a2

b2

Figura 5.1: L’insieme 5.1 nel caso n = 2.

(b1 − a1) (b2 − a2). Tale espressione si generalizza immediatamente a ogni n:

misR =
n∏

k=1

(bk − ak) , ∀n ∈ N� {0} (5.2)
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Senza perdita di generalità, consideriamo il caso n = 2. Per semplicità di notazione,
scriviamo:

R = [a, b]× [c, d] ,

cioè l’intervallo chiuso di estremi A (a, c) , B (b, d). Eseguiamo una decomposizione di [a, b].
Precisamente, presi p+ 1 punti (p ∈ N� {0, 1}):

a = x0 < x1 < ... < xp−1 < xp = b,

risulta:

[a, b] =

p−1
⋃

h=0

[xh, xh+1]

(xh, xh+1) ∩ [xh′ , xh′+1] = ∅, ∀h, h′ ∈ Nx, h 6= h′

dove Nx
def
= {0, 1, ..., p− 1}. Indichiamo con δx,h = xh+1 − xh > 0 l’ampiezza dell’h-esimo

intervallo [xh, xh+1]. Il numero reale positivo:

∆x = max {δx,k}k∈Nx

è l’ampiezza della decomposizione. Denotiamo tale decomposizione con il simboloDx ([a, b] ,∆x)
come illustrato in fig. 5.2.Eseguiamo ora una decomposizione dell’intervallo [c, d] dell’asse y.

x

a=x0
b=xpxh-1x1 x2 x3 x4

Figura 5.2: Decomposizione D ([a, b] ,∆x).

Precisamente:
c = y0 < y1 < y2 < ... < yq−1 < yq = d

Quindi:

[c, d] =

q−1
⋃

h=0

[xk, xk+1]

(xk, xk+1) ∩ [xk′ , xk′+1] = ∅, ∀k, k′ ∈ Ny, k 6= k′

dove Ny
def
= {0, 1, ..., q − 1}. Posto δy,h = yk+1 − yk, l’ampiezza della partizione è ∆y =

max {δy,k}k∈Ny
. Denotiamo la decomposizione con il simbolo Dy ([a, b] ,∆y).

Eseguite le decomposizioni Dx ([a, b] ,∆x), Dy ([a, b] ,∆y), restano univocamente definiti
gli intervalli chiusi di R2, ciascuno dei quali è denominato intervallo parziale:

Rhk = [xh, xh+1]× [yk, yk+1] , (h, k) ∈ Nx ×Ny

Risulta:

R =

p−1
⋃

h=0

q−1
⋃

k=0

Rhk (5.3)

R̊hk ∩ R̊h′k′ = ∅, ∀ (h, k) 6= (h′, k′)
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x

y

a=x0

y1

c=y0

y2

y3

d=y4

x1 x2 x3 x4 x5 x6 b=x7

R01

R02

R03

R04

R11

R12

R13

R14

Figura 5.3: Decomposizione coordinata dell’intervallo chiuso R.

Le (5.3) rappresentano una decomposizione coordinata dell’intervallo chiuso R e la in-
dichiamo con D (R,∆x,∆y) (fig. 5.3). È chiaro che ∀P ∈ R, ∃ (h, k) ∈ Nx × Ny | P ∈
Rhk.Dalla

misRhk = (xh+1 − xh) (yk+1 − yk) ,

segue

misR =

p−1
∑

h=0

q−1
∑

k=0

misRhk

Tali conclusioni si generalizzano immediatamente a Rn, ∀n ∈ N� {0}. Nel caso generale,
l’intervallo chiuso R è:

R = [a1, b1]× [a2, b2]× ...× [an, bn]

Si tratta dunque di eseguire una decomposizione dei singoli intervalli componenti. Precisa-
mente:

Dxi ([ai, bi] ,∆xi) , i = 1, 2, ..., n

Risulta, con ovvio significato dei simboli:

[ai, bi] =

pi−1
⋃

hi=0

[
xhi , xhi+1

]

Quindi poniamo:

Rh1h2...hn =
[
xh1 , xh1+1

]
×
[
xh2 , xh2+1

]
× ...×

[
xhn , xhn+1

]
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Ciò implica:

R =

p1−1
⋃

h1=0

p2−1
⋃

h2=0

...

pn−1
⋃

hn=0

Rh1h2...hn

R̊h1h2...hn ∩ R̊h′1h
′
2...h

′
n
= ∅, hi 6= h′i (i = 1, 2, ..., n)

ovvero una decomposizione coordinata D (R,∆x1 , ...,∆xn) dell’intervallo R di Rn. La misura
di R è:

misR =

p1−1
∑

h1=0

p2−1
∑

h2=0

...

pn−1
∑

hn=0

misRh1h2...hn ,

essendo:

misRh1h2...hn =
n∏

i=1

(xhi+1 − xhi)

5.0.2 Misura di un insieme limitato secondo Jordan

Sia A un insieme limitato di R2. Indichiamo con R un qualunque intervallo chiuso contenente
A. Eseguita una decomposizione coordinata D (R,∆x,∆y) di R si ha:

A ⊂ R =⇒ ∃Rhk | Rhk ∩ A 6= ∅

In altri termini, comunque eseguiamo una decomposizione coordinata di R necessariamente
esistono intervalli parziali contenenti punti di A, come illustrato in fig. 5.4 .Indichiamo con

x

y

a=x0

y1

c=y0

y2

y3

d=y4

x1 x2 x3 x4 x5 x6 b=x7

R01

R02

R03

R04

R11

R12

R13

R14

�

Figura 5.4: Intervalli del tipo R′′
i .
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E ′′ l’insieme di tali intervalli parziali:

E ′′ = {Rhk | Rhk ∩ A 6= ∅} ⊆ R (5.4)

Per quanto detto è E ′′ 6= ∅, onde in (5.4) è h = hmim, ..., hmax, k = kmin, ..., kmax. Per non
appesantire la notazione indichiamo con R′′

i gli elementi dell’insieme E ′′, per cui:

E ′′ = {R′′
1, R

′′
2, ..., R

′′
n} , n ≥ 1

Consideriamo ora il sottoinsieme E ′ ⊆ E ′′ tale che:

E ′ =
{

R′
i | R′

i ⊆ Å
}

, i ∈ {1, 2, ...,m} (5.5)

Cioè, gli elementi di E ′′ sono tutti e soli gli intervalli parziali costituiti da punti interni di
A. A differenza di E ′′ che è sempre non vuoto, può verificarsi E ′ = ∅. Nell’esempio di fig.
5.5, E ′ è composto da 5 elementi. Anche qui per non appesantire la notazione, indichiamo

x

y

a=x0

y1

c=y0

y2

y3

d=y4

x1 x2 x3 x4 x5 x6 b=x7

R01

R02

R03

R04

R11

R12

R13

R14

�

Figura 5.5: Intervalli parziali del tipo R′
j.

con R′
j gli elementi di E ′:

E ′ = {R′
1, R

′
2, ..., R

′
m} , m ≥ 1 (5.6)

risultando:
E ′ = ∅ ⇐⇒ R′

j = ∅
Evidentemente:

m⋃

j=1

R′
j ⊆ A ⊆

n⋃

i=1

R′′
i (5.7)
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Poniamo:

S ′′ =
n∑

i=1

misR′′
i , S

′ =
m∑

j=1

misR′
j (5.8)

La (5.7) implica S ′′ > S ′.

Osservazione 376 E ′ = ∅ =⇒ S ′ =
n∑

j=1

mis∅ = 0, poichè è per definizione mis∅ = 0.

Per quanto riguarda la misura di A, ci aspettiamo che essa soddisfi la doppia disugua-
glianza:

S ′ ≤ misA ≤ S ′′ (5.9)

Notiamo che le somme (5.8) dipendono da D (R,∆x,∆y). Indichiamo allora con {S ′′}D e
{S ′}D, gli insieme dei valori assunti da S ′′, S ′ al variare della decomposizione. Poniamo:

σ′ = inf {S ′}D , σ′′ = inf {S ′′}D
Risulta σ′, σ′′ ≥ 0. σ′ è la misura interna di A e si indica con misiA, mentre σ′′ è la misura
esterna di A e si indica con miseA. Senza perdita di generalità, consideriamo decomposizioni
con ∆x = ∆y ≡ ∆. Osserviamo dunque che S ′ e S ′′ dipendono univocamente da D, ma non
univocamente da ∆, poichè per un assegnato valore di ∆, esistono infinite decomposizioni
con la stessa ampiezza. In altri termini, le

S ′ : (0,+∞) −→ [0,+∞)
∆−→S′(∆)

S ′′ : (0,+∞) −→ [0,+∞)
∆−→S′′(∆)

sono funzioni a infiniti valori. Tuttavia, nulla ci impedisce di studiare il comportamento
di tali funzioni per ∆ → 0. Invero, sussistono i seguenti teoremi, di cui omettiamo la
dimostrazione:

Teorema 377
σ′ = lim

∆→0
S ′ (∆) , σ′′ = lim

∆→0
S ′′ (∆)

Teorema 378
∀A limitato, miseA = misiA+mise∂A (5.10)

Teorema 379 σ′ = misiA, σ
′′ = miseA sono indipendenti da R .

Definizione 380
A è misurabile ⇐⇒ miseA = misiA

Se A è misurabile, si pone misA = misiA = miseA. Dalla (5.10) discende il corollario:

Corollario 381
A è misurabile ⇐⇒ mise∂A = 0
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Proposizione 382 Sia A misurabile

misA =

{
> 0, se Å 6= ∅
= 0, se Å = ∅ (5.11)

Dimostrazione. Per ipotesi A è misurabile, donde:

misA = misiA = miseA

D’altro canto:
misiA = σ′ = inf {S ′}D ,

essendo S ′ =
m∑

j=1

misR′
j , con R

′
j ⊂ Å, per cui:

Å 6= ∅ =⇒ ∃D (R,∆) | E ′ 6= ∅
=⇒ S ′ > 0 =⇒ inf {S ′}D > 0,

donde la seconda delle (5.11). Viceversa:

Å = ∅ =⇒ ∀D (R,∆) , E ′ = ∅
=⇒ ∀D (R,∆) , S ′ = 0 =⇒ {S ′}D = {0} , inf {S ′}D = inf {0} = 0

Corollario 383 Se A è un insieme limitato, si ha:

misiA =

{
> 0, se Å 6= ∅
= 0, se Å = ∅ (5.12)

Esempio 384 Assegnato l’intervallo chiuso R = [a, b] × [c, d], sia A il sottoinsieme di R i
cui punti hanno coordinate razionali. Quindi:

A = {(x, y) ∈ R | x ∈ Q ∩ [a, b] , y ∈ Q ∩ [c, d]}

Eseguiamo una decomposizione coordinata:

D (R,∆))







R =

p−1
⋃

h=0

q−1
⋃

k=0

Rhk

R̊hk ∩ R̊h′k′ = ∅, ∀ (h, k) 6= (h′.k′)

Senza perdita di generalità supponiamo che i singoli intervalli [xh, xh+1], [yk, yk+1] siano di
ampiezza uguale, cosicchè ∆ = xh+1 − xh = yk+1 − yk. Osserviamo che preso ad arbitrio
ε > 0, risulta:

∀∆ ∈ (0, ε) , ∃r
s
∈ Q | 0 < r

s
< ∆

onde:

∃x ∈ Q | x =

{
xh +

r
s
, se xh ∈ Q

[xh] +
r
s
, se xh ∈ R�Q
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Da ciò segue che:
∀D (R,∆) , ∃x ∈ Q ∩ [xh, xh+1]

In maniera analoga per y. In definitiva:

∀D (R,∆) , ∃ (x, y) ∈ A ∩Rhk

Ciò implica E ′′ = {Rhk}h,k∈Nx,Ny
. In altri termini, ogni intervallo parziale Rhk è un elemento

di E ′′. Pertanto:

S ′′ =
p−1
∑

h=0

q−1
∑

k=0

misRhk = misR

= (b− a) (d− c)

La misura esterna è:
σ′′ = lim

∆→0
S ′′ (∆) = (b− a) (d− c)

Cioè:
miseA = misR

Per la misura interna, osserviamo che:

∀Rhk, ∃ (x, y) ∈ Rhk | x ∈ R�Q, y ∈ R�Q

=⇒ ∀Rhk, Rhk * Å =⇒ E ′ = ∅ =⇒ misiA = 0

Ne concludiamo che A è un insieme non misurabile. Precisamente, è di misura esterna non
nulla e di misura interna nulla. Alla stessa conclusione si perviene applicando il corollario
383. Iniziamo con il provare che A è privo di punti interni. Ricordiamo che

P0 è interno ⇐⇒ ∃Cδ (P0, δ) | Cδ (P0, δ) ∩ A ⊆ A,

essendo Cδ (P0, δ) = (x− x0)
2 + (y − y0)

2 ≤ δ2, cioè un dominio circolare centrato in P0 e
di raggio δ.

P0 (x0, y0) ∈ A =⇒ x0 =
m

n
, y0 =

r

s
, con m,n, r, s ∈ N, r, s 6= 0

È evidente che:
∄δ > 0 | Cδ (P0, δ) ∩ A ⊆ A

In altri termini Å = ∅ =⇒ misiA = 0.

Prima di illustrare un secondo esempio, elenchiamo alcune proprietà notevoli della misura.

1. A e B misurabili con A ⊆ B =⇒ misA ≤ misB

2. Se A1, A2, ..., An sono misurabili, allora l’insieme
n⋃

k=1

Ak è misurabile, risultando:

mis
n⋃

k=1

Ak ≤
n∑

k=1

misAk (5.13)

Tale relazione esprime la proprietà di isotonia.
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3. A1, A2, ..., An misurabili e tali che:

∀k = k′, Åk ∩ Åk′ 6= ∅ =⇒ mis

n⋃

k=1

Ak =
n∑

k=1

misAk (5.14)

Tale relazione esprime la proprietà additiva della misura.

Esempio 385 Sia f : [a, b] −→ R, e ivi continua e non negativa. Proponiamoci di verificare
la misurabilità dell’insieme di punti di R2:

Rf =
{
(x, y) ∈ R2 | a ≤ x ≤ b, 0 ≤ y ≤ f (x)

}
(5.15)

Come è noto, l’insieme limitato (5.15) è il rettangoloide relativo a f (x) e di base [a, b]. Tale
insieme è misurabile se e solo se mise∂Rf = 0. Iniziamo con l’osservare che:

∂Rf= [a, b] ∪R1 ∪R2 ∪ Γf

essendo:

R1 =
{
(x, y) ∈ R2 | x = a, 0 ≤ y ≤ f (a)

}

R2 =
{
(x, y) ∈ R2 | x = b, 0 ≤ y ≤ f (b)

}
,

mentre Γf è il grafico di f (x), cioè l’insieme limitato:

Γf =
{
(x, y) ∈ R2 | a ≤ x ≤ b, y = f (x)

}

Inoltre, [a, b], R1, R2 e Γf , sono a due a due privi di punti interni comuni, onde per la
(5.14):

mise∂Rf = mise [a, b] +miseR1 +miseR2 +miseΓf

Stiamo considerando la misura in R2, per cui mise [a, b] = miseR1 = miseR2 = 0. Quindi:

mise∂Rf = miseΓf

Per determinare miseΓf eseguiamo la decomposizione:

D ([a, b] ,∆))







[a, b] =
n−1⋃

k=0

[xk, xk+1]

(xk, xk+1) ∩ (xk′ , xk′+1) = ∅, k ∈ N = {0, 1, ...n− 1}� {k′}
(5.16)

La funzione f è continua in ogni intervallo chiuso e limitato [xk, xk+1], per cui è ivi dotata
di estremi assoluti. Poniamo dunque:

mk = min
[xk,xk+1]

f , Mk = max
[xk,xk+1]

f

Consideriamo i rettangoli:

rk = [xk, xk+1]× [0,mk]

r′k = [xk, xk+1]× [mk,Mk] ,
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x

y

a=x0 x1

m0

M0

x2 x
 x� x� b=x6

Figura 5.6: Costruzione dei rettangoli rk e r′k.

eventualmente degeneri, ossia ridotti a un segmento parallelo all’asse x e di lunghezza ∆.
Precisamente, rk è degenere se e solo se mk = 0, mentre r′k è degenere se e solo se Mk = mk.
Dalla fig. 5.6 vediamo che

Γf ⊂
n−1⋃

k=0

r′k

Per le proprietà della misura viste in precedenza, si ha:

miseΓf ≤ mis

n−1⋃

k=0

r′k

Osservando che ∀k 6= k′, r̊′k ∩ r̊′k′ = ∅, per la (5.13):

mis
n−1⋃

k=0

r′k =
n−1∑

k=0

miser
′
k

Sussiste dunque la seguente doppia disuguaglianza:

0 ≤ miseΓf ≤
n−1∑

k=0

miser
′
k (5.17)

=
n−1∑

k=0

(xk+1 − xk) (Mk −mk)

=
n−1∑

k=0

Mk (xk+1 − xk)−
n−1∑

k=0

mk (xk+1 − xk)
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La (5.17) è valida per ogni decomposizione D ([a, b] ,∆), cioè per ogni ∆. Eseguiamo nella
(5.17) il limite per ∆ → 0:

0 ≤ lim
∆→0

miseΓf ≤ lim
∆→0

n−1∑

k=0

Mk (xk+1 − xk)− lim
∆→0

n−1∑

k=0

mk (xk+1 − xk) (5.18)

miseΓ è manifestamente indipendente da ∆, mentre
n−1∑

k=0

Mk (xk+1 − xk) e
n−1∑

k=0

mk (xk+1 − xk)

sono due somme integrali relative alla funzione f , onde:

lim
∆→0

n−1∑

k=0

Mk (xk+1 − xk) = lim
∆→0

n−1∑

k=0

mk (xk+1 − xk)

=

b∫

a

f (x) dx

Sostituendo nella doppia disuguaglianza (5.18):

0 ≤ miseΓf ≤ 0 ⇐⇒ miseΓf

Ne concludiamo che mise∂Rf = 0, per cui Rf è misurabile. Per ricavare misRf , osserviamo
che:

n−1⋃

k=0

rk ⊆ Rf ⊆
n−1⋃

k=0

(rk ∪ r′k)

Per la (5.13) si ha:

n−1∑

k=0

mk (xk+1 − xk) ≤ misRf ≤
n−1∑

k=0

Mk (xk+1 − xk)

Eseguendo il limite per ∆ → 0:

b∫

a

f (x) dx ≤ misRf ≤
b∫

a

f (x) dx⇐⇒ misRf =

b∫

a

f (x) dx,

che è un noto risultato del calcolo integrale in R1.

5.0.3 Domini notevoli di R2

Sia [a, b] ⊂ R un intervallo chiuso illimitato. Siano assegnate le funzioni:

f1 : [a, b] −→ R

f2 : [a, b] −→ R

Per ipotesi f1 e f2 sono continue e tali che:

f1 (x) ≤ f2 (x) , ∀x ∈ [a, b]

f1 (x) = f2 (x) ⇐⇒ x = a (e/o x = b)

Ciò premesso, sussiste la seguente definizione:
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a b
x

y

y=f2(x)

y=f1(x)

D

Figura 5.7: D è un dominio normale rispetto all’asse x

Definizione 386 Dicesi dominio normale rispetto all’asse x, l’insieme dei punti (fig.
5.7):

D =
{
(x, y) ∈ R2 | a ≤ x ≤ b, f1 (x) ≤ y ≤ f2 (x)

}

In maniera simile si definisce un dominio normale rispetto all’asse y (fig. 5.8):

D =
{
(x, y) ∈ R2 | g1 (y) ≤ x ≤ g2 (y) , c ≤ y ≤ c

}
,

essendo

g1 : [c, d] −→ R

g1 : [c, d] −→ R

funzioni continue e tali che:

g1 (y) ≤ g2 (y) , ∀y ∈ [c, d]

g1 (y) = g2 (y) ⇐⇒ y = c (e/o y = d)

Riguardo la misura di un dominio normale, sussiste il teorema seguente, di cui omettiamo
la dimostrazione:

Teorema 387 Se D è un dominio normale rispetto all’asse x:

D =
{
(x, y) ∈ R2 | a ≤ x ≤ b, f1 (x) ≤ y ≤ f2 (x)

}
,

D è misurabile e la sua misura è:

misD =

b∫

a

[f2 (x)− f1 (x)] dx
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x

y

D
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x=g2(y)
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Figura 5.8: D è un dominio normale rispetto all’asse y.

Se D è un dominio normale rispetto all’asse y:

D =
{
(x, y) ∈ R2 | g1 (y) ≤ x ≤ g2 (y) , c ≤ y ≤ c

}
,

D è misurabile e la sua misura è:

misD =

b∫

a

[g2 (y)− g1 (y)] dy

Esempio 388 Consideriamo un settore circolare S di raggio R e angolo al centro α ∈
(
0, π

2

)

(fig. 5.9).Vediamo subito che D = D1 ∪D2, dove D1 è un triangolo di base R cosα e altezza
R sinα, mentre D2 è il rettangoloide relativo alla funzione continua f (x) =

√
R2 − x2 e di

base [R cosα,R]. Da ciò segue che D è un insieme misurabile. Inoltre, risulta D̊1 ∩ D̊2 = ∅,
onde per la proprietà additiva della misura:

misD = misD1 +misD2

Il calcolo di misD1 è immediato:

misD2 =
1

2
R2 sinα cosα

Passiamo a misD2:

misD2 =

R∫

R cosα

f (x) dx =

R∫

R cosα

√
R− x2dx

= F (R)− F (R cosα)

essendo:

F (x) =

∫

f (x) dx =

∫ √
R2 − x2dx
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x

y

Rcosα

D2

Figura 5.9: Il settore circolare S è un dominio che può essere decomposto in due domini
misurabili.

Eseguiamo il cambio di variabile x→ t tale che x = R sin t, per cui:

F (t) = R2

∫

cos2 tdt =
R2

2

∫

(cos 2t+ 1) dt

=
R2

2
sin t cos t+ t+ C

Ripristinando la variabile x:

F (x) =
x

2

√
R2 − x2 +

R2

2
arcsin

x

R

Quindi:

misD2 =
R2π

4
− R2

2
sinα cosα− R2

2
arcsin (cosα)

Esplicitiamo l’ultimo termine del secondo membro:

cosα = sin
(π

2
− α

)

=⇒ arcsin (cosα) = arcsin
[

sin
(π

2
− α

)]

=
π

2
− α

Sostituendo:

misD2 =
R2π

4
− R2

2
sinα cosα− R2

2

(π

2
− α

)

Finalmente:

misD =
1

2
R2 sinα cosα− R2

2
sinα cosα +

1

2
R2α (5.19)

=
1

2
R2α,

come è ben noto dalla Geometria.
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Il risultato precedente si generalizza, introducendo la nozione di settore piano. Passiamo
innanzitutto dalle coordinate cartesiane (x, y) alle coordinate polari (r, ϕ). Supponiamo che
ϕ ∈ [α, β] con 0 < α < β ≤ α+2π. Quindi consideriamo la funzione continua e non negativa:

f : [α, β] −→ R (5.20)

Il luogo dei punti:
Cf =

{
(r, ϕ) ∈ R2 | r = f (ϕ) , α ≤ ϕ ≤ β

}
,

è il diagramma polare della funzione (5.20).

Definizione 389 Dicesi settore piano relativo alla funzione f (ϕ) e di base [α, β],
il dominio:

D =
{
(r, ϕ) ∈ R2 | 0 ≤ r ≤ f (ϕ) , α ≤ ϕ ≤ β

}
(5.21)

come illustrato in fig. 5.10.

φ=β

φ=α

r=f(φ)

x

y

D

Figura 5.10: Settore piano relativo a f (ϕ) e di base [α, β].

Sussiste il teorema seguente (di cui omettiamo la dimostrazione):

Teorema 390 Il settore piano (5.21) è misurabile. La sua misura è:

misD =
1

2

β∫

α

[f (ϕ)]2 dϕ (5.22)
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Osservazione 391 Da tale teorema segue immediatamente la (5.19). Infatti, il settore cir-
colare di raggio R e di angolo al centro α, è un caso speciale di settore piano. Più precisa-
mente, è il settore piano relativo alla funzione costante f (ϕ) = R e di base [0, α], onde la
(5.22) porge:

misD =
1

2

α∫

0

R2dϕ =
R2

2

α∫

0

dϕ

=
R2

2
α

o più in generale:

misD =
1

2

β∫

α

R2dϕ =
R2

2
(β − α)

***

In precedenza abbiamo introdotto la nozione di dominio normale. Generalizziamo tale
nozione alle coordinate polari. Precisamente, siano assegnate due funzioni1:

f1 : [α, β] −→ R

f2 : [α, β] −→ R,

continue e non negative in [α, β] e tali che:

∀ϕ ∈ [α, β] , f1 (ϕ) ≤ f2 (ϕ)

f1 (ϕ) = f2 (ϕ) ⇐⇒ ϕ = α (e/o ϕ = β),

si definisce dominio polarmente normale relativo alle due funzioni f1 (ϕ), f2 (ϕ) e di
base [α, β], l’insieme dei punti (fig. 5.11):

D =
{
(r, ϕ) ∈ R2 | α ≤ ϕ ≤ β, f1 (ϕ) ≤ r ≤ f2 (ϕ)

}
(5.23)

Ciò premesso, sussite il seguente teorema (di cui tralasciamo la dimostrazione):

Teorema 392 Il dominio polarmente normale (5.23) è misurabile, risultando:

misD =
1

2

β∫

α

[
f2 (ϕ)

2 − f1 (ϕ)
2] d ϕ

5.1 Funzioni di dominio

Sia Σ l’insieme dei domini limitati e misurabili di Rn:

Σ = {T ⊂ Rn | T dominio limitato e misurabile} (5.24)

Osservazione 393 ∅ ∈ Σ, poichè ∅ è per definizione misurabile con misura nulla.

1Qui è 0 ≤ α < β ≤ α+ 2π.
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x
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Figura 5.11: Dominio polarmente normale relativo a f1 (ϕ), f1 (ϕ) e di base [α, β].

Definizione 394 Assegnata una proprietà P, dicesi famiglia di domini che verificano
la proprietà P, il sottoinsieme non vuoto di Σ :

Φ = {T ∈ Σ | T verifica P} (5.25)

Esempio 395 In R2 la proprietà P può essere la normalità dei domini rispetto all’asse x.
In tal caso, Φ è la famiglia dei domini di R2 normali rispetto all’asse x:

Φ = {[a, b]× [f1 (x) , f2 (x)] , ∀a < b, ∀fk : [a, b] → R con f1 (x) ≤ f2 (x)}

Definizione 396 Data una qualunque famiglia Φ ⊆ Σ, dicesi funzione di dominio una
legge che ad ogni dominio T ∈ Φ associa un numero reale:

F : Φ −→ R
T−→u, ∀T∈Φ

(5.26)

Esempio 397 F (T )
def
= misT è una funzione di dominio definita in Φ = Σ, cioè nella

famiglia dei domini limitati e misurabili di Rn. Quindi:

F : Σ −→ R
T−→misT , ∀T∈Σ

(5.27)

Esempio 398 Assegnato l’intervallo X ⊆ R, X 6= ∅, si consideri la famiglia:

Φ = {T = [a, b] | a, b ∈ X, a ≤ b} (5.28)

Cioè Φ è la famiglia degli intervalli chiusi e limitati contenuti in un assegnato intervallo
(limitato o illimitato) di R. Sia:

f : X −→ R
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continua in X. Risulta:

∀T = [a, b] ∈ Φ,

b∫

a

f (x) dx =

∫

T

f (x) dx
def
= F (T )

Abbiamo quindi definito la funzione di dominio F che a ogni dominio di Φ associa il numero
reale

∫

T
f (x) dx.

5.2 Famiglia infinitesimale

Sia Φ una famiglia di domini limitati e misurabili di Rn. Indichiamo con D (T,∆), una
decomposizione di T ∈ Φ avente ampiezza ∆. Quindi:

D (T,∆) :=







T =
N−1⋃

k=0

Tk, con Tk ∈ Φ

T̊k ∩ T̊k′ 6=k = ∅
(5.29)

L’ampiezza ∆ è:
∆ = max

k∈N
{δk} ,

Qui è δk
def
= diamTk = sup {d (P,Q) | P,Q ∈ T}, dove d (P,Q) è la distanza tra i punti P e

Q, mentre N def
= {0, 1, 2, ..., N − 1}, essendo N ∈ N� {0, 1}.

Osservazione 399 Non bisogna confondere D (T,∆) con una decomposizione coordinata di
un intervallo chiuso R di Rn, come esposto in § 5.0.1.

Definizione 400 La famiglia Φ è infinitesimale se:

∀T ∈ Φ, ∀ε > 0, ∃D (T,∆) | ∀k ∈ N , δk < ε

Consideriamo un intervallo X 6= ∅ di R. Resta definita la famiglia di domini limitati e
misurabili:

Φ = {T = [a, b] | a, b ∈ X, a < b} (5.30)

Abbiamo: ∀T = [a, b] ∈ Φ, ∃x0, x1, ..., xN ∈ T con x0 = a < x1 < ... < xN−1 < xN = b, onde:







[a, b] =
N−1⋃

k=0

[xk, xk+1] , con [xk, xk+1] ∈ Φ

(xk, xk+1) ∩ (xk′ , xk′+1) = ∅, ∀k 6= k′
(5.31)

Le (5.31) definiscono una decomposizione D (T,∆) con ∆ = maxk∈N {δk = xk+1 − xk} > 0.
La famiglia (5.30) è infinitesimale, poichè:

∀ε > 0, ∃D (T,∆ < ε) | ∀k ∈ N , δk ≤ ∆ < ε

In termini intuitivi, una famiglia di domini Φ è infinitesimale se ogni suo dominio può essere
decomposto in un numero infinito di domini di diametro infinitesimo.
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Osservazione 401 Nella (5.30) avremmo potuto porre a ≤ b, come abbiamo fatto nella
(5.28). In tal caso, per a = b, ogni decomposizione è degenere. Infatti, risulta: xk = a = b,
∀k. Quindi ∀k, δk = 0 =⇒ ∆ = 0.

Esempio 402 Nello spazio euclideo R2, consideriamo la famiglia dei domini rettangolari
(i.e. intervalli chiusi):

Φ = {T = [a, b]× [c, d] | a, b, c, d ∈ R, a < b, c < d} (5.32)

Preso arbitrariamente T = [a, b]× [c, d] ∈ Φ, eseguiamo una decomposizione coordinata:

D (T,∆x,∆y) :=







T =

p−1
⋃

h=0

q−1
⋃

k=0

Thk, Thk ∈ Φ

T̊hk ∩ T̊h′k′ = ∅, ∀ (h, k) , (h′, k′) ∈ Nx ×Ny, (h, k) 6= (h′, k′)

Qui è Thk = [xh, xh+1] × [yk, yk+1]. Ricordiamo che ∆x = max {δx,h = xh+1 − xh}, ∆y =
max {δy,k = yk+1 − yk}. Il diametro di Thk è:

δhk =
√

δ2x,h + δ2y,k

Posto ∆∗ = max {∆x,∆y}, si ha:

δhk ≤
√

∆2
x +∆2

y ≤ ∆∗
√
2,

per cui:

∀ε > 0, ∃D
(

T,∆∗ <
ε√
2

)

| ∀ (h, k) ∈ Nx ×Ny, δhk ≤ ∆∗
√
2 < ε

Da ciò segue che la famiglia (5.32) è infinitesimale.

Esempio 403 Nello spazio euclideo R2, consideriamo il dominio circolare di raggio R cen-
trato in P0 (x0, y0):

TR =
{
(x, y) ∈ R2 | (x− x0)

2 + (y − y0)
2 ≤ R2

}
(5.33)

Resta cos̀ı definita la famiglia:

Φ = {TR | 0 < R < +∞} (5.34)

Proviamo ad eseguire una decomposizione di TR, definendo:

TRk
=
{
(x, y) ∈ R2 | (x− x0)

2 + (y − y0)
2 ≤ R2

k

}

Qui k ∈ N = {0, 1, 2, ..., N − 1} e Rk < Rk+1 < R =⇒ TRk
⊂ TR. In tal caso, resta verificata

solo la prima delle (5.29). Precisamente:







TR =
N−1⋃

k=0

TRk

T̊Rk
∩ T̊Rk=k′

6= φ

Ciò implica che non è possibile decomporre TR in domini circolari. Ne concludiamo che la
famiglia (5.34) non è infinitesimale. Tale conclusione si generalizza a Rn, ∀n ≥ 2.
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5.3 Derivata di una funzione di dominio

5.3.1 Esempio introduttivo

Consideriamo nuovamente la famiglia (5.30). Senza perdita di generalità, supponiamo che
X sia limitato: X = [α, β]. Poniamo:

A =
⋃

T , ∀T ∈ Φ

Evidentemente:

A =

β
⋃

a,b=α
a≤b

[a, b] = X

Per quanto visto, Φ è infinitesimale, onde comunque prendiamo un punto x0 ∈ A, possiamo
trovare un intervallo T = [a, b] contenente x0 e di diametro δ = b−a arbitrariamente piccolo.
In simboli:

∀ε > 0, ∃T = [a, b] ∈ Φ | x0 ∈ [a, b] , δ = b− a < ε (5.35)

Ora consideriamo una funzione f : X → R continua in X. Resta definita la funzione di
dominio:

F (T ) =

∫

T

f (x) dx =

b∫

a

f (x) dx, ∀T ∈ Φ

Definiamo:

F1 (T )
def
=

F (T )

misT
, (5.36)

che è una funzione di dominio definita nella famiglia dei domini T = [a, b] ∈ Φ di misura
non nulla:

Φ1 = {T ∈ Φ | misT > 0} ⊂ Φ (5.37)

Riferiamoci in particolare alla restrizione di F1 alla famiglia:

Φ1 [x0] = {T ∈ Φ1 | x0 ∈ T} ⊂ Φ1 (5.38)

Cioè Φ1 [x0] è l’insieme dei domini di Φ1 contenenti il punto x0. Se δ = diamT , il generico
elemento T ∈ Φ1 [x0], risulta essere una funzione a infiniti valori di δ: T = T (δ), poichè
per un assegnato δ∗ > 0, esistono infiniti domini T ∈ Φ1 [x0] tali che diamT = δ∗. Più
specificatamente:

δ∗ > 0 =⇒ ∃a , b ∈ R | T∗ = [a, b] ∈ Φ [x0] , b− a = δ∗

Senza perdita di generalità supponiamo che x0 ∈ T̊∗ = (a, b). Definiamo χ = min {x0 − a, b− x0},
onde:

∀σ ∈ (0, χ) , Tσ = [a+ σ, b+ σ] ∈ Φ1 [x0] , diamTσ = δ∗

Possiamo dunque riguardare la funzione di dominio (5.36) come una funzione reale di una
variabile reale, con l’avvertenza che tale funzione non è a un sol valore, ma a infiniti valori.
Scriviamo:

F (T )

misT
= φ (δ) (5.39)
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Esplicitando il rapporto (5.39) e tenendo conto del teorema della media:

F (T )

misT
=

b∫

a

f (x) dx

b− a
= f (ξ) , ξ ∈ (a, b)

Cosicchè:
φ (δ) = f [ξ (δ)]

La funzione φ (δ) è definita in (0,+∞), per cui possiamo studiare il suo comportamento in
un intorno destro di 0, ovvero studiare il limite di φ (δ) per δ → 0. Evidentemente:

lim
δ→0

ξ (δ) = x0

Quindi, tenendo conto della continuità di f :

lim
δ→0

φ (δ) = lim
ξ→x0

f (ξ) = f (x0) (5.40)

Per quanto detto, φ (δ) è una funzione a infiniti valori. Resta tuttavia valida la definizione
di limite che, nel nostro caso si scrive:

lim
δ→0

F (T )

misT
= f (x0) ⇐⇒

⇐⇒
(

∀ε > 0, ∃δε > 0 | T ∈ Φ1 [x0] , δ < δε =⇒
∣
∣
∣
∣

F (T )

misT
− f (x0)

∣
∣
∣
∣
< ε

)

Denotiamo con F ′ (x0) tale limite:

lim
δ→0

F (T )

misT
= F ′ (x0) ,

ed è la derivata della funzione di dominio F (T ) =
∫

T
f (x) dx. Per quanto visto, è F ′ (x0) =

f (x0).

5.3.2 Definizione di derivata

La definizione di derivata di una funzione di dominio nel caso 1-dimensionale, ha validità
generale. Consideriamo infatti una famiglia infinitesimale Φ su cui è definita la funzione di

dominio F : Φ → R; si ponga A =
⋃

T , ∀T ∈ Φ. In forza del carattere infinitesimale di Φ,

assegnato ad arbitrio un punto P0 ∈ A, esiste comunque un dominio T ∈ Φ contenente P0 e
di diametro piccolo quanto vogliamo (al limite infinitesimo). In simboli:

∀ε > 0, ∃T ∈ Φ | P0 ∈ T , δ < ε

È dunque non vuoto il sottoinsieme di Φ:

Φ [P0] = {T ∈ Φ | P0 ∈ T , misT 6= 0}

Preso T ∈ Φ [P0], resta definita la funzione:

φ : (0,+∞) −→ R
δ−→φ(δ)

,
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Per quanto visto in precedenza è:

φ (δ) =
F (T )

misT
Premesso ciò, sussistono le definizioni:

Definizione 404 La funzione di dominio F (T ) è derivabile in P0, se:

lim
δ→0

F (T )

misT
= F ′ (P0) ∈ R (5.41)

La (5.41) equivale a dire:

Assegnato ad arbitrio P0 ∈ A,

∀ε > 0, ∃δε > 0 | T ∈ Φ [P0] , δ < δε =⇒
∣
∣
∣
∣

F (T )

misT
− F ′ (P0)

∣
∣
∣
∣
< ε

F ′ (P0) è la derivata di F (T ) nel punto P0.

Definizione 405 La funzione di dominio F (T ) è derivabile sulla famiglia Φ, se:

∀P ∈ A, lim
δ→0

F (T )

misT
= F ′ (P ) ∈ R

Esempio 406 Nella famiglia Φ dei domini limitati e misurabili di Rn, consideriamo la
funzione di dominio:

F (T ) = misT

Tale funzione è derivabile su Φ e la sua derivata è la funzione costante f (P ) = 1. Infatti:

lim
δ→0

F (T )

misT
= lim

δ→0

misT

misT
= 1

Esempio 407 Sia
F (T ) = (misT )p , con p ∈ N� {0, 1}

Tale funzione è derivabile sulla famiglia Φ dei domini limitati e misurabili e la sua derivata
è la funzione identicamente nulla. Infatti:

lim
δ→0

F (T )

misT
= lim

δ→0
(misT )p−1 = 0

5.3.3 Differenziale

Sia F (T ) una funzione di dominio derivabile sulla famiglia Φ. Quindi:

F ′ (P ) = lim
δ→0

F (T )

misT

Il differenziale di F (T ) è:
dF (T ) = F ′ (P )misT (5.42)

Per non appesantire la notazione, poniamo misT → T , onde:

dF (T ) = F ′ (P )T (5.43)

Il differenziale di G (T ) = misT è dG (T ) = T , cioè dT = T . Perciò:

dF (T ) = F ′ (P ) dT (5.44)

Abbiamo dunque la notazione differenziale per esprimere la derivata di una funzione di
dominio:

F ′ (P ) =
dF (T )

dT
(5.45)
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5.3.4 Una regola di derivazione

Per le funzioni di punto vale la regola di derivazione: data la funzione f (P ) =

p
∑

k=1

ckfk (P )

con fk (P ) funzioni derivabili, si ha: f ′ (P ) =
∑

k

ckf
′
k (P ). È facile provare tramite la

definzione di derivata, che tale regola è valida anche per le funzioni di dominio, risultando:

F ′ (P ) =
p
∑

k=1

ckF
′
k (P ) (5.46)

5.3.5 Funzioni additive di dominio

Sia F (T ) una funzione di dominio definita sulla famigia infinitesimale Φ. Preso ad arbitrio
un dominio T ∈ Φ, eseguiamo una decomposizione D (T,∆):

T =

p
⋃

k=1

Tk, con Tk ∈ Φ (5.47)

T̊k ∩ T̊k′ 6=k = ∅

La funzione F (T ) è additiva se:

F (T ) =

p
∑

k=1

F (Tk) (5.48)

Esempio 408 La funzione di dominio F (T ) =
∫

T
f (x) dx definita nella famiglia (5.28), do-

ve f è una funzione continua in X, è additiva. Infatti, per ogni T = [a, b] ∈ Φ, ∃D ([a, b] ,∆):

[a, b] =

p
⋃

k=1

Tk, con Tk = [xk−1, xk] , x0 = a, xp = b

Per la proprietà additiva dell’integrale definito:

b∫

a

f (x) dx =

p
∑

k=1

xk∫

xk−1

f (x) dx

︸ ︷︷ ︸

=F (Tk)

Cioè la (5.48).

5.3.6 Proprietà della media

Esempio 409 Riprendiamo la famiglia dell’esempio precedente, defininendo la funzione di
dominio:

F (T ) =

∫

T

f (x) dx, ∀T ∈ Φ (5.49)
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Per quanto visto, la funzione (5.49) è additiva. Dalla continuità di f segue che tale funzione
è dotata in T di minimo e massimo assoluti (teorema di Weierstrass); quindi poniamo:

mT = min
T
f , MT = max

T
f

Per il teorema della media:
∫

T

f (x) dx = f (ξ)misT , con ξ ∈ T̊ = (a, b)

Evidentemente:

mT ≤ f (ξ) ≤MT

=⇒
misT≥0

mT ·misT ≤ f (ξ)misT ≤MT ·misT

Cioè:
mT ·misT ≤ F (T ) ≤MT ·misT , ∀T ∈ Φ (5.50)

Ciò si esprime dicendo che la funzione di dominio F (T ) verifica la proprietà della media
rispetto alla funzione di punto f (x).

Nel caso generale, assegnata la funzione di dominio F (T ) (non necessariamente additiva
e derivabile) definita su una famiglia infinitesimale Φ, e la funzione di punto f (P ) (non
necessariamente continua) definita in A = ∪T , ∀T ∈ Φ, si dice che F (T ) verifica la proprietà
della media rispetto alla funzione f (P ), se:

λ (f, T )misT ≤ F (T ) ≤ Λ (f, T )misT , ∀T ∈ Φ (5.51)

essendo:
λ (f, T ) = inf

T
f , Λ (f, T ) = sup

T
f (5.52)

Notiamo incidentalmente che nell’esempio precedente, f (x) è la derivata di F (T ) - funzione
di domino additiva - per cui ci aspettiamo una proprietà simile per tutte e sole le funzioni
di dominio additive e derivabili. Infatti, sussite il teorema di Cauchy-Fubini (di cui
omettiamo la dimostrazione):

Teorema 410 Ogni funzione di dominio additiva e derivabile, verifica la proprietà della
media rispetto alla sua derivata.

5.3.7 Primitiva di una funzione di punto

Sia Φ una famiglia infinitesimale di domini limitati e misurabili di Rn. Al solito, poniamo

A =
⋃

T , ∀T ∈ A. Assegnata la funzione di punto f : A → R, chiediamoci: esiste

una funzione di dominio F (T ) definita su Φ e tale che F ′ (P ) = f (P )? Se la risposta è
affermativa, diremo che F (T ) è una primitiva di f (P ). Osserviamo poi che il problema
della ricerca di una primitiva di f (P ), se ammette soluzioni, ne ammette infinite. Infatti,
se F (T ) è una primitiva di f (P ) (quindi F ′ (P ) = f (P )), segue che ogni funzione

G (T ) = F (T ) +

p≥2
∑

k=2

ck (misT )
k , ∀ck ∈ R
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è una primitiva di f (P ). Per provare ciò, deriviamo G (T ):

G′ (P ) = f (P ) +

p
∑

k=2

ck lim
δ→0

(misT )k

misT
︸ ︷︷ ︸

=limδ→0(misT )
k−1=0

= f (P )

L’indeterminazione sulla primitiva può essere rimossa imponendo l’additività della stessa.
Infatti, sussite il teorema di unicità di una primitiva additiva:

Teorema 411 ∃F (T ) additiva | F ′ (P ) = f (P ) =⇒ ∃!F (T )

Dimostrazione. ∃F1 (T ),F2 (T ) additive | F ′
k (P ) = f (P ) per k = 1, 2.

G (T )
def
= F1 (T )−F2 (T ) è additiva. Risulta G

′ (P ) = 0. Per il teorema di Cauchy-Fubini:

∀T ∈ Φ, λ (0, T )misT ≤ G (T ) ≤ Λ (0, T )misT =⇒ 0 ≤ G (T ) ≤ 0

Cioè G (T ) = 0 =⇒ F1 (T ) = F2 (T ).

Osservazione 412 Il teorema appena dimostrato garantisce l’unicità della primitiva di f (P ),
ma non la sua esistenza.

Il problema della ricerca della primitiva di una f (P ) si semplifica di molto se ci riferiamo
a funzioni f (P ) continue. Nel caso 1-dimensionale, già conosciamo la soluzione. Infatti,
nelle sezioni precedenti abbiamo visto che:

F (T ) =

b∫

a

f (x) dx =⇒ F ′ (x) = f (x)

Inoltre, dal calcolo integrale in R1:

F (T ) = lim
∆→0

N−1∑

k=0

f (ξk) (xk+1 − xk) , xk ≤ ξk ≤ xk+1

che nella nostra notazione si scrive:

F (T ) = lim
maxN {δk}→0

N−1∑

k=0

f (ξk) δk

Per n ≥ 2 si segue un procedimento analogo. Prima di affrontare il caso n ≥ 2, dimostriamo
il teorema:

Teorema 413 Sia Φ una famiglia infinitesimale di domini limitati e misurabili. Assegniamo
poi la funzione continua f : A → R, con A = ∪T , ∀T ∈ Φ. Se esiste una funzione dominio
F (T ) che sia additiva e che verifichi la proprietà della media rispetto a f (P ), essa è unica.

Dimostrazione. Per il teorema di Weierstrass si ha che per ogni T ∈ Φ:

λ (f, T ) = min
T
f
def
= mT

Λ (f, T ) = max
T

f
def
= MT
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Per ipotesi:

mT ≤ F (T )

misT
≤MT (5.53)

f è continua in A, quindi comunque prendiamo P0 ∈ A:

∀ε > 0, ∃Iδε (P0) | x ∈ A ∩ Iδε (P0) =⇒ |f (P )− f (P0)| < ε, (5.54)

esssendo Iδε (P0) un intorno circolare di raggio δε centrato in P0. Sia:

Φ [P0] = {T ∈ Φ | P0 ∈ T}

Abbiamo:
∀T ∈ Φ [P0] , δ < δε =⇒ T ⊂ Iδε (P0)

Perciò per tutti i punti dei domini T ∈ Φ [P0] di diametro δ < δε

∀P ∈ T , f (P0)− ε < f (P ) < f (P0) + ε

ovvero:

f (P0)− ε < mT ≤ f (P ) ≤MT < f (P0) + ε⇐⇒
⇐⇒ f (P0)− ε < mT ≤MT < f (P0) + ε

Tenendo conto della (5.53):

f (P0)− ε <
F (T )

misT
< f (P0) + ε

Quindi:

∀ε > 0, ∃Iδε (P0) | P ∈ A ∩ Iδε (P0) =⇒
∣
∣
∣
∣

F (T )

misT
− f (P0)

∣
∣
∣
∣
< ε

In definitiva:
(

∀ε > 0, ∃δε > 0 | T ∈ Φ [P0] , δ < δε =⇒
∣
∣
∣
∣

F (T )

misT
− f (P0)

∣
∣
∣
∣
< ε

)

⇐⇒ lim
δ→0

F (T )

misT
= f (P0)

Per l’arbitrarietà di P0, segue:

lim
δ→0

F (T )

misT
= f (P ) ,

cioè F (T ) è una primitiva additiva e primitiva della funzione continua f (P ), e per il teorema
precedente, essa è unica.

È istruttivo ripetere la dimostrazione nel caso 1-dimensionale. Precisamente, assegnato
un qualunque intervallo non vuoto X ⊆ R, consideriamo una funzione continua f : X −→ R,
quindi una funzione di dominio F (T ) che sia additiva su Φ = {T = [a, b] | a, b ∈ X, a ≤ b}
e che verifichi la proprietà della media rispetto alla f (x), espressa dalla (5.53). Preso
arbitrariamente x0 ∈ X, la funzione f è ivi continua, quindi:

∀ε > 0, ∃Iδε (x0) | x ∈ X ∩ Iδε (x0) =⇒ |f (x)− f (x0)| < ε
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Posto:
Φ [x0] = {T ∈ Φ | x0 ∈ T} ,

abbiamo:
∀T ∈ Φ [x0] , δ < δε =⇒ T ⊂ Iδε (x0)

Perciò per tutti i punti dei domini T ∈ Φ [x0] di diametro δ < δε

∀P ∈ T , f (x0)− ε < f (x) < f (x0) + ε

ovvero:

f (x0)− ε < mT ≤ f (x) ≤MT < f (x0) + ε⇐⇒
⇐⇒ f (x0)− ε < mT ≤MT < f (x0) + ε

Ciò è illustrato in fig. 5.12. Tenendo conto della (5.53):

x
x0 x0+δεx0-δε

f(x0)+ε

f(x0)-ε

f(x0)

y

T

MT

mT

Figura 5.12: Il dominio T appartiene alla famiglia Φ [x0] ed ha diametro δ < δε.

f (x0)− ε <
F (T )

misT
< f (x0) + ε

Quindi:

∀ε > 0, ∃Iδε (x0) | x ∈ X ∩ Iδε (x0) =⇒
∣
∣
∣
∣

F (T )

misT
− f (x0)

∣
∣
∣
∣
< ε

In definitiva:
(

∀ε > 0, ∃δε > 0 | T ∈ Φ [x0] , δ < δε =⇒
∣
∣
∣
∣

F (T )

misT
− f (x0)

∣
∣
∣
∣
< ε

)

⇐⇒ lim
δ→0

F (T )

misT
= f (x0)
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Per l’arbitrarietà di x0, segue:

lim
δ→0

F (T )

misT
= f (x) ,

Cioè F (T ) è l’unica funzione additiva che verifica la proprietà della media rispetto alla
funzione f (x).

***

Vediamo ora come costruire la primitiva di una assegnata funzione di punto f (P ) conti-
nua in A = ∪T , ∀T ∈ Φ, essendo Φ una famiglia infinitesimale di domini limitati e misurabili
di Rn, con n ≥ 2. Preso ad arbitrio T ∈ Φ, eseguiamo una decomposizione D (T,∆):

D (T,∆) :=







T =
N⋃

k=1

Tk, con Tk ∈ Φ

T̊k ∩ T̊k′ 6=k = ∅
(5.55)

Definiamo

σ
def
=

N∑

k=1

f (Pk)misTk, con Pk ∈ Tk (5.56)

La (5.56) è la somma integrale relativa alla funzione f (P ) e al dominio T . In
particolare:

s =
N∑

k=1

mkmisTk, S =
N∑

k=1

MkmisTk,

essendo mk = minTk f , Mk = maxTk f . Risulta:

∀Pk ∈ Tk, mk ≤ f (P ) ≤Mk =⇒ s ≤ σ ≤ S

Inoltre è σ (∆). Si noti che è una funzione a infiniti valori, giacchè esistono infinite decom-
posizioni di T con la medesima ampiezza (v. § 5.12).

Teorema 414 Nelle ipotesi poste, risulta:

lim
∆→0

σ (∆) = l ∈ R (5.57)

Dimostrazione. Omessa.
Notiamo che l dipende dal dominio T . Risulta pertanto definita la funzione di dominio:

F (T ) = lim
∆→0

N∑

k=1

f (Pk)misTk (5.58)

Teorema 415 La funzione di dominio (5.58) è additiva e primitiva della funzione continua
f (P ).

Dimostrazione. Omessa
Abbiamo dunque risolto il problema della ricerca dell’unica funzione di dominio additiva

e primitiva di un’assegnata funzione continua f (P ).
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5.4 Integrazione delle funzioni di più variabili

Nella sezione precedente abbiamo visto come costruire l’unica primitiva additiva F (T ) di
una assegnata funzione continua f (P ). Consideriamo dunque un dominio D limitato e
misurabile dello spazio euclideo Rn. Costruiamo la famiglia infinitesimale Φ di domini limitati
e misurabili T ⊆ D. Se f : D −→ R, resta univocamente definita la sua primitiva additiva:

F (T ) | F ′ (P ) = f (P ) , ∀T ∈ Φ

Per denotare F (T ) si utilizza il simbolo seguente:
∫

T

f (P ) dT, (5.59)

che si legge: integrale di f (P ) esteso al dominio T . Il simbolo (5.59) è equivalente a
quest’altro: ∫

T

f (x1, x2, ..., xn) dx1x2...dxn (5.60)

Nelle applicazioni si utilizza la notazione vettoriale: x = (x1, x2, ..., xn), ponendo poi dnx =
n∏

k=1

dxk, cosicchè:

∫

T

f (x) dnx

Preso ad arbitrio T ∈ Φ, eseguiamo una decomposizione D (T,∆), onde:

∫

T

f (P ) dT = lim
∆→0

N∑

k=1

f (Pk)misTk (5.61)

Tale definizione è valida qualunque sia la dimensione dello spazio euclideo. In particolare:

• n = 1 =⇒
∫

T

f (P ) dT =

∫

T

f (x) dx (integrale semplice)

• n = 2 =⇒
∫

T

f (P ) dT =

∫∫

T

f (x, y) dxdy (integrale doppio)

• n = 3 =⇒
∫

T

f (P ) dT =

∫∫∫

T

f (x, y, z) dxdydz (integrale triplo)

• n > 3 =⇒
∫

T

f (P ) dT =

∫

· · ·
∫

T

f (x1, x2, ..., xn) dx1x2...dxn (integrale multiplo)

Dalla (5.61) seguono le proprietà:

f (P ) ≡ 0 =⇒
∫

T

0dT = lim
∆→0

N−1∑

k=0

0 ·misTk = 0 (5.62)

f (P ) ≡ 1 =⇒
∫

T

dT = lim
∆→0

N−1∑

k=0

misTk = misT

Dalla seconda delle (5.62) si ha che dT = dx1dx2...dxn è l’elemento di misura dello spazio
euclideo Rn. In particolare:
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• n = 2 =⇒
∫

T

dT =

∫∫

T

dxdy =areaT , dxdy è l’elemento di area.

• n = 3 =⇒
∫

T

dT =

∫∫∫

T

dxdydz =volumeT , dxdydz è l’elemento di volume.

Anche nel caso n ≥ 2, sussite il teorema della media:

Teorema 416 ∃µ ∈ [m,M ] | µ = 1
misT

∫

T

f (P ) dT

essendo m = minT f , M = maxT f .

Dimostrazione. F (T ) =

∫

T

f (P ) dT è additiva e primitiva di f (P ) sulla famiglia infini-

tesimale dei domini limitati e misurabili T ⊆ D. Quindi per il teorema di Cauchy-Fubini,
verifica la proprietà della media rispetto alla f (P ):

m ·misT ≤ F (T ) ≤M ·misT

cioè:

m ≤ 1

misT

∫

T

f (P ) dT ≤M,

onde:

∃µ ∈ [m,M ] | µ =
1

misT

∫

T

f (P ) dT

µ è il valor medio di f (P ) nel dominio T . In particolare, se il dominio T è internamente
connesso, per un noto teorema si ha:

∃P∗ ∈ T | 1

misT

∫

T

f (P ) dT = f (P∗)

Il teorema cos̀ı dimostrato si presta a una interpretazione intuitiva. Assegnato un
qualunque T ∈ Φ, eseguiamo una equipartizione, ovvero una decomposizione D (T,∆),
ponendo:

misTk =
misT

N
= ∆n, con N ∈ N\ {0} ,

dove n è la dimensione dello spazio euclideo. In tal modo, la (5.61) si scrive:

∫

T

f (P ) dT = lim
∆→0

N∑

k=1

f (Pk)∆
n

= misT lim
N→+∞

1

N

N∑

k=1

f (Pk)

Evidentemente:

lim
N→+∞

1

N

N∑

k=1

f (Pk) = µ,

cioè il valor medio di f (P ) in T , per cui resta giustificata la definizione di µ proposta nella
dimostrazione del teorema della media.
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5.4.1 Proprietà di decomposizione

Segue dalla proprietà di additività della funzione di dominio F (T ) =

∫

T

f (P ) dT . Invero,

eseguita la decomposizione T = ∪pk=1Tk, segue:

F (T ) =

p
∑

k=1

F (Tk) ,

ovvero:
∫

T

f (P ) dT =

p
∑

k=1

∫

Tk

f (Pk) dT (5.63)

5.4.2 Altre proprietà

∀P ∈ T , f (P ) ≥ 0 =⇒
∫

T

f (P ) dT ≥ 0

T1 ∈ Φ | T1 ⊆ T =⇒
∫

T1

f (P ) dT ≤
∫

T

f (P ) dT

∣
∣
∣
∣

∫

T

f (P ) dT

∣
∣
∣
∣
≤
∫

T

|f (P )| dT

5.4.3 Interpretazione geometrica dell’integrale doppio

Assegnato il dominio D di R2 limitato e misurabile, e un numero reale h > 0, dicesi cilindro
retto di base D, il dominio di R3:

C =
{
(x, y, z) ∈ R3 | (x, y) ∈ D, 0 ≤ z ≤ h

}
(5.64)

Proposizione 417 C è misurabile, risultando misC = h ·misD

Dimostrazione. Omessa.
Se f (x, y) è una funzione continua e non negativa in D, dicesi cilindroide di base D e

relativo alla funzione f (P ), il dominio di R3:

T =
{
(x, y, z) ∈ R3 | (x, y) ∈ D, 0 ≤ z ≤ f (x, y)

}
(5.65)

Proposizione 418 T è misurabile, risultando:

misT =

∫∫

D

f (x, y) dxdy (5.66)

Una dimostrazione intuitiva è la seguente: decomponiamo T in un numero infinito di

cilindri infinitesimi dC di area di base dxdy, per cui misdC def
= dτ = f (x, y) dxdy. Inoltre:

misT =

∫

dτ =

∫

D

f (x, y) dxdy

***
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Definizione 419 Assegnato il dominio D del piano xy limitato e misurabile, e due funzioni
continue α (x, y), β (x, y) tali che:

α (x, y) < β (x, y) , ∀ (x, y) ∈ D̊

α (x, y) = β (x, y) =⇒ (x, y) ∈ ∂D,

dicesi dominio normale rispetto al piano xy, il dominio di R3:

T =
{
(x, y, z) ∈ R3 | (x, y) ∈ D, α (x, y) ≤ z ≤ β (x, y)

}

Proposizione 420

misT =

∫∫

D

[β (x, y)− α (x, y)] dxdy

Dimostrazione. Omessa.

5.4.4 Alcune applicazioni

Massa di un corpo materiale

Schematizziamo un corpo materiale C attraverso un dominio D limitato e misurabile di R3.
Quindi, costruiamo la famiglia infinitesimale:

ΦC = {T ⊆ D | T è misurabile}

La massa di T è una funzione di dominio:

M : ΦC −→ R
T−→M(T )

definita positiva e additiva. Il rapporto:

M (T )

misT
=
M (T )

V (T )
, (5.67)

è la densità media di T . Qui V (T ) è il volume di T . Poniamo:

M (T ) =

∫

T

ρ (P ) dT, (5.68)

per un assegnata funzione continua ρ : D → R tale che ρ (P ) ≥ 0. Tenendo conto della
(5.67):

1

misT

∫

T

ρ (P ) dT = densità media

Per il teorema della media:

1

misT

∫

T

ρ (P ) dT = µ ∈
[

min
T
ρ,max

T
ρ
]

Cioè il valor medio di ρ (P ) in T . Da ciò segue che ρ (P ) è la densità di T in P . In R3:

M (T ) =

∫∫∫

T

ρ (x, y, z) dxdydz
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Nella applicazioni si procede nel seguente modo. La massa elementare contenuta nel volume
infinitesimo dV = dxdydz centrato in (x, y, z) è dm = ρdV , per cui la massa di T è:

M (T ) =

∫

T

dm =

∫

T

ρdV

In R2:

M (T ) =

∫∫

T

ρ (x, y) dxdy,

qui ρ (x, y) è la densità superficiale, mentreM (T ) è la massa della porzione T di una lamina
piana.

In R1:

M (T ) =

∫

T

ρ (x) dx,

essendo ρ (x) la densità lineare, mentre M (T ) è la massa della porzione T di un’asta
rettilinea.

Baricentri

Sia G (xG, yG, zG) il baricentro di T , ∀T ∈ ΦC. Eseguiamo la decomposizione:

D (T,∆) :=







T =

p
⋃

k=1

Tk, con Tk ∈ Φ

T̊k ∩ T̊k′ 6=k = ∅
(5.69)

Indichiamo con Gk (xGk
, yGk

, zGk
) il baricentro di Tk. Per una nota proprietà:

xG =

p
∑

k=1

M (Tk) xGk

p
∑

k=1

M (Tk)

, (5.70)

e formule analoghe per le rimanenti coordinate yGk
, zGk

. Tenendo conto dell’additività di
M (T ) e osservando che xG (T ) e quindi xGk

= xG (Tk):

M (T ) xG (T ) =

p
∑

k=1

M (Tk) xG (Tk)

Cioè la funzione di dominio
F (T )

def
= M (T ) xG (T ) , (5.71)

è additiva, poichè: F (T ) =

p
∑

k=1

F (Tk), per ogni decomposizione D (T,∆). Preso ad arbitrio

P (x, y, z) ∈ T , se δ = diamT , si ha:

lim
δ→0

F (T )

misT
= lim

δ→0

M (T )

misT
︸ ︷︷ ︸

=ρ(P )

lim
δ→0

xG (T )
︸ ︷︷ ︸

=x
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Cioè:

F (T ) =

∫

T

xρ (P ) dT

da cui ricaviamo l’ascissa del baricentro:

xG =

∫∫∫

T

xρ (x, y, z) dxdydz

M (T )

=

∫∫∫

T

xρ (x, y, z) dxdydz
∫∫∫

T

ρ (x, y, z) dxdydz

Permutando ciclicamente le variabili xG, yG,zG, si ottengono le rimanenti coordinate. Nel
caso speciale di un corpo materiale omogeneo, cioè di densità costante ρ (x, y, z) = ρ0, si ha:

xG =

∫∫∫

T

xdxdydz

V
,

essendo V il volume di T .

Momenti d’inerzia

Ricordiamo che il momento d’inerzia di un punto materiale P di massa m, rispetto a un
asse s è I = mr2, essendo r = dist (P, s). Nel caso di un dominio T ∈ ΦC, preso ad
arbitrio P (x, y, z) ∈ T , definiamo la funzione distanza r (x, y, z) = dist (P, s). Tale funzione
è continua in T , onde per il teorema di Weierstrass è ivi dotata di estremi assoluti. Poniamo
dunque:

r< = min
T
r, r> = max

T
r

Immaginiamo ora la massa M (T ) concentrata in P< che dista r< da s; il momento d’inerzia
è I< (T ) =M (T ) r2<. Se, invece, fosse concentrata in P> (r>), si avrebbe I> (T ) =M (T ) r2>.
In realtà M (T ) è distribuita tra r< e r>, per cui:

I< (T ) ≤ I (T ) ≤ I> (T ) (5.72)

Osserviamo poi che r< e r> dipendono da T , quindi sono funzioni di dominio r< (T ), r> (T ).
Dalla (5.72) segue

G< (T )

misT
≤ I (T )

misT
≤ G> (T )

misT
, (5.73)

essendo:

G< (T ) =M (T ) r2< (T ) (5.74)

G> (T ) =M (T ) r2> (T )

Preso il dominio T � P (x, y, z) se δ = diamT , si ha:

lim
δ→0

G< (T )

misT
≤ lim

δ→0

I (T )

misT
≤ lim

δ→0

G> (T )

misT
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Calcoliamo:

lim
δ→0

G< (T )

misT
= lim

δ→0

M (T )

misT
︸ ︷︷ ︸

=ρ(P )

lim
δ→0

r2< (T )
︸ ︷︷ ︸

=r2

lim
δ→0

G> (T )

misT
= lim

δ→0

M (T )

misT
︸ ︷︷ ︸

=ρ(P )

lim
δ→0

r2> (T )
︸ ︷︷ ︸

=r2

Quindi:

ρ (P ) r2 ≤ lim
δ→0

I (T )

misT
≤ ρ (P ) r2

=⇒ lim
δ→0

I (T )

misT
= ρ (P ) r2

Cioè:

I (T ) =

∫

T

ρ (P ) r2dT

=

∫∫∫

T

ρ (x, y, z) r2 (x, y, z) dxdydz

Nelle applicazioni si procede nel seguente modo. Il momento d’inerzia della massa contenuta
nel volume infinitesimo dV = dxdydz, centrato nel punto (x, y, z), è dI = ρr2dV . Integrando,
otteniamo I (T ):

I (T ) =

∫

T

dI =

∫

T

ρr2dV

5.4.5 Formule di riduzione degli integrali doppi

Teorema 421 Sia f : D −→ R, continua in D, essendo D un dominio normale rispetto
all’asse x, onde:

D =
{
(x, y) ∈ R2 | a ≤ x ≤ b, α (x) ≤ y ≤ β (x)

}

Risulta:

∫∫

D

f (x, y) dxdy =

b∫

a






β(x)∫

α(x)

f (x, y) dy




 dx (5.75)

≡
b∫

a

dx

β(x)∫

α(x)

f (x, y) dy

Dimostrazione. Assegnato D dominio normale rispetto all’asse x, consideriamo la famiglia
infinitesimale:

Φx = {T ⊆ D | T è normale rispetto all’asse x} (5.76)

Quindi, T ∈ Φx =⇒ ∃g1 (x), g2 (x) funzioni continue in [x1, x2] ⊆ [a, b] e tali che:

g1 (x) < g2 (x) , ∀x ∈ (x1, x2)

g1 (x) = g2 (x) =⇒ x = xk, k ∈ {1, 2} ,
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cosicchè:
T =

{
(x, y) ∈ R2 | x1 ≤ x ≤ x2, g1 (x) ≤ y ≤ g2 (x)

}
(5.77)

La continuità delle funzioni gk (x) e f (x, y) implica la continuità della funzione:

I (x) =

g2(x)∫

g1(x)

f (x, y) dy, (5.78)

onde possiamo integrare I (x) su [x1, x2]:

x2∫

x1

I (x) dx =

x2∫

x1

dx

g2(x)∫

g1(x)

f (x, y) dy (5.79)

In tal modo abbiamo definito la funzione di dominio:

F : Φx −→ R (5.80)

F (T ) =

x2∫

x1

dx

g2(x)∫

g1(x)

f (x, y) dy , ∀T ∈ Φx

Per dimostrare il teorema, occorre provare che F (T ) è additiva e verifica la proprietà della
media rispetto alla f (x, y). Infatti, dal teorema 413 segue che in tal caso F (T ) risulta essere
l’unica primitiva (su Φx) di f (x, y). Iniziamo con l’additività. A tale scopo, osserviamo che
esistono due modi indipendenti per decomporre T in un numero finito di domini normali
all’asse x. Il primo, consiste nel decomporre l’intervallo [x1, x2]. Il secondo, invece, consiste
nel decomporre l’intervallo [g1 (x) , g2 (x)]. Procediamo con il primo modo di decomposizione.
Senza perdita di generalità, supponiamo di decomporre T in due domini. Più precisamente,
eseguiamo la decomposizione D1 (T,∆) di T ∈ Φx:

T = T1 ∪ T2, Tk ∈ Φx

T̊1 ∩ T̊2 = φ,

essendo:

T1 = [x1, ξ)× [g1 (x) , g2 (x)]

T2 = (ξ, x2]× [g1 (x) , g2 (x)] ,

dove ξ ∈ (x1, x2). Si osservi che di decomposizioni del tipo D1 (T,∆) ne esistono infinite,
poichè ξ è un punto arbitario dell’intervallo aperto (x1, x2). Abbiamo:

F (T1) + F (T2) =

ξ∫

x1

dx

g2(x)∫

g1(x)

f (x, y) dy +

x2∫

ξ

dx

g2(x)∫

g1(x)

f (x, y) dy (5.81)

=

ξ∫

x1






g2(x)∫

g1(x)

f (x, y) dy




 dx+

x2∫

ξ






g2(x)∫

g1(x)

f (x, y) dy




 dx

=

x2∫

x1

dx

g2(x)∫

g1(x)

f (x, y) dy = F (T )
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Eseguiamo ora una decomposizione D2 (T,∆) di T ∈ Φx:

T = T ′
1 ∪ T ′

2, T
′
k ∈ Φx (5.82)

T̊ ′
1 ∩ T̊ ′

2 = φ,

essendo

T ′
1 = [x1, x2]× [g1 (x) , g (x)] (5.83)

T ′
2 = [x1, x2]× [g (x) , g2 (x)] ,

dove g (x) è continua in [x1, x2] e tale che g1 (x) < g (x) < g2 (x) , ∀x ∈ (x1, x2). Da ciò
segue:

F (T ′
1) + F (T ′

2) =

x2∫

x1

dx

g(x)∫

g1(x)

f (x, y) dy +

x2∫

x1

dx

g2(x)∫

g(x)

f (x, y) dy (5.84)

=

x2∫

x1

dx






g(x)∫

g1(x)

f (x, y) dy +

g2(x)∫

g(x)

f (x, y) dy






=

x2∫

x1

dx

g2(x)∫

g1(x)

f (x, y) dy = F (T )

Resta dunque dimostrata l’additività di F (T ). Dimostriamo ora che F (T ) verifica la
proprietà della media rispetto a f (x, y). A tale scopo, poniamo:

mT = min
T
f, MT = max

T
f

Evidentemente:

mT [g2 (x)− g1 (x)] ≤
g2(x)∫

g1(x)

f (x, y) dy ≤MT [g2 (x)− g1 (x)]

Integrando:

mT

x2∫

x1

[g2 (x)− g1 (x)] dx ≤
x2∫

x1

dx

g2(x)∫

g1(x)

f (x, y) dy

︸ ︷︷ ︸

=F (T )

≤MT

x2∫

x1

[g2 (x)− g1 (x)] dx

=⇒
︸︷︷︸

x2∫

x1

[g2(x)−g1(x)]dx=misT

mT ·misT ≤ F (T ) ≤MT ·misT,

onde F (T ) verifica la proprietà della media rispetto alla funzione continua f (x, y). Ne
concludiamo che:

∀T ∈ Φx, F (T ) =

∫∫

T

f (x, y) dxdy
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Osserviamo che D ∈ Φx, per cui:

F (D) =

∫∫

D

f (x, y) dxdy

Ma D = [a, b]× [α (x) , β (x)], perciò:

F (D) =

b∫

a

dx

β(x)∫

α(x)

f (x, y) dy,

donde l’asserto.
In maniera simile si dimostra il teorema:

Teorema 422 Sia f : D −→ R, continua in D, essendo D un dominio normale rispetto
all’asse y, onde:

D =
{
(x, y) ∈ R2 | a ≤ y ≤ b, α (y) ≤ x ≤ β (y)

}

Risulta:

∫∫

D

f (x, y) dxdy =

b∫

a






β(y)∫

α(y)

f (x, y) dx




 dy (5.85)

≡
b∫

a

dy

β(y)∫

α(y)

f (x, y) dx

5.4.6 Formule di riduzione degli integrali tripli

Teorema 423 Sia f : D −→ R, continua in D, essendo D un dominio normale rispetto
all’asse xy, onde:

D =
{
(x, y, z) ∈ R2 | (x, y) ∈ A, α (x, y) ≤ y ≤ β (x, y)

}
,

dove A è un dominio limitato e misurabile di R2. Risulta:

∫∫∫

D

f (x, y, z) dxdydz =

∫∫

A

dxdy

β(x,y)∫

α(x,y)

f (x, y, z) dz (5.86)

Dimostrazione. Omessa.
Sussistono formule analoghe per domini normali rispetto ai rimanenti piani coordinati.
Un caso che capita frequentemente è quello in cui A è un dominio normale rispetto a uno

degli assi coordinati. Senza perdita di generalità:

A =
{
(x, y) ∈ R2 | a ≤ x ≤ b, λ (x) ≤ y ≤ µ (x)

}
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Quindi, posto I (x, y) =

β(x,y)∫

α(x,y)

f (x, y, z) dz, si ha:

∫∫∫

D

f (x, y, z) dxdydz =

∫∫

A

I (x, y) dxdy

=

b∫

a

dx

µ(x)∫

λ(x)

I (x, y) dy

onde:

∫∫∫

D

f (x, y, z) dxdydz =

b∫

a

dx

µ(x)∫

λ(x)






β(x,y)∫

α(x,y)

f (x, y, z) dz




 dy

=

b∫

a

dx

µ(x)∫

λ(x)

dy

β(x,y)∫

α(x,y)

f (x, y, z) dz

Cioè, l’integrale triplo si riduce a tre integrali semplici.

5.4.7 Calcolo di integrali doppi in coordinate polari

Assegnato un riferimento cartesiano Oxy di R2, scriviamo le formule di trasformazione che
esprimono il passaggio dalle coordinate cartesiane x, y alle coordinate polari r, ϕ

x = r cosϕ (5.87)

y = r sinϕ

qui è 0 ≤ r < +∞, 0 ≤ ϕ ≤ 2π. Nel piano rϕ consideriamo il rettangolo:

R =
{
(r, ϕ) ∈ R2 | a ≤ r ≤ b, α ≤ ϕ ≤ β

}
,

essendo 0 ≤ a < b, 0 ≤ α < β ≤ α + 2π. Al variare di (r, ϕ) in R, il punto (x, y) ottenuto
tramite le (5.87), descrive il settore di corona circolare S di raggi a,b e angolo al centro β−α.
L’area di S è:

misS =
1

2

(
b2 − a2

)
(β − α)

D’altro canto, R è un dominio normale rispetto ad entrambi gli assi coordinati r e ϕ, per
cui riducendo rispetto all’asse r:

∫∫

R

rdrdϕ =

b∫

a

dr

β∫

α

rdϕ

=
1

2

(
b2 − a2

)
(β − α) ,

cioè:

misS =

∫∫

R

rdrdϕ (5.88)

Consideriamo ora un dominio B ⊆ R. È chiaro che al variare di (r, ϕ) in B, il punto (x, y)
descrive un dominio A ⊆ S.
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Teorema 424 1. misA =

∫∫

B

rdrdϕ

2. Se f : A→ R è ivi continua, risulta:

∫∫

A

f (x, y) dxdy =

∫∫

B

f (r cosϕ, r sinϕ) rdrdϕ

Dimostrazione. Omessa.
Dal teorema appena enunciato, segue che:

dxdy → rdrdϕ

Cioè l’elemento di misura in coordinate polari nel piano è rdrdϕ. A tale conclusione si giunge
intuitivamente. Infatti, al rettangolo infinitesimo dT di lati dx, dy corrisponde una settore
infinitesimo dS di corona circolare di raggi r, r + dr e di angolo al centro dϕ, la cui area è:

misdS =
1

2

[
(r + dr)2 − r2

]
dϕ

=
1

2

(
2rdr + dr2

)
dϕ

= rdrdϕ+
1

2
dr2dϕ

A meno di infinitesimi di ordine superiore al primo:

misdS = rdrdϕ

Quindi:
misdT = dxdy → misdS = rdrdϕ

Osservazione 425 Se R anzichè essere un rettangolo del piano rϕ è il rettangoloide relativo
alla funzione f (ϕ) ≥ 0 e di base [α, β]:

Rf =
{
(r, ϕ) ∈ R2 | α ≤ ϕ ≤ β, 0 ≤ r ≤ f (ϕ)

}
,

al variare di (r, ϕ) in Rf , il punto (x, y) descrive un settore piano T relativo alla funzione
f (ϕ) e di base [α, β]. Dal teorema precedente segue:

misT =

∫∫

Rf

rdrdϕ =

β∫

α

dϕ

f(ϕ)∫

0

rdr

=
1

2

f(ϕ)∫

0

[f (ϕ)]2 dϕ,

cioè il teorema 390.
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5.4.8 Cambio di variabili in un integrale multiplo

Sia T un dominio limitato e misurabile di Rn (n ≥ 2). Supponiamo che ciascuna delle xk sia
esprimibile in funzione di n variabili reali u1, ..., un:

xk = φk (u1, u2, ..., un) , k = 1, 2, ..., n (5.89)

dove φk : B −→ R, essendo B un dominio limitato e misurabile di Rn. Facciamo le seguenti
ipotesi:

1. φk ∈ C1 (B) , ∀k

2. Il determinante jacobiano della trasformazione (5.89):

J (u1, u2, ..., un) = det

(
∂φk
∂uj

)

=

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

∂φ1
∂u1

∂φ2
∂u1

... ∂φn
∂u1

∂φ1
∂u2

∂φ2
∂u2

... ∂φn
∂u2

... ... ... ...
∂φ1
∂un

∂φ2
∂un

... ∂φn
∂un

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

6= 0, ∀ (u1, u2, ..., un) ∈ B

3. ∃φ−1
k , ∀k

Le ipotesi 1 e 2 implicano che al variare di (u1, u2, ..., un) in B, il punto (x1, x2, ..., xn)
descrive un dominio A di Rn. L’ipotesi 3 implica l’esistenza di una corrispondenza biunivoca
tra B e A. Quindi, per un assegnato punto P (x1, x2, ..., xn) ∈ A, si ha che le (u1, u2, ..., un)
tali che xk = φk (u1, u2, ..., un), sono le coordinate curvilinee di P . In tal modo, le (5.89)
sono le equazioni che ci permettono di passare dalle coordinate cartesiane (x1, x2, ..., xn) alle
coordinate curvilinee (u1, u2, ..., un) in Rn.

Teorema 426 Nelle ipotesi 1, 2, 3:
∀U = {(u1, u2, ..., un) ∈ Rn} ⊆ B −→

xk=φk(uj)
T = {(x1, x2, ..., xn) ∈ Rn} ⊆ A |

Ů −→
xk=φk(uj)

T̊

∂U −→
xk=φk(uj)

∂T

risultando: ∫

T

dx1dx2...dxn =

∫

U

|J (u1, u2, ..., un)| du1du2...dun

Inoltre, se f : T −→ R è ivi continua, si ha:∫

T

f (x1, x2, ..., xn) dx1dx2...dxn =
∫

U

f [φ1 (u1, u2, ..., un) , φ2 (u1, u2, ..., un) , ..., φn (u1, u2, ..., un)] |J (u1, u2, ..., un)| du1du2...dun

Dimostrazione. Omessa
Da tale teorema segue che l’elemento di misura in coordinate curvilinee (u1, u2, ..., un) è:

|J (u1, u2, ..., un)| du1du2...dun
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È consuetudine indicarlo come:
∣
∣
∣
∣

∂ (x1, x2, ..., xn)

∂ (u1, u2, ..., un)

∣
∣
∣
∣
du1du2...dun,

avendo indicato con ∂(x1,x2,...,xn)
∂(u1,u2,...,un)

il determinante jacobiano.
Giustifichiamo il teorema precedente nel caso n = 2. Passiamo dalle coordinate cartesiane

(x, y) alle coordinate curvilinee (u, v), attraverso le equazioni di trasformazione:

x = ϕ (u, v) (5.90)

y = ψ (u, v)

Facciamo le seguenti ipotesi:

1. ϕ, ψ ∈ C1 (B), con B = {(u, v) ∈ R2} dominio limitato e misurabile.

2. J (u, v) =

∣
∣
∣
∣

∂ϕ
∂u

∂ψ
∂u

∂ϕ
∂v

∂ψ
∂v

∣
∣
∣
∣
= ∂ϕ

∂u
∂ψ
∂v

− ∂ψ
∂u

∂ϕ
∂v

6= 0, ∀ (u, v) ∈ B

3. ∃ϕ−1, ψ−1

Vediamo ora come tracciare nel piano xy le linee coordinate γu : u = c1, γv : v = c2,
essendo c1 e c2 costanti reali. Abbiamo:

{
u = ϕ−1 (x, y)
v = ψ−1 (x, y)

, (x, y) ∈ A

Poniamo:
F (x, y)

def
= ϕ−1 (x, y)− c1,

per cui:
F (x, y) = 0 (5.91)

Per il teorema del Dini la (5.91) è univocamente risolubile rispetto a y in ogni intorno
(contenuto in A) di un generico punto P̄ (x̄, ȳ) ∈ A, onde y = α (x). Precisamente, l’intorno
di P̄ è del tipo Iδx,δy

(
P̄
)
= [x− δx, x+ δx]× [y − δy, y + δy], mentre α ∈ C1 ([x− δx, x+ δx]).

Si procede in maniera simile per le curve coordinate γv, ponendo G (x, y) = ψ−1 (x, y)− c2 =
0, e risolvendo rispetto alla variabile y, fino ad ottenere y = β (x) che è l’equazione cartesiana
di γv.

Una volta tracciate nel piano xy le linee coordinate u = c1 e v = c2, osserviamo che:

P (x, y) → P (u, v)

P (x+ dx, y + dy) → P (u+ du, v + dv) ,

essendo dx e dy i differenziali totali delle funzioni (5.90):

dx =
∂ϕ

∂u
du+

∂ϕ

∂v
dv (5.92)

dy =
∂ψ

∂u
du+

∂ψ

∂v
dv

Quindi:

P ′
(

x+
∂ϕ

∂u
du+

∂ϕ

∂v
dv, y +

∂ψ

∂u
du+

∂ψ

∂v
dv

)
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P

P'

P1

P2

u

u+du

v+dv

v

dT

x

y

Figura 5.13: In questa figura (u, v) sono le coordinate curvilinee del punto P .

Restano poi individuati i punti P1 e P2 (fig: 5.13):

P1 | dv = 0 =⇒ P1

(

x+
∂ϕ

∂u
du, y +

∂ψ

∂u
du

)

P2 | du = 0 =⇒ P2

(

x+
∂ϕ

∂v
dv, y +

∂ψ

∂v
dv

)

Risulta:
misdT = 2mis∆(PP1P2) , (5.93)

dove ∆ (PP1P2) è il triangolo di vertici P , P1,P2. Come è noto:

mis∆(PP1P2) =
1

2

∣
∣
∣
∣
∣
∣

x y 1

x+ ∂ϕ
∂u
du y + ∂ψ

∂u
1

x+ ∂ϕ
∂v
dv y + ∂ψ

∂v
dv 1

∣
∣
∣
∣
∣
∣

=
1

2

∣
∣
∣
∣

x+ ∂ϕ
∂u
du y + ∂ψ

∂u

x+ ∂ϕ
∂v
dv y + ∂ψ

∂v
dv

∣
∣
∣
∣

=
1

2

(
∂ϕ

∂u

∂ψ

∂v
− ∂ϕ

∂v

∂ϕ

∂u

)

dudv

=
1

2
J (u, v) dudv

Sostituendo nella (5.93):
misdT = J (u, v) dudv

Esempio 427 Consideriamo il caso speciale in cui (u, v) = (r, ϕ), essendo r, ϕ le coordinate
polari nel piano, onde:

x = r cosϕ (5.94)

y = r sinϕ
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Lo jacobiano della trasformazione (5.94) è:

J (r) = r

per cui la trasformazione è non singolare in A = R2� {(0, 0)}. Le (5.94) sono invertibili in
A:

r =
√

x2 + y2

ϕ = arctan
y

x

È immediato scrivere le equazioni delle linee coordinate nel piano x y. Abbiamo:

r = c1 ⇐⇒ x2 + y2 = c21

Cioè le linee coordinate γr sono circonferenze concentriche centrate nell’origine. Passiamo
alle γϕ:

ϕ = c2 ⇐⇒ arctan
y

x
= c2

Ovvero:
y = c′2x,

essendo c′2 = tan c2. Ne concludiamo che le linee coordinate γϕ sono rette passanti per
l’origine. Si osservi che in questo caso speciale di coordinate curvilinee nel piano, le linee
coordinate sono ortogonali (fig. 5.14).

5.4.9 Coordinate curvilinee in R3

In R3 i casi speciali di coordinate curivilinee sono:

1. coordinate sferiche (o polari)

2. coordinate cilindriche

Coordinate sferiche

Le equazioni di trasformazione (x, y, z) → (r, θ, ϕ) sono:

x = r sin θ cosϕ (5.95)

y = r sin θ sinϕ

z = r cos θ,

con 0 ≤ r ≤ +∞, 0 ≤ θ ≤ π, 0 ≤ ϕ ≤ 2π. r è il raggio vettore, l’angolo θ è la colatitudine,
mentre ϕ è la longitudine. Il determinante jacobiano è:

∂ (x, y, z)

∂ (r, θ, ϕ)
=

∣
∣
∣
∣
∣
∣

∂x
∂r

∂y
∂r

∂z
∂r

∂x
∂θ

∂y
∂θ

∂z
∂θ

∂x
∂ϕ

∂y
∂ϕ

∂z
∂ϕ

∣
∣
∣
∣
∣
∣

Calcolando le derivate e sviluppando:

∂ (x, y, z)

∂ (r, θ, ϕ)
= r2 sin θ
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x

y

r
r+dr

φ+dφ

φ
P

P'

P1

P2

dT

dr

dr
dφ

Figura 5.14: Andamento di alcune linee coordinate γr, γϕ nel piano xy.
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Definiamo:

Λ =
{
(r, θ, ϕ) ∈ R3 | 0 < r < +∞, 0 < θ < π, 0 ≤ ϕ ≤ 2π

}

= R3\
{
(x, y, z) ∈ R3 | x = y = 0, −∞ < z < +∞

}

︸ ︷︷ ︸

asse z

Quindi:

∀ (r, θ, ϕ) ∈ Λ,
∂ (x, y, z)

∂ (r, θ, ϕ)
> 0

∀ (x, y, 0) , ∂ (x, y, z)
∂ (r, θ, ϕ)

= 0

Ne concludiamo che la trasformazione (5.95) è singolare sull’asse z. Escludendo i punti
dell’asse z, troviamo che l’elemento di misura si trasforma come:

dxdydz → r2 sin θdrdθdϕ

o, ciò che è lo stesso, l’elemento di volume in coordinate sferiche è:

dV = r2 sin θdrdθdϕ

Se f : T → R è ivi continua, essendo T un dominio limitato e misurabile di R3:
∫∫∫

T

f (x, y, z) dxdydz

=

∫∫∫

U

f (r sin θ cosϕ, r sin θ sinϕ, r cos θ) r2 sin θdrdθdϕ

Coordinate cilindriche

Le equazioni di trasformazione (x, y, z) → (r, ϕ, z) sono:

x = r cosϕ (5.96)

y = r sinϕ

z = z,

con 0 ≤ r ≤ +∞, 0 ≤ ϕ ≤ 2π, −∞ < z < +∞. Il determinante jacobiano:

∂ (x, y, z)

∂ (r, ϕ, z)
=

∣
∣
∣
∣
∣
∣

∂x
∂r

∂y
∂r

∂z
∂r

∂x
∂ϕ

∂y
∂ϕ

∂z
∂ϕ

∂x
∂z

∂y
∂z

∂z
∂z

∣
∣
∣
∣
∣
∣

=

∣
∣
∣
∣
∣
∣

cosϕ sinϕ 0
−r sinϕ r cosϕ 0

0 0 1

∣
∣
∣
∣
∣
∣

= r

Definiamo:

Λ =
{
(r, ϕ, z) ∈ R3 | 0 < r < +∞, 0 ≤ ϕ ≤ 2π, −∞ < z +∞

}

= R3\
{
(x, y, z) ∈ R3 | x = y = 0, −∞ < z < +∞

}

︸ ︷︷ ︸

asse z
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Quindi:

∀ (r, θ, ϕ) ∈ Λ,
∂ (x, y, z)

∂ (r, θ, ϕ)
> 0

∀ (x, y, 0) , ∂ (x, y, z)
∂ (r, θ, ϕ)

= 0

Ne concludiamo che la trasformazione (5.96) è singolare sull’asse z. Escludendo i punti
dell’asse z, troviamo che l’elemento di misura si trasforma come:

dxdydz → rdrdϕdz

o, ciò che è lo stesso, l’elemento di volume in coordinate cilindriche è:

dV = rdrdϕdz

Se f : T → R è ivi continua, essendo T = {(x, y, z) ∈ R3 | T è limitato e misurabile} :

∫∫∫

T

f (x, y, z) dxdydz =

∫∫∫

U

f (r cosϕ, r sinϕ, z) rdrdϕdz

5.4.10 Calcolo di volumi

Solidi di rotazione

Consideriamo un dominioD limitato e misurabile contenuto nel semipiano xz. In particolare:

D ⊂
{
(x, 0, z) ∈ R3 | 0 < x < +∞, 0 ≤ z < +∞

}
(5.97)

Sia T il solido generato dalla rotazione di D di un angolo 2π attorno all’asse z (fig. 5.15).
La rotazione attorno all’asse z suggerisce di passare alle coordinate cilindriche (r, ϕ, z). Per

y

x

z

D α

φ

P

r=x

Pφ

Dφ

Figura 5.15: Rotazione di D attorno all’asse z

una rotazione di un angolo ϕ, il dominio si porta in Dϕ, mentre il generico punto P (x, 0, z)
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passa in Pϕ (r, ϕ, z) . Il solido T corrisponde - nello spazio r, ϕ, z - a un cilindro U di base D,
altezza 2π e generatrici parallele al piano coordinato rϕ:

U = {(r, ϕ, z) | (r, z) ∈ Dϕ, 0 ≤ ϕ ≤ 2π} , (5.98)

come possiamo vedere in figura 5.16.

r

φ

z

Dφ

2π

Figura 5.16: Dominio U corrispondente al dominio T , nello spazio delle coordinate
cilindriche.

Tale dominio è normale rispetto al piano coordinato rz, per cui:

misT = misU =

∫∫∫

U

rdrdϕdz (5.99)

giacché passando dalle coordinate cartesiane (x, y, z) nelle coordinate cilindriche, l’elemento
di volume cambia come

dxdydz → rdrdϕdz

Dalla (5.98) vediamo che U è un dominio normale rispetto al piano coordinato rx, per cui
utilizzando le formule di riduzione, si ha:

misU =

2π∫

0

dϕ

∫∫

Dϕ

rdrdz = 2π

∫∫

Dϕ

rdrdz (5.100)

Osservando che Dϕ = Dϕ=0, ∀ϕ ∈ [0, 2π] e che per ϕ = 0 è r = x, si ha:

∫∫

Dϕ

rdrdz =

∫∫

D

xdxdz = areaD · xG, (5.101)

avendo utilizzato la nota formula che fornisce l’ascissa xG del baricentro della figura piana
individuata da D:

xG =
1

areaD

∫∫

D

xdxdz (5.102)

Da ciò segue che il volume V del solido di rotazione è:

V = areaD · 2πxG
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Tale formula esprime il Teorema di Guldino per il volume dei solidi di rotazione: nel-
le ipotesi fatte, il volume di T è dato dal prodotto dell’area di D per la lunghezza della
circonferenza descritta dal baricentro di D in una rotazione di 2π attorno all’asse z.

Il formalismo delle matrici di rotazione è estremamente efficace nello studio dei solidi
di rotazione. Assegnato il dominio D dato dalla (5.97), scriviamo una rappresentazione
parametrica della sua frontiera:

∂D : x = f (θ) , y = 0, z = g (θ) , θ ∈ [a, b] , (5.103)

ove f e g sono funzioni continue assegnate del parametro reale θ. Segue che il generico punto
di ∂D è rappresentato dal vettore colonna:

X (θ) =





f (θ)
0

g (θ)



 , (5.104)

mentre la matrice di rotazione attorno all’asse z si scrive:

Rz (ϕ) =





cosϕ − sinϕ 0
sinϕ cosϕ 0
0 0 1



 (5.105)

Il generico punto della superficie del solido generato dalla rotazione di D attorno all’asse z
è rappresentato dal vettore colonna

X ′ (ϕ, θ) = Rz (ϕ)X (θ) =





f (θ) cosϕ
f (θ) sinϕ
g (θ)



 , (5.106)

che fornisce una rappresentazione parametrica della predetta superficie:

x = f (θ) cosϕ, y = f (θ) sinϕ, z = g (θ) , ϕ ∈ [0, 2π] , θ ∈ [a, b] (5.107)

Ad esempio, supponiamo che D sia un dominio circolare centrato in P0 (x0, y0):

D =
{
(x, 0, z) | (x− x0)

2 + (z − z0)
2 ≤ R2

}

In particolare x0 > R, cosicchè D non attraversa l’asse z. Come è noto, la rotazione di D
attorno all’asse z genera un toro. Le (5.107) diventano:

x = (x0 +R cos θ) cosϕ, y = (x0 +R cos θ) cosϕ, z = z0 +R sin θ, ϕ ∈ [0, 2π] , θ ∈ [0, 2π]
(5.108)

In figura 5.17 è disegnata la superficie (5.108)
Applichiamo il teorema di Guldino:

V = areaD · 2πxG

In questo caso è xG = x0 e areaD = πR2, per cui il volume del toro è:

Vtoro = 2πR2x0
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-5

0

5
-5

0

5

-1.0
-0.5

0.0
0.5
1.0

Figura 5.17: Solido generato dalla rotazione di un dominio circolare di raggio unitario attorno
all’asse z

Calcolo di volumi per sezione

Sia D un dominio di R3 normale rispetto al piano coordinato xy:

D =
{
(x, y, z) ∈ R3 | (x, y) ∈ A, α (x, y) ≤ z ≤ β (x, y)

}
(5.109)

Il volume della regione dello spazio ordinario individuata da D è:

V = misD =

∫∫∫

D

dxdydz =

∫∫

A

dxdy

β(x,y)∫

α(x,y)

dz (5.110)

Poniamo

G (x, y)
def
=

β(x,y)∫

α(x,y)

dz = β (x, y)− α (x, y) , (5.111)

onde:

V =

∫∫

A

G (x, y) dxdy (5.112)

Supponiamo che A sia un dominio normale rispetto all’asse x (fig. 5.18):

A = {(x, y) | a ≤ x ≤ b, ϕ (x) ≤ y ≤ ψ (x)}

Quindi possiamo applicare la formula di riduzione per gli integrali doppi, ottenendo

V =

b∫

a

dx

ψ(x)∫

ϕ(x)

dyG (x, y)
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x

z

y

z=β(x,y)z=

z=α(x,y)

b

a

y=φ(x)

y=ψ(x)A

Figura 5.18: Il dominio D compreso tra le due superfici z = α (x, y) e z = β (x, y), si proietta
sul piano xy nel dominio A che a sua volta è normale rispetto all’asse x.

In forza della (5.111):
ψ(x)∫

ϕ(x)

dyG (x, y) =

ψ(x)∫

ϕ(x)

dy

β(x,y)∫

α(x,y)

dz

Sostituendo nella precedente:

V =

b∫

a

dx

ψ(x)∫

ϕ(x)

dy

β(x,y)∫

α(x,y)

dz (5.113)

Sia Σx0 la sezione di D con il piano α0 passante per un assegnato punto (x0, 0, 0) con
x0 ∈ (a, b) e parallelo al piano cooordinato yz:

α0 : x = x0, (5.114)

onde:

Σx0 = α0 ∩D
=
{
(y, z) ∈ R2 | ϕ (x0) ≤ y ≤ ψ (x0) , α (x0, y) ≤ z ≤ β (x0, y)

}

Per ogni x ∈ (a, b), abbiamo la sezione corrente:

Σx =
{
(y, z) ∈ R2 | ϕ (x) ≤ y ≤ ψ (x) , α (x, y) ≤ z ≤ β (x, y)

}

L’area di Σx è:

misΣx =

∫∫

Σx

dydz =

ψ(x)∫

ϕ(x)

dy

β(x,y)∫

α(x,y)

dz
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Confrontando con la (5.113):

V =

b∫

a

misΣxdx (5.115)

Questo risultato ci dice che il dominio D si decompone in infiniti cilindri infinitesimi di base
Σx e altezza dx, per cui il volume di singolo cilindro è misΣxdx. Proviamo a calcolare il
volume dell’ellissoide. Scriviamo:

D =

{

(x, y, z) ∈ R3 | x
2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
≤ 1

}

∂D =

{

(x, y, z) ∈ R3 | x
2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
= 1

}

D è un dominio normale rispetto al piano xy:

D =
{
(x, y, z) ∈ R3 | (x, y) ∈ A, α (x, y) ≤ z ≤ β (x, y)

}
,

essendo:

α (x, y) = c

√

1−
(
x2

a2
+
y2

b2

)

β (x, y) = −c
√

1−
(
x2

a2
+
y2

b2

)

,

mentre:

A =

{

(x, y) ∈ R2 | x
2

a2
+
y2

b2
≤ 1

}

La sezione con il piano α0) x = x0 si ottiene risolvendo il sistema di equazioni:
{

x2

a2
+ y2

b2
+ z2

c2
≤ 1

x = x0
,

cioè:

Σx0 =

{

(y, z) ∈ R2 | y
2

b2
+
z2

c2
≤ 1− x20

a2

}

Passando alla sezione corrente:

Σx =

{

(y, z) ∈ R2 | y
2

b′2
+
z2

c′2
≤ 1

}

, − a < x < a

essendo:

b′ = b

√

1− x2

a2
, c′ = c

√

1− x2

a2

Quindi Σx è un’elisse di semiassi b′ e c′. Risulta: misΣx = πb′c′ = πbc
(

1− x2

a2

)

. Il volume

dell’ellissoide:

V =

c∫

−c

misΣxdx = πbc

c∫

−c

(

1− x2

a2

)

dx

=
4

3
πabc
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Osserviamo che il dominio D è normale anche rispetto al piano xz, poichè:

D =
{
(x, y, z) ∈ R3 | (x, z) ∈ A, α (x, z) ≤ z ≤ β (x, z)

}
,

essendo:

α (x, z) = c

√

1−
(
x2

a2
+
z2

b2

)

β (x, z) = −c
√

1−
(
x2

a2
+
z2

b2

)

,

mentre A è normale rispetto all’asse z:

A =

{

(x, z) ∈ R2 | x
2

a2
+
z2

b2
≤ 1

}

Sia Σz0 la sezione di D con il piano α0) z = z0:

Σz0 =

{

(x, y) ∈ R2 | x
2

a2
+
y2

b2
≤ 1− z0

c2

}

Passando alla sezione corrente:

Σz =

{

(x, y) ∈ R2 | x
2

a′2
+
y2

b′2
≤ 1

}

, − c < z < c

dove:

a′ = a

√

1− z2

c2
, b′ = b

√

1− z2

c2

Il volume dell’ellissoide è:

V =

c∫

−c

misΣzdz = πab

c∫

−c

(

1− z2

c2

)

dz

=
4

3
πabc

5.5 Area di una superficie

5.5.1 Superfici

Definizione 428 Sia D ⊆ R2 un dominio internamente connesso. Siano assegnate le
funzioni reali:

x = x (u, v) , y = y (u, v) , z = z (u, v) , (u, v) ∈ D (5.116)

Le (5.116) descrivono in R3 un luogo geometrico S denominato superficie (fig (5.19)). Le
equazioni (5.116) costituiscono la rappresentazione parametrica di S

Definizione 429 La superficie (5.116) è regolare se:

1. x (u, v), y (u, v), z (u, v) ∈ C1 (D)
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u

v

A

x

y

z

S

(u,v)

P(x(u,v),y(u,v),z(u,v))  

Figura 5.19: Al punto (u, v) ∈ A corrisponde univocamente il punto
P (x (u, v) , y (u, v) , z (u, v)) ∈ S.
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2. ρ (J) = 2, dove J è la matrice jacobiana delle funzioni x (u, v) , y (u, v) , z (u, v):

J =

(
xu yu zu
xv yv zv

)

, (5.117)

essendo xu =
∂x
∂u
, etc.

3. ∀ (u, v) , (u′, v′) ∈ D, con (u, v) 6= (u′, v′), si ha:

(x (u, v) , y (u, v) , z (u, v)) 6= (x (u′, v′) , y (u′, v′) , z (u′, v′))

Indichiamo con L,M,N i minori del second’ordine estratti dalla matrice jacobiana,
cancellando la prima, la seconda e la terza colonna, e presi con segni alterni:

L =

∣
∣
∣
∣

yu zu
yv zv

∣
∣
∣
∣
, M =

∣
∣
∣
∣

zu xu
zv xv

∣
∣
∣
∣
, N =

∣
∣
∣
∣

xu yu
xv yv

∣
∣
∣
∣

Evidentemente:
ρ (J) = 2 ⇐⇒ L2 +M2 +N2 > 0, ∀ (u, v) ∈ D

Definizione 430 L’interno di S è il sottoinsieme S̊ ⊂ S:

S̊ =
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Appendice A

Svolgimento degli esercizi

A.1 Insieme di definizione delle funzioni di 2 variabili

A.1.1 Esercizio 162

L’insieme di definizione della funzione f è tale che

x ≥ 0, y >
√
x (A.1)

Cioè:
A =

{
(x, y) ∈ R2 | 0 ≤ x < +∞,

√
x < y < +∞

}
, (A.2)

che è la regione del primo quadrante al di sopra della parabola y =
√
x. Si tratta di un

campo illimitato. Le curve di livello sono rappresentabili esclusivamente in forma implicita:

e
√
x + ln

(
y −√

x
)
= c (A.3)

L’insieme di definizione della funzione g è tale che

x ≥ 0, x >
√
y

Cioè:
B =

{
(x, y) ∈ R2 | 0 ≤ x < +∞, 0 < y < x2

}

Anche in questo caso le curve di livello ammettono la sola rappresentazione implicita

e
√
x + ln (x−√

y) = c

A.1.2 Esercizio 163

L’insieme di definizione della funzione f è l’insieme delle soluzioni del sistema di disequazioni:

{
1− a2 (x2 + y2) ≥ 0
9− a2 (x2 + y2) ≥ 0

Cioè:

A =

{

(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 ≤ 1

a2

}

, (A.4)
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cioè il dominio circolare di centro (0, 0) e raggio 1/a. L’insieme di definizione della funzione
g è l’insieme delle soluzioni della disequazione

1− a2
(
x2 + y2

)
> 0

Cioè:

B =

{

(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 <
1

a2

}

,

onde
B = Å (A.5)

A.1.3 Esercizio 164

L’insieme di definizione della funzione f è l’insieme delle soluzioni del sistema di disequazioni:

{
a2 − x2 > 0
arctan|y−a|
x2+y2−a2 ≥ 0

(A.6)

Risolviamo la prima disequazione.

x2 − a2 < 0 ⇐⇒ x ∈ (−a, a) (A.7)

Segue
A1 =

{
(x, y) ∈ R2 | −a < x < a, −∞ < y < +∞

}
(A.8)

cioè la striscia A1 = (−a, a)× (−∞,+∞).
Risolviamo la seconda disequazione.
L’insieme delle soluzioni della seconda disequazione è l’unione degli insiemi soluzioni S1

e S2 dei sistemi:

arctan |y − a|
x2 + y2 − a2

≥ 0 ⇐⇒
arctan|y−a|≥0

x2 + y2 − a2 > 0

⇐⇒ A2 =
{
(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 > a2

}

L’insieme delle soluzioni del sistema (A.6), i.e. l’insieme di definizione della funzione asse-
gnata, è:

A = A1 ∩ A2 = (−a, a)× (−∞,+∞)−D, (A.9)

essendo
D

def
=
{
(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 ≤ a2

}

Ne concludiamo
A =

{
(x, y) ∈ R2 | −a < x < a, x2 + y2 > a2

}

A.1.4 Esercizio 165

L’insieme di definizione della funzione fα è l’insieme delle soluzioni del sistema di disequa-
zioni: {

x2 + y2 − α + 1 > 0
α− x2 − y2 > 0

(A.10)
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Risolviamo la prima disequazione. Detto Xα l’insieme delle soluzioni, deve essere:

Xα =
{
(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 > α− 1

}

Per 0 ≤ α < 1 è manifestamente Xα = R2. Per α = 1, Xα = R2 − {(0, 0)}, e per α > 1 è
Xα = R2 −Dα, dove:

Dα =
{
(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 ≤ α− 1

}
,

cioè il dominio circolare centrato nell’origine e di raggio
√
α− 1. Quindi:

Xα =







R2, se 0 ≤ α < 1
R2 − {(0, 0)} , se α = 1
R2 −Dα, se α > 1

(A.11)

Risolviamo la seconda disequazione. Detto Yα l’insieme delle soluzioni, deve essere:

Yα =
{
(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 < α2

}

Evidentemente Y0 = ∅, mentre per α > 0, Yα è il campo circolare centrato nell’origine e di
raggio α. Cioè:

Yα =

{
∅, se α = 0
{(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 < α2} , se α > 0

L’insieme di definizione della funzione fα è Aα = Xα ∩ Yα. Più precisamente:

Aα =







∅, se α = 0
{(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 < α} , se 0 < α < 1
(R2 − {(0, 0)}) ∩ Yα=1 = Yα=1 − {(0, 0)} , se α = 1
{(x, y) ∈ R2 | α− 1 < x2 + y2 < α2} , se α > 1

(A.12)

Verifichiamo il caso α = 1
fα=1 (x, y) = ln

(
x2 + y2

)
,

che è definita in R2 − {(0, 0)} contrariamente alla terza delle (A.12). Il disaccordo è dovuto
al fatto che per α = 1 si annulla il numeratore del secondo termine a secondo membro
dell’espressione di fa (x, y).

A.1.5 Esercizio 166

La funzione è definita in R2. L’equazione della generica curva di livello è f (x, y) = c, con
c ∈ R. Quindi:

x+ y = c

Tale equazione definisce il fascio improprio di rette generato dalla bisettrice del II e del IV
quadrante (x+ y = 0).

A.1.6 Esercizio 167

La funzione è definita in R2. L’equazione della generica curva di livello è f (x, y) = c. Quindi:

x2 + y2 = c ≥ 0

Detto γc la generica curva di livello si ha γc=0 = {(0, 0)}, γc>0 è la circonferenza di centro
l’origine e raggio

√
c.
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A.1.7 Esercizio 168

La funzione è definita in
A =

{
(x, y) ∈ R2 | xy ≥ 0

}
,

che è un campo connesso illimitato. L’equazione della generica curva di livello è

√
xy = K ≥ 0 ⇐⇒ xy = K2 def

= c

Quindi l’insieme delle curve di livello è

{γc : xy = c | c ∈ [0,+∞)} ,

cioè la famiglia di iperboli aventi per asintoti gli assi coordinati. Il luogo degli zeri è

xy = 0 ⇐⇒ x = y = 0,

cioè l’insieme {(0, 0)}.

A.1.8 Esercizio 169

La funzione è definita in A = R2. L’equazione della generica curva di livello è

(1 + x+ y)2 = K ≥ 0 ⇐⇒ 1 + x+ y = K2 def
= c ≥ 0

Quindi l’insieme delle curve di livello è {γc : y = −x+ c− 1 | 0 ≤ c < +∞}, cioè il fascio
improprio di rette generato da y = −x− 1.

A.1.9 Esercizio 170

La funzione è definita in X = R2. L’equazione della generica curva di livello è

1− |x| − |y| = c

Per c = 0 la corrispondente curva di livello si identifica con il luogo γ0 degli zeri di f

1− |x| − |y| = 0 ⇐⇒







x+ y = 1, se x ≥ 0, y ≥ 0
x− y = 1, se x ≥ 0, y < 0
x+ y = −1, se x < 0, y < 0
−x+ y = 1, se x ≥ 0, y ≥ 0

(A.13)

Cioè γ0 è l’unione dei segmenti (A.13). Più specificatamente, si tratta di un quadrato di lato√
2 disposto come in fig. A.1.
In generale:

|x|+ |y| = 1 + c, ∀c ∈ R

Cioè 





x+ y = 1 + c, se x ≥ 0, y ≥ 0
x− y = 1 + c, se x ≥ 0, y < 0
x+ y = −1 + c, se x < 0, y < 0
−x+ y = 1 + c, se x ≥ 0, y ≥ 0

(A.14)
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-1 1
x

-1

1

y

Figura A.1: Curva di livello 1− |x| − |y| = 0.
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1
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Figura A.2: Curve di livello 1− |x| − |y| = c.

307



APPENDICE A. SVOLGIMENTO DEGLI ESERCIZI

Tale insieme rappresenta un quadrato di lato |1 + c|
√
2, disposto in maniera simile a quello

di fig. A.9. Ne consegue che l’insieme Γc (f) delle curve di livello è la famiglia di quadrati
definita dalla (A.14) come mostrato in fig. A.2.

Per c = −1 il quadrato ha lato di lunghezza 0, i.e. è degenere:

|x|+ |y| = 0,

ed è facile convincersi che tale equazione ammette l’unica soluzione (x, y) = (0, 0). Geome-
tricamente, significa che il quadrato collassa nel punto (0, 0). Infine, per quanto riguarda la
natura del grafico di f , osserviamo che

f (x, y) =







1− x− y, se x ≥ 0, y ≥ 0
1− x+ y, , se x ≥ 0, y < 0
1 + x+ y, , se x < 0, y < 0
1 + x− y, , se x ≥ 0, y ≥ 0

(A.15)

Cioè abbiamo equazioni del tipo z = 1 ± x ± y ovvero di piani passanti per (0, 0, 1). Più
precisamente, il grafico della funzione è la superficie laterale di una piramide di vertice
V (0, 0, 1) e base γ0.

A.1.10 Altri esercizi

Esercizio 431 Determinare l’insieme di definizione e le curve di livello della funzione

f (x, y) = arcsin (xy) (A.16)

Soluzione
Deve essere

|xy| ≤ 1 ⇐⇒ −1 ≤ xy ≤ 1, (A.17)

per cui dobbiamo risolvere separatamente le disequazioni

xy ≤ 1, xy ≥ −1 (A.18)

Denotiamo con S1 è l’insieme delle soluzioni della disequazione xy ≤ 1, mentre diciamo S2

l’insieme delle soluzioni di xy ≥ −1. Risolviamo la prima:

x > 0 =⇒ y ≤ 1,

x

come mostrato in fig. A.3.
Se x < 0

x < 0 =⇒ x = − |x| =⇒ −|x| y ≤ 1 =⇒ |x| y ≥ −1 =⇒ y ≥ − 1

|x| =
1

x
,

come mostrato in fig. A.4.
Ne consegue

S1 =

{

(x, y) ∈ R2 | 0 < x < +∞, y ≤ 1

x

}

∪ (A.19)

∪
{

(x, y) ∈ R2 | −∞ < x < 0, y ≥ 1

x

}
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x

y

y=
1

x

Figura A.3: La regione colorata è l’insieme delle soluzioni di xy ≤ 1 per x > 0.

x
y

y=
1

x

Figura A.4: La regione colorata è l’insieme delle soluzioni di xy ≤ 1 per x < 0.

x
y

y=-
1

x

Figura A.5: La regione colorata è l’insieme delle soluzioni di xy ≥ −1 per x > 0.
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Passiamo alla disequazione xy ≥ −1.

x > 0 =⇒ y ≥ −1

x
,

come mostrato in fig. A.5.
Se x < 0

x < 0 =⇒ x = − |x| =⇒ −|x| y ≥ −1 =⇒ |x| y ≤ 1 =⇒ y ≤ 1

|x| =
1

x
,

come mostrato in fig. A.6.

x

y

y=-
1

x

Figura A.6: La regione colorata è l’insieme delle soluzioni di xy ≥ −1 per x < 0.

Ne consegue

S2 =

{

(x, y) ∈ R2 | 0 < x < +∞, y ≥ −1

x

}

∪ (A.20)

∪
{

(x, y) ∈ R2 | −∞ < x < 0, y ≤ −1

x

}

Quindi l’̀ınsieme di definizione della funzione è

X = S1 ∪ S2 ∪ {(0, 0)}
Si tratta di un dominio illimitato internamente connesso (fig. A.7).

Determiniamo ora le curve di livello.

arcsin (xy) = K,

dove K ∈ R è una costante. Segue

xy = sinK
def
= c ∈ [−1, 1] ,

onde le curve di livello sono rami di iperboli

y =
c

x
, c ∈ [−1, 1] ,

contenute nel dominio X, come appare dalla fig. A.8
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x

y

Figura A.7: Insieme di definizione della funzione (A.16). La regione appare limitate per
motivi di disegno. In realtà si tratta di un dominio illimitato.
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Figura A.8: Alcune curve di livello della funzione (A.16).
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Esercizio 432 Insieme di definizione e curve di livello della funzione

f (x, y) = g
(√

x2 + y2
)

, (A.21)

dove g è un’arbitraria funzione elementarmente esprimibile.

Soluzione
L’insieme di definizione dipende dall’espressione elementare di g. Le curve di livello

hanno equazione:

f (x, y) = c⇐⇒ g
(√

x2 + y2
)

= K ⇐⇒
√

x2 + y2 = c⇐⇒ x2 + y2 = c2,

ovvero circonferenze di centro (0, 0) e raggio c > 0.

Esercizio 433 Insieme di definizione e curve di livello della funzione

f (x, y) = 1− |x| − |y| , (A.22)

Soluzione
La funzione è definita in X = R2. L’equazione della generica curva di livello è

1− |x| − |y| = c

Per c = 0 la corrispondente curva di livello si identifica con il luogo γ0 degli zeri di f

1− |x| − |y| = 0 ⇐⇒







x+ y = 1, se x ≥ 0, y ≥ 0
x− y = 1, se x ≥ 0, y < 0
x+ y = −1, se x < 0, y < 0
−x+ y = 1, se x ≥ 0, y ≥ 0

(A.23)

Cioè γ0 è l’unione dei segmenti (A.23). Più specificatamente, si tratta di un quadrato di lato√
2 disposto come in fig. A.9.
In generale:

|x|+ |y| = 1 + c, ∀c ∈ R

Cioè 





x+ y = 1 + c, se x ≥ 0, y ≥ 0
x− y = 1 + c, se x ≥ 0, y < 0
x+ y = −1 + c, se x < 0, y < 0
−x+ y = 1 + c, se x ≥ 0, y ≥ 0

(A.24)

Tale insieme rappresenta un quadrato di lato |1 + c|
√
2, disposto in maniera simile a quello

di fig. A.9. Ne consegue che l’insieme Γc (f) delle curve di livello è la famiglia di quadrati
definita dalla (A.24) come mostrato in fig. A.10.

Per c = −1 il quadrato ha lato di lunghezza 0, i.e. è degenere:

|x|+ |y| = 0,

ed è facile convincersi che tale equazione ammette l’unica soluzione (x, y) = (0, 0). Geome-
tricamente, significa che il quadrato collassa nel punto (0, 0). Infine, per quanto riguarda la
natura del grafico di f , osserviamo che

f (x, y) =







1− x− y, se x ≥ 0, y ≥ 0
1− x+ y, , se x ≥ 0, y < 0
1 + x+ y, , se x < 0, y < 0
1 + x− y, , se x ≥ 0, y ≥ 0

(A.25)
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-1 1
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1

y

Figura A.9: Curva di livello 1− |x| − |y| = 0.

313



APPENDICE A. SVOLGIMENTO DEGLI ESERCIZI

-2 -1 0 1 2

-2

-1

0

1

2

Figura A.10: Curve di livello 1− |x| − |y| = c.
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Cioè abbiamo equazioni del tipo z = 1 ± x ± y ovvero di piani passanti per (0, 0, 1). Più
precisamente, il grafico della funzione è la superficie laterale di una piramide di vertice
V (0, 0, 1) e base γ0.

A.2 Esercizi sulle derivate parziali

Esercizio 434 Determinare le derivate parziali del prim’ordine della funzione:

f (x, y) = 2x2 − 3xy + 4y2

Soluzione.
∂f

∂x
= 4x− 3y,

∂f

∂y
= −3x+ 8y

Esercizio 435 Stesso esercizio per la funzione:

f (x, y) =
x2

y
+
y2

x

Soluzione.
∂f

∂x
=

2x

y
− y2

x2
,
∂f

∂y
= −x

2

y2
+

2y

x

Esercizio 436 Stesso esercizio per la funzione:

f (x, y) = sin (2x+ 3y)

Soluzione.
∂f

∂x
= 2 cos (2x+ 3y) ,

∂f

∂y
= 3 cos (2x+ 3y)

Esercizio 437 Stesso esercizio per la funzione:

f (x, y) = arctan
(
x2y
)
+ arctan

(
xy2
)

Soluzione.

∂f

∂x
=

1

1 + x4y2
· (2xy) + y2

1 + x2y4

=
2xy

1 + x4y2
+

y2

1 + x2y4

=
2xy (1 + x2y4) + y2 (1 + x4y2)

(1 + x4y2) (1 + x2y4)

Quindi:
∂f

∂x
=
y (x4y3 + 2x3y4 + y + 2x)

(1 + x4y2) (1 + x2y4)

La derivata rispetto a y:

∂f

∂y
=

x2

1 + x4y2
+

2xy

1 + x2y4

=
x2 + x4y4 + 2xy + 2x5y3

(1 + x4y2) (1 + x2y4)

Cioè:
∂f

∂y
=
x (x3y4 + 2x4y3 + x+ 2y)

(1 + x4y2) (1 + x2y4)

315



APPENDICE A. SVOLGIMENTO DEGLI ESERCIZI

Esercizio 438 Determinare le derivate parziali del prim’ordine della funzione:

f (x, y) = ex
2+xy

Soluzione.
∂f

∂x
= (2x+ y) ex

2+xy,
∂f

∂y
= xex

2+xy

Esercizio 439 Determinare le derivate parziali del second’ordine della funzione:

f (x, y) = x2 + 5xy + y2

Soluzione.
∂f

∂x
= 2x+ 5y,

∂f

∂y
= 5x+ 2y

Quindi:

∂2f

∂x2
= 2,

∂2f

∂y2
= 2,

∂2f

∂x∂y
=

∂

∂y
(2x+ 5y) = 5

∂2f

∂y∂x
=

∂2f

∂x∂y

Esercizio 440 Determinare le derivate parziali del second’ordine della funzione:

f (x, y) = x cos y − y cos x

Soluzione.
∂f

∂x
= cos y + y sin x,

∂f

∂y
= −x sin y − cos x

Quindi:

∂2f

∂x2
= y cos x,

∂2f

∂y2
= −x cos y, ∂2f

∂x∂y
=

∂

∂y
(cos y + y sin x) = sin x− sin y

∂2f

∂y∂x
=

∂2f

∂x∂y

Esercizio 441 Determinare le derivate parziali del prim’ordine della funzione:

f (x, y) =
x

y2
− y

x2

Soluzione.

∂f

∂x
=

1

y2
− y (−2) x−3 =

1

y2
+

2y

x3

∂f

∂y
= x (−2) y−3 − 1

x2
= −2

x

y3
− 1

x2

Esercizio 442 Determinare le derivate parziali del prim’ordine della funzione:

f (x, y) = sin 3x cos 4y

Soluzione.
∂f

∂x
= 3 cos 3x cos 4y,

∂f

∂y
= −4 sin 3x sin 4y
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Esercizio 443 Mostrare che la funzione

f (x1, x2, ..., xn) =

√
√
√
√

n∑

k=1

x2x,

verifica l’equazione differenziale alle derivate parziali:

n∑

i=1

xi
∂f

∂xi
= f (x1, x2, ..., xn)

Soluzione.
∂f

∂xi
=

1

2

√
√
√
√

n∑

k=1

x2x

· 2xi =
xi

f (x1, x2, ..., xn)

Quindi:
n∑

i=1

xi
∂f

∂xi
=

1

f (x1, x2, ..., xn)

n∑

i=1

x2i

︸ ︷︷ ︸

=f2(x1,x2,...,xn)

= f (x1, x2, ..., xn)

Esaminiamo alcuni casi particolari.
Per n = 1 è:

f (x) = x

x
df

dx
= f (x)

Per n = 2:

f (x, y) =
√

x2 + y2

x
∂f

∂x
+ y

∂f

∂y
= f (x, y)

Per n = 3:

f (x, y, z) =
√

x2 + y2 + z2

x
∂f

∂x
+ y

∂f

∂y
+ z

∂f

∂z
= f (x, y, z)

Esercizio 444 Mostrare che la funzione

f (x, y) = e
x
y sin

(
x

y

)

+ e
y
x cos

(y

x

)

,

verifica l’equazione differenziale alle derivate parziali:

x
∂f

∂x
+ y

∂f

∂y
= 0
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Soluzione.

∂f

∂x
=

1

y
e

x
y sin

(
x

y

)

+ e
x
y cos

(
x

y

)

· 1
y
+

− y

x2
e

y
x cos

(y

x

)

− e
y
x sin

(y

x

)

·
(

− y

x2

)

Cioè:
∂f

∂x
=

1

y
e

x
y sin

(
x

y

)

+
1

y
e

x
y cos

(
x

y

)

− y

x2
e

y
x cos

(y

x

)

+
y

x2
e

y
x sin

(y

x

)

Calcoliamo la derivata rispetto a y:

∂f

∂y
= − x

y2
e

x
y sin

(
x

y

)

− x

y2
e

x
y cos

(
x

y

)

+

+
1

x
e

y
x cos

(y

x

)

− 1

x
e

y
x sin

(y

x

)

Quindi:

x
∂f

∂x
+ y

∂f

∂y
= 0

Esercizio 445 Mostrare che la funzione

f (x, y) = (ax+ by)2 + eax+by + sin (ax+ by) ,

verifica l’equazione differenziale alle derivate parziali:

a
∂f

∂y
− b

∂f

∂x
= 0

Soluzione.

∂f

∂x
= 2a (ax+ by) + aeax+by + a cos (ax+ by)

∂f

∂y
= 2b (ax+ by) + beax+by + b cos (ax+ by)

Quindi:

a
∂f

∂y
− b

∂f

∂x
= 0

Esercizio 446 Mostrare che la funzione

f (x, y, z) = (ax+ by + cz)2 + eax+by+cz + sin (ax+ by + cz) ,

verifica l’equazione differenziale alle derivate parziali:

ac
∂f

∂y
− bc

∂f

∂x
− ab

∂f

∂z
= 0

Soluzione.

∂f

∂x
= 2a (ax+ by + cz) + aeax+by+cz + a cos (ax+ by + cz)

∂f

∂y
= 2b (ax+ by + cz) + beax+by+cz + b cos (ax+ by + cz)

∂f

∂z
= 2c (ax+ by + cz) + ceax+by+cz + c cos (ax+ by + cz)
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Quindi:

ac
∂f

∂y
− bc

∂f

∂x
− ab

∂f

∂z
= 0

Esercizio 447 Mostrare che la funzione

f (x, y) =
xy

x− y
,

verifica l’equazione differenziale alle derivate parziali:

x2
∂2f

∂x2
+ 2xy

∂2f

∂x∂y
+ y2

∂2f

∂y2
= 0

Soluzione. Calcoliamo le derivate parziali prime:

∂f

∂x
=
y (x− y)− xy

(x− y)2

= − y2

(x− y)2

∂f

∂y
=
y (x− y) + xy

(x− y)2

= − x2

(x− y)2

Calcoliamo le derivate parziali seconde:

∂2f

∂x2
= −y2 ∂

∂x
(x− y)−2

=
2y2

(x− y)3

∂2f

∂y2
= x2

∂

∂x
(x− y)−2

=
2x2

(x− y)3

∂2f

∂x∂y
=

∂

∂y

(
∂f

∂x

)

= − ∂

∂y

y2

(x− y)2

= − 2xy2

(x− y)3

Quindi:

x2
∂2f

∂x2
+ 2xy

∂2f

∂x∂y
+ y2

∂2f

∂y2
= 0
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Esercizio 448 Consideriamo una grandezza fisica che varia in funzione dell’ascissa x e del
tempo t. secondo la legge:

f (x, t) = eαx cos (ωt) , (A.26)

dove α è una costante reale con le dimensione dell’inverso di una lunghezza, mentre ω è una
grandezza con le dimensioni dell’inverso di un tempo (pulsazione o frequenza angolare) .
Mostrare che per ω = |α|, la (A.26) è una soluzione dell’equazione differenziale alle derivate
parziali:

∂2f

∂x2
+
∂2f

∂t2
= 0

Generalizzare il risultato per f (x, y, z, t).
Soluzione. Calcoliamo la derivata rispetto a x:

∂f

∂x
= αeαx cos (ωt)

Quindi la derivata seconda:
∂2f

∂x2
= α2f (x, t)

La derivata rispetto a t:
∂f

∂t
= −ωeαt sin (ωt)

Quindi:
∂2f

∂t2
= −ω2f (x, t)

Perciò:
∂2f

∂x2
+
∂2f

∂t2
= α2 − ω2

Abbiamo:
∂2f

∂x2
+
∂2f

∂t2
= 0 ⇐⇒ α2 − ω2 = 0 ⇐⇒ ω = ±α ⇐⇒

ω>0
ω = |α|

Cioè:

∀ (ω, α) ∈ (0,+∞)× (−∞,+∞) ,
∂2f

∂x2
+
∂2f

∂t2
= 0 ⇐⇒ ω = |α|

Aggiungendo le rimanenti dimensioni spaziali y e , si ha f (x, y, z, t) = eα(x+y+z) cos (ωt) che
verifica l’equazione differenziale:

∇2f +
∂2f

∂t2
= 0

se e solo se ω = |α|.

Esercizio 449 Mostrare che la funzione:

f (x, y, z, t) = e−αt (sin kx+ cos ky + sin kz) , (A.27)

dove α è una costante con le dimensioni dell’inverso di un tempo e k una costante con le
dimensioni dell’inverso di una lunghezza, soddisfa l’equazione di diffusione del calore in un
mezzo conduttore:

∇2f =
k2

α

∂f

∂t
(A.28)

320



APPENDICE A. SVOLGIMENTO DEGLI ESERCIZI

Soluzione.
∂f

∂x
= ke−αt cos kx,

da cui:
∂2f

∂x2
= −ke−αt sin kx

Derivando rispetto a y:
∂f

∂y
= −ke−αt sin kx,

da cui:
∂2f

∂y2
= −k2e−αt cos ky

Derivando rispetto a z:
∂f

∂z
= ke−αt cos kz,

da cui:
∂2f

∂z2
= −k2e−αt sin kz

Il laplaciano di f è:
∇f = −k2e−αt (sin kx+ cos ky + sin kz)

La derivata rispetto a t:

∂f

∂t
= −αe−αt (sin kx+ cos ky + sin kz)

Confrontando con l’espressione del laplaciano, otteniamo la (A.28).
Notiamo che l’equazione di diffusione è del secondo ordine nelle variabili spaziali e del pri-

mo ordine rispetto alla variabile t. Inoltre, la soluzione (A.27) è un’oscillazione sinusoidale
nelle coordinate spaziali, modulata da e−αt.

Esercizio 450 Mostrare che la funzione:

f (x, y, z, t) = sin (kxx) sin (kyy) sin (kzz) sin (|k|ωt) ,
dove ω è una pulsazione, mentre k = (kx, ky, kz) è un “vettore d’onda”, verifica l’equazione
differenziale alle derivate parziali:

∇2f =
1

ω2

∂2f

∂t2
(A.29)

Soluzione.
∂f

∂x
= kx cos (kxx) sin (kyy) sin (kzz) sin (|k|ωt)

da cui:
∂2f

∂x2
= −k2x sin (kxx) sin (kyy) sin (kzz) sin (|k|ωt) (A.30)

Le derivate ∂2f
∂y2
, ∂

2f
∂z2

si ottengono dalla (A.30) permutando ciclicamente le variabili x, y, z e

kx, ky, kz (non nell’argomento delle funzioni trigonometriche):

∂2f

∂y2
= −k2y sin (kxx) sin (kyy) sin (kzz) sin (|k|ωt)

∂2f

∂z2
= −k2z sin (kxx) sin (kyy) sin (kzz) sin (|k|ωt)
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Quindi il laplaciano:

∇f = − |k|2 sin (kxx) sin (kyy) sin (kzz) sin (|k|ωt)

La derivata parziale di f rispetto alla variabile t:

∂f

∂t
= ω |k| sin (kxx) sin (kyy) sin (kzz) sin (|k|ωt) ,

da cui:
∂2f

∂t2
= −ω2 |k|2 sin (kxx) sin (kyy) sin (kzz) sin (|k|ωt)

Confrontando con l’espressione del laplaciano, otteniamo la (A.29).

Esercizio 451 Determinare il valore approssimato dell’area di un rettangolo di lati:

1. x = 20.02 cm, ; y = 19.80 cm

2. x = 20.50 cm, ; y = 19.50 cm

3. x = 25 cm, ; y = 23 cm

confrontando, poi, con il valore esatto.
Soluzione. L’area di un rettangolo di lati x e y è una funzione delle due variabili reali

x, y ∈ (0,+∞)× (0,+∞):
S (x, y) = xy

Posto x = x0 +∆x, y = y0 +∆y, si ha:

Sesatto = (x0 +∆x) (y +∆y)

Sapp = S0 + dS,

dove S0 = S (x0, y0). Calcoliamo il differenziale totale:

dS =
∂S

∂x
∆x+

∂S

∂y
∆y

= y∆x+ x∆y

Quindi:
Sapp = S0 + y0∆x+ x0∆y

Assumiamo x0 = 20 cm, y0 = 19 cm, per cui S0 = 380 cm2.

1. Qui è ∆x = 0.02 cm, ∆y = 0.80 cm, per cui:

Sesatto = 396.396 cm2

Sapp = 396.380 cm2

Cioè:
Sesatto − Sapp = 1.6× 10−2 cm
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2. Qui è ∆x = 0.50 cm, ∆y = 0.50 cm, per cui:

Sesatto = 399.75 cm2

Sapp = 399.50 cm2

Cioè:
Sesatto − Sapp = 0.25 cm

3. Qui è ∆x = 5 cm, ∆y = 4 cm, per cui:

Sesatto = 575 cm2

Sapp = 555 cm2

Cioè:
Sesatto − Sapp = 20 cm

Esercizio 452 Se V = 200V è la differenza di potenziale applicata a una resistenza R =
10Ω, determinare la variazione esatta e la variazione approssimata della potenza dissipata
W = V 2

R
quando R diminuisce di 0.2 Ω e V diminuisce di 0.1V.

Soluzione. Scriviamo:

W (V,R) =
V 2

R
, (A.31)

che è l’espressione analitica di una funzionre reale delle variabili reali V,R, definita nel
campo illimitato:

A =
{
(V,R) ∈ R2 | 0 ≤ V < +∞, 0 < R < +∞

}

= [0,+∞)× (0,+∞)

Posto (V0, R0) = (200, 10), si ha:

∆W = W (V0 +∆V,R0 +∆R)−W (V0, R0)

=
R0 (V0 +∆V )2 − V0 (R0 +∆R)

R0 (R0 +∆R)

Per ∆R = −0.2 Ω e ∆V = 0.1V:

∆W = 77.55W

Il valore approssimato dell’incremento della potenza dissipata è dato dal differenziale della
funzione (A.31):

dW =
∂W

∂V
∆V +

∂W

∂R
∆R

= 2
V

R
∆V − V 2

R2
∆R

Quindi:

∆Wapp = 2
V0
R0

∆V − V 2
0

R2
0

∆R

Per ∆R = −0.2 Ω e ∆V = 0.1V:

∆Wapp = 76W

Risulta, dunque, ∆Wapp ∼ ∆W , poichè gli incrementi delle variabili indipendenti sono
“sufficientemente” piccoli.
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Esercizio 453 Assegnato un riferimento cartesiano ortogonale (Oxy) del piano, conside-
riamo un generico punto P (x, y). Denotiamo, quindi, con P∗ la proiezione ortogonale di
P sull’asse x. Viene, cos̀ı, a formarsi il triangolo rettangolo OPP∗, avente per cateti le
coordinate cartesiane x, y di P .

Determinare la variazione esatta e la variazione approssimata della lunghezza dell’ipote-
nusa quando il cateto di lunghezza x si accorcia di ∆x e il cateto di lunghezza y si allunga
di ∆y.

Soluzione. La lunghezza dell’ipotenusa è:

f (x, y) =
√

x2 + y2

Passando da (x, y) a (x− |∆x| , y +∆y), la variazione esatta della lunghezza dell’ipotenusa
altro non è che l’incremento di f (x, y):

∆f = f (x− |∆x| , y +∆y)

=

√

x2 − 2x |∆x|+ (∆x)2 + y2 + 2y∆y + (∆y)2 −
√

x2 + y2

La variazione approssimata è, invece, il differenziale di f (x, y):

(∆f)app = df =
∂f

∂x
∆x+

∂f

∂y
∆y

=
y∆y − x |∆x|
√

x2 + y2

Esercizio 454 Data la funzione:

f (x, y) = x2y − 3y,

calcolare ∆f e df in un generico punto (x, y) e per arbitrari incrementi ∆x,∆y. Calcolare,
poi, le stesse grandezze nel punto (2, 3) e per (∆x,∆y) = (10−1, 2 · 10−1). Determinare,
infine, un valore approssimato di f in (4.12, 5.81).

Soluzione
L’incremento della funzione è:

∆f = f (x+∆x, y +∆y)− f (x, y)

= (x+∆x)2 (y +∆y)− 3 (y +∆y)− x2y + 3y

=
[
2xy∆x+

(
x2 − 3

)
∆y
]

︸ ︷︷ ︸

=df

+ y (∆x)2 + 2x∆x∆y + (∆x)2 ∆y

La quantità tra parentesi è il differenziale totale della funzione, onde:

∆f = df + o (ρ) ,

dove o (ρ) è un infinitesimo di ordine superiore a ρ =
√

(∆x)2 + (∆y)2:

o (ρ) = y (∆x)2 + 2x∆x∆y + (∆x)2 ∆y
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Nel punto P0 (2, 3):

df (P0) = 12× 10−1 + 2× 10−1 =
7

5

o (ρ0) = 3 · 10−2 + 8 · 10−2 + 2 · 10−3 =
14

125

Quindi:

∆f (P0) = df (P0) + o (ρ0) =
189

125

Calcoliamo ora il valore approssimato di f in (4.12, 5.81). A tale scopo poniamo:

x′0 = 4, y′0 = 5

Quindi:
∆x = 0.12, ∆y = 0.82

Il valore esatto è:
f (4.12, 5.82) = 81.331

Il valore approssimato è:

fapp (4.12, 5.82) = f (P ′
0) + df (P ′

0) ,

dove P ′
0 (x

′
0, y

′
0). Il differenziale totale è:

df (P ′
0) =

(
∂f

∂x

)

P ′
0

∆x+

(
∂f

∂y

)

P ′
0

∆y

Le derivate parziali sono:
∂f

∂x
= 2xy,

∂f

∂y
= x2 − 3

Quindi:
df (P ′

0) = 40 · 0.12 + 13 · 0.82 = 15.46,

che sommato a f (P ′
0) = 65 ci dà fapp (4.12, 5.82) = 80.46.

A.3 Complementi

A.3.1 Equazione di D’Aembert

Scriviamo l’equazione di D’Alembert (introdotta nell’esercizio 228) che descrive la propaga-
zione di una grandezza fisica f (x, t) (nella direzione dell’asse x).

∂2f

∂x2
− 1

c2
∂2f

∂t2
= 0, (A.32)

dove c è una costante reale positiva.

Osservazione 455 L’equazione di D’Alembert è un’equazione differenziale alle derivate par-
ziali del second’ordine, lineare ed omogenea.
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Teorema 456 L’integrale generale della (A.32) è:

f (x, t) = f1 (x− ct) + f2 (x+ ct) , ∀f1, f2 ∈ C2 (R) (A.33)

Dimostrazione. Eseguiamo la trasformazione (x, t) → (ξ, η):

ξ (x, t) = x− ct (A.34)

η (x, t) = x+ ct

cosicchè:
f (x, t) = F [ξ (x, t) , η (x, t)] , (A.35)

dove F è la funzione composta:

F [ξ (x, t) , η (x, t)] = f1 [ξ (x, t)] + f2 [η (x, t)]

Dobbiamo determinare ∂2f
∂x2
, ∂

2f
∂t2

in modo da verificare la (A.32). La derivata prima rispetto
a x si ottiene dalla (A.35):

∂f

∂x
=

∂

∂x
F [ξ (x, t) , η (x, t)]

=
∂F

∂ξ

∂ξ

∂x
+
∂F

∂η

∂η

∂x

Risulta:
∂F

∂ξ
= f ′

1 (ξ) ,
∂F

∂η
= f ′

2 (η)

Dalle (A.34):
∂ξ

∂x
= 1,

∂η

∂x
= 1

Perciò:
∂f

∂x
= f ′

1 [ξ (x, t)] + f ′
2 [η (x, t)]

Poniamo per definizione:

F1 [ξ (x, t) , η (x, t)] = f ′
1 [ξ (x, t)] + f ′

2 [η (x, t)] (A.36)

Quindi:
∂f

∂x
= F1 [ξ (x, t) , η (x, t)] (A.37)

La (A.37) ci permette di esplicitare la derivata seconda rispetto a x:

∂2f

∂x2
=

∂

∂x
F1 [ξ (x, t) , η (x, t)]

=
∂F1

∂ξ

∂ξ

∂x
+
∂F1

∂η

∂η

∂x

Cioè:
∂2f

∂x2
= f ′′

1 [ξ (x, t)] + f ′′
2 [η (x, t)] (A.38)
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Passiamo alla derivata rispetto a t. Applicando l’operatore ∂
∂t

ad entrambi i membri della
(A.35):

∂f

∂t
=

∂

∂t
F [ξ (x, t) , η (x, t)]

=
∂F

∂ξ

∂ξ

∂t
+
∂F

∂η

∂η

∂t

Dalle (A.34):
∂ξ

∂t
= −c, ∂η

∂t
= c,

quindi:
∂f

∂t
= c {−f ′

1 [ξ (x, t)] + f ′
2 [η (x, t)]}

Poniamo per definizione:

G [ξ (x, t) , η (x, t)] = c {−f ′
1 [ξ (x, t)] + f ′

2 [η (x, t)]} (A.39)

Ciò implica:
∂f

∂t
= G [ξ (x, t) , η (x, t)] , (A.40)

La (A.40) ci permette di esplicitare la derivata seconda rispetto a t:

∂2f

∂t2
=

∂

∂t
G [ξ (x, t) , η (x, t)]

=
∂G

∂ξ

∂ξ

∂t
− ∂G

∂η

∂η

∂t

Ma:

∂G

∂ξ
= −cf ′′

1 [ξ (x, t)]

∂G

∂η
= cf ′′

2 [η (x, t)]

Quindi:

∂2f

∂t2
= c2 [f ′′

1 (ξ) + f ′′
2 (η)]

= c2
∂2f

∂x2
,

cioè la (A.32).

Osservazione 457 La soluzione (A.33) rappresenta una grandezza fisica che si propaga
nella direzione dell’asse x con velocità c. Si tratta di un’onda piana, che si esprime come
sovrapposizione lineare di un’onda piana progressiva (si propaga nel verso positivo dell’asse
x, ed è rappresentata da f1 (x− ct)) e un’onda piana regressiva (si propaga nel verso positivo
dell’asse x, ed è rappresentata da f2 (x+ ct)).

A.4 Biblio
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