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Parte 1

Richiami di Topologia



Capitolo 1

Insiemi chiusi e insiemi aperti

Definizione 1 Assegnati A (ay, as, ...,a,) € B (b1, bs, ..., b,) appartenenti allo spazio euclideo
R™ (con a < by per k =1,2,...,n), linsieme dei punti :

R ={(x1,29,...;xp) ER" |ap < < b (k=1,2,...,n)} (1.1)
si dice rettangolo chiuso di estremi A e B.

Evidentemente:
R = [al,bl] X [ag,bg] X ... X [(ln,bn]
Ad esempio, pern =2 ¢ R = [ay, by] X [ag, bo] = {(z,y) € R? | a1 <2 < by, ap <2< by }
come illustrato in fig. 1.1.

AY

Figura 1.1: Rettangolo chiuso di estremi A (a1, as), B (b1, by).

Da tale definizione segue quest’altra:

Definizione 2 L’insieme di punti:
{(x1, 29, ..c;xn) ER" | ap <z < b (k=1,2,....,n)} (1.2)

si dice rettangolo aperto di estremi A e B.
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CAPITOLO 1. INSIEMI CHIUSI E INSIEMI APERTI

L’insieme (1.2) & esprimibile attraverso il prodotto cartesiano di n intervalli aperti:
(al,bl) X (CLQ,bQ) X ... X (an,bn)

Considerando il cason = 2, & (ay, b)) X (a2, b0) = {(z,y) ER? | a1 < x < by, as < x < by }
come illustrato in fig. 1.2.

AY

Figura 1.2: Rettangolo aperto di estremi A (a1, as2), B (b, by).

Definizione 3 Assegnato il rettangolo R (aperto o chiuso) di estremi A e B, il centro di
R e il punto C (c1,¢a,...,¢,) € R™:

1
ck:§(ak—|—bk), k:1,2,...,n

Osservazione 4 Con il simbolo R (C), denotiamo un rettangolo (aperto o chiuso) di centro

C.

Definizione 5 Assegnati Py x&o),xgo), ...,x,(f”> €R" e R >0, st dice cerchio chiuso di

centro Py e raggio R, il luogo dei punti:

" 2
Qr (Py) = {(xl,xg, e XTy) € R Z (mk — x,io)) < RQ}
k=1

Definizione 6 Assegnati P (xgo), xéo), .”7%(10)) eR" e R >0, si dice cerchio aperto di

centro Py e raggio R, il luogo dei punti:

- 2
Agr (Py) = {(xl,xg, ey Ty) € R™ | Z (xk - x,(co)> < RQ}
k=1



CAPITOLO 1. INSIEMI CHIUSI E INSIEMI APERTI

Osservazione 7 Qp—o = {Py}, Ar—o = 0.

Proposizione 8
VP, € R", IR (Fy) # 0 | R(Py) ¢ aperto

Dimostrazione. Siano xl(f) le coordinate cartesiane di F,.
Vo > 0, (1’1 — 5,20 +5> (ng> _5,x50)+5) x o (20 = 5,20 + 6) £0,

da cui 'asserto. m
Allo stesso modo si dimostra la seguente proposizione:

Proposizione 9
VP € R", EIAR(P()) %@

Tali proposizioni suggeriscono le seguenti definizioni:

Definizione 10 Assegnato il punto Py € R™, un intorno rettangolare di P, ¢ un qua-
lunque rettangolo aperto non vuoto, centrato in Fy.

Definizione 11 Un intorno circolare di Py ¢ un qualunque cerchio aperto non wvuoto,
centrato in Fy.

Definizione 12 Un qualunque sottoinsieme non vuoto di R™ é un intorno di P,y se contiene
un intorno rettangolare o circolare di Py. Indichiamo con I (Fy) un intorno di P,.

ook
Sia X un sottoinsieme non vuoto di R™.
Definizione 13 F, € R" ¢ interno « X) (EII (R) | I (R) C X,

Evidentemente:

.. —
Py € R" ¢ interno a X) (Phe X,
“
cioe I'appartenenza a X ¢ condizione necessaria (ma non sufficiente) affinche Py sia interno
a X.

def

Definizione 14 P, € R" ¢ esterno a X) <= (3 () | I (P))NX =10

Indichiamo con C' (X) il complementare di X:

O (X) = R™X
Abbiamo:
Py € R" ¢ esterno a X) <= (P ¢ interno a C' (X))
Definizione 15 F, € R" ¢ di frontiera per X) (PO non né interno, ne esterno a X)

= (VI (), [(P)NX#0, I(R)NC(X)#0D

7



CAPITOLO 1. INSIEMI CHIUSI E INSIEMI APERTI

X

Pz'

Figura 1.3: P; e punto interno per X. Il punto P, ¢ esterno, mentre il punto P; ¢ di frontiera.

In fig. 1.3 riportiamo un esempio 2-dimensionale.

x“ {P €R" | P¢interno a X'}

ox {P € R" | P ¢ di frontiera per X}

Si legge:

X interno di X
0X frontiera di X

Si osservi che X C X , mentre non sempre 0X e un sottoinsieme di X. Evidentemente:
X = X\0X
0X = 0C (X)

Proposizione 16
X=0<—= X=0vX=R"

Dimostrazione. Omessa. ®

Quindi:
o) =0, OR" = ()

sokok
Definizione 17 X ¢é chiuso) &, (0X C X

Definizione 18 X ¢ aperto) &, (XNoX =0) <= X =X

Teorema 19 X ¢ chiuso [aperto] <= C (X) é aperto [chiuso]



CAPITOLO 1. INSIEMI CHIUSI E INSIEMI APERTI

Dimostrazione. Se X é chiuso, risulta X D 0X. Quindi:

CX)NIX) | = CX)NIC(X) =0

Cioe C' (X) ¢ aperto. In maniera simile si dimostra il resto del teorema. m

Teorema 20 Se {X;} (k=1,2,...,N) ¢ una famiglia di aperti, si ha:

N
Ay ™ UXk ¢ un aperto (1.3)

k=1
lim Ay e un aperto
N—+o00

def

N
By = ﬂXk ¢ un aperto

k=1

Dimostrazione. P € Ay = 3h e {1,2,..,.N} |Pe X, = 3 (P)C X;,=—= I (P) C

X=X,
N
U
k=1

Cioe:

VP e Ay, 31 (P) C An,

donde la prima delle (1.3). Segue automaticamente la seconda (basta eseguire il limite per
N — +00). Dimostriamo la terza.

PeBy=— Pe Xy, Vke{l,2,.. N}

Xy ¢ aperto = I, (P) C Xy, essendo I, (P) un intorno circolare di P di raggio J.
Se § = min {0} si ha: I5 (P) C Xy, Yk € {1,2,..., N}

—> [;(P) C By = By ¢ un aperto. m

Osservazione 21
N

X} ¢ t li Xy e t

k€ apero#NirilooO k€ aperto

Consideriamo ad esempio X, = {(z,y) € R* | 2? +y* < A7}, con A, = 1+ 1, essendo
k=1,2,...,N. {Xy} é lUinsieme dei cerchi aperti centrati nell’origine del piano cartesiano
e di raggio Ay, come illustrato in fig. 1.4. FEvidentemente:

N
ﬂXk e aperto
k=1
Ma:
N
: _ 21,2, ,2
NETOOIQX’“ {(z,y) e R |2 +¢* <1}

e un insieme chiuso.



CAPITOLO 1. INSIEMI CHIUSI E INSIEMI APERTI

Figura 1.4: La famiglia {X;} ¢ un insieme di cerchi aperti centrati nell’origine e di raggio
Ap =144 conk=1,2,..,N. Al crescere indefinito di N € N\ {0}, i cerchi si addensano sul
cerchio chiuso di raggio unitario. VN € N\ {0} quest’ultimo viene escluso dallintersezione,
per cui l'intersezione ¢ un aperto. Ma per N — +oo l'intersezione coincide con il cerchio
chiuso di raggio unitario.
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CAPITOLO 1. INSIEMI CHIUSI E INSIEMI APERTI

Esempio 22 Sia
X ={(z,y) eR* |2,y € Q}
Cioe, X e linsieme dei punti di prano le cui coordinate sono numeri razionali.
(q1,02) € X = q1,2 € Q
Preso ad arbitrio il punto P (q1,q2) € X, si ha:

VIs, (1) = (1 — 0z, 1 +65), Ix e RNQ | z € I, (1) )
Vis, (q2) = (@2 — 0y, q2 +9) , Iy € R\Q | z € I, (¢2)

= VP e X,3I(P)=1I;,(q) xIs,(q) | I (P) £ X
Quindi X ¢é privo di punti interni. Cio tmplica che X non é aperto. Per stabilire se X ¢
chiuso, consideriamo il suo complementare:

C(X) = {(x,y) e R* | 2,y € R\Q}

—

Abbiamo:
VP e C(X),3I(P)|I(P)cC(X))= C(X) non ¢ aperto

Ne concludiamo che X non € ne aperto e ne chiuso. Inoltre:
VPeR) I(P)NX #£0, I(P)NC(X) #0

Cio¢ 0X = R2: ogni punto del piano ¢ punto di frontiera per X .
Esempio 23 Assegnato un punto P € R", sia X = {P}. Il complementare ¢ C'(X) =
R"™ {P} . Abbiamo: )

AI(P)|I(P)CX=P¢X
ma AP € X, per cui: X =0= X non é aperto. Inoltre:
I(P)NX ={P}#0
I(P)NC(X) =1 (P)NAP} #0
Quindi 0X = X = X é chiuso.
Esempio 24 Assegnati N punti distinti Py, Ps,...,Py € R", sia X = {P,, Ps,...,Py}. In
modo analogo all”esempio precedente, si dimostra che X ¢é chiuso.

VI (P), >:>P68X

Esempio 25 Assegnato R > 0, sia

X = {(ml,xg,...,xn) € R" | ZxQ = RQ}
k=1

Cioe, X ¢ la superficie di una ipersfera di raggio R centrata nell’origine. Il complementare
di X e:
C(X)=%UXy,

dove:

21 = {(x17372, 7xn) e R" | ZQ;Q < R2}
k=1

Xy = {($1,$2, ey @) € R™ | Zx2 > RQ}
k=1

Gli insiemi 31 2 sono manifestamente aperti e tale é la loro unione, cioé C (X). Ne conclu-
diamo che X é chiuso.

11



CAPITOLO 1. INSIEMI CHIUSI E INSIEMI APERTI

1.1 Spazio topologico

1.1.1 Definizione assiomatica

Le definizioni elencate e i teoremi dimostrati si riferiscono allo spazio euclideo R™. In realta,
tali definizioni possono essere generalizzate a un insieme S non vuoto. Piu specificatamente,
riassumiamo le proprieta che ci interessano.

Sia © la totalita degli insiemi aperti di R™. Per quanto detto, risulta:

1. ),R* € ©

N
2. X, €0, (k=12 N<+o0) = ()X, €0
k=1

N
3. X, €0, (k=12 N<+o00) = | X, €0
k=1

Consideriamo ora un insieme non vuoto S. Sia P (S) I'insieme delle sue parti:
P(S)={5"1]5 CS}
Evidentemente 0, S € P (5).

Definizione 26 L’insieme S assume la struttura di spazio topologico se esiste © C P (5),
© # () tale che:

1. 0,S€®©

N
2. X, €0, (k=1,2,.,N < 400) = (X, €O
k=1

N
3. X4 €0, (k=1,2,..,N <+4o0) = | X, €0
k=1

Se sono verificate le proprieta 1, 2 e 3, diremo che la coppia ordinata (.S, ©) & uno spazio
topologico. La famiglia di aperti © ¢ la topologia definita su S. L’insieme S si chiama
spazio. Gli elementi di S sono denominati punti; ovviamente gli elementi di © sono gli
insiemi aperti di S.

Ad esempio, comunque assegniamo un insieme S non vuoto, © = {(), S} verifica banal-
mente gli assiomi visti sopra. La topologia determinata da © e detta topologia banale.

Intorni

In R™ la topologia naturale ¢ quella euclidea. Piu precisamente, assumiamo come famiglia
di aperti I'insieme:

0, = {A CR" | VP, (:c§°>,x§°>, ...,x,@)) € A, 38" (Py,8) C A} , (1.4)

12



CAPITOLO 1. INSIEMI CHIUSI E INSIEMI APERTI

essendo:

S" (Py,8) = {(xl,xg,..., € R" | Z( oy, — ) < 52} (1.5)
Nel caso speciale n = 1:
0, = {AQR”|V930 c A, 38" (x,9) QA},

dove:
Sl (lL‘(), (5) = (ZEO — 5, i) + 5)

Kk

Le nozioni di punto interno e di intorno di un punto si generalizzano a un qualunque
spazio topologico (5, 0).

Definizione 27 z ¢ interno a X C S) (EIA €EO|ACX, ze€ A
(fig. 1.5).

Figura 1.5: z & interno all’insieme X (aperto o chiuso), sottoinsieme non vuoto di S, se esiste
almeno un aperto contenuto in X e contenente x.

Osservazione 28 Per X = S, la definizione precedente si scrive:

xeznternoaS) (EIAG@]ACS res

Ritroviamo cosi la definizione 13.
Definizione 29 U C S ¢ un intorno di x € S) &, (x éinterno a U

13



CAPITOLO 1. INSIEMI CHIUSI E INSIEMI APERTI

Figura 1.6: Un intorno di x € S e un qualunque sottoinsieme non vuoto di .S, contenente
almeno un aperto contenente x.

Cioe U C Seunintornodiz € Sse JA€ O | A C U, z € A. In altri termini, un intorno
di z € S, ¢ un qualunque sottoinsieme di S contenente un aperto che contiene z.(fig. 1.6).
La definizione (29) si generalizza:

Definizione 30 U C S ¢ un intorno di X C 95) JLIN (A€ |ACU, XCA
Assegnato x € S, poniamo:
u, {U C S|U ¢un intorno di x} (1.6)
Cioe chiamiamo U, 'insieme i cui elementi sono gli intorni di x.

Proposizione 31
BcS|B>Ueld,= Bel, (1.7)

C,DelUd,=CNDel, (1.8)

V eU, = IW intorno di x |V ¢é intorno di y, Yy € W (1.9)

Dimostrazione. La (1.7) si dimostra banalmente.
La (1.8):

ACC, zeA
BCD,z€B

—rscANBCCND = CNDelU,
ANBeO

C.DeU,=>3A,B€O|

14



CAPITOLO 1. INSIEMI CHIUSI E INSIEMI APERTI

La (1.9):
Veld,=—=3JA€O |z ACV =V ¢intorno di x, Vo € A

ma anche A ¢ un intorno di (A C A, x € A), da cui 'asserto. =
Segue la seguente proposizione, di cui omettiamo la dimostrazione:

Proposizione 32 U C S ¢ intorno di X C S) <= (U ¢ intorno di z, Vx € X

Osservazione 33 Nel caso della topologia banale © = {0, S}, risulta: Yo € S, U, = {S}.
Ad esempio, se S = N, strutturando tale insieme con la topologia banale, si ha che per un
arbitario n € N, ["unico intorno di n ¢ [insieme medesimo N.

Base di uno spazio topologico
Sia (.5, ©) uno spazio topologico.

Definizione 34 B CO ¢ una base' di S se ogni aperto di S si esprime come unione di
elementi di B. In simboli:

B CO ¢ una base def B
5 9 )@(VAG@,HBGGB]A_LJ‘BM

Definizione 35 S ¢é a base numerabile) &, (3B base di S| card (B) < card (N)

Consideriamo ad esempio la topologia discreta:

O4="P(9) (1.10)

Ogni sottoinsieme di S & un aperto di S. In particolare, Vx € S, {z} € Oy, i.e. {z}

¢ un aperto di S. Ogni sottoinsieme {x} costituito da un solo elemento, ¢ denominato
singoletto. Una base per O, ¢ B = {{x}xes}, cioe I'insieme di tutti i singoletti. Ad esempio,
se prendiamo A = S € P(S) = Oy, si ha: S = UB;C, dove B, = {x}

zeS

TES”

Esempio 36 Sia S = {x,y,z}. La topologia discreta é:

@d = {®7 Sv {l‘} ) {y} ) {Z} ) {l‘, y} ) {x7 Z} ) {ya Z}}
Una base é:
B ={{z} {y} {=}}
Seriviamo:
S={z}U{ytU{z} ={z,y,2}

S e manifestamente a base numerabile.
Esempio 37 Sia S = R. Nella topologia discreta una base é:
B ={B,}, con B, = {x}

zeR

Quindi:
R=|JB,= [J {a} = (~00,+0)

z€R Tr=—00

L’insieme B ha la potenza del continuo, quindi R non ¢ a base numerabile.

'Un’altra denominazione ¢ base degli aperti di S, o ancora base della topologia ©.

15



CAPITOLO 1. INSIEMI CHIUSI E INSIEMI APERTI

Sottospazio

Proposizione 38 Sia (S,0) uno spazio topologico, dove © = {Ay}, . Per ogni ¥ C S,
linsieme ©y = {A, NY}, .y definisce una topologia su'Y', denominata topologia indotta.

Dimostrazione. )NY =0, SNY =Y = (,Y € Oy, per cui ¢ verificato il primo assioma

di spazio topologico.
Poniamo A), = A, NY.

(UAh> ny = JAny)=]J4,

heH heH heH

€Oy

Ciot | J A}, € Oy.

heH

heH heH heH

() (AnnY) = (ﬂAh> NY = (] (AnNY) €Oy
[SC)

Restano dunque verificati i rimanenti assiomi di spazio topologico. m

Definizione 39 Sia (S,0) uno spazio topologico. Per ogni Y C S non vuoto, chiamiamo
sottospazio di S, la coppia ordinata (Y,Oy), dove Oy ¢ la topologia indotta da ©.

Proposizione 40 Se B = {By}, .y ¢ una base per gli aperti dello spazio topologico (S, ©),
una base per gli aperti di un qualunque sottospazio (Y,Oy) e By = {Bj = B, NY}, _, ¢ una

base per gli aperti di 'Y .

Dimostrazione. Omessa. =

1.1.2 Punti di accumulazione

Definizione 41 Sia (S,0) uno spazio topologico.
P, ¢ punto di accumulazione per S) &, (VI (Py), 3P e SNnI(P)NA{F} (1.11)
In particolare se S = X C R", X # (), si ha:

Definizione 42
P, € R" ¢ punto di accumulazione per X) &, (VI (FRy), 3P e X NI (P)N\AF}

In altri termini, Fy ¢ di accumulazione per S se in ogni suo intorno cade almeno un
punto di S distinto da Py. Diversamente, se esiste almeno un intorno I (F) tale da violare
la condizione (1.11), diremo che P, ¢ punto isolato per S. Abbiamo:

Py & punto di accumulazione per S) = (P € S
Py ¢ S e punto di accumulazione per §) = (P € 905
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Teorema 43
Py ¢ di accumulazione per S) = (VI (Py) ,30cP € SN I (Py)N\A{P}

Dimostrazione. Senza perdita di generalita, consideriamo il caso euclideo (S = X C R").
Procediamo per assurdo. La negazione della tesi é:

I (Ry) | 3P, Py, ..., Py € XN T (Py) N\ A o}

Cioe esiste almeno un intorno di F, in cui cade un numero finito di punti di X, distinti da
Fy. Poniamo dy = PyP. con k=1,2,...N, quindi

d- =min{dy,ds,...,dyn}
Da cio segue:
Vo € (0,do), Is (Py) N XN\ A{ PRy} =0) = (P, non ¢ punto di accumulazione ,
che ¢ una negazione dell’ipotesi, donde 1’asserto. m
Definizione 44 Dicesi insieme derivato di S, o semplicemente derivato di S, l'insieme:
D (S)={P | P é di accumulazione per S}
Proposizione 45 Sia X C R”
Pye X = Py e D(X)

Dimostrazione. Py € X = 315 (PBy) | X N Ia (P))\{Py} # 0, dove I (P,) ¢ un intorno
circolare di Py di raggio A. Evidentemente:

Vo € (0,A), 315 (Ry) | X N 1s (Bo) \A{Fo} # 0,
da cui 'asserto. m

Teorema 46 Teorema di Bolzano-Weierstrass.
Sia X C R™.

X ¢é limitato ) — (D(X) £ 0

X contiene infiniti punti

Dimostrazione. Omessa. m
Assegnato lo spazio topologico (S, ©), sussistono i seguenti teoremi, di cui omettiamo la
dimostrazione.

Teorema 47
SUdS=SUD(S)

Teorema 48
SUaS =SUD(S) é chiuso
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Quindi ad ogni insieme S possiamo associare 'insieme chiuso SUJS = SUD (S), donde
poniamo:

S= SudS=SuUD(9) (1.12)

L’insieme S si chiama chiusura di S.
~ Per quanto detto un insieme S & chiuso se S 2 955 abbiamo poi definito la chiusura come
S = SUadS. In particolare:

S ¢ chiuso = S = §
In altri termini, un insieme chiuso coincide con la propria chiusura. Dalla (1.12) segue:
S ¢ chiuso) <= (S D D (S5) (1.13)
Definizione 49 S ¢ perfetto<—= S =D (S)

In altri termini, un insieme e perfetto se ogni suo punto ¢ punto di accumulazione, e ogni
punto di accumulazione & punto dell’insieme. Ad esempio, in R! gli intervalli chiusi sono
insiemi perfetti.

1.1.3 Campo e dominio

Definizione 50 Dicesi campo ogni insieme aperto.

Definizione 51 Dicesi dominio, la chiusura di un campo.

X=X= X=XUJd(X) ¢ un dominio

Teorema 52 Hp D ¢ un dominio

D ¢ perfetto
Th DCD <D> (ogni punto di D ¢ di accumulazione per D)

Dimostrazione. Per definizione di dominio:

IX=X|D=XUdX

Inoltre:
PeX = 3I(P)|I(P)CX=1I(P)CD
X=X
Cioe )
PeX=3I(P)C D= PeD = PeD(D)
prop.
Quindi:

PeX= PeD(D)

Siaora Pe0X = P ¢ X
X=X

PeoX =VI(P), XNI(P)#
X:CEW(P), 3Q e DNI(P)\{P} = PcD(D)

18
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In definitiva:
VPe XUOX =D,PeD(D))— D CD(D)

Ma
DCD(D)=— D=D(D),

poiche

VQ ¢ D, Q) [ DNIQNAQ} =10
—VQ ¢ D, Q¢D(D)

Ne concludiamo che D = D (D). Passiamo alla seconda parte del teorema.
PeX—PeD)—XCD
Da cio segue che per un arbitario P € D
VI(P),3Q € X NI (P)N\AP}
Ma X C lo?, percio:
VI(P), 30 ¢ i’)m[(P)\{P}) — PeD (z"))
|

Esempio 53 Sia D = D, U Dy, dove Dy e un dominio circolare, mentre Dy € un segmento
(v. fig. 1.7). Dy, Dy sono domini:

Dy =D(Dy), Dy €D (Dy)
Risulta:

D (D) =D (D1)UD (D)
= D,UDy=D,

cioe D ¢ perfetto. Determiniamo ora l’interno di D.
D=D,uUD, = D
Do=0
Quindi:
PeD,— (EII(P) | Dy NI(P) :(z)) :>P¢D(f))
=D
— D¢ D(D)

Ne concludiamo che linsieme D pur essendo un insieme perfetto, non ¢ un dominio.

19



CAPITOLO 1. INSIEMI CHIUSI E INSIEMI APERTI

D,

Figura 1.7: L’insieme D = Dy U Dy non ¢ un dominio.

1.1.4 Funzioni continue
Introduzione

Sia (S, ©) uno spazio topologico e X un insieme non vuoto. Assegnata la funzione:
f:85—X, (1.14)

ci chiediamo: f trasporta la topologia © da S a X7 La risposta dipende dalla funzione
considerata. Ad esempio, siano S = {a,b,c,d} e X = {x,y, z}. Supponiamo che la funzione
(1.14) sia cosi definita:

Consideriamo ora il sottoinsieme di P (S): © = {0, S, {a, b}, {c,d}}. E immediato verificare
che © ¢ una topologia su S. Infatti:

1. 0,Se®©

2. {a,b}n{c,d} =0 €O

3. {a,b} U{c,d} =5 €0
L’immagine di © attraverso f e:

e = f (@) = {®,X7 {.’L‘,y} ) {y’z}}
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Risulta: {x,y} N{y, z} = {y} ¢ ©', per cui © non ¢ una topologia.

Consideriamo ora uno spazio topologico (S’,0’) e un insieme S # (). E facile mostrare
che © = {f 1 (A)| A € ©} & una topologia su S. Piu specificatamente, consideriamo
I’applicazione biiettiva:

f:9—=9

La sua inversa e:

1.8 =8

Per ogni A’ € ©":
ffAY)y={zeS|z=f"(2), Vo' € A}

Sia:
O={f"(A)| A e}
Risulta:
f‘l(A’) CS=0CP()

Verifichiamo ora che © & una topologia su S.

@) ={reS|z=Ff"(),Va' e} =0
f L) =S,

cosicche e verificata la prima delle 26.

N<+o00
VX)L Xyeo, | Xped
k=1
N<+o00 N<+o00
=>f‘1< U X,;) - Y s
k=1 k=1
che e la seconda delle 26.
N<+o0
VX{, .. Xy eo, (] Xpe®
k=1
N<+oo N <400
=>f‘1< M X,;) =N
k=1 k=1

Restano cosi verificati gli assiomi di spazio topologico, per cui © € una topologia su S.
Sussiste inoltre il seguente teorema di cui omettiamo la dimostrazione:

Teorema 54 Siano S, S # 0, dove S’ ¢ uno spazio topologico con topologia ©'. Sia poi
assegnata 'applicazione:
f:8—9

Se B' = {Bp},cy € una qualunque base per gli aperti di S', allora {f~* (Bp)},cpy ¢ una base
per gli aperti di S.

Esempio 55 Consideriamo la proiezione canonica:

. R —R, 7m,:(r,y9) €R? —z€R (1.15)
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Si osservi che la (1.15) non ¢ invertibile, in quanto non ¢& iniettiva®. Infatti, non ¢ iniettiva
ogni applicazione del tipo:
fR¥T—R

Possiamo comunque considerare [’applicazione:

' R— R ml:reR — (2,9) € R?

xT

7, ' & una funzione ad infiniti valori, poiché a un assegnato x € R corrispondono infinite

coppie ordinate (x,y), che differiscono solo per y.

' (2) = (,9), Vy € (—o0, +0)
Nella topologia euclidea ©, = {A CR |Vz € A, I(z — 0,2+ ) C A} una base per gli aperti
di R é:

B - {Ba,ﬁ} , COM Ba,ﬂ - (Oé,ﬁ) ) Vo S 5
Infatti: A = U (cr, B) con A € ©,. Abbiamo:
a,B
7 (Bag) = (@, 8) x (—00, +00)
:{(x,y)€R2|a<x<ﬁ, —oo<y<—|—oo}

Cioé la striscia compresa tra le rette v = o, v = 3. Quindi la base in R? ¢ la famiglia delle

strisce:
{r™ (BCV’B)}QSBGR

Pertanto, la topologia trasportata da w,' non ¢ quella euclidea. Assumiamo ora come

topologia su R la topologia discreta ©4 = R, per cui la base degli aperti é:

Bx = {{x}xER}

infatti:
VA€ 0y A= B,

zeR

Abbiamo:
7 (B,) = {z} x (o0, +00)

Cio¢ {7~ (B,)} ¢& linsieme delle rette parallele all’asse y.

Definizione di continuita

La definizione di funzione continua in topologia ¢ una generalizzazione della definizione di
continuita data in Analisi. Consideriamo dunque una funzione reale di piu variabili reali.
Precisamente:

f: X —R
dove X C R™. Come ¢ noto, la funzione f e continua in Fy € X, se
VI (f(R)), 3 (R) [ PeXNI(R)= f(P)eJ(f(R)),

essendo J (f (Fp)) un intorno di f (F).
Siano ora (5, 0), (5',0’) due spazi topologici.

25 pero suriettiva, in quanto 7, (RQ) = R.
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Definizione 56 Una funzione f da S a S':
f:8—5

si dice continua nel punto Py € S se:

VI(f(R) I (B) | PeSNT(R) = f(P)€J(f(R)
Definizione 57 f:S — S’ & continua in S, se é continua VP € S.
Esempio 58 La funzione costante ¢ continua. Precisamente, abbiamo:

f:S—8, f:PeS—Qyes

Quindi f (P) = Qq, YP € S. Fissato ad arbitrio Py € S, si ha:

VI(Ry), PeSNI(R) = f(P)=Qo€ J(Qo)=J(f(R))

Clioée:

VI (f (Fo)), 3 (P) | PeSNI(R)= [f(P)eJ(f(R))
da cut la continuita di f in Py, e quindi in S, in forza dell’arbitrarieta di Py.
Definizione 59 f: S — S’ ¢ bicontinua PN f~1: 8 — S ¢ continua in S’

f ¢ un omeomorfismo da

Definizione 60 S 49

) &, (f:S— S é biiettiva e bicontinua

Definizione 61 S ¢ omemorfo a S’ se esiste un omeomorfismo [ da S a S'. In tal caso
si scrive: S = S,

Osservazione 62 Due spazi topologici omeomorfi si dicono topologicamente equivalen-
ti.

Osservazione 63 L’omemorfismo ¢é la versione topologica dell’isomorfismo in algebra (astrat-
ta e lineare). In termini intuitivi, un omeomorfismo é un’applicazione che porta punti “vi-
cint” di S a punti “vicini” di S'. Cio implica Uesistenza di un movimento “elastico” (cioé
senza strappi) che porta S a coincidere con S'.

Esempio 64 Consideriamo ['applicazione:

FiX—8 (1.16)

dove X ¢ un intervallo di R, mentre S C R? ¢ la circonferenza di raggio unitario centrata
nell’origine: x? + y* = 1. Precisamente X = [0, 27] e:

f(t) = (cost,sint) (1.17)
La (1.17) é una funzione vettoriale della variabile reale t. Le funzioni componenti sono:

x(t) = cost, y(t) =sint (1.18)
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La continuita di esse implica la continuita di f. Vediamo se tale funzione é invertibile. Deve
essere:

f1:8—=X, f:(z,y) —t,V(x,y) €S
Dalle (1.18) si ha:

t = arctan ¥
T

Cioe:

f' (z,y) = arctan g,
x
con (z,y) € S: 2> +y*>=1. Da cio seque che x e y non sono indipendenti. Precisamente:
y==+vV1—2x?

1l doppio segno implica la non invertibilita della f. Piu precisamente, € invertibile la
restrizione di f a uno dei due intervalli: [0, 7|, [r,2x]|. Scriviamo:

fit (z) = arctan (@)

x
fy ! (z) = — arctan (IT—x?)
Qui é:
fl_l : [_17 1] - [O,W] (119)
' [-1,1] = [r, 27
dove:

S1={(x,y) eR*|2? +y* =1,0 <y < 400}
52:{(x,y)€R2|x2—|—y2:1, —oo<y§0}
Da cio seque che la funzione (1.16) ¢ localmente invertibile. Vediamo inoltre che le (1.19)
sono continue nei rispettivi insiemsi di definizione. Ne concludiamo che la funzione assegnata
non ¢é un omeomorfismo. La restrizione di f a uno dei due intervalli [0, 7], [, 27| & invece,

un omeomorfismo. In altri termini, l'intervallo [0, 27| non ¢ omemorfo alla circonferenza S.
Di contro, gli intervalli [0, 7] e [7,27] sono omeomorfi a Sy e Sy rispettivamente.

Valgono le seguenti proprieta:

1. S~ §,VS

Questa proprieta e immediata. Infatti, € definita 'applicazione identica:
f:8—=95, f(P)=P, YPeS
che ¢ manifestamente un omeomorfismo.
2. S8 =—=85~5 VS5
3. S8 8 ~8 = S~5" VS S5

Da cio segue che la relazione di omemorfismo ¢ una relazione di equivalenza nell’insieme
degli spazi topologici. Assegnato un qualunque spazio topologico S, resta dunque definita
la classe di equivalenza:

[S]={5"] 5"~ 5}
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1.1.5 Spazio connesso

Sia (.5, ©) uno spazio topologico.

Definizione 65 S ¢ sconnesso <<% 34, B € O\ {0} |AuB=S,AnB=1
Si dice che gli aperti A e B ricoprono S.

. . N def .
Definizione 66 S ¢ connesso <= S non ¢ sconnesso

VX C S, X # (), indichiamo con Ox la topologia indotta da S. Quindi (X, Ox) assume
la struttura di spazio topologico.

. . . d \
Definizione 67 X ¢ connesso/sconnesso &, (X,Ox) & connesso/sconnesso.
Teorema 68 X C R ¢ connesso <= Ja,b € R| X = (a,b)
Dimostrazione. Omessa. ®

Esempio 69 Consideriamo lo spazio topologico R con la topologia euclidea ©, = {A CR | Ve € A, I (z — 0,1
Mostriamo che l’insieme dei razionalt Q C R é sconnesso.

Vr e R\Q, 3A, = (—o0,7), B, = (r,+0)
Risulta:

Q
A, N B,

AU B,
0

Quindi Q & sconnesso.

Esempio 70 Sia (X,04) uno spazio topologico, essendo X = {x,y} con x # y e Oy =
{0, X, {z},{y}} la topologia discreta. Risulta:

X =A{z} U{y}
{z}n{y} =10

Quindi X ¢ sconnesso. Tale risultato si generalizza: se X = {xp},cy € © = Oy, lo spazio
topologico (X,04) & sconnesso.

1.1.6 Assiomi di separazione

Sia (.5, ©) uno spazio topologico. Indichiamo con X la famiglia dei chiusi di S:

Y. ={C CS|C & chiuso}

To) VP,QeS(P#Q), I(P)|Q¢I(P)VII(Q)|P¢I(Q)
) YPQeS(P#Q), 3(P)[QEIP)NI(Q) [P EI1(Q)
T) VP,Qe S(P#Q), A (P), 1(Q)[I(P)NI(Q) =10

T;) PeSNCeX|P¢C, FJABecO|CCA PeB, ANB=1)
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T5) VC’l,Cg 62, ClﬂCQ :(Z), ElA,BG @ ’ Cl QA, CQ QB, AﬂB:@
Gli spazi topologici che verificano 1'assioma 75 si chiamano spazi di Hausdorff.

Esercizio 71 Studiare 'insieme

~

I
—N
=

S
Wl =
S|

,...}:{%\neN\{O}} (1.20)

Soluzione. Poniamo

U

ef
Ty =

S|

Osserviamo che:
. def
lim z,=0= 24
n—-+oo

Evidentemente x., ¢ X. Per ogni x,, € X
Vo >0, Is(x,) = (v — 6,2, +6) € X
nel senso che 3z € I5(x,) | © ¢ X. Percio

Vi, € X, 20 & X

e, siccome i punti interni appartengono necessariamente all’insieme, segue che X = (). Cio¢
'insieme (1.20) non ¢ aperto. Il complementare di X e:

C(X) = (=00,0]U (U {ni1%]>

n=1

Inoltre, fissato ad arbitrio x,, € X
V6 >0, Is (x,) = (xp — 0,2 + 0) N X £ 0, Is (x,) NC (X) # 0,
Cioe
Ve, € X, x, €0X = X C0X
Quindi ogni punto di X e di frontiera per X. Inoltre:
Ve e C(X)NA0}, I (2) | I(x)NX =0 = 2 ¢ 0X
Mostriamo ora che x, € 0X. Abbiamo:

Ié(xoo)m)(%(D

V6 >0, Is (Te0) = (—0,0) | I (1) NC(X) £ 0

cioe T, € 0X. Risulta:
0X = X U{0} = X C 0X

Pertanto X non e ne chiuso e ne aperto. Determiniamo ora gli eventuali punti di accumula-
zione. Preso ad arbitrio z,, € X, si ha:

360> 0| Is (z,) = (v — 0,2, + ) NX =0 = 2, ¢ D(X)

26



CAPITOLO 1. INSIEMI CHIUSI E INSIEMI APERTI

Inoltre:
V15 (1s0) = (—0,0), Is (100) N X £ 0 = 2o, € D (X)
Quindi:
D (X) = {0}
Percio la chiusura di X e:
X =X u{0}

o 1 1
=905 s
Esercizio 72 Studiare l'insieme:
1
X = {(—1)" (1 + ﬁ) | n.€ N\ {0, 1}}

Soluzione. Poniamo:

n n
Risulta:
7 lim =z,
n—-+o0o
Esplicitiamo alcuni elementi di X:
3 4 5 6
Tog=—=,03=——,04=—,T5=—=, ...

Py oyt T T s

Da cio vediamo che i punti di X tendono ad addensarsi intorno ai punti zy = +1 e 2; = —1.

Per ogni z,, € X
Vo >0, Is(x,) = (v — 6,2, +6) € X

nel senso che 3z € I5(x,) | © ¢ X. Percio

Vin, € X, 0 & X

e, siccome i punti interni appartengono necessariamente all’insieme, segue che X = 0. Cioe
I'insieme (1.20) non & aperto. Inoltre, fissato ad arbitrio z, € X

Vo >0, Is () = (2 — 0,2 + )N X # 0, I5 (x,) NC(X) # 0,
Cioe
Ve, € X, x, € 0X —= X C 00X
Quindi ogni punto di X e di frontiera per X. Inoltre:
Ve e C(X)NAx1}, 3T (2) [ I(e)N X =0 =z ¢ 0X

Mostriamo ora che zg, z; € 0X. Abbiamo:

[5($0)ﬂX7£®

V6 > 0, I5 (o) = (x0 — 0,20 + 0) | Is (o) NC(X) #0
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cioe xg € 0X. Risulta:
0X =XU{+l} = X CoX

Pertanto X non e ne chiuso e ne aperto. Determiniamo ora gli eventuali punti di accumula-
zione. Preso ad arbitrio x,, € X, si ha:

36> 0| I (20) = (Tn — 6,20 + ) N X = 0 = x,, ¢ D (X)

Inoltre:
ng(xo):($0—5,$0+5), Ig(%o)ﬂX%@ﬁ&?oED(X)

Alla stessa maniera si dimostra che z; € D (X). Quindi:
D (X)={£1}

Percio la chiusura di X é: )
X =XU{xl}

Esercizio 73 Studiare linsieme Z degli interi relativi.

Soluzione. Scriviamo:
Z ={£n|n e N}

Il complementare di Z e:

C(z)=R\Z= J (n—1,n)

n=—oo

Cioe il complementare ¢ 'unione di un numero infinito di aperti. Per il teorema 20, C'(Z) ¢
aperto = 7Z e chiuso. E facile verificare che Z e privo di punti di accumulazione:

V6 € (0,1), Pz € I (n) N Z\{z,},
dove Is (n) = (n — §,n+ ). Quindi D (Z) = (). La chiusura coincide con I'insieme medesimo:
Z=7ZUD(Z) =17

Definizione 74 Assegnati N punti distinti Py, Ps, ..., Py € R", dicesi poligonale di ver-
tict Py,..., Py, il luogo dei punti:

N-—1
7(P17PN> == Ulk7
k=1

dove ly, = Py Py ¢ il lato k-esimo della poligonale.
La poligonale si dice semplice se e priva di punti di intersezione. Viceversa, si dice
doppia.

In termini intuitivi, una poligonale semplice non s’intreccia. Nelle figure 1.8 - 1.9 sono
riportati esempi di poligonali.
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Figura 1.8: Esempio di poligonale semplice

P,

Figura 1.9: Esempio di poligonale doppia
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Ple

Figura 1.10: Il campo A e connesso.

Definizione 75 Una poligonale coordinata ¢ il luogo dei punti:

N-1
,y(PlvPN) = Ulk
k=1

tale che Vk, Iy, é parallelo a uno degli assi coordinati.
Definizione 76 Un campo A di R" si dice connesso se:
VP,Q € A con P # Q, Juna poligonale semplice v (P, Q) | YN\ A{P,Q} C A

Intuitivamente, un campo connesso e costituito da una sola porzione di spazio.
Cio premesso, ricordiamo che un dominio € la chiusura di un campo. Piu precisamente,
assegnato il campo A di R", I'insieme:

D=AUDA)=AU0dA
¢ un dominio (D (A) e il derivato di A, cioé I'insieme dei suoi punti di accumulazione).

Definizione 77 Un dominio internamente connesso ¢ la chiusura di un campo connes-
s0.

Definizione 78 Una curva di Jordan C; ¢ una qualunque curva piana generalmente
regolare, semplice e chiusa.
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Figura 1.11: Il campo A ¢ connesso, ma non ¢ semplicemente connesso.

Figura 1.12: Il campo A non ¢ connesso, poiche X ¢ A.
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Teorema 79 Teorema di Jordan
Assegnata una qualunque Cy, 3Dy C R? | Dy ¢ limitato e internamente connesso, con

oD;=Cj.
Dimostrazione. Omessa. =

Definizione 80 Il dominio Dy | 0D; = C; é denominato dominio regolare ad un solo
contorno.

Esempio 81 Un qualunque dominio normale (Definizione 386) rispetto a uno degli assi
coordinati, € un dominio regolare ad un solo contorno.

Definizione 82 Un campo A di R? si dice semplicemente connesso o a connessione
lineare semplice se:

VC; C A, 3Dy regolare ad un solo contorno | Dy C A

Naturalmente risulta 0Dy = Cy. In altri termini, ogni curva di Jordan tracciata in A, é la
frontiera di un dominio regolare contenuto in A.

Intuitivamente, un campo semplicemente connesso non presenta buchi (lacune) eventual-
mente ridotti a punti o linee (fig. 1.13).

-------------

Figura 1.13: Il campo A e semplicemente connesso: ogni curva di Jordan C'; tracciata in A,
¢ la frontiera di un dominio regolare D C A.

Osservazione 83 La connessione lineare semplice ¢ una condizione sufficiente ma non
necessaria per la connessione:

. i > .
A e Sempllcemente COTLTL@SSO) o (A € Connesso

Esempio 84 Il campo A = {(z,y) € R* | 0 < 22 + y* < 1} non & semplicemente connesso.
Infatti: (0,0) ¢ A= 3C; | (0,0) € D,.
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Figura 1.14: Il campo A & connesso, ma non semplicemente connesso, poiche D ¢ A

Esempio 85 Il campo B = {(x,y) € R? | 2> +y*> < 1, y # 0} non ¢é semplicemente connes-
so. Infatti: (—1,1) ¢ B=3C, | D;N(-1,1) #0.

Definizione 86 Siano assegnate N > 1 curve di Jordan Cy, (k=0,1,...,N) tali che:
Cy, interna a Cy, perk=1,2,...,. N
Cy, esterna a Cy,
Cy, esterna a Cy,,Cy,
Cy, esterna a Cy, ,Cyy_,,....,Cyy
1l dominio
T ={P € R*| P non esterno a Cy, e non interno a Cy,, k=1,2,...,N} (1.21)

st dice domanio regolare.

Definizione 87 Il dominio (1.21) ¢ regolare rispetto all’asse x [rispetto all’asse y],
se tracciando opportune parallele all’asse y, si decompone come:

p
T =T
k=1
T. N Tk/7,gk =0

dove ogni Ty, € un dominio normale (Definizione 386) rispetto all’asse x [rispetto all’asse

y/.
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Figura 1.15: Dominio regolare

S

y=Hix) 2

T,
%
\\ /

\

Figura 1.16: Dominio regolare rispetto all’asse x.
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Parte 11

Funzioni reali di n variabili reali
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Capitolo 2

Definizione di funzione. Limiti e
continuita

Sia X un sottoinsieme non vuoto di R".
Definizione 88 Una funzione reale f delle n variabili reali xy, (k=1,2,...,n) ¢ una legge:
f: X —R, (2.1)

che ad ogni P (x1,xs,...,x,) € X associa univocamente il numero reale f(xy, o, ..., Ty,).
L’insieme X ¢ l'insieme di definizione della funzione.

Osservazione 89 Una funzione viene indicata con una lettera del tipo f, g, mentre il valore
assunto in un punto P (xq,xs,...,x,) € X, con f(x1,x9,...,2,) 0 con f(P).

Definizione 90 Dicesi diagramma cartesiano o grafico di una funzione f definita in
X CR"™, linsieme di punti:

G(f) = {($1,$2,...,$n,$n+1) e R"™ | (z1,29,....7,) € X, Tny1 = f (21, 29, ,xn)} (2.2)
Ad esempio, pern=1¢ f: X — R con X C R. Il grafico é:
G(f)={(zy) eR*|ze X, y=f(a)}, (2.3)

cio¢ la curva di equazione y = f (x). Pern=2¢ f: X — R con X C R2 Tl grafico &:

G(f)={(z,y,2) eR* | 2= f (w,9)}, (2.4)

cioe la superficie di equazione z = f (z,y).

Definizione 91 Dicesi ipersuperficie di livello di una funzione f definita in X C R"=2,
Iinsieme di punti:

F(f) = {(‘Tthv "'7‘7;7170) S RTH_I | f($1,$2, ~-'7xn)} = C, (25)

essendo ¢ una costante reale assegnata.
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Ad esempio, per n = 2 abbiamo le curve di livello:

L(f)={(z.y,0) eR*| f (z,y) = c} (2.6)
Per n = 3 abbiamo le superfici di livello:
L(f)={(x,y,2,0) €R"| f(z,9,2)} =<, (2.7)

Vediamo quindi che a differenza del caso 1-dimensionale ci si preoccupa esclusivamente di
tracciare il grafico di f, nel caso 2-dimensionale dobbiamo cercare di visualizzare sia il grafico
che le curve di livello. Per n > 3 si procede esclusivamente per via analitica, giacche non
¢ possibile visualizzare oggetti in R"=*. L’ambiente di calcolo Mathematica implementa un
set di istruzioni grafiche riassunte nel seguente schema:

f:R— R = Plot
f:R?* - R = Plot3D, ContourPlot, DensityPlot

Esempio 92
f(zy) =a*+y’
Qui ¢ X = R?, mentre il grafico ¢ un paraboloide di rivoluzione', come mostrato in fig.
2.1 Le curve di livello sono T (f) : 2*> +y* = ¢ > 0, cio¢ circonferenze centrate nell’origine
e di raggio \/c.

1

Esempio 93
flay) =2 -y

Qui ¢ X = R2%, mentre il grafico ¢ un paraboloide iperbolico. Le curve di livello sono
L (f): 2> —y*=c>0, cio¢ iperboli equilatere, come mostrato in fig. 2.2.

Esempio 94
flay) = (2 +y°)
Questa funzione é definita in

X ={(z,y) eR*| —0 <z < 400, y> —x}

1l grafico e in fig. 2.5.
Le curve di livello sono
L(f):m(2®+y°) =K =2 +y* =" défc>(),
plottate in fig. 2.4.

Esempio 95
flzy)=In(z+y)

L’insieme di definizione é il semipiano
X ={(z,y) eR*| —0 < < +o00, y > —x},

che é un campo illimitato e connesso.

'E una superficie di rotazione, in questo caso generata dalla rotazione di una parabola attorno all’asse z.
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Figura 2.1: Grafico di f (z,y) = 2% + ¢?
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2

Figura 2.2: Grafico di f (z,y) = 2? — y?

39



CAPITOLO 2. DEFINIZIONE DI FUNZIONE. LIMITI E CONTINUITA

Figura 2.3: Grafico di f (z,y) = In (z* + 3?)

40
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Figura 2.4: Curve di livello di f (z,y) = In (2 + y3)

2.1 Limite di una funzione di piu variabili

Assegnato lo spazio euclideo R"; denotiamo con I (O) il campo circolare di centro 'origine
e raggio 0:

I5(0) = {(xl,xg, @) € R in < (52}
k=1

Definizione 96

I (00) CR" ¢ un intorno del punto all’infinito) Ly (c0)NC (I5(0)) #0, ¥6 >0
(2.8)
essendo C' (15 (0)) = R™ — I5(0), i.e. il complementare in R"™ di I5(O).

La definizione di punto di accumulazione si estende immediatamente al punto all’infinito
che possiamo denotare con 'usuale simbolo convenzionale oco:

Definizione 97 Il punto all’infinito ¢ di accumulazione per X C R™, se in ogni suo intorno
cade almeno un punto di X. In simboli:

oo € di accumulazione per X C R" &g (00), 3P € X NI(c0)

Sia f definita in X C R". Se il punto all’infinito ¢ di accumulazione per X, sussiste la
definizione seguente:
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Definizione 98 La funzione f é convergente per P — oo, se esiste [ € R tale che
VJ. (1), 3 (c0) | P € X NI (c0) = f(P) € J.(I),
essendo J. (1) = (I — e,l 4+ €) un intorno di l. Quindi scriviamo:

lim f (P) =1

P—oo

La definizione precedente puo essere riscritta:

lim f(P)=l<= (Ve>0,30. >0|PeX p>i.=|f(P)—Il<e

P—oo

essendo p = OP =

Definizione 99 La funzione f ¢ divergente positivamente per P — oo, se
VJ. (+00),31 (00) | P€ X NI (00) = f(P) € J. (+0),

essendo J. (+00) = (g, +00).
Quindi scriviamo:
lim f(P) = +o0

P—oo

La definizione precedente puo essere riscritta:

lim f(P)=400<= (Ve>0,30.>0|Pe X p>0.= f(P)>¢

P—oo

Definizione 100 La funzione f é divergente negativamente per P — oo, se
VJe(—o0),Al (0) | PE X NI (0) = f(P) € J.(—0o0),

essendo J. (—o0) = (—o0, —¢).
Quindi scriviamo:
lim f (P) = —o0

P—oo

La definizione precedente puo essere riscritta:

lim f(P)=—-c0<= (Ve>0,35. >0| P X, p>d.—= f(P) < —¢

P—o0

Consideriamo ora un punto Py che sia di accumulazione al finito per X, cioe Py € D (X)),
ove D (X) ¢ il derivato di X.

Definizione 101 La funzione f: X — R ¢ convergente in F,, se esiste [ € R tale che

VI (1), 35, (R) | P € XN s (Py) —{F} = f(P) e J.(I)
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Quindi scriviamo:

li P)=1
A S (P)
La definizione precedente puo essere riscritta:

Plirrjlaf(P):l<:>(V€>0,E|(5E>O|P€X, O<p<d.=|f(P)—ll<e
— 10

n 2
ui ¢ p =dist (P, Fy) = T — 29" essendo (2@ 2, .. a:ﬁlO) le coordinate carte-
Q Io I k ) 1 »*2 > I
k=1
siane di Fj.

Definizione 102 La funzione f ¢ divergente positivamente in Py, se
VJE(‘FOO), EII5€ (P()) | PEXﬂIge (P())—{Po}:f<P) € J5(+OO)

Quindi scriviamo:

A S (P) = o

La definizione precedente puo essere riscritta:

Ijlirrllaf(P):+oo<:>(V€>0,355>O]P€X, 0<p<ée= f(P)>c¢
— 10

Definizione 103 La funzione f ¢ divergente negativamente in Py, se
VJE(—OO)7 3155 (P()) | PEXHL;E (P())—{Po}:>f<P) S JE(—OO)

Quindi scriviamo:

A f(P) = —oo

La definizione precedente puo essere riscritta:

lim f(P)=—-c0<= (Ve>0,3).>0|PeX, 0<p<i.= f(P)<—c¢

P—Py

Nel caso di una funzione di due variabili, si usa scrivere:

lim  f(x,y) =1,

(z,y)—(x0,y0)

lim f(z,y) =1

T—rT0
Y—Yo

anziche:

lim f(P) =1

P—Py

Esempio 104
f(z,y) =2+ ¢
Risulta:
Ve>0,30. =ve | (z,y) e R Va2 + 2> 6. —= * +y> > ¢
Quindi:
lim (2° +y%) = o0

(z,y)—00
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Esempio 105

1,2

f(l‘ay):m

Questa funzione ¢ definita in X = R* — {(0,0)}, con O(0,0) punto di accumulazione, per
cui studiamo il comportamento nel limite per (x,y) — (0,0). A tale scopo osserviamo che:

VyER—{O}, f(07y):0

Cioé f ¢ identicamente nulla se calcolata lungo l'asse z, ed é una costante (= 1) sull’asse y,
giacché

(2.9)

Ve e R— {0}, f(z,0)=1
Ne conseque che in ogni intorno di (0,0) cadono infiniti punti in cui f é nulla, e infiniti
punti in cut vale 1. Chio implica:

lim x,
(rvy)—>(0,0)f (z:9)

Alternativamente, passiamo a coordinate polari nel piano xy:
T =Tcosyp, y=rsing
Seque g (r, o) = f[(r, )] = cos? . Il limite ¢é:

li — 2 _ 2
o Jm f(@y) = limcos” p = cos®
Cioé il valore dipende dalla direzione () secondo cui P (x,y) si avvicina all’origine. Da cio
seque che il limite non esiste. Si noti che i valori 0 e 1 vengono riprodotti ponendo ¢ = /2
(P (z,y) si avvicina all’origine lungo l'asse y) e ¢ = 0 (P (x,y) si avvicina all’origine lungo
Uasse ). 1l grafico é riportato in fig 2.5.

_a?
LL‘2 +y2

Figura 2.5: Grafico di f (z,y) =

Osservazione 106 [ teoremi sui limiti delle funzioni di una variabile che non coinvolgono
proprieta di monotonia, si estendono al caso din > 1 variabili.
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2.2 Funzioni continue

Sia f: X — R, con X C R" tale che D (X) # 0.

Definizione 107
f € continua in Fp) &, ( lim f(P) = f(F) (2.10)
P—Py

Nel caso contrario diremo che P, ¢ punto di discontinuita per f. In questa circostanza
i casi possibili sono:

1. BLeD(X), By ¢ X (cioe la funzione non ¢ definita in F).

2. Py € XND(X), cioe la funzione ¢ definita in F,, ma si verifica una delle seguenti
circostanze:

(a) P lim f(P)

P—Py

(b) lim f(P)=1€R, conl# f(F)

P—Py

(©) Jim f (P) = %oc

Counsideriamo il caso 2b:
lim f(P)=1€R, conl# f(F),
P—P

cioe la funzione e convergente in Fy, ma il limite e diverso dal valore assunto da f in F,. In
tal caso, possiamo definire la funzione:

f(P), se P#+ B
[, se P=F,

Diremo che la funzione (2.11) & ottenuta modificando il valore di f in Py. Consideriamo ora
il caso 1. Anche qui si verifica uno dei sottocasi a, b, ¢. Precisamente:

g:PGX%{ (2.11)

w3 (P
b. lim f(P)=l€R
c. Ph%rrlljof (P) = +o0

Riferiamoci al caso b:
lim f(P)=1€R, con BheD(X), P ¢ X,
P—>P0

cioe la funzione ¢ convergente in Py ma non e ivi definita. Possiamo comunque definire la
funzione seguente:

f(P)7 SGP#PO
[, se P=F,

Diremo che la funzione (2.12) & il prolungamento continuo di f su Fy. In entrambi i
casi (2.11)-(2.12), Py & una discontinuita eliminabile per f.

h:PeXu{PO}—>{ (2.12)
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Esempio 108 Sia

1,4

f(%y):m

La funzione ¢ definita in X = R?* — { Py}, essendo Py (0,0) € D (X). Per il calcolo del limite
per P — Py, ¢ conveniente passare a coordinate polari nel piano xy:

T =Tcosyp, y=rsinp

Quindi
r*cost

2 4
7/.’ — €T /r-’ , 7"’ — N =T COS
g(rip)=[flz(r,e),y(re) 7 (cos” ¢ + sin? ) p

Cosicché

lim f (x,y) = limr? cos* o = 0-cos* ¢ =0, Vo € [0,7]

z—0 r—0

y—0
Da cio seque che Py é una discontinuita eliminabile. La funzione € resa continua prolungando
per continuita:

£B4
fla,y) =14 @ se (z,y) # (0,0)
0, se z=y=0

1l grafico e riportato in fig 2.6.

-1

_at
3?2 +y2

Figura 2.6: Grafico di f (z,y) =

In tutti gli altri casi Fy ¢ un punto di discontinuita non eliminabile o che ¢ una
singolarita per f. Cio si verifica se f e divergente in F, o se il limite non esiste. Ad esempio,
il punto P (0,0) ¢ una singolarita per la funzione (2.9).

Definizione 109 Una funzione f : X — R ¢é singolarita in X, se ¢ continua in ogni
PeX.
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2.3 Esercizi svolti
Esercizio 110 Determinare l'insieme di definizione della funzione:
f(z,y) =+/1—2%—1y? (2.13)
Soluzione. Deve essere 1 — 2% —y? > 0, per cui:
A= {(z,y) e R* | 2* +y* <1}, (2.14)
cioé il dominio circolare di centro (0,0) e raggio 1.

Esercizio 111 Determinare l'insieme di definizione e le curve di livello della funzione:

flry) =1+4/=(z—y) (2.15)
Soluzione. Deve essere
—(z—y)’ >0 <= (z2—y’) <0<=a—y=0<=2a=y

onde:
A={(z,y) eR’| —co <z < 400, y =} (2.16)

Cioé la funzione ¢ definita sulla bisettrice del primo e terzo quadrante. Piu precisamente:

floy) =1, V(z,y) € 4,

ovvero la funzione € una costante. Ne conseque che 'unica curva di livello é l’insieme di
definizione.

Esercizio 112 Determinare linsieme di definizione della funzione:

f(x,y) =In(x +y) (2.17)

Soluzione. Deve essere
T+y>0<=y>—x

onde:
A={(z,y) eR’| —o0 <z < 400, —x <y < +00} (2.18)

Cioe la funzione ¢ definita nella regione al di sopra dalla bisettrice del secondo e quarto
quadrante. Le curve di livello sono definite implicitamente dall’equazione

ln(x+y):K:>a:+y:eKd§fc>O

Seque che le curve di livello della funzione assegnata compongono il fascio improprio di rette

y=—-x+c¢, 0<c<+4o0 (2.19)
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Esercizio 113 Determinare l'insieme di definizione e le curve di livello della funzione:
f(x,y) = |z| + arccosy (2.20)

Soluzione. Deve essere

onde:
A={(z,y) eR’| —co <z < 400, -1 <y <1} (2.21)

Cioé la striscia orizzontale R x [—1,1]. L’equazione della generica curva di livello si scrive:
|z| + arccosy = ¢ <= y = cos (¢ — |z|)
Per ¢ = 0 otteniamo il luogo degli zeri
y = cos (— |z|) = cos (|z]) = cosx,
ovvero la cosinusoide ¢ il luogo degli zeri della funzione assegnata.

Esercizio 114 Determinare ['insieme di definizione della funzione:

flay) =vV1—a?—/1—y?

Soluzione. Deve essere

l-2?>0 _  [ae[-L
1—y2>0 1

onde:
A={(z,y) eR*|-1<z <1, -1<y<1}

Cioé il quadrato [—1,1] x [—1,1].
Esercizio 115 Determinare l'insieme di definizione della funzione:

flry) =vVa2 =1+ -1

Soluzione. Deve essere

22 —1>0 — z € (—oo, —1] U[1,400)
y?—1>0 y € (—o0,—1] U1, 4+00)

onde:
A=RAN R
dove R = [—1,1] x [-1,1].

Esercizio 116 Determinare l'insieme di definizione della funzione:

f (z,y) = arcsin (ﬂ)

X

Soluzione. Deve essere
HESE
T

SEESEES
IV IA

(2.22)
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Indichiamo con Ay linsieme delle soluzioni della prima delle (2.22) e con Ay linsieme delle
soluzioni della seconda delle (2.22).

y—=x
T

SHES

<1l<= <0

Risolviamo quindi la disequazione *—* < 0:

r>0=y—ax<0=y<vw
r<0=—=y—ax>20=y>z

Abbiamo:

Xi={(z,y) eER*|0<z < +00, —0 <y <z}
Xo={(z,y) eR*| —c0 <z <0, 2 <y < +o0},

cosicche Ay = X7 U Xy. Passiamo ora alle soluzioni della seconda delle (2.22):

y—x

g2—1<:> <0
T T
Cioe:
r>0=y+2r>20=—=y>—2
r<0=y+2r<0=y< —2x
Abbiamo:

Vi ={(z,y) ER*|0 <z < 400, —z <y < +00}
Yzz{(.ilt,y)GRQ‘_oo<x<O, —oo<y§_x}’

cosicche Ay =Y, UYs. Finalmente:

A:AlﬂAQ
= {(x,y) € R? | —o00 < 2 < 400, —xﬁygx}\{(0,0)}

Ne concludiamo che linsieme di definizione della funzione proposta é la regione compresa
tra le due bisettrici y = x e y = —x, esclusa l'origine (0,0).

Esercizio 117 Determinare l'insieme di definizione della funzione:

f (x,y) = arcsin (f) (2.23)

Y

Soluzione. Deve essere

Tl<a , =1 2.24
e = L (2.24)

L’insieme di definizione é:
X =X, UXy, (2.25)
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dove:
X = {(x,y) € R?| < 1}
Yy
‘&z{wwERﬂfz—%
Yy
Abbiamo: .
(x,y)EX1<:>Ty§O
Risolvendo:

y>0—=zr—y<0=—=2a<y
y<0=zwv—-—y>20=2x2>y,

per cui X1 = A1 U A,, essendo:

Ar ={(z,y) eR* |0 <y < +00, —0c0 <z <y}
Ay ={(z,y) ER* | —c0 <y <0, y<z<+o0}

Determiniamo l'insieme X, :

(:c,y)eX2<:>$—+y20

Y

Risolvendo:

y>0=ar+y>0=22>—y
y<0=ar+y<0=z< —y,

per cut Xo = B1 U By, essendo:

By ={(z,y) eER*|0 <y < +o0, —y <z < +o0}
By ={(z,y) eR*| —c0o <y <0 —oco<z<—y},

Finalmente, dalla (2.25):
X = {(0,y) € B | —00 < o < +00, —[al > y > lal} \{(0,0)}
come illustrato in fig 2.7.

Esercizio 118 Determinare l'insieme di definizione della funzione:

fa,y) = V(@2 +y? —a?) (202 — 2% — y?2), (2.26)

essendo a > 0.
Soluzione. Deve essere:

(a:2 +y? — a2) (2a2 —2? - y2) >0 (2.27)
= (®+y*—a?) (2> +y* —2a%) <0
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Figura 2.7: Campo di esistenza della funzione f (x,y) = arcsin <§> Si badi che il campo
e illimitato. In figura appare limitato, in quanto per tracciarlo con il programma di calcolo
Mathematica, abbiamo fissato gli intervalli [—2,2] sui rispettivi assi coordinati. IL’origine

(0,0) non appartiene all’insieme di definizione.

Poniamo per definizione:
X1 ={(z,y) eR?* | 2* +¢* > a*}
Affincheé sia verificata la (2.27), deve essere:

V(l‘,y> € X17 (1‘173/) € X27

dove:

Xo = {(z,y) eR?*| 2” + y* < 2%}
Sia

Al = X1 N XQ

={(z,y) e R? | a® < 2”4+ y* < 2a°}
Poniamo:

Vi ={(z,y) e R* | 2* +y* < a’}
Quindi:

Ay ={(z,y) V1| 2” +y* > 2a°} =0

Pertanto, l'insieme di definizione della funzione assegnata é:

A=A UA =A4U0=4
={(z,y) e R’ | & < 2* +¢* < 2d°}

cioe la corona circolare di raggi a e 2a, circonferenze incluse.
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Esercizio 119 Determinare l'insieme di definizione della funzione:

f(z,y) = \/ysinx (2.28)

Soluzione. Deve essere:

y>0=sinz>0=xc | J <2k, (2k+1)7]
kEZ

y<0=sinzr <0=zx¢€ U[(2k+1)77,27r(k+1)]
keZ

La funzione ¢ definita in A = X1 U Xy, dove:

X = {(a:,y)eR2|:1:E U[ka,(2k+1)7r], 0§y<—|—oo}
kez

X, = {(az,y)eR2|:l:€ U[(2k+1)7r,27r(k—|—1)], —oo<y§0},

kEZ

come illustrato in fig. 2.8

—-4r -3 —2r - T AV lvs 4l

Figura 2.8: Insieme di definizione della funzione (2.28).

Esercizio 120

Fley) =In /TP (22
lir%ln Vaz+y2 =In0" = —o0
T—>

y—0

Cioe Py (0,0) & una singolarita per f. Il grafico é riportato in fig 2.9.
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—10!

107t

Figura 2.9: Grafico di f ny/x%2+y% Per ( — (0,0) la funzione diverge
negativamente.

Esercizio 121 Determinare l'insieme di definizione della funzione:

f(z,y) =1In (:132 + y) (2.30)

Soluzione. Deve essere:

2
y>_xa

onde la funzione é definita in
A= {(z,y) e R*| —0c0o <z < +00, —2° <y < +o0}

Esercizio 122 Determinare ['insieme di definizione della funzione:

f(,y) = ———— (2.31)
—

B

Soluzione. Deve essere:
x>0

—\/E>O:>{y>ﬁ

Quindi la funzione ¢ definita in

A:{(x,y)€R2|0§x<+oo, \/5<y<+oo}
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Esercizio 123 Determinare ['insieme di definizione della funzione:

iﬂﬂwz—;%:E (2.32)

Soluzione. Deve essere:
y=>0
y < a?

r—4y>0= {
Quindi la funzione ¢ definita in
A:{(m,y)GRQ\—oo<x<+oo, O§y<—i—oo}

Esercizio 124 Determinare linsieme di definizione della funzione:

1

fy) = —F—— (2.33)
Vy—vVr
Soluzione. Deve essere:
w—v@#Ozﬁ{xZO
y# NV
Quindi la funzione é definita in
A={(z,y) eR*|0 <z < +o0, —00 <y < +00, y #Vz}
Esercizio 125 Determinare l'insieme di definizione della funzione:
1 1
= = 2.34
Soluzione. Deve essere:
y#0, z#1
Cioé tutto il piano escluso l'asse x e la retta verticale x = 1.
Esercizio 126 Determinare linsieme di definizione della funzione:
[z y) = V/sin (2% +¢?) (2.35)

Soluzione. Deve essere sin (2% + y?) > 0, cioeé:
ont <2 +y? <7 (1+2n),VneN

Quindi la funzione é definita in:

+oo

A=,

n=0

dove:
Co={(z,y) eR* | 2nt <2”+y* <m(1+42n), Vn € N}
Esercizio 127 Determinare linsieme di definizione della funzione:
f(@,y) = Va3 (2.36)

Soluzione. Deve essere x > 0, y > 0, per cui la funzione é definita in

A={(z,y) eR*|0<z < +00, —00 <y < +00}
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Esercizio 128 Assegnata la funzione:

f(zy)=1/Vy—2|z|+In(2z - 1), (2.37)

determinare il suo insieme di definizione A C R%, nonché il comportamento nei punti O (0,0)
€ P() (%, 1) .
Soluzione. Deve essere:
{ VI =2z >0

20 —y >0

Risolviamo la prima disequazione.

y >0
— >

Choe:

VY =2z >0 (z,y) € 4 = {(z,y) e R* |0 < 2 < +o0, 427 <y < +o0}
Risolviamo la seconda disequazione.

2 —y >0 <= (z,y) € Ay = {(x,y) € R?| —oo<x<+oo,—oo<y<2x}

Insieme di definizione
Risulta:
A = Al N AQ

Per determinare lintersezione tra i due campi Ay e As, troviamo le coordinate dei punti
comuni alla retta v : y = 2x e alla parabola 7 : 422, cio¢ le coppie (x,y) tali che:

y = 4a?
y=2x '’

1
O(0,0),PO (5,1) ernqy

A questo punto risulta facile determinare A:

da cui:

1
A:{(x,y)€R2|O<$<§,4x2§y<2x},

che ¢ riportato in fig. 2.10
Comportamento nei punti O (0,0), P, (%, 1).
Abbiamo i punti O (0,0), Py (3,1) ¢ A, O, Py € D(A). Risulta:

: T _ 0t + — _
Y f(P) = lim f(z,y) =07 +In0" = —oo

y—07T
lim f(P)= lim f(z,y)=0"+In0" = -0
P—Py :E—}%i

y—1-

Ne concludiamo che O e Py sono punti di discontinuita di seconda specie (i.e. singolarita)
per f.

%)
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N

L
1
2

Figura 2.10: Insieme di definizione della funzione f (z,y) = \/\/¥ — 2[z[ +In (22 —1). 1l
segmento appartenente alla retta y = 2z, di estremi O (0,0) e Py (%, 1) e escluso.

Esercizio 129 Determinare ['insieme di definizione della funzione:

Fey) = Vi - 2lel + VET -1

Soluzione. Deve essere:
VY= 2]z =0
20 —1>0

’

la cui soluzione porge:

—_

D:{(x,y)€R2|0§x§§,4x2§y<2x}

Come vedremo pit avanti, l'insieme D € un dominio normale rispetto a entrambi gli assi

coordinati.

Esercizio 130 Determinare linsieme di definizione della funzione:

O et
flzy) = (2 1 %) (2.38)

Soluzione. Deve essere:
M>0<:>ln(az:2+y2) >0 2?2 +1y> > 1,
In (22 +y?) —

onde:
A={(z,y) eR*|2* +y* > 1}
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Esercizio 131 Detto A, l"insieme di definizione della funzione:

fa(x,y)zx/ll—x?—l—\/1—y2—|—\4/a—x— , (2.39)

determinare il valore del parametro reale o che massimizza l'area di A,.
Soluzione. Deve essere:

4—22>0
1—42>0
a—x—y >0

Risolviamo la prima disequazione.
41— >0 (z,y) € Xi ={(z,y) eR? | -2<2 <2, —0 <y < +o0}
= [—2,2] x (—o0, +00)
Risolviamo la seconda disequazione.
11—y >0<= (z,y) € Xo ={(z,y) e R* | 00 <z < +00, -1 <y <1}
= (—o00, +00) X [—1,1]
Risolviamo la terza disequazione.
a—r—y>0>0< (,9) €X3:{(x,y) cR?*| —00 <z < +00, —oogyg—x—i-oz}
L’insieme di definizione é:
Ao =X1NXoN X3
Distinguiamo 1 vari casi:
1. 0<a<1
L’insieme di definizione e illustrato in fig. 2.11.

Risulta:
Ao={(z,y) eR*| -1<y<1, —co<y< —z+a}

Nelle figg. 2.12-2.13 sono riportati i casi speciali « =0 e a = 1.
2 1<a<?2

Linsieme di definizione é illustrato in fig. 2.14. In fig. 2.15 e riportato il caso speciale
o= 2.

3. 2<a<3

L’insieme di definizione ¢ illustrato in fig. 2.16. In fig. 2.17 é riportato il caso speciale
a = 3. Risulta
Ap=z = [—2,2] x [1,1]

4. >3

L’insieme di definizione é illustrato in fig. 2.18. Risulta:
Aa>3 - [_27 2] X [17 1]
Indicando con S («) Uarea di A, si ha:

S(a) =8, Ya >3
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Figura 2.11: Insieme di definizione di f, (z,y) = V4 — 22+ /1 —y2 + Ja —x —y per
0<a<l.

~] Wy

Figura 2.12: Insieme di definizione di f,, (,y) = V4 — 224+/1 — 2+ /o — 2 — y per a = 0.
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] AN

Figura 2.13: Insieme di definizione di f, (z,y) = V4 — 22 ++/1 — 2+ Va — 2 — y per a = 1.

\ @.1)

>
-2 \2 %

-1

Figura 2.14: Insieme di definizione di f, (z,y) = V4 — 22+ /1 —y2 + Ja—x — y per
l<a<2.

99



CAPITOLO 2. DEFINIZIONE DI FUNZIONE. LIMITI E CONTINUITA

1 2.1)

-1

Figura 2.15: Insieme di definizione di f, (z,y) = v4 — :B2+\/1 —y?+Ya—x —ypera=2.

Ay

Sy d

-1

Figura 2.16: Insieme di definizione di f, (z,y) = V4 — 22+ /1 —y> + Ja—x —y per

2 <a<3.
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45

1 (2,1)

-1

-1

Figura 2.18: Insieme di definizione di f, (z,y) = V4 — 22 ++/1 — 42+ Ya — x — y per a > 3.

61



CAPITOLO 2. DEFINIZIONE DI FUNZIONE. LIMITI E CONTINUITA

5 —1<a<0

L’insieme di definizione e illustrato in fig. 2.19.

AV

(2,-1) -1,
Ty N\,

Figura 2.19: Insieme di definizione di f, (z,y) = V4 — 22+ /1 —y?2 + Ja—x — y per
-1 <a<O.

6. a=—3
L’insieme di definizione é illustrato in fig. 2.20. Risulta A3 = {(—2,-1)} =
S(—3) =0.

7. a< =3
E manifestamente Aa<_s =0, ovvero S () =0, Va < =3.
Conclusione 132 Risulta:

Ay #£ D= a> -3
S(a)#0 <= a> -3
S(a) =maxS(a) =8<«<= a >3

Esercizio 133 Determinare l'insieme di definizione della funzione:

f (z,y) = arctan 11—;;‘22
Soluzione. Deve essere:
1+ 2*y* # 0,
che ¢ verificata per ogni (x,y) € R?, per cui:
A=R?
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AV

(-2,-1) -1

Figura 2.20: Insieme di definizione di f, (z,y) = V4 — 22+ /1 —y?2 + Ja—x — y per

a = —3.

Esercizio 134 Sia

(2.40)

tale funzione & definita in:
X ={(z,y) e R* | x # y} = campo illimitato non connesso
Insieme delle singolarita:
S={(z,y) eR?* |z =y}
Cioé la retta del piano xy di equazione y = x (bisettrice del I e 111 quadrante).

VE €S, Ph—r>I1130f(P) = +o00

In fig 2.21. riportiamo il grafico per x € [—2,—1071], y € [1071, 3].
Esercizio 135

1
1—a2—192

Sl y) =
Tale funzione ¢ definita in X = R*\I', essendo ' la circonferenza x* + y* = 1. Risulta:

VQET, lim f(P)=oc
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101"

Figura 2.21: Grafico di f (x,y) = ;yg per (z,y) € [-2,—1071] x [1071,3]. La funzione

(22 —y?)
diverge positivamente lungo la bisettrice del I e del III quadrante.
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Passando a coordinate polari:

+o0, T— 1"
—00, T — 1T

lim f(P)=lim ! :{

P—Q r—=11 — 72
St conclude che I' € una curva di singolarita per f.

Esercizio 136 Dopo aver determinato l'insieme di definizione della funzione:

! ( ) r+y—1
r,Y) = —F/7— 77—
Vi Ty
calcolare il limite:
lim f(z,y)
z—0t
y—1-
Soluzione. Deve essere:
x>0
Vi—y/1—-y#0<=< 1—-y>0
r#1—y

onde:
X={(z,y) eR*|0<z <400, —co<y <1, y#—-z+1}

cioé il campo illimitato e non connesso X = [0, +00) X (—00, 1]\ S, essendo S = {(z,y) e R* | 0 < x < +00, 1
Da cio seque che Py (0,1) ¢ X, Py € D(X).

im .
20t Ve—y1T—y Je+/1—y
Yy—

Quindi Py e una discontinuita eliminabile. Prolungando per continuita:

[ A se (x,y) € XNA(0, 1)}
g““”y)‘{ 0, se (ry) = (0.1)

Esercizio 137 Determinare l'insieme di definizione della funzione:

flz,y) = arcsing +/xy (2.41)
Soluzione. Deve essere:
5] <1
xy >0

La prima disequazione é tale che:



CAPITOLO 2. DEFINIZIONE DI FUNZIONE. LIMITI E CONTINUITA

Quindi:
X={(z,y) eR*| 2<2<2, zy >0}
Cioe:
X = ([-2,0] x (—00,0]) U ((0,2] x [0,+00))

Esercizio 138 Determinare [insieme di definizione e le curve di livello delle funzioni:

2,2
f(z.y) = In (T_yb) | (2.42)

g(z,y) = /6 —22 -3y (2.43)

essendo a > b > 0.
Soluzione. Per la funzione f Deve essere:

2 9
S —
2+y?—0

Abbiamo:

a—1* -y >0=2"+9"—b>0 (2.44)
Posto Yy = {(z,y) € R* | a — 2* — y* > 0} = {(z,y) € R? | 22 + 4 < a}, si ha che la (2.44)
¢ verificata in:

Xi={(z,y) eR*|b< 2’ + ¢ <a}
Consideriamo ora:

a—2' -y <0= 2 +1y* - b<0, (2.45)
il cui insieme di soluzioni € manifestamente ['insieme vuoto. Quindi l'insieme di definizione
di f é:

X=X,Ul=X,

cioé la corona circolare di centro l'origine e raggi \/a, Vb, circonferenze escluse. Le curve
di livello sono:

2 2 2 2
a— I — a— I — d
ln(—y):q(:)—y—ecl >0

2 +y?—b 24y —b
Quindi:
22 4o 2a + be
4= c+1
Ne concludiamo che le curve di livello della funzione f sono circonferenze concentriche
nell’origine e di raggio 2?1{’0, al variare di ¢ in (0,400), come mostrato in fig. 2.22.

Per la funzione g (x,y) deve essere
6 —2x — 3y >0,
cioe:
X:{(a:,y)eR2\—oo<:U<+oo, —oo<y§—§:v—|—2},
ovvero l'insieme dei punti sotteso dalla retta 20 + 3y — 6 = 0. Le curve di livello sono:
20+ 3y + (¢c—6) =0, perce|0,+00) (2.46)
Ne concludiamo che l'insieme delle curve di livello della funzione g é il fascio improprio di

rette di equazione (2.46).
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-2+

Figura 2.22: Curve dilivello di f (z,y) = In (%) pera =2, b= 1. Le curve “irregolari”

corrispondono alle circonferenze di centro l'origine e raggi a e b, rispettivamente (su tali
circonferenze la funzione non ¢ definita).
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Esercizio 139 Assegnata la funzione di due variabili:

22 — 2

f(z,y) = 7 (2.47)

2y

dimostrare i sequenti punti:
1. la funzione é pari;

2. la funzione e antisimmetrica rispetto alla permutazione delle variabili indipendenti;

3. la funzione é antisimmetrica rispetto alla sostituzione (x,y) — <l l>

z’y )’
Soluzione

1. L’insieme di definizione della funzione ¢ X = {(x,y) € R* | zy # 0}, cioé il piano
cartesiano privato degli assi coordinatu.

r =y
V($7y>€X7 f(_$7_y): Ty :f(l',y),
da cui la parita della funzione.
2. o
X - S
V(ry) e X, fy,2) o flz.y),

da cui 'antisimmetria rispetto alla permutazione delle variabili indipendenti.
Esercizio 140 Assegnata la funzione di due variabili:
1—a2—1y?

f(x,y) =

(2.48)

determinare i valori assunti da f lungo la circonferenza del piano xy di centro l'origine e
raggio R, discutendone l'andamento al variare di R.
Soluzione. L’espressione analitica della funzione puo essere riscritta come:

@4y
flxy) = T— @+

La funzione é definita in
X={(z,y) eR? |2’ +y* # 1},

cioé e definita in tutto il piano xy, ad esclusione della circonferenza di centro [’origine
e raggio 1. La circonferenza I' del piano xy di centro l'origine e raggio R ha equazione
22 +y? = R?, per cui:
R4
\V/ 9 E F; ) — T o0
(z,9) f(z,y) 1
cioeé la funzione assume un valore costante su I'. Ora, se facciamo variare il raggio R, si
ottiene la funzione:
R4
R) = ——,
che ¢ definita per R € [0,1) U (1, +00). Notiamo che per R — 1 la funzione diverge:
lim f(R)=—o0, lim f(R)=+oc0
R—1—

R—1t
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Esercizio 141 Assegnata la funzione di due variabili:

flr,y)=1+x—y, (2.49)

studiare ’'andamento di f lungo la parabola y = x°
Soluzione. Per y = 2% resta definita la funzione

g(@) ™ f(2,2%) =1+ —a?

il cui grafico € una parabola che volge la concavita verso il basso, ed interseca l’asse x nei

punti 1i2‘/5, come riportato in figura 2.23
y
/ y=9(x)
: X
X1 Xo X2
Figura 2.23: Grafico di g (z) = f (z, 2?).
Esercizio 142 Determinare linsieme di definizione della funzione:
flzy)=In(y*—2>—1)+In(4— 2" —¢°) (2.50)

Soluzione. L’insieme di definizione e l'insieme delle soluzioni del sistema di disequa-
zioni in due variabili:
{ y? — 22 —-1>0

4—22—1y>>0 (2.51)

Risolviamo la prima delle (2.51). Abbiamo:
V-2t —1>0=y>Vat+1l, y<—Va2+1

Detto Xy Uinsieme delle soluzioni della prima delle (2.51), si ha:

X1 = {(fv,y) eR’| —o0 <z <400, Va2 +1>y> Va2 + 1} (2.52)
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Risolviamo la seconda delle (2.51). Abbiamo:
4—a® -y > 0= 2> +y* <4
Detto Xy linsieme delle soluzioni della seconda delle (2.51), si ha:
Xo = {(z,y) e R* | 2* + y* < 4} (2.53)

Linsieme di definizione e dunque X = X1NXy. Per esplicitare l'intersezione, determiniamo
le coordinate dei punti:
Py, Py € y1 N,

dove v1 :y = Va2 +1, v : 22 +y* =4, e le coordinate dei punti:
P1/’P2/ 671m727

dove v 1y = —vx?+ 1. Per la prima coppia di punti risolviamo il sistema:

y=vat+1
cloe:

222 —3 =0,
onde:

e
B

Quindi Py (x1,11), P2 (22,y2). Per la seconda coppia di punti, procediamo per simmetria
ottenendo P| (x1,—y1), Py (x2, —ya2). Tracciando le curve (fig. 2.24), vediamo che X =
Ay U Ay, dove:

Alz{(x,y)ERQI—\/§<x<\/§, \/x2+1<y<\/4—x2} (2.54)

AQ:{($’9)6R2|_\/2<$<\/§ —v4—x2<y<—x/aT+1}

Esercizio 143 Determinare l'insieme di definizione della funzione:

flay) =V —a? =14+ /d—a? -y (2.55)
Soluzione. L’insieme di definizione ¢ l'insieme delle soluzioni del sistema di disequa-
zioni in due variabili: , ,
y —ax°—12>0
{ L2250 (2.56)
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X, X,

Figura 2.24: L’insieme di definizione della funzione (2.50) ¢ la zona ombreggiata. Si tratta
dell’unione dei due campi connessi espressi dalle (2.54).

Confrontando con l’esercizio precedente, vediamo che l'insieme di definizione ¢é la chiusura
del campo X = A; U Ay, dove Ay e Ay sono i campi connessi dati dalle (2.54). Quindi
D = Dy U D,, essendo:

Dlz{(x,y)ER2|—\/§§x§\/§, \/952+1§y§\/4—m2} (2.57)

3 3
Dgz{(%y)€R2|—\/;Sx§\/;, —v4—x2§y§—vx2+1}

Di e Dy sono domini internamente connesst.

Esercizio 144 Determinare l'insieme di definizione della funzione:

3 —y
f(z,y)=n (m) (2.58)
Soluzione. L’insieme di definizione é ['insieme delle soluzioni della disequazione in due

variabili: 5
=y
——>0
4 — a2 —y?

Abbiamo:

-2y >0=2"—y>0
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Poniamo per definizione:

X d;f{(x,y) €R3|4—x2—y2 >0}

= {(z,y) cR® |22 +4% < 4}
Imponiamo:
V(z,y) € X1, 2° —y >0

Poniamo:
Xo={(z,y) eR?| —0c0 <z < 400, —00 <y < 2°}

cio¢ la regione sottesa dalla parabola cubicay = 2* (curva esclusa). Determiniamo A; = XN
X,. A tale scopo calcoliamo le coordinate dei punti di intersezione delle curve v, 1 y = 3,
Yo 1 22 4+ y? = 4. Dobbiamo risolvere il sistema:

y=a°

242 —4=0

Clioeé:

Tale equazione puo essere risolta solo per via numerica, ottenendo:
ry ~ 1.174, 29 = —x1

da cui le coordinate dei punti di intersezione: Py (x1,y1), Py (22,y2) € 71 N2, dove y, = x5

, Y2 = x5. Graficando i campi X, e X, vediamo che la loro intersezione A, = XinNnX;e

data da A} U A, dove:

Al = {(J:,y) ER?| —2 <z <2, —V4— 22 <y<x3}
A, = {(x,y) ER} |z <2<?2 —Vi—a2<y< \/4—x2}
Dobbiamo ora considerare il caso 4 — x* — y? < 0:
-’ -y <0=2-y <0

Percio poniamo:
Vi ={(z,y) e R¥| 2 +y* > 4}

Deve essere:
V(.’L‘,y) € va (l',y) S LES —y< 0,

essendo:
n:{(xay)€R3|—oo<x<+oo, x3<y<+oo}

cio¢ la regione al di sopra dalla parabola cubica y = x° (curva esclusa). Poniamo Ay =
Y1 NYs. Graficando i campi Yy e Ys, vediamo che:

AQZ{(xay)€R3|x2+y2>4v y>l’3}

L’insieme di definizione ¢ A = Ay U Ay ed é riportato in fig. 2.25.
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—4 +

Figura 2.25: L’insieme di definizione della funzione (2.58) . Si badi che il campo ¢ illimitato.
In figura appare limitato, in quanto per tracciarlo con il programma di calcolo Mathematica,
abbiamo fissato gli intervalli [—4, 4] sui rispettivi assi coordinati. Inoltre, & esclusa la parabola

semicubica y = 2.

Esercizio 145 Determinare l'insieme di definizione della funzione:

fz,y) =/256 — 22 —y2 + \/y — 2* + 822 — 16 (2.59)

Soluzione. L’insieme di definizione ¢ l'insieme delle soluzioni del sistema di disequa-
ziont in due variabili:

(2.60)

256 — 22 —y? >0
y—at+ 822 —16 >0

Iniziamo a risolvere la prima. Deve essere x* + y? < 256, cioé:
X1 ={(z,y) e R* | 2* + y* < 256}

Passiamo alla seconda. ,
y > (22 —4)
Cioe: ,
X, = {(a:,y) eR’| —oo <z < +o0, (2°—14) §y<+oo}
Linsieme di definizione ¢ X = X1 N Xy. Determiniamo prima i punti di intersezione delle
curve v1 1 22 +y* = 256, o 1 y = (22 — 4)>. A tale scopo risolviamo il sistema:
2% 4+ y? = 256
y = (a2 —4)°

Abbiamo:
2? (2% — 162" + 962” — 255) = 0
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Cioe:
2® =0, 2% — 162" + 962° — 255 = 0
La prima porge la radice doppia x = 0, mentre la seconda si risolve numericamente, otte-

nendo le radici semplici: xvq1 >~ —2.823, xo = —x1. Quindi i punti comuni alle due curve
sono:

P (07 16) , P (xlayl) , P (IQ,QQ)

dove y; = (22 —4)2, yo = (22 —4)2. Da un’analisi grafica si deduce che [insieme di
definizione e:

X:{(x,y)€R3|x1<x<x2, (x2—4)2§y§\/256—x2},

come illustrato in fig. 2.26.

Figura 2.26: L’insieme di definizione della funzione (2.59) ¢ la regione compresa tra le curve

y= (22 —4)° e y = /256 — 22

Esercizio 146 Determinare ['insieme di definizione della funzione:

fzy)=+v—-22+4+y+n(z®+4y* — 4) (2.61)

Soluzione. L’insieme di definizione ¢ l'insieme delle soluzioni del sistema di disequa-
zioni in due variabili:

{—x2+4+y20 (2.62)

22+ 49> —4>0

Risolviamo la prima disequazione. Deve essere y > x° — 4, per cui l'insieme delle
soluziont é:
Xi={(z,y) eR’ | —o0 <z < 400, 2° —4 <y < o0},

cioé i punti al di sopra della parabola y = x> — 4.

74



CAPITOLO 2. DEFINIZIONE DI FUNZIONE. LIMITI E CONTINUITA

Risolviamo la seconda disequazione. Deve essere x* 4 4y* > 4, per cui l'insieme
delle soluzioni e

4

cioe i punti esterni all’ellisse di semiassi a = 2, b = 1. L’insieme di definizione ¢ X =
X1 N Xy, Per determinare ['intersezione degli insiemi X, e Xso, ricerchiamo le coordinate
dei punti di intersezione delle curve v1 :y = 2% — 4, 7o : T+ y? = 1. Risolviamo dunque il

$2
Xlz{(x,y)€R3|—+y2>1},

sistema:
y=a>—4
T+y=1
Abbiamo:
4a* —312° +60 =0
da cui: 15
2
—4 =
x '
cloe:
15 15
) =9 = YO VY
€ s L2 ; X3 4 ; Ly 4
Abbiamo quindi i punti di intersezione: Py (—2,0), Py (2,0), P3 (—@, —i), Py (‘/7175, %) A

questo punto ¢é facile rendersi conto che l'insieme di definizione ¢ X = Ay U Ay, dove:

2
Alz{(x,y)€R3|—2<x<—l—2, \/1—%<y<+oo}

V15 V15 2
A2:{($ay)€R3|_T<$<+T, P —d<y<— 1_%}7

come illustrato in fig. 2.27.

Esercizio 147 Determinare l'insieme di definizione della funzione:

) = Vo= (22 +12) + Vi —y -2 (2.63)
Soluzione. L’insieme di definizione e linsieme delle soluzioni del sistema di disequa-
zioni in due variabili: o 2
9—(z*+vy°) >0
{yQ—y—QZO (2.64)

Risolviamo la prima disequazione. Deve essere 2 +y* < 9, per cui l'insieme delle
soluzioni é:
X1 ={(z,y) eR* | 2” +y* <9}

Risolviamo la seconda disequazione. Le radici dell’equazione y*> —y — 2 = 0 sono
y = —1,2, per cui linsieme delle soluzioni é:

X, ={(z,y) €R®| —00 <z < +oo, -1 >y >2},
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Figura 2.27: Insieme di definizione della funzione 2.61 . La porzione di ellisse ¢ esclusa. Si
badi che il campo non illimitato dalla retta orizzonatale y = 2. In figura appare limitato
da tale retta, in quanto per tracciarlo con il programma di calcolo Mathematica, abbiamo
fissato 'intervallo [—4, 2] sull’asse y.

Linsieme di definizione ¢ X = X1 N Xy. Per determinare ['intersezione degli insiemi X,
e X,, ricerchiamo le coordinate dei punti di intersezione di v : 2% + y*> = 9 con le rette

ry iy =2, ro =y = —1. Risolviamo dunque i sistemi:
2 2 _ 2 2 _
Slz{x +y2=9 7 52:{x +y*=9

Le soluzioni di Sy sono (x,y) = (—\/5, 2), (x,y) = (\/5, 2), onde abbiamo i punti di in-
tersezione P (—\/5, 2), P (\/5, 2) € yNri. Le soluzioni di Sy sono (z,y) = (—2\/5, -1),
(r,y) = (2\/5, —1), onde abbiamo i punti di intersezione (Qq (—2\/5, —1) , (o (2\/5, —1) €
vy Nry. Linsieme di definizione ¢ X = Dy U Dy, dowve:

Dl:{(x’y>€R3|_2\/§§$§2\/§, —v9—w2§y§—1}
Dgz{(az,y)eR3|—\/5<x<\/S, ZSySw/g—_xz}

Gli insiemi D1 e Dy sono dominii internamente connessi. L’insieme di definizione ¢ illu-
strato in fig. 2.28.

Esercizio 148 Determinare l'insieme di definizione della funzione:

flzy) =/ —224+4c -3 —y+/y—22+9 (2.65)

Soluzione. L’insieme di definizione e l'insieme delle soluzioni del sistema di disequa-
zioni in due variabili:

{ 2?44 -3 -y >0

2?1050 (2.66)
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Figura 2.28: L’insieme di definizione della funzione 2.63 ¢ l'unione dei due domini
ombreggiati.

Risolviamo la prima disequazione. Deve essere y < —x? + 4x — 3, che definisce la
regione dei punti sottesa dalla parabola v1 : y = —x2+4x—3. Quest ultima volge la concavita
verso il basso e interseca l'asse x in x = 1,3. Quindi linsieme delle soluzioni e:

Risolviamo la seconda disequazione. Deve essere y > x°> — 9, che definisce la
regione al di sopra della parabola v, : y = x> — 9. Quest ultima volge la concavita verso l'alto
e interseca l’asse x nei punti x = +3. L’insieme delle soluzioni é:

Xo={(z,y) ER®| —00 <z < 400, 2 =9 <y < 400},

Linsieme di definizione ¢ X1 N Xo. Per determinare l'intersezione degli insiemi X; e X,
ricerchiamo le coordinate dei punti di intersezione di vy e v2. Risolviamo dunque il sistema:

y=—a*+4x -3
y=122-9
Sottraendo membro a membro:
0= —22% + 4z + 6,
cioe:
r=—-1,xz=3
Le soluzioni sono dunque (x,y) = (=1, =8), (z,y) = (3,0), onde abbiamo i punti di interse-
zione Py (—1,—8), P, (3,0) € v1 N7y. Llinsieme di definizione é il dominio
D:{(a:,y)ER3|—1§x§3, x2—9§y§—x2+4m—3}

Linsieme di definizione e illustrato in fig. 2.29.
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Figura 2.29: Insieme di definizione della funzione 2.65.

Esercizio 149 Determinare ['insieme di definizione della funzione:

flz,y) = (x3 —y— 1)\/mTl +In (36 — 42? — 9y2) (2.67)

Soluzione. L’insieme di definizione ¢ l'insieme delle soluzioni del sistema di disequa-
zioni in due variabili:
22—y —1>0
r—12>0 (2.68)
36 — 422 — 9y? > 0

Risolviamo la prima disequazione. Deve essere y < x3 — 1, che definisce la regione
sottesa dalla parabola cubica vi : y = 23 — 1. L’insieme delle soluzioni é:

X1={(.’E,y)ER3|—oo<x<—l—oo, —oo<y<m3—1}
Risolviamo la seconda disequazione. Deve essere xt—1 > 0, che definisce la regione:
X2:{($7y)€R3|1§$<+00, —oo<y<+oo},

. . . . 2 2 . .
. Deve essere & + L che definisce la regione
Risolviamo la terza disequazione. D 5+ 4 <1 ched [
interna all’ellisse di semiassi 3 e 2. Quindi:

2 2

T Y

Xg=<_(z,y) eR¥| —+Z <1},
o= {ener Frl <
Linsieme di definizione ¢ X1 N Xo N X3. Per determinare l'intersezione degli insiemi X4
e Xy e X3, ricerchiamo ge coordinate dei punti P € v N1 Ny, dove: v @y = 23 — 1,
2 . . L. .

rix—1=0,v: %+ % =1 Piu precisamente, ci interessa il punto Py € 1 Ny, come
tllustrato in fig. 2.30. Risolviamo dunque il sistema:
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Figura 2.30: Intersezione dell’ellisse % + % =1 con la parabola cubica y = 23 — 1.

36 —4x% —9y? =0
—y—1=0 '

da cus:
925 — 1822 + 42 — 27 =0,

che non puo essere risolta per via algebrica. Risolvendo numericamente, vediamo che la
soluzione che ci interessa € x1 ~ 1.404. In definitiva vediamo che l'insieme di definzione é:

X = A, UA,,

2
Af:%mweRﬂ1§x§m_4¢:i§<y<ﬁ_l}
x2 72
Ay={(oy) €R oy <o <3 —2/1-F <y<f/1-%

L insieme di definizione e illustrato in fig. 2.51.

dove:

Esercizio 150 Determinare l'insieme di definizione della funzione:

flzoy)=In(1—2*—y*) +/22—y (2.69)

Soluzione. L’insieme di definizione e l'insieme delle soluzioni del sistema di disequa-

zioni wn due variabili: ) )
l—a2—y*>0
{aﬁ—y>% (2.70)
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A;

A

L

-2

Figura 2.31: Insieme di definizione della funzione 2.67. Gli archi di ellisse e di parabola sono
esclusi.

Risolviamo la prima disequazione. Deve essere 1 — 2% — y? > 0, che definisce la
regione:
X, = {(:c,y) cR |22 +9% < 1},

Risolviamo la seconda disequazione. Deve essere y — 2% < 0, che definisce la regione
sottesa dalla parabola v = x°. Quindi:

Xo={(z,y) eR® | —00 <z < 400, —0c0 <y < 2°},

Linsieme di definizione ¢ X1 N Xy. Per determinare ['intersezione degli insiemi X, e Xa,
ricerchiamo le coordinate dei punti P € ~; N 7ya, dove: v :y = 22, v : 22 +9* = 1.
Risolviamo dunque il sistema:
_ 2
y==x
{ 1'2 +y2 =1

42?2 —1=0,

da cui:

le cui soluzioni reali sono:

V5 —1

2 Y

Ty = — To = —XT1

Quindi abbiamo i punti Py (z1,y1), Pa (x9,92) € 71 NYa, dove y; = y» = x2. Risulta

X =AUAyUAs;,
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dove:

5—1
A1={(x,y)E]R3|0<y§\/_ ,_1/1_y2<y§_\/§}
A, ={(@y) eR | -1<z<1, —VI—Z <y <0}

—1
A3:{($>y)€R3|0§y<\/32 , \/§<I§«/1—y2}

Linsieme di definizione e illustrato in fig. 2.532.

A, As

Figura 2.32: Insieme di definizione della funzione 2.69. Gli archi di circonferenza sono esclusi.

Esercizio 151

f(z,y) = cos S
Posto £ = xy:
F§) = cos
seque
Blim f (&) = Plim f (z,y)
= o
Inoltre:

X = {(z,y) e R? | zy # 0}

Cioé X ¢ il campo illimitato costituito da R? privato degli assi coordinati. Quest ultimi sono
luoghi di singolarita per f, il cui grafico é mostrato in fig. 2.33.
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Figura 2.33: Grafico di f (z,y) = cos é

Esercizio 152 Determinare ['insieme di definizione della funzione:

. (y—1
— 2.71
o =i (51) e
Soluzione. Deve essere:
<1< 2f] (2.72)
r+1 iy

Denotiamo con Ay linsieme delle soluzioni della prima delle (2.72) e con Ay Uinsieme delle
soluzioni della seconda delle (2.72).

Calcolo A,.
y_1<1 x——y—i—2>0
r+1" r+1 =
Abbiamo:
T+1>0=—=2—-y+2>20=y<z+2
r+1<0=2—-y+2<0=y>2+2
Cioe:
Al :SlLJSQ, (273)
dove:

512{(x,y)€]R2|—1<x<-|—oo, —oo<y§x+2}
So={(z,y) eR*| —co <z < —1, 2+2<y< +o0}
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A
T

Figura 2.34: Rappresentazione grafica dell’insieme (2.73). La retta z — 1 = 0 & esclusa.

In fig. 2.34 riportiamo l'insieme Aj.

Calcolo A,.
y—1 2—1<:>x+y20
r+1 r+1
Abbiamo:
r+1>0—=y+2>0—y>—2
r+1<0=y+2<0=y< —2x
Cioe:
Ay =S]US), (2.74)
dove:

Siz{(iﬂ,y)E]RQ|—1<:17<—|—oo7 —x<y§+oo}
Sy={(z,y) eR*| —c0 <z < -1, —00 <y < —x}

In fig. 2.35 riportiamo ['insieme Aj.

Finalmente:
X=ANA
={(z,y) eR’|—co<z< -1, z4+2<y<—z}U
U{(z,y) eR* | -1 <z < 400, —z <y <z +2}
Quindi X e la regione del piano tra le rette y = —x e y = x + 2, escludendo il punto di

intersezione Py (—1,1), come illustrato in fig. 2.36. Studiamo il cmportamento della funzione
in un intorno di Py. A tale scopo cerchiamo di determinare (se esiste) il limite:

, 0
A= lim f(zy) =5

y—1
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Figura 2.35: Rappresentazione grafica dellinsieme (2.74). La retta x — 1 = 0 ¢ esclusa.

Figura 2.36: Insieme di definizione della funzione (2.71). Il punto (—1,1) non appartiene
all'insieme.
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Calcoliamo il limite “marciando” verso Py lungo due direzioni distinte. Precisamente, spo-

stiamoci prima lungo la retta y = —x, cosicche:
) 0
f(z,—x) = arcsin (—1) = )
Cioé la funzione ¢ costante lungo la bisettrice y = —x. In tale direzione il limite é:
. s
A= lim f (z,~2) = =2
Marciamo ora lungo la direzione y = x + 2:
s
2
In tale direzione il limite é: .
A=lim f(r,z+2) ==
z—1 2
Abbiamo cosi ottenuto due valori diversi. Cio implica che Plimy—_1 f (z,y) e quindi Py &

y—1
una singolarita. Le curve di livello sono tali che:

n (L2 € (~o0, +00)
arcsin =y, conc —00, +00
ZE+1 1 1

y—1
r+1
—ca—y—(1+¢)=0

. def
=gine; = ¢

Cioe il fascio di rette di centro la singolarita, come illustrato in fig. 2.37.
Esercizio 153 Determinare linsieme di definizione della funzione:
f(x,y) = y* + Ina? (2.75)
Soluzione. Deve essere x° > 0 <= x # 0, cosicche:
X ={(z,y) eR*| —c0 <z < 400, z #0, —00 <y < +00}
Esercizio 154 Determinare linsieme di definizione della funzione:
fle,y)=+/1—a22—y2+\y—a2+2z—1 (2.76)

Disegnare le curve di livello di f.
Soluzione. Deve essere:
{ 1—a22—y2>0

y—ax2+22—-1>0"

1 cul msiemi di soluziont sono:

X1 ={(z,y) eR?* | 2* +¢* < 1}
Xo = {(z,9) e R |y > (x - 1)°}

Cerchiamo i punti appartenenti a 0X1N0Xs. A tale scopo risolviamo il sistema di equazioni

algebriche:
y=(z 1)
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2+

Figura 2.37: L’insieme delle curve di livello della funzione (2.71) ¢ il fascio di rette centrato
in Py (—1,1).

=-1.( -0.¢ L 0.: 1.¢(

=1.("

Figura 2.38: Insieme di definizione della funzione (2.76).
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Le soluzioni reali sono v = 0 e x = 1. Quindi (0,1),(1,0) € 0X; N 0X,. Graficando
otteniamo linsieme di definizione di f, come illustrato in fig. 2.38:Cioe:

X:Xlﬂng{(x,y)€R2|0§x<l, (x—1)2§y§\/1—x2}

Le curve di livello hanno equazione:

V22— 4+ \Jy—a2+2r—1=¢, con0<c<oo
In fig. 2.39:

y

T
9

Figura 2.39: Curve di livello della funzione (2.76).

1

Esercizio 155 Determinare l'insieme di definizione della funzione:

flzy) =V (@2 + 92— a?) (202 — 22 — y?)

Soluzione. Deve essere:
(xz e —a2) (2a2 _ 2 —y2) >0
= (®+y"—a®) (2 +y* —24%) <0

Abbiamo:
Py —ad?>0= 2" +1y*—2a*<0

Poniamo:
X, = {(x,y) cER?* |22 +9* —a® > O}
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Esercizio 156 (o 2)
sin (% + vy
f(x,y) = T (2.77)

X =R\ {(0,0)}
Passando a coordinate polari:
sin 72
lim f(z,y) = lim =1,

T—T0 r—0 7‘2
Yy—Yo

donde (0,0) e una discontinuita eliminabile. Prolungando per continuita:

sin(a:2+y2)
z,y)=<{ aTrZ (z,y) # (0,0)
7 {1, (o) = 0,0)

1l grafico e mostrato in fig. 2.40.

. . sin(:v2+y2)
Figura 2.40: Grafico di f (z,y) = —z 2~
Esercizio 157
sin \/x? + 12
f ("Ea y) - T s 5
Ve +y
X =R™N{(0,0)}
Passando a coordinate polari:
) . sinr _
Jim f(2,y) = lm —— =17,

Yy—Yo
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donde (0,0) e una discontinuita eliminabile. Prolungando per continuita:

g(m,y){ Vo (z,y) # (0,0)
1, (z,y)=(0,0)

1l grafico ¢ mostrato in fig. 2.41.

Figura 2.41: Grafico di f (x,y) = sin /o ty?

Vi ?

Esercizio 158 in ) 2)

xsin (z° +y

fly)=—Fb——75—
T +y

X =RX™N{P}, con P, (0,0)
Risulta:

(2 a2
lim f (z,y) = (hm x) . [lim sin (" + y7)
z—0 z—0
y—0

y—0

y—0

=0-1=0
donde Py é una discontinuita eliminabile. Prolungando per continuita:
xsin(z24-y>
g(z,y) = { %, (z,y) # (0,0)
0, (z,y)=(0,0)
Esercizio 159 Data la funzione

o xty—1
Vi—Vi—y
89
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calcolare:
lim f(z,y)

x—0t
y—1—

Soluzione. Abbiamo:
X={(z,y) eR*|0<z <400, —c0<y<1ly+#-x+1}

cioé il campo illimitato e non connesso X = [0, +00) X (—o0, 1]\S, essendo S = {(z,y) e R? | y = —x + 1},
cioé la retta di equazione y = —x + 1. Da cio seque che Py (0,1) ¢ X.

—1
lim f(P)= lim ——Y

PPy =0t /T —/T—y
y—1-
= lim <\/§+ Vl—y)

z—0t
y—1—

=0

Quindi Py € una discontinuita eliminabile. Prolungando per continuita:

[ EL e () £(0,1)
g(zy) = { f()\,/ise (z,y) = (0,1)

Esercizio 160 Data la funzione

20—y

f@@z;??

calcolare:
lim f (z,y)

y—0

Soluzione. Abbiamo:
X =R™{P}, P, (0,0)

Passando a coordinate polari:

. . 2r—y
pm, f(P) = lim o
y—0
. 2cosp —sing
= lim —M—~—
r—0t r

| 400, se2cosp >sing
| —o0, se2cosp <sing

donde Blimp_,p, f (P). Quindi Py ¢ una singolarita per f.
1l grafico e mostrato in fig. 2.42.

Esercizio 161 Data la funzione

arcsin (zy — 2)

flz,y) =

arctan (3xy — 6)’
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Figura 2.42: Grafico di f (z,y) = 2% in un intorno di P, (0,0).

2 +y2

calcolare:
lim f (z,y)

y—1

Soluzione. F conveniente esequire il cambio di variabile
§ =y,
donde abbiamo la funzione di una sola variabile:

arcsin (§ — 2)

1(&) = arctan (3 — 6)’

definita in £ = [1,2) U (2, 3].

lim f (2, y) = lim f (€)

y—1

0
0

zlim{

E—2

arcsin (§ —2) £ —2 3¢ —6
£—2 .35—6'arctan(3§—6)}

i arcsin (§ — 2) . £—2 . 3¢ —6
_gl—%[ £—2 } "5 [35—6} e {arctan(i%f—ﬁ)}

1
37

quindi Py e una discontinuita eliminabile.
Il grafico é mostrato in fig. 2.43.

2.4 Esercizi proposti

Lo svolgimento degli esercizi e riportato in Appendice 5.5.1
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1

Figura 2.43: Grafico di f (z,y) = _arcsin(zy—2)

arctan(3zy—o6)

Esercizio 162 Determinare linsieme di definizione delle funzioni:

f(z,y) =e"" +In (y — Vz) (2.78)
9(@.9) = +1n(z - V5)

Esercizio 163 Determinare ['insieme di definizione delle funzioni:

flzy) =1 —a2 (22 +y2) + /9 — a2 (22 + ¢?) (2.79)
g(z,y) =" +In[l—a®(2* +17)]

Esercizio 164 Determinare ['insieme di definizione della funzione:
|arctan |y — af
=1In (a® — 22 —_ 2.80
f(flf,y) n((l x)+ $2+y2—a2, ( )

Esercizio 165 Determinare l'insieme di definizione della funzione:

dove a > 0.

a—1

)
/042—372—3/2

falz,y) =l (2 +y*—a+1)+

(2.81)

dove a > 0.
Esercizio 166 Determinare linsieme di definizione e le curve di livello della funzione:

flr,y)=z+y (2.82)
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Esercizio 167 Determinare ['insieme di definizione e le curve di livello della funzione:
f(x,y) =2+ 9> (2.83)
Esercizio 168 Determinare linsieme di definizione e le curve di lwello della funzione:
fz,y) = vy (2.84)
Esercizio 169 Determinare l’insieme di definizione e le curve di lvello della funzione:
fla,y)=1+z+y) (2.85)
Esercizio 170 Assegnata la funzione:
flay) =1 —=z[ =yl

determinare la curva di livello 0 e la curva di livello 1, i.e. i luogi f (x,y) =0, f(z,y) = 1.
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Capitolo 3

Calcolo differenziale per funzioni
di piu variabili (parte I)

3.1 Derivazione parziale delle funzioni di due variabili
Sia f: A — R, con A C R? tale che A & un campo, per cui
Py (x0,y0) € A = A5 (x0,70) C A, (3.1)
essendo I (Fy) un intorno circolare di Py:
Is (Py) = {(z,y) e R* | (z — 20)” + (y — wo)* < 5}
La (3.1) implica:

[ (xo + Az, y0) — f (0, 0)

VAz | |Az| € (0,0), P (xo+ Ax,y) € A) = 3 Az

Definizione 171 £ (m°+m’i’g_f (@o.0) & 41 papporto incrementale parziale rispetto a x
della funzione f.

Definizione 172

f ¢ parzialmente derivabile rispetto a x
nel punto F,

g ( lim [ (zo+ Az, y0) — f (z0,y0) _lecR
Axz—0 AZL‘

Il limite [ ¢ la derivata parziale rispetto a x della funzione f nel punto F;.
Indichiamo tale derivata con il simbolo f, (zo,yo), quindi:

[ (xo + Az, y0) — f (z0, v0)

fo (20, 90) = lim (3.2)

Nella notazione di Leibnitz, la derivata parziale rispetto a x di f nel punto (zo,yo) si scrive :

(52).
ox (mo,yo)’ ox
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Definizione 173

f € parzialmente derivabile rispetto a x )
in A

&, (f & parzialmente derivabile rispetto a x in ogni P (z,y) € A
Quindi:
St Ary) — f(zy)
fal,y) = fim, A

In maniera analoga possiamo procedere per la variabile y:

Avy) —
£y (a0, y) = Anyrgof (z,y + Ayz f (2, y)

Il numero reale f, (zo,%0) ¢ la derivata parziale rispetto a y della funzione f nel
punto F,. Nella notazione di Leibnitz:

(&) 3
Ay (xovyo)’ Ay

flzy) =20" —zy+y°

(z0,y0)

Esempio 174

V(l'()?y()) € RQ,
2 (o + A»T)Q — (o + Az) yo + y5 — (225 — zoyo + ¥5)

Jz (2o, 40) = lim

Axz—0 AZE
_ dzgAx — oAz + (Ax)?
= lim
Az—0 Azx
= 4x5 — Yo
23—z (Yo + Ay) + (yo + Ay)® — (223 — zoyo + 2)
Iy (w0, 10) = AI;IEO Ay
i 2008y — 208y + (Ay)”
= lim
Ay—0 Ay
= 2yo — o

Quindi

fo(w,y) =4z —y
fy(‘r?y) :2y_$

Da cio st deduce che le derivate parziali si calcolano utilizzando le regole di derivazioni per
le funzioni di una variabile, assumento costanti le rimanenti variabili.

Nel caso di una funzione di una variabile, la derivabilita in zy implica la continuita in
tale punto. Nel caso di piu variabili tale proprieta non e conservata:
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Esempio 175
LY

[z y) = 21 5 (z,y) # (0,0) (3.4)

f(r,y)=0, sex=y=0
Risulta:

ﬂiii%f (x,y) = Py (0,0) ¢é una singolarita
y—0
Cio puo essere verificato passando dalle coordinate cartesiane nel.piano xy alle coordinate
polari ry:
T =rcosp, y=rsiny

Quindi resta definita la funzione composta:

9(r.0) = F[(r.9),u(rg)] = £ sin (2¢)

1l limate e: ]

lim f (,9) = lim g (r, ¢) = 5 sin (2p) = Blim f (2, 9)

y—0 y—0
Il grafico é in fig. 3.1. Si osservi che f|x (r, @),y (r,p)] non dipende dalla coordinata radiale;
cio implica che la funzione é costante su ogni retta per l'origine. Cio puo essere verificato
anche in coordinate cartesiane, determinano il valore assunto da f su una retta y = max:

m? def

f(x,mx) = e h(m) (3.5)

Le coordinate polari (r, ) possono essere interpretate come parametri della rappresentazione:

S z:f[x(T‘,(p),y(T,SO>];

che & l'equazione parametrica della superficie S : z = f(x,y). Il cui grafico é in fig. 3.2.
Per maggiori dettagli sull’implementazione del codice Mathematica, consultare [1]. Per il
calcolo delle deriwate poniamo:

o (x)=f(z,0), ¥(y)=f(0,y)
Dalla (3.5):

p(x) =0
¥(y)= lim h(m)=+1,

m—+00
giaccheé ¢ (z) e ¥ (y) altro non sono che i valori assunti dalla funzione rispettivamente sugli
assiz (m=10) ey (m— +00). Le derivate parziali:
fo (2,0) = ¢ () =0, Vo e (—o0,+00)
fy(0,y) =" (y) =0, Va € (o0, +00)

Seque:
f2(0,0) = lime (2) = 0
£,0,0) = Ly () =0,

Si conclude che f,, f, esistono in By in cut la f non é continua.
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Figura 3.1: Grafico di f (z,y) = %4
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Figura 3.2: S : z = f[z(r, ),y (r,¢)]. Estato “ritagliato” un intorno di r = 0, in modo da
evidenziare I’andamento “nastriforme” della superficie nei pressi della singolarita » = 0. Per
maggiori dettagli sull'implementazione del codice Mathematica, consultare [1]..
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Kokok

Supponiamo che la funzione f (z,y) sia dotata di entrambe le derivate parziali f, (z,v),
fy (x,y). Supponendo ulteriormente che tali funzioni siano parzialmente derivabili, si ha:

(x4 Az,y) — [, (z,
Jux (x’y):Alirﬂof (x4 Ax yx) fo (2, 7)

z 9 A — fz ,
Sy (2,9) :Ah;gof (z,y + y; fo (2, y)

La notazione simbolica é:

o [0 ef 02
0 (OF\ aes Of
fxy(xvy)_a_y(%) - axay

Ripetiamo lo stesso procedimento per la funzione f, (z,y):

0 (Of\ s O*f
0 (Of s P*f
e =35 (55) 5

Riepilogando, abbiamo le derivate parziali prime o derivate parziali del primo ordine:

fxa fy>

e le derivate parziali seconde o derivate parziali del second’ordine:

fx:va fﬂcy,fyac: fyy

Le fay, fyz sono le derivate miste del second’ordine. Ci si puo chiedere se sotto
determinate ipotesi ¢ f,, = fy,. La risposta ¢ affermativa ed ¢ contenuta nel seguente:

Teorema 176 Teorema di Schwarz

f € continua nel campo A
assieme alle derivate parziali fr, fy, foys fye

) e (V1) € A, fay (@) = o (2,9)

Dimostrazione. Omessa. ®

Esempio 177 Consideriamo la funzione:

22 —

x? 492

f e y) =y (3.6)

Tale funzione ¢ definita in X = R*\ {(0,0)}. Per determinare il limite per (z,y) — (0,0)
¢ preferibile passare a coordinate polari:

g(r,9) = fla(r,9),y(r,e)] =r’sinpcos pcos2p
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Figura 3.3: Grafico di f (z,y) = zy

332_
$2+y2

Quindi:
lim f (2, y) = lim g (r, ¢) = 0,
y—0

cosicche l'origine € un punto di discontinuita eliminabile. Il grafico della funzione é riportato
m fig. 3.5.
Le derivate parzialt prime:

y (2t + 4a?y* — y*)

fo (@, y) = (22 + y2)2
Cr(at — A — )
fy (2,y) (@ + )2

Le derivate miste:

28 + 92ty? — 922yt — o8
(22 + 32)°

2% 4+ 9zty? — 922yt — o8
(22 +12)°

Jay () =

fyz (2,9) =

Da cio seque:

fay (2,y) = fye (2,y), V(z,9) # (0,0)
Studiamo il comportamento delle derivate miste per (x,y) — (0,0). Al solito, passiamo a
coordinate polari, ottenendo:

fﬂiy [‘T (T’ 90) Y <T7 90)] = fyﬂi [m (7", QD) Y (T‘, 90)] = COSG Y — SiHG P,

per cui

($,y1)1E>I%0,0) fxy (l’, y) ) ﬂ 11}5)% fyx (:L'v y)
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Cioé non sono soddisfate le ipotesi del teorema di Schwarz, giacché le derivate miste non
sono continue in (0,0). Verifichiamo che nell’origine € fy, # fy.. A tale scopo poniamo:

) = f:(0,y)
Quindi:
py)=-y, Vy eR

La derivata parziale mista fo, (0,y) é:

fxy (an) = 90, (y) = _Lvy € R

FEvidentemente:
— i / —
fay (0,0) = lim ' (y) = —1

Per il calcolo di f,, (0,0) procediamo in maniera simile. Precisamente, poniamo:

¥ (z) = fy (2,0)
Quindi:
Y (r) =z, VreR

La deriata parziale mista f,, (0,y) é:
Sya (x,0) = Y (x) =1,V eR

Evidentemente:
fym (0, 0) = lim0 w' (m) =1
T—

Si conclude che per la funzione (3.6) risulta fy, (0,0) # f,.(0,0).
In fig. 3.4 riportiamo il grafico di fy, (x,y); da qui vediamo che la funzione si annulla
sulla bisettrice y = x.Infatti

Vo € R\ {0}, fuoy (z,2) =0

Inoltre, su una qualunque retta del piano xy e passante per l'origine, quindi di equazione
y = mx, st ha:

14+9m? — 9m* —mS

(1+m?2)’

cioé lungo y = mx la derivata mista f,, € costante. Grafichiamo la (3.7) in funzione del
coefficiente angolare m (fig. 3.5)Ricercando gli estremi assoluti di f,, (x, mx), si trova che
tale funzione assume un minimo assoluto per m = 1+ /2. Tali risultati sono riassunti in
fig. 3.6 dove é riportato un density plot della f,, (x,y).

, (3.7)

fay (x,mz) =

In linea di principio, possiamo determinare a partire dalle derivate seconde, le derivate
parziali terze o del terz’ordine:
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Figura 3.4: Grafico di f,, (z,y) = 2049xty?—922yt—y®

(@2+y2)°

fry(M)
-0.7F
-0.8F

-0.9

-120

-13F

Figura 3.5: Grafico di f,, (z, mz) in funzione di m.
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Figura 3.6: Un density plot della derivata mista f,, per x € [-2,2], y € [-2,2]. Le
zone piul scure corrispondono a rette y = mx con m = + (1 + \/5) Per maggiori dettagli
sull'implementazione del codice Mathematica, consultare [1]..
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9?2 93
f - foz (,y) = 57 W)ZaTg
Tz x y 2 3
g (0 0
faay (2,9) = 5, (m) = o7ty
a (0% \ _ _03F
f $ y - j}yz Cv,y) oz (8x8y>  0xdydz
Ty 9 o2 93
fzyy (x’y) Ay (8:{;8];) - 8:1:8];2
o (22 _ &f
j@yz Cr,y) EX (8y8x) T Oyozx?
Jo (@, 9) = o (2 o
fyey (T,9) = Yy <8y8x> = Dydzdy
o (0*f) _ 9°f
f (;(; ) _ fyyac ($,y> ox (? T 0y?0x
vy \ Y f ( ) o (2f) _ &f
yyy L, Y ay \ g2 oy’

Esempio 178 Calcolare le derivate parziali seconde della funzione sequente:

f (z,y) = arctan <1x Y )

Soluzione. Calcoliamo le derivate parziali prime:

af _ 1 l-azy+y(@+y)
ax_H(x_ﬂ)? (1 — xy)?
l1—zy
1—|—y2
_x2+y2+352y2+1
_ 1+y°
S22 (14 + (L+y?)
1
a2+
af 1 l-aytz(r+y)
dy 1+ (90_+y>2 (1 — zy)*
l—zy
B 1+ 2?2
_x2+y2+x2y2+1
B 1+ 22
Sy (1 +a?) + (1 +a?)
1
_y2+1
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Calcoliamo le derivate parziali del second’ordine:

of -
or? ( )_ x2—|—1
P2f 0 -
ay? 0_( 2+1 )_
Pf o 1\
ordy Oy (x2—|—1) B
Pf o 1\
Oyoz O (y2—|—1) B

Esempio 179 Calcolare ai;afyg se

f(z,y) = sin (zy)
PBf 0% [(Of oo [of
dxdy? — Oy? (ax) ‘a_y[a_y <%)}

O _ ) cos (ay).

Soluzione.

Calcoliamo % :
X

ox
dopodiche:
9 (9L _ 2 1y cos (ay)]
oy \ox ) Oy 4 v
= cos (zy) — xysin (zy)
Pertanto:
Pf 0 )
ax—8y2 = 8_y [cos (zy) — zy sin (zy)]

= —2xsin (vy) — 2%y cos (1Y)

3.2 Derivazione parziale delle funzioni di n > 2 variabili

Generalizziamo le nozioni precedenti al caso n > 2. Sia f definita nel campo A C R", per
cui

P (xg O x;0>) € A= 13I;(Py) C A, (3.8)

essendo I5 (Fp) un intorno circolare di Fy:

” 2
Is (Py) = {(Il,l’g, ey Tp) € R™ | Z <xh — x20)> < 52}
h=1

La (3.8) implica:

ke{l,2,...,n}, V|Axy| € (0,0), P (x§°),.. m,(go)l,xg)) + Axk,x,(gl,. . %0)) € A)

EIf <x§0), ...,m@l,%(go) + Axy, x,(gzl, ...,$£0)> —f <$§0), ...,a:@l,xéo),xgﬁl, s SB%O)>
A$k
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7(@0,a®, 20+ Avial?)

© 20z © . 7(0)) f( © O (0 (0 (0))

R L L) R R

Definizione 180
crementale parziale rispetto a ) della funzzone f.

¢ il rapporto in-

f e parzialmente derivabile rispetto a xy

nel punto F,

(0) (0) (0) (0) (0) (0) (0)  (0) _(0) (0)
def f Ty ey 25T +Axk:$k seeyln f Ty Ty “ 5T g T3 Tp gy
3 lim ( = aE ) ( ! AR ) eR

Tale limite é la derivata parziale rispetto a x; della funzione f nel punto F,.
Indichiamo tale derivata con:
fas (xgo), xéo), ...,x,@)

of of
(52:),, "

I N C O ) S (L O I )

Definizione 181

Nella notazione di Leitbnitz:

Po
Quindi:
fa, (xl ,xgo),.. xflo)> = lim

Definizione 182

f ¢ parzialmente derivabile rispetto a x;
in A
<ﬁ> (f & parzialmente derivabile rispetto a xy, in ogni P € A

3.3 Differenziale totale

Sia f (z1, 9, ..., x,) definita nel campo A C R" e sia ivi parzialmente derivabile in A rispetto
a g con k= 1,2,...,n. Quindi restano definite in A le n funzioni f,,. Presi ad arbitrio due
punti di A

P(xy,29,...;x,), Q(z1+ Axy, 20 + Axg, ...,z + Axy,) € A

L’incremento della funzione e:

Af = f(x1+ Axy, 0 + Ao, .oy xy + Axy) — f (21,29, ..., 2y) (3.9)
Indichiamo con df la somma dei prodotti delle derivate parziali f,, per i corrispondenti
incrementi Axy:

def

df =

L’espressione (3.10) ¢ il differenziale totale della funzione f. Applichiamo tale defini-
zione alle n funzioni f, (1, z9,...,2,) = x, con h = 1,2,...,n. Abbiamo:

O fn

9In _ s
(‘3:1% hk>

foy (1, T2y oy ) Axy + fo, (T1, T2y ooy Tn) Az + oo+ [, (1, 29, .., ) Az, (3.10)

essendo dy 1l simbolo di Kronecker:
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Quindi:
Z Ofn o
8xk
= Z(ShkAxk
k=1

= Al’h

Ma f, = xp, per cui:
dIh = A.I?h, h = 1, 2, ., n

Pertanto la (3.10) si riscrive:

df = fo, (1,29, ..., xy) dxy + fo, (T1, 29, ..., xy) drg + .. + fo, (T1, 29, ..., x,) dz,,  (3.11)

Nella notazione di Lebinitz:

df = 8x1 8x2 o,

dx, (3.12)

La relazione esistente tra l'incremento Af espresso dalla (3.9) e il differenziale df e
espressa dal seguente

Teorema 183 Teorema del differenziale totale
Se f e CY(A) con A campo di R™, allora:

Af=df +o(p), (3.13)

essendo p = \/(Ax1)2 + (Azy)* + ...+ (Azy)

Dimostrazione. Senza perdita di generalita, consideriamo il caso n = 2. Presi ar-
bitrariamente i punti P (z,y),Q (x + Az,y + Ay) € A, congiungiamoli con la spezzata
v = PM UMQ, essendo M (z,y + Ay) € A. In altri termini, PM e MQ sono paralleli
rispettivamente agli assi y e . Quindi:

Af=f(@Q)—f(P) (3.14)
=[f(Q) = f(M)]+[f (M) — f(P)]
=[f (z+ A,y + Ay) — f (v,y + Ay)] + [f (x,y + Ay) — f (2,y)]
= [p (v + Az) — ()] + [¢ (v + Ay) — 9 (y)],

essendo
o (@) 2 flo,y+ Ay) (3.15)
V() E fa,y)
Risulta:
felC (A) =y el (z,z+Az]), b e ([y,y + Ay)), (3.16)
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Per il teorema di Lagrange:

Az, € (v, 4+ Ax) | ¢ (z+ Az) — o (2) = ¢ (z.) Az
. € (yy+Ay) [V (y+ Ay) = (y) =¥ (y.) Ay

Equivalentemente:

30 € (0,1) | p(z+ Az) — p(z) = ¢ (v + 0Ax) Ax
€ (0,1) [ ¥ (y+Ay) =¥ (y) =¥ (y + nAy) Ay,

cioe:

In forza della continuita di f,, fy:

fo (x+0Az,y) = fo (z,y) + a (Ax)
fy (x,y +nAy) = fy (v, y) + B (Ay),

essendo «a (Ax) e f(Ay) infinitesimi per Az, Ay — 0:

lim o (Az) = AlimOB (Ay) =0
Y—

Axz—0

Sostituendo nella (3.14):

Af =df + a(Az) Az + S (Ay) Ay (3.17)

Osserviamo che posto p = \/(Ax)2 + (Ay)?, si ha:

o (Az) Az + 8 (Ay) Ay’ ) ‘a(m)&mmy)%‘ .
p ; ,
< la @l [22] + 3 ) |22
< o (A2)| +18 (A0)]
Quindi:
lim [l (Az)| + (8 (Ay)[) = 0 = lim a (Az) Ax:ﬁ(Ay) Ay‘ L
.

Definizione 184 Dicesi differenziabile ogni funzione f (v1,xs,...,x,) di classe C'.

Il teorema (183) permette di approssimare I'incremento della funzione con il suo diffe-
renziale totale. Infatti per |Az|, |Ay| “sufficientemente piccoli” e a meno di infinitesimi di
ordine superiore:

Af ~ df
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Osservazione 185 Per un ulteriore approfondimento sulla questione della differenziabilita
e preferibile consultare il file al sequente link:
http: //www. extrabyte.info /differenziabilita_stolz. pdf

Esempio 186 Consideriamo un cono di altezza H e raggio di base R. Come e noto, il suo
volume é: .
V(R,H) = §R2H

Il differenziale totale della funzione V (R, H) é:

dv = gR (2HAR + RAH)

L’incremento del volume é:
AV =V (R+AR,H+AH)—-V (R,H)
—dV + g [H (AR)? + 2RARAH + AH (AR)?],

da cui vediamo che - posto p = \/(AH)2 + (AR)? - il termine
AV —dV = g [H (AR)* + 2RARAH + AH (AR)?]

e un infinitesimo di ordine superiore rispetto a p.
Perp < 1:
AV, = %R (2HAR + RAH)

Prendiamo i valori numerici: R = 10cm AR = =10~ cm, H = 30cm, AH = 3-107 ! cm.
Quindi:

AVypp = =107 cm® ~ —31.4cm?

10099
AVigatto = — e mem® ~ —31.7 cm?
Esempio 187 Assegnata la funzione
f(z,y) = 2%y,

determinare lincremento Af e il differenziale totale in Py (2,4), determinando poi Af — df
per le sequenti coppie di valori degli incrementi delle variabili indipendenti:

Ar =2 Ay=4
Az =2x10"" Ay =4x10""!

Soluzione. Il differenziale totale é:
df = 2zyAx + 2°Ay
L’ incremento

Af = (x+Az)* (y + Ay) — 2%y
= df +y (Az)* 4 22AzAy + (Az)* Ay
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Quindi:
Af —df =y (Az)* + 2zAzAy + (Az)® Ay

In P[) N
Af —df =4(Az)* 4+ 4AzAy + (Az)® Ay

Per Ax =2, Ay =14
Af —df =64

Per Aw =2 x 1071, Ay =4 x 107!
Af—df =16 x107%(3+107")

Come c’era da aspettarsi, per la seconda coppia di valori degli incrementi Ax, Ay, il diffe-
renziale rappresenta una migliore approssimazione dell’incremento Af.

3.4 Derivazione di funzioni composte

Consideriamo n > 2 funzioni reali x; (t), x2 (t),...,x, (t) definite nellintervallo [a,b] C R.
Adottiamo le seguenti ipotesi:

1. Le funzioni zy (t) sono derivabili in [a, b].
2. YVt € [a,b], Plzy (t),22(t),....;x, (1) € ACR™ | A & un campo.
3.3f:A—R|feC(4)

Le ipotesi 2 e 3 implicano l'esistenza della funzione composta:

F:la,b] — R (3.19)
t— flo (), 22(t),...;x, ()], Vi€ [a,b]

Scriviamo:

Ft)= flo(t), 20 (t) ., ()] (3.20)

Teorema 188 Nelle ipotesi 1,2,3, la funzione composta F (t) é derivabile, e la sua derivata
PrIma €

FI(t) = for [w1 (8) 22 () s oo (D] 2 (8) + S [w1 (8) 22 () oo 2 ()] 25 () + - (3:21)
+ ot o, [ (8) 0 () oy (8)] 2] (2)

Nella notazione di Leibnitz:

dit _ Of dv | Of dws OF din

— = 3.22
dt Oxy dt Oxy dt Ox, dt ( )
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Dimostrazione. Per ¢t € [a,b], consideriamo I'incremento At tale che (t + At) € [a,b] e i
corrispondenti incrementi delle n funzioni xy, (¢):

Az =xp (t+ At) — a5 (1), conk=1,2,...,n
Da cio segue l'incremento di F' (t):
AF = F(t+ At) — F (t) (3.23)
= f [.1'1 (t + At) ) L2 (t + At) 7oy In (t + At)] - f [33'1 (t) y L2 (t) y ooy In (t)]
= f(z1 + Az, 20 + Az, ooy xy + Axy) — f (21, T2, .0, )
Cioe:
AF =Af (3.24)

Per il teorema del differenziale totale:
Af=df +o(p), (3.25)

essendo o (p) un qualunque infinitesimo di ordine superiore a p per p — 0 (ricordiamo che
n
p= Z (Az;)* ). Vediamo ora come scrivere in maniera concisa l'infinitesimo di ordine
k=1
superiore o (p). Se w (p) un infinitesimo per p — 0:

limw (p) =0= lim wlp)p
p—0 p—0 P

=0

Cio¢ w (p) p ¢ un infinitesimo di ordine superiore p. La (3.25) puo essere scritta come:

Af=df +w(p)p
Dividendo per At e tenendo conto della (3.24):

DM IACCRACRADE -y S0 (3.20
Osserviamo che:
xy (t) ¢ continua) = Al}er—r}o Azp=0= A1113)10p =0= Alir_rgow (p)=0
(1) & derivabile) = Tim 2% — 47 (1)
x (t) e derivabile Jim —== =2 (3),
per cui eseguendo nella (3.26) 'operazione di passaggio al limite per At — 0:
AF
Ao At
———
=F'(t)
- . Auxy, . . - Azy, ?
= ;ka o1 (8) 2 (1) o (8)] Jim 707 + [ Alglow(p)]l dm [ 2 (Tt) :
(0 =0~ - .

3

= i (t)*

=1

ol
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cioe la (3.21). m

Nelle applicazioni ci si imbatte spesso nel teorema di derivazione delle funzioni compo-
ste, poiche molte grandezze fisiche esibiscono una dipendenza dal tempo ¢ del tipo F'(t) =
[l (t), 22 (t), ...z, ()] In tal caso, la derivata % si chiama derivata totale di F'.

Ancora piu frequente il caso di grandezze fisiche che esibiscono una dipendenza funzionale
dal tempo t del tipo:

Fler (t), o,z (1), 1]

Qui x4 (1), ..., z, (t) sono n grandezze che a loro volta dipendono da ¢. In tal caso la (3.22)
definisce la derivata totale! di f:

df _ Of duy of dr, Of

ait  ow dt T ow at Tor

sokok

Il teorema precedente si generalizza al caso di piu variabili.
Consideriamo n > 2 funzioni reali xy (t1,%a,....tp), T2 (t1,ta,..city) s @ (t1,tay ooy ty)
definite nel campo B C RP. Adottiamo le seguenti ipotesi:

1. @y (t1,t2, ..., t,) sono funzioni continue e parzialmente derivabili in B.

2. V(tl,tg, ...,tp) S B, P[$1 (tl,tg,...,tp) , L9 (tl,tQ,...,tp>,...,.§Cn (tl,tg, ,tp)] e A - R |
A & un campo.

3.3f:A—R|feC (A

Le ipotesi 2 e 3 implicano 'esistenza della funzione composta:

F:B-—R (3.27)
Fi(ttanty) — floy (Bt oo t)) s @ (B oy coos ) s oons o (B oy e £))]
Scriviamo:
F (tl,tg, ...,tp) = f [.’El (tl,tg, ...,tp) , Lo (tl,tg, ...,tp) yeeey Iy (tl,tg, ,tp)] (328)

Teorema 189 Nelle ipotesi 1,2,3, la funzione composta F (t1,ts, ...,t,) & parzialmente deri-
vabile, e la sua deriwata del primo ordine rispetto a ty €
oF  Of Oxy  Of Oxy of ox,

oF _ Itn p o
ot 0x, 0t Dm0t T 0w, oty %50 P

Dimostrazione. Omessa. =

Osservazione 190 Nelle applicazioni spesso si omette il cambio di simbolo f — F', conside-
rando quindi come funzione composta f [xq (t1,ta, ... tp), T2 (t1,tas ooy ty) ooy T (E1, T2y ooy )]

'Per non appesantire la notazione indichiamo con f la funzione:

Ft)=flz1(t),z2(t), ...,z ()]
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Esempio 191 Assegnata f (x,y) con x (u,v) = wv,y (u,v) = 2, si ha f [z (u,v),y (u,v)] e
quindi:

0F _ofor ofoy _ of 10f
Oou Oxdu Oydu Yor T v dy
0f _0for 9oy _ 0f uof
Oov Oxdv Jyodv Yor 2 dy

Per quanto riguarda il comportamento del differenziale totale, sussiste il seguente

Teorema 192 Sia f (x1,x9, ..., z,) differenziabile. L’espressione:
"0
df = —fdxk, (3.29)
esprime il differenziale totale di f sia se le xp sono variabili indipendenti, sia se sono

funzioni di altre variabili.

Dimostrazione. Omessa. m
Il teorema precedente esprime la proprieta di invarianza del differenziale totale.

Esempio 193 Sia f (u,v) differenziabile in A C R?, con

u(z) =az, v(y)="by

Per la proprieta di invarianza, il differenziale totale primo é:

af af
df = 8ud u+ %d
Esplicitando du e dv:
_of of ,
daf = o —dzr + ba

Esempio 194 Data la funzione:

f(x,y) = arctan 2,y = a2, per cui & f v,y ()]
xXr

determiamo 65: e %.
Abbiamo:
af o Y
ax % arctan 5
R
a2 42

ar_of  ofdy
der  O0r Oydx

Calcoliamo %:
Yy
of 0 ;
—— = — arctan =
Jdy Oy
oz
=2y
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Quindi:
af x? 1
dr  22+y*>  1+2?
Alternativamente:
flz,y ()] = arctan z,
per cui:
df d . 1
— = —arctanx =
dr dx 1+ a2

3.4.1 Esercizi svolti
Di seguito la risoluzione di alcuni esercizi proposti® in [2].

Esercizio 195 Sia:
flzy)=a?, cony=¢(z),
con ¢ : R — R derivabile in R.

Determinare la derivata parziale g—£ e la derivata totale %.
Osserviamo che ¢ f [z, ¢ (x)], per cui la derivata totale é:

df of O0fdy
— =4 —— 3.30
dr  Or Oydx ( )
_of of ,
Le derivate parziali si calcolano direttamente dall’espressione analitica di f:
of _ 0 4
oxr Oz

E conveniente determinare la derivata logaritmica:

Inf(z,y) = yla

Derivando ambo i membri:

L of_y
f(z,y)0x =
Cioe: o
o =V
Passiamo alla derivata rispetto a y:
g—‘; = %xy =zYInzx

che sostituita nella (3.30):

df _ y—1 /
on =0 [y + ¢’ (z)Ina]
= 2%@7 o () + 2/ (x) Ina]
Ad esempio, per ¢ (v) = x2:
ﬁ _ 2241
=z
dx

2Sono contrassegnati con il numero identicativo che appare in [2].

(1+2Inz)
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Esercizio 196 Sia:

f:U—R
(u,v) — f(u,v) € R, V(u,v) €U,

con U CR?*| U ¢ un campo. Per ipotesi:

u:u(x7y)7 U:U(:E’y)7

u(z,y),v(x,y) parzialmente derivabili in R

onde la funzione composta:

Fr,y) = [lu(e,y),v(z,y)

Determinare 1) le derivate parziali %—5, %—5; 2) esplicitare tali espressioni se: u(x,y) =
r? — y2, v (Iay) =e.
OF _0fou ofou
or  Oudr Ovox
OF _ofou  ofou
dy  dudy vy
Se: U((L”y) - 'IQ - y27 v (.T,y) = e
OF af ey O
or ~ ou TV o
or af w0
ay Yo T o

Esercizio 197 Sia data la funzione:

f (z,y) = arctan (E) ,

Y

con
x (u,v) = usinv, y(u,v) = ucosv,

che individuano la funzione composta F (u,v) = f [z (u,v),y (u,v)].
Determinare 2F 2F

Bu’ Bv
Soluzione.
oF  Ofox  Of oy
ou  drdu  dyou
oF  Ofox  Of 0y
v dxov  dydv

Calcoliamo le derivate parziali di f rispetto alle variabili x,y:

aof 1 1y
Or  1+% y 24y
af 1 x x
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Calcoliamo le derivate parziali di x (u,v), y (u,v):

Oz . ox
— =sinv, — = wCcosv
ou ov
Oy = cosv %y = —usinv
ou T ov
Quindi:
or T
EN 2+ v p yQCOSU
UCosv . U SN v
= 5 Sinv — 5—cosv =10
U
OF Y T '
oo = mucosv + musmv
U COS V usinv |
= 5 UCoSU + usinv =1
U
Alternativamente:
oF _
Fx (u,v),y (u,v)] = arctan (tanv) = v = { g_z% B (1)
ov

Esercizio 198 Consideriamo la funzione deriwvabile in A C R:

f:A—R
u— f(u) eR, Yue A

OF OF
Bz By’

Fz,y) = flu(z,y)]

Esplicitare le espressioni di tali derivate se:

Sia u (r,y) = zy + L. Determinare dove F' ¢ la funzione:

f(u) =sinu + e

Soluzione.

=y w(y- L)

or ox 2
=L 5= 1 w) (x+1)

Se lespressione analitica di f ¢ data dalla (3.31):

oF y
—_— = <y — %) [—ecos(““i) sin (:cy + Q) + cos (xy + J
ox T x T

oF 1 v
— = (x + —) [—ecos(myﬁ) sin (:zzy + Q) + cos (a:y + Y
dy x x x
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Esercizio 199 Consideriamo una grandezza fisica u il cui valore dipende dalla somma dei
quadrati delle coordinate cartesiane nello spazio euclideo R?:

u=f(>+y*+2°) (3.32)

Passando alle coordinate sferiche (r,0,p):

x=rsinfcosp, y=rsinfcosp, z =1rcosyp, (3.33)
verificare che
ou  Ou 0
20 dp

dandone un’interpretazione fisica.
Soluzione. Le (3.33) sono le equazioni di trasformazione che permettono di passare
dalle coordinate cartesiane (x,y,z) alle coordinate sferiche® (1,0, ¢):

0<r<+400,0<0<7, 0<p <27

Dalle (3.33):

u=f(r?),
quindi la funzione composta:
w=flg(r)],
essendo:
£ (r) =r?
Risulta:
ou du , Lo )
5 = =L@ ) =2f () (3.34)
ou  Ou
00 9o

L’intepretazione fisica del risultato (3.34) € la sequente: il valore assunto da u dipende dalla
coordinata radiale v, e non dalle coordinate angolari 0 e p, per cui u non dipende
dalla direzione nello spazio fisico R®. Cio si esprime dicendo che la grandezza u ¢ isotropa.

Alternativamente, assegnata la sfera 2 di centro l'origine delle coordinate e raggio arbi-
trario R, risulta: YP € X, u (P) =costante.

Esercizio 200 Assegnata la funzione derivabile:

f:U—R, conUCR
u— f(u) eR, VueU,

st supponga che u sia funzione delle variabili x,y:

u:R?> — R, con ACR?
(z,y) = u(z,y) €R, V(z,y) € R?

30 polari.
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Precisamente:
u(x,y) =+ ay, con a parametro reale assegnato

Determinare la relazione che lega le derivate parziali 2L, 2L

oz’ Oy *
Soluzione (« ) W
f/ _ f/
u(z,y) = , ,
flu(z,y)] {fz f() —af()
Da cua:
of _ of
Ay (9x
Cio implica che lintegrale generale dell’equazione differenziale alle derivate parziali:
oF _ 0
oy “or '

f(x,y) = [ (2 +ay)

Cioe dipende da x,y attraverso una particolare combinazione lineare di tali variabili.
Esercizio 201 Sia ssegnata la funzione parzialmente derivabile f (u,v), supponiamo che

u(z,t) =z +at
v(y,t) =y+bt,

dove a e b sono costanti reali. Resta cosi definita la funzione composta:

F(J},y,t) - f[u (I,t) 7U<y7t>]

Verificare che:

or _ or , or
ot ox dy

Soluzione.
or 0 f ou L of af ov
ot  Oudt  ovot
_of ,of
= a5 + b%
Ma
OF _ofou_of
ox oudx  Ou
OF _ofou_of
dy Ovdy v’
per cui:
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Esercizio 202 (n. 1826). Determinare l'espressione analitica della funzione reale f(x,y)
sapendo che soddisfa l’equazione differenziale alle derivate parziali:

af x

Soluzione. Deve essere:

R ey

Poniamo t = 2, per cui:

d dt
/—yzzx 5 = garctant + C
ey T

Cioe:
/L2 — g arctan 2 +C
e :
Si osservi che C' e una costante di integrazione rispetto alla variabile y, per cui € una funzione
arbitraria (derivabile) di x:

dy y
—— 5 =zarctan= + g (x
/ 14 (%)2 T (z)
Quindi:

 w,y) = arctan L + g (2), Vg (@)

Esercizio 203 (n. 1827). Determinare l'espressione analitica della funzione reale f (z,y)
sapendo che soddisfa l’equazione differenziale alle derivate parziali:

9z z

(3.36)

con la condizione:
f(Ly) =siny (3.37)
Soluzione. Deve essere:

a 2 2
flxy) = aﬁ /I gy

e [

1
251: +y*In|z|+C

In questo caso, C' non dipende da x, per cui risulta essere un’arbitraria funzione di y:

1
f(z,y) = 5562 +y*In|z| + g (y)

La condizione (3.37) si scrive:

1 1

§+g(y)zsiny<=>g(y)=siny—§,

per cui.

flx,y) = (ac —1)+y In |z| + siny

l\DI»—
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Esercizio 204 Assegnato Py (1,2,6) € S : 2 = 22% + 42, siano « e 8 i piani passanti per Py
e paralleli ai piani coordinati xz e yz. Scrivere [’equazione delle rette tangenti alle sezioni
date dall’intersezione di S con « e [3.
Soluzione. Risulta:
a:y=2, f:rox=1

Poniamo v, = a NS eyg =B NS. Risulta:
Yo:2=22"4+4, vg:z=y>+2
Detta 7 la retta tangente a vy, in P} (xo = 1,29 = 6), si ha:
7o 2 — 29 = my (x — x0)

1l coefficiente angolare mgy é:
dz
! = _— e 4 = 4
()~

To 2 =4x + 2

Quindi:

Detta 1 la retta tangente a vz in P} (yo = 2,20 = 6), si ha:

72— 20 =mf (y — o)

dz
m/ = (—> =2y =4
" 4y /ey o

To iz =4y —2

Il coefficiente angolare my é:

Quindi:

Esercizio 205 (n. 1854). Il periodo di oscillazione di un pendolo semplice é:

T = 2w\ﬁ, (3.38)
g

dove | ¢ la lunghezza del pendolo e g laccelerazione di gravita. Determinare [’errore nel
calcolo di'T' commesso a causa di “piccoli” errori di misura dil e g.
Soluzione. Siano Al e Ag gli errori sul e g. Osserviamo poi che T (1, g); precisamente:

T:A—[0,+00),

dove A={(l,9) |0 <1l < +00, 0 < g < +o0}. Scriviamo dunque:

T(l,g9) = ZW\/g (3.39)

Il differenziale totale della funzione T (,g) e:
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Calcoliamo le deriwate parziali:

or_ o1
ol T-¢g 0g g3’

gAl —[Ag
7'['—
gVl g

onde:
dT =

Per il teorema del differenziale totale:

AT =dT +o(p),

dove p = \/(Al)2 + (Ag)z, mentre o(p) € un infinitesimo di ordine superiore rispetto a p.
Per Al,Ag <1 ¢ p <1, per cui:

gAl —[Ag
ﬂ'—
gVl-g

Esercizio 206 Siar la retta passante per Py (xo,y0) € P (x,y) essendo P un punto variabile
nel piano. Detto o l’angolo che v forma con l'asse x, determinare da se le coordinate di P
subiscono gli incrementi infinitesimi dx, dy.

Soluzione. Risulta:

AT ~

t Y=Y
an o = :
Tr — To
da cui:
a(x,y) = arctan (y — y0>
r — TIg

Il differenziale totale della funzione o (z,y) é:

Oa Oa

doo = —dx + —d
T ™ + dy 4

Calcolando le derivate parziali:

3_04_ y—y Oa x—xg
or p Oy p

essendo p = dist (Py, P) = \/(x —20)> 4 (y — yo)*. Quindi:

(x — o) dy — (y — yo) dz
p

da =

Ma:
T —Top=pcosa, y—yy= psina,

per cui:
da = cos ady — sin adx
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Esercizio 207 Se ¢ = 22 —y? e ¢ (£) ¢ una qualunque funzione reale derivabile, si verifichi
che una soluzione dell’equazione differenziale alle derivate parziali:
1 Jdz 10z =z
T 2

25 Ty (3.40)

z=yo (2* — )
Soluzione
Risulta & (z,y) = 22 —y?, per cui resta definita la funzione composta 1 (x,y) = ¢ [£ (x,y)].
Quindi:
z(z,y) =y (z,y)

Le derivate parziali di z rispetto alle variabili x e y sono:
0: _ ou
oz oz
0z o
- ¥ (z,y) + ya_y

Per il teorema di derivazione delle funzioni composte:

o= () 5o =200 (0
g—f — () 5 = 20 (©)
Quindi:
% = 2zy¢’ (IZ — y2)
ox
O ) =2 () =0 () 4 (07— )

Sostituendo nella (3.40):

1

2y¢'(m2—y2)+§gb(a€2—y2)—2y¢'(m2—y2):§¢’(x2—y2)<:>0:0

Esercizio 208 Se & = £ ¢ ¢ (§) ¢ una qualunque funzione reale derivabile, si verifichi che
una soluzione dell’equazione differenziale alle derivate parziali:

102 10z
;% + - ya =Y + Z,
e
z=2ay+x0 (g)
T
Soluzione

Risulta & (x,y) = £, per cui resta definita la funzione composta ¥ (v,y) = ¢ ]

7o (D) -1 ()
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donde:

10z 10z
E%+y8 y+xqb< >+:L‘y
=xy+z

12
Esercizio 209 Se £ = ye2? e ¢ (&) € una qualunque funzione reale derivabile, si verifichi
che una soluzione dell’equazione differenziale alle derivate parziali:

(x —y)%—i-xyaz*xyz
Oz oy

é 2
z = ez <ye;y"’>
0z &
AR 7Y/ 257 | 2%
oz = ¢ (ye )3x
g—; =Y (ye;zﬂ> + eV (yeQ) gj,
con:
% _ T
or vy
K _ o O o
dy y?
quindi:
0z 22\ x 22
p— Y A 2y2 — 2y2
s (o)
22 22 2 22
9= _ Vo | yer? | +e¥¢ (yex? | [1— L) ew
dy y?
donde:
2 2\ Y% % _
(w Y ) ox i y@y

¥

22\ x 22 x 2? a?
e’ (x2 — yg) ¢ (yez’y?) —e? + —e¥¢ <ye2y2> (y — xZ) e’ =
Y )
Per altri esercizi, consultare I'appendice A.2

3.5 Funzioni costanti
Teorema 210 Sia f(x1,x9,...,z,) continua e parzialmente derivabile nel campo connesso

A. SeV (1,29, .., xn) € A, fo, (X1, 20, o, Tp) = fu, (T1, T2, oy xy) = oo = fo, (11,29, .., 2,) =
0, allora f (xq,xs, ..., z,) =cost, cioé [ é costante in A.
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Dimostrazione. Presi i punti P (ay,as,...,a,) € A,Q (b1, bs,...,b,) € A, consideriamo il
segmento P, le cui equazioni parametriche sono:

I (t) =a; + (bl —al)t
i) (t) = asg + (bQ - az)t

Ty (t) = an + (b, — ap) t,
con t € [0,1]. Resta cosi definita la funzione composta:

F(t) = flea(t), 22 (t) ;oo 2n (1)) (3.41)

F (t) & il generico valore assunto da f sul segmento PQ. Per il teorema sulla derivazione
delle funzioni composte:
of of of

:a_xl(bl_al)+_<b2_a2)+m+8_%

F'(t) ot

(b, —a,) =0, Vt € ]0,1]

giacche le % sono identicamente nulle per ipotesi. Quindi:
F (t) = costante in [0,1] = f & costante su PQ

Ora se prendiamo arbitrariamente i punti P, ) in A, in forza della connessione di quest’ultimo
possiamo comunque congiungerli con una poligonale v = PP, U PP, U ...U P,(Q), e poiche f
e costante su PP{,P| Py, ..., P.Q:

= f(P) = costante in A

Osservazione 211 [l teorema sussiste anche se f ¢ definita in un dominio D internamente
connesso, anziche su un campo. In tal caso, f € costante in D.

Osservazione 212 [l teorema non ¢ vero se f € definita in un campo non connesso o in un
dominio non internamente connesso. Ad esempio, sia

| Ci,se Pe Ay
f(P)_{CQ, se Pe Ay

essendo Ay, Ay campi disgiunti di R™, per cui f e definita nel campo non connesso A =
Ay U As. Risulta f,, (P) =0, Yk, ma f non é costante in A se Cy # Cs.
3.6 Derivata secondo una direzione

Sia A un campo di R".
Definizione 213 Un campo vettoriale su A ¢ la funzione vettoriale:

F:A-—R" (3.42)
x — F((x), Vxe A
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Il campo vettoriale (3.42) associa ad ogni punto x = (z1,9,...,2,) € A, il vettore
F (x) € R", che si chiama vettore applicato nel punto x.

Definizione 214 Assegnata la funzione parzialmente derivabile:

f:A—R (3.43)
x— f(x), Vxe A

il gradiente di f ¢é il campo vettoriale:

af oJof af
\Y = 3.44
re= (3L 03t (3.44)
che associa ad ogni x = (x1, Ta, ..., T,) € A il vettore (88_51’ %, e %) € R™. La funzione f

¢ denominata campo scalare.

Osservazione 215 Il gradiente di un campo scalare f é spesso indicato con il simbolo
grad f. Nella notazione (3.44) abbiamo utilizzato l'operatore differenziale (vettoriale) “na-

bla”: 3 5 :
= 4
v <8$1 "0z, 8xn) (3.45)

Cio premesso, consideriamo - senza perdita di generalita - una funzione reale f (x,y, z)
definita in un campo A C R3. Sia n una retta orientata passante per il punto Py (2o, vo, 20) €
A. Dalla geometria analitica sappiamo che le equazioni parametriche di n sono:

r =19+ Ap (3.46)
Y = Yo+ pp

2=z +Vp,

essendo p € R il parametro della rappresentazione (3.46), e (\, u,v) i coseni direttori di n.
Ricordiamo che
A =cosa, p=-cosf, v=cosv,

dove «, 3,y sono gli angoli che la retta orientata forma con gli assi coordinati e si identificano
con le componenti del versore di n; se v & un qualunque vettore parallelo e concorde a n

v =I1i+mj+nk

(qui i,j,k sono i versori degli assi coordinati), la terna (I, m,n) definisce i numeri direttori
di n. Quindi:

1

n=oversv = — = \i+ uj + vk = (li + mj + nk) (3.47)

v

Cioe:
[ m n

LU= , v
VIZ+ m2 + n? H VI2 +m2+ n2 VIZ2 +m2 +n?

Dalle (3.46)
VP en, P(xo+ Apyo+ pp, 20 +vp), con |p| = |FRP|,
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essendo | Py P| la misura assoluta del segmento orientato PyP. Inoltre p > 0 se il segmento
orientato Py P € concorde a n; p < 0 se e discorde a n; p = 0 se e solo se ) = P.
Assegnato I5 (Py) C A, V|p| <9, P € I5(F)

Vpl €(0,9), P e Is (Fo) \{Fo}

. E|f<P) — f(Ry) _ [ (o + Ap,yo + pp, 20 +vp) — f (0, Yo, 20)

P P

L’ultimo termine ¢ un rapporto incrementale.

Definizione 216 Jlim, ,, LEetesotipzotve) J@ovos) ¢ R —

p
— (gi) = lim, o FHzotdo.yotpp, Z°+Vp) f@owo20) o tale limite si chiama derivata della

funzione f nel punto Fj, secondo la direzione n.
Se tale limite esiste in ogni punto (x,y,z) € A:

of i ! (z+ X,y + pp, 2+ vp) — f (20, Y0, 20)
on ~ p0 p

Y

ed ¢ la derivata della funzione f secondo la direzione n.

Teorema 217 Se f € C' (A) con A campo di R?, per ogni retta orientata n, esiste 2L o Loed ¢

data da: o 6f o 8f

dove (X, p,v) sono i coseni direttori di n.

Dimostrazione. Preso ad arbitrio P, (xg,yo,20) € n, le equazioni parametriche di n si
scrivono:

T=T0+Ap, Y =yo+up, 2 =20+vp

Abbiamo, dunque, la funzione composta:

F(p) :f<x0+)\p7y0+ﬂp720+yp)7

(5_f)P i FO=FO)

Risulta:

Per il teorema 188:

F'(p) = fu (w0 + Ap, Yo + p1p, 20 + vp) A
+ fy (w0 4+ Ap, Yo + p1p, 20 + vp)
+fz(ff0+/\Payo+NPazo+VP)’/>

0 0 0 0
(50),~ (@), (G, (),
on ) p, o ) p, Y ) p, 9z ) p,
In forza dell’arbitrarieta di Fy € n, ’equazione precedente si scrive:

of _of, ,of . of

da cui:

on 8x 8_y'u 0z
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|
Si osservi che la (3.48) ¢ un prodotto scalare. Infatti, assegnata la base ortornormale
{i,],k} dello spazio euclideo R3:

of. of. 0of
Tenendo conto della (3.47):
of
I (Vf)-n (3.49)

Cioe la derivata secondo una direzione ¢ la componente del gradiente di f nella direzione di
derivazione.

Definizione 218 Sia Py (xg, Yo, 20) € A
of \ . o
Vn, | = =0 | = (P ¢ un punto stazionario di f.
50)

Osservazione 219 Dalla (3.49) seque che Py (w0, Y0, 20) € stazionario se e solo se V f|, =
0.

Esempio 220 Determiniamo gli eventuali punti stazionari di f (z,y) = 2> +zy+y*—4x—2y.
1l gradiente di f é:
Vi=Qe+y—4)i+ (v+2y—2)j

Il versore di una qualunque retta orientata é
n = A\i+ yj,
con \, it € R e tali che \* + p? = 1. Quindi:

0
a—£:(2x+y—4))\+(ﬂc+2y—2)u

Per definizione di punto stazionario:

Vn, %:O) — V\peR 2r+y—4H)A A+ (z+2y—2)u=0)
2v+y=4
r+2y=2"

che e un sistema di Cramer, la cui soluzione é:

(0, y0) = (2,0) (3.50)

Quindi la funzione assegnata ha ['unico punto stazionario Py (2,0).

Alternativamente, linsieme dei punti stazionari di f (z,y) € l'insieme delle coppie or-
dinate (x,y) tali che Vf = 0, cioé 2x +y —4 = v+ 2y — 2 = 0, da cui la soluzione
(3.50).
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3.6.1 Esecizi svolti

Esercizio 221 Determinare la derivata di f (x,y) = 22* — 3y* secondo la direzione n che
forma un angolo o = §7r con l'asse x.

Soluzione. Il versore di n

n = A+ uj
con
A e = — —
Cos 5
™ V3
[ = cos 3 = cos (a——) =sina = —,
2 2
donde:

1 V3,
nE TR

1l gradiente di f

Vf = 4xi — 6yj
Quindi:
g = —2xr — 3\/§y
on

Ad esempio nel punto Py (1,0):
ory _
on ) p,

Esercizio 222 Determinare la derivata di f (z,y) = 2% — xy — 2y* secondo la direzione n

che forma un angolo o = % con l'asse x e nel punto Py (1,2).

Soluzione. Il versore di n

n = \i+ uj
con
A=cosa = =
2
m . V3
[t = cos 3 = cos <——04> =gina = —,
2 2
donde: /3
3
negtt g

1l gradiente di f

La derivata secondo la direzione n:

g—{;:(l—ﬁ)x—(lJrQ\/g)y

Nel punto Fy:
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Esercizio 223 Calcolare la derivata della funzione f(x,y,z) = xy + yz + zx nel punto
P; (2,1,3) nella direzione che congiunge Py con il punto P (5,5,15).
Soluzione. Se Py (v1,y1,21), P2 (%2, Y2, 22), @ numeri direttori della retta orientata per
Py e P, nel verso in cui P, precede Py, sono:
= T9g — T = 3
m=ys—y =4
n=2z —z =12
Quindi
v =3i+4j+ 12k,

essendo v parallelo e concorde alla retta orientata n. I coseni direttori sono le components
del versore di n:

1
n = o (3i+ 4 + 12k) (3.51)

1l gradiente di f
Vi=W+2)i+(x+2)j+@w+a)k

La derivata nella direzione (3.51):

8f_ 1
%—(Vf)'n—m[

1
ory _es
on)p 13

Esercizio 224 Determinare gli eventuali punti stazionari di f (x,y) = 2° + y> — 3xy.
Soluzione. Il gradiente di f é:

Vf:3(x2—y)i+3(y2—x)j

1l versore di una qualunqgue retta orientata é

3(y+2)+4(x+2)+12(y + 2)]

n = A+ uj

donde: 5

%:3(:v2—y))\+3(y2—x)u
Per definizione di punto stazionario:

of _ 2 2 _
Vn, %—0 <— (V)\,MER,?)(ZL‘ —y))\—l—S(y —x)u—())
22 —y=0
= { =0

Tale sistema ammette due soluzioni distinte:

(z0,%0) = (0,0)
(%0, %) = (1, 1)

Quindi la funzione assegnata ha due punti stazionari Py (0,0), P (1,1).
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3.7 Differenziali totali successivi. L’operatore differen-
ziale d

Sia f € C%(A) essendo A un qualunque campo di R™. Il differenziale totale di f ¢:
df =Y ——d 3.52

df € noto anche come differenziale totale primo o del primo ordine.
Definizione 225 Dicesi differenziale totale del secondo ordine della funzione f:

d*f = d(df)

tale che

df | x1,20, ..., 2, dzxy, dzs, ..., dT,
N ~~ 7
costanti

In altri termini, il differenziale primo (3.52) risulta essere una funzione delle 2n variabili:
(21, T2y oy T, dxy, dxg, .. dxy,)

1l differenziale totale secondo wiene determinato applicando l'operatore d e ritenendo
costanti i differenziali dxy,.

Dalla (3.52):

2p N0 (df)
df_’;axk dxy,

n n @2
FEDI) o= R (3.53)

Il procedimento puo essere iterato; se f € C™ (A) ¢ possibile determinare il differenziale
totale di ordine m:

mf = 54
df=3"> .Y T S T R (3.54)

k1=1ko=1 kpn=1

Le equazioni (3.53)-(3.54) sono facilmente riprodotte utilizzando ’algebra operatoriale. Piu
precisamente definiamo un operatore differenziale:

= O
d= ;a—xkdxk (3.55)
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dove = sta per “rappresentato da”. L’operatore d operando su una funzione f:
n
of
df = ——dxy,
1= 2on

che ¢ il differenziale totale primo di f. Diremo che df ¢ il risultato dell’applicazione dell’o-
peratore d sulla funzione f. Si osservi che d ¢ lineare

Vf,ge C (A), VA neR, d(Nf + pg) = Mf + pdg

L’operatore di differenziazione totale del secondo ordine si ottiene prendendo il quadrato

della (3.55):
2

)

Ad esempio, nel caso di una funzione di due variabili f (z,y):

Quindi:

onde:

Passando al differenziale del second’ordine:

) o \°
2 -
d® = (_8 d:c+—aydy)

62 0? 8
Quindi:
*f *f 2f
2
2
d f = a2d +88ddy+82

Nel caso generale, assegnata f € C™ (A):
n 9 m
dm™ = —d

).
oo (S0
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Ad esempio:

f(w,y) = 2® — 4oy + 5y° (3.56)
Applicando l'operatore d definito dalla (3.55):

df =2 (xz —2y)dx — 2 (2z — by) dy
Calcolando le derivate parziali seconde:
d*f = 2dx? — 8dxdy + 10dy>

Agli stessi risultati si perviene senza calcolare le derivate parziali, sfruttando la linearita
dell’operatore d. Infatti applicando tale operatore ad ambo i membri della (3.56):

df =d (2*) — 4d (zy) + 5d (y*)

Tenendo conto del fatto che le regole di differenziazione non sono altro che le regole di
derivazione:

df = 2xdx — 4dydr — 4xdy + 10ydy
=2 (z —4y)dr — 2 (2x — 5y) dy

Applichiamo ora 'operatore d a primo e secondo membro di quest’ultima equazione, osser-
vando che d non agisce su dz, dy:

d’f = d|[(2r — 4y) dx + (—4z + 10y) dy]
=d (22 — 4y) dx + d (—4x + 10y) dy
= (2dz — 4dy) dx + (—4dx + 10dy) dy
= 2dz? — 8dxdy + 10dy?

Kokok

Consideriamo la seguente applicazione utile per introdurre ’'operatore nabla (eq. (3.45)),
simbolicamente definito da: 9 5 5

Tale operatore lineare applicato ad una qualunque funzione parzialmente derivabile f (z,y, 2)
restituisce il campo vettoriale gradiente di f:

Vf= 254 —-j+ =k (3.58)
Xz z

Il laplaciano ¢ un operatore differenziale simbolicamente definito da:

0?9 0P

2 _ . =
VI=V V= gst gt g

(3.59)

Tale operatore applicato ad una qualunque funzione parzialmente derivabile due volte f (z,y, 2)
restituisce il campo scalare laplaciano di f:

_0*f  0*f  O*f
C0x2 0 Oy Oy?

i (3.60)
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Le suddette definizioni sono valide in un qualunque spazio euclideo R".
Cio premesso consideriamo 1’equazione della trasmissione del calore:

10f
Vif=—=—, 3.61
f=>% (3.61)
essendo a una costante positiva. Verifichiamo che la seguente funzione
1 (@=20)?+(y—vg)*+(2—20)°
f@yzt)=——ge W (3.62)

(2av/E)

e una soluzione. Qui xg, Yo, 20 definiscono le coordinate cartesiane di un punto assegnato
dello spazio fisico R®. Si osservi che la (3.62) ¢ una funzione di n = 4 variabili:

f:A—R
essendo:
A:{(a:,y,z,t)eR4|—oo<x<+oo, —00 < Y < 400, —oo<z<—|—oo,t7£0}

Tuttavia per interpretare fisicamente la (3.62) si considera t alla stregua di un parametro,
tracciando poi il grafico di f per assegnati valori di t.
Calcoliamo le derivate.
of x — I
a. = 3t9(33a3/727t)7

0r 942 (2av/rt)

dove:
_ (e=20)%+(y—yp) 2 +(z—20)?

g('rvy7zat) =€ a?t

La derivata parziale seconda rispetto a x:

%f (v —wo)? —2a%

- gx»y72’7t 3.63
02 4t (2av/7t)’ t ( ) 30

2f

, 35¢ si ottengono permutando ciclicamente le 2, y, z nella (3.63). Sommando:

. 2
Le derivate g—y’;

(z — xo)Q +(y— y0)2 + (2 — Zo)2 - 6@27567(T*Io)2+(y*yo)2+(2*zo)2

4a2t
dat (2a\/70) " t

La derivata parziale rispetto al tempo e:

V2 f =

of  (x—x0)+ (y—y0)>+ (2 — 20)> — 6a?t _ a0 b y—y0)? +e—z0)’
—_— = e 4a“t
ot 4a? (2a\/ 7rt)3t

Y

da cui la (3.61). Osserviamo che assegnata la sfera 3 di centro (g, 3o, z0) € raggio R:
%) (2= 20)" + (y = 90)” + (2 — 20)* = R?,

risulta:
VP eX, f(Pt)=g(t),
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essendo
R2
g(t) = e m

1
(2a\/ 7Tt)3
In altri termini, i valori assunti su una qualunque sfera centrata in Py (2, yo, z0) dalla solu-
zione (3.62), dipendono solo dal tempo ¢. Quindi la (3.62) rapprensenta la propagazione di
un’onda sferica. Consideriamo il caso speciale:
1 7m2+y2

f(xayaovt) = ———3¢ 4%t

(2av/)

avendo posto l'origine del sistema di coordinate nel punto F,. Per un istante assegnato t;:

_ 2?42

1
O = —— 4a2t 364
f(xaya 7t1) (2@ ,_7Tt1)3€ ( )

Il grafico della funzione (3.64) delle variabili z,y ¢ riportato in fig. 3.7 Le curve di livello
sono circonferenze concentriche nell’orgine:

712_’_?!2
e 42t = const,

da cui:
2+ y2 =C

Le curve di livello sono rappresentate in fig. 3.8

3.7.1 Esercizi

Esercizio 226 Sia f (u,v) una funzione continua nel campo B C R? assieme alle derivate
parziali del second’ordine. Si consideri la funzione composta:

F(z,y) = flu(z,y),v(z,y)],

definita in A C R? con

u(z,y) =2>+y* v(z,y) =y

: : 0’°F  0°F  O%°F  9*F
Determinare le derwate 57, 520y byds’ TpF -

Soluzione.

or _ of af
%_Qxﬁu—i_y@v
or _ of af
8_y_2y8u+wav

PF _of )

0
w = 2% + Qx%fu [u (x>y) U (x,y)] +y%fv [u (iL‘,y) U (x,y)]

= 2ﬁ + 22 (Qxafu —|—yafu> +y (Zxafv —|—yaf”)

ou ou ov ou ov
L of L0 f o’ f O*f N
= 20 T 2 T a0 T2 a0 TY e
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Figura 3.8: Curve di livello dif (x,y,0,t;) = (%M)p,e
Per il teorema di Scwharz é aajgv = aiQafu’ quindai:
°F _Of 0*f O f 0*f
—— =2 +47? 4 22
Ox? u e ou? + Y udw ty ov?
La derivata mista Fyy:
PF 9 (, 00 of
oxdy Oy ou Vo)
da cui: P2 o o/ o/
= doy—= + 2 (2 + o2 v
0xy Y ou? * (a: +y ) Oudv Ty ov?
La derivata mista Fy,:
PE 0 (, 0 Of
oydxr  Ox You " "au )
da cui: P2 o o o
— dpy—_ 2 2 2 v
Oyox oz + (CE tY ) Oudv Ty Ov?
Quindi:
’F  O°F
0xdy  Oydx

La derivata seconda F,:

of
50 T

o
Oy?

2ya%fu () v (2, 9)] + :va%fv [ (2,5) 0 (2,3)],
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da cui: P2 of f o 5
a7 Zou "W g T a0, T e

Esercizio 227 Sia f (z,y, z) una funzione continua nel campo A C R? assieme alle derivate
parziali del second’ordine. Si consideri la funzione composta:

F(z,y) = flz,y,¢(z,y)],

definita in B C R? con ¢ (z,y) ivi continua assieme alle derivate parziali del second or-

dine.
. . 2 2
Determinare le derivate 2L 2L
o0x?’ Ox

Soluzione.
or 0 f L of of 8@
Or  Ox 0z 0z

La derivata seconda:
0*F 0
W = % {fx [‘T7 Yy, ¥ (l’, y)] + fz [Iv Yy, ¥ (*Tv y)] P (LL’, y)} (365>
- %fm [z, 9, (z,9)] + @% {f 29,0 (2, 9)] 0o (2, 9)}

Determiniamo separatamente i due termini a secondo membro.

9 _0f. 0f.0p
Clioe: 5 an 5 0
@
Ga:f 7.y, (@ 9)] = 0z2 + 0x0z Ox (3.67)
1l secondo termine é:
O 109, 0 @0)] 00 (09} = 2 (519) e e [, 0 (5,9) + e [0 (2, 9)] 2
o 2 T, Y, @\, Y) | P \TyY )y = P (T, Y o 2T, Y, e\, Y 2 1T, Y, T, Y o
- of. | 0f.0p D%
= . (2,9) (a + . B >+fz[x Y, (2,9)] 55 92
Cioe: ) ) ) )
8 O°f Op O°F (D¢ of 0%p
gz Vv e @ yles @yt = aors 5 (893 * 9z 022 (3.68)
Sostituendo le (3.67)-(3.68) nella (3.65) e tenendo conto del teorema di Scwharz secondo cui
8820{8 = daxgz : ) ) ) ) 9 )
D’F0°f *f dp  O0*f (O 8]‘8
or2  Ox2 + 28:)382 ox o2 022 \ Ox t 9 0z Ox? (3.69)

Passiamo alla derivata parziale seconda rispetto a y. La derivata prima é:

oF 8f+8f890
8y Oy 0z dy
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Quindi:

= o Ul () + 2 0 (5.0 0)) 3.10)

— by levp @)+ o e @)le, @)

Determiniamo separatamente i due termini a secondo membro.

d Ofy | 0fy0p
_- =2y 4 Y- r 71
Cioe: 5 B 8 9
_ 97 ad
1l secondo termine é:
3} B 0 iy
a_y {fz [$7y7 (P (l',y)] Say (l’,y)} - Spy (1:7 y) ayfz [[L’, y7 SO ($7y)] _I— fZ [$7 y? 90 ($’ y)] ay
B of.  0f.0p 0
Choé: , , ) )
0 _ Ofop  Of (Op f ¢
Sl o @ley ) = g2 2+ TL(ZE) L HT8 o)
Sostituendo le (3.72)-(3.73) nella (3.70) e tenendo conto del teorema di Scwharz secondo cui
?f _ 9*f .
020y ~— Oyoz”

(3.74)

aQF—82f+2 an 8_904_@ 8_@ 2_|_a_fa2_<'0
oy 0y? Oyoz dy 022 \ Oy 0z Oy?
Esercizio 228 Verificare che la funzione:

f(x,t) = Asin (cAt + ¢) sin (A\z) ,

¢ una soluzione dell’equazione differenziale di d’Alembert:

2F 1 9°f

0w cor
Soluzione.
0% f
927 —Nf (2, 1)
2
L R ().
onde:
0*f 10%*f

= Sy = A (@) + N (,6) = 0
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Esercizio 229 (n. 1912). Mostrare che per ogni ¢,v : R — R deriwabili due volte, la
funzione

f@,y) = 6 (ay) + ey (2) (3.75)
soddisfa ’equazione differenziale alle derivate parziali:
0 f o0 f
207 207 _
oY 0y 0 (3.76)
Soluzione.
Poniamo: y
U(l’,y) =2y, ’U(ﬂf,y) - ;7 (377)
per cui la (3.75) é la funzione composta:
f@,y) =olu(z,y)] +Vaydlv(z,y)] (3.78)
Quindi:
af ,, O0u 0 ,, L Ov
L ) o+ (0) T VT () 5 (3.79)
Calcoliamo:
0 1 1 Jy
9V = 2 zy 0 2\ z
ou ov Y

Sostituendo nella (3.79), otteniamo:

0
i+ 5/ e () v o (3.50)
Verifichiamo la (3.80) per
¢ (zy) =In(zy), ¥ (%) = sin (%) , (3.81)
cosicche:
. ¢ (u) =
Qb(u) =lhu= { qb”(u) — _u_l2
_ s W' (v) = coswv
P (v) =sinv = { Y (v) = —sinw
Inoltre: y
f(z,y) =1In(zy) + /zysin <E> (3.82)

Dalla (3.80):

a_iz%—i-% %Sin@—ﬂ(%)gcosv (3'83)
=L Een (4) - (9 s (2)
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Derivando la (3.83):

5 =y oy (5 +va () e (2)

Cioé la (3.83). Determiniamo la derivata seconda rispetto a x. Applicando a primo e secondo
membro della (3.80) l'operatore E% e tenendo conto del teorema di derivazione delle funzion:
composte:

82 f

0
= (W) oo+ 0 (0 \f \fw ) 5 (3.84)
@) () v
Calcoliamo 1 termini a secondo membro:
1 3
\[ W (v \f v (v =5\ 5 )
Y3
\/ \/7 x2 ___\/:
/ 77D// o / 1/)// \/7¢//

che sostituiti nella (3.84):

02 1 Ly ’
e AR X TE RN (e Ry (359

Verifichiamo tale risultato nel caso (3.81). Utilizzando la (3.85):

% f vl [y 1 |y v
_axQ = —E — Z ;Slnv‘i_i ECOSU— FSlnv (386>
:_i—l ysin<g>—i—1 icos(y)— y—581n(y)
x2 4\ 23 x 2\ 2° x V 27 x
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Derivando rispetto a x la (3.83):

02 f 1

0x? z2

—§\/y—3008<y>+ y—5$in<y>

2V ab x x7 x

:—i—l lcos<g>—lwy—?)cos(g)+§\/y—3005<y>—\/yjsin(g)
2 4\ 23 x 2V a° x 2V b x x’ x

Cioé la (3.86). Passiamo alla derivata rispetto a y.

af ., Ou 0 ,, L Ov
3y ¢’ (u) ay + 1 (v) a—y\/@ +xy' (v) o (3.87)
Calcoliamo le derivate:
0 1 1 [z
oV 2 Ty
ou ov 1
dy dy «w
\/x—@ _ 1Y
yay Vaz
Quindi:
of 1 [z Yy,
T oar g Tows L (389

Verifichiamo tale risultato nel caso (3.81). Utilizzando la (3.88):

of 1 1 /x . Y
— =x-—+4+ —=,/—sinv+4/=cosv
oy u 2\y z
1 1
=Ly Een () e (2)
y o 2Vy Az oo

Derivando rispetto a y la (3.82):

g—‘;; = i + %\/gsin (%) + \/gcos <%> (3.89)
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Cioe l’espressione precedente. Determiniamo la derivata seconda applicando [’operatore a%

a primo e secondo membro della (3.88):

’f ou

5ox — 0 W G+ e ) 5 [T oL (3.90)
/ " a,U
%—yﬁ*\/;” ©) 3

Calcoliamo i singoli termini:

9 _:__\f J}—i ()
v

m
" " o g "
\/7 8_y \/7@@ xgl/) (v)

9 Jy_ : 3 y_ 1
Sostituendo nella (3.90):

o 1 1
a—y]; = 2%¢" (u) — Z\/%Qﬂ (v) + \/_:E_yd/ (v) + %Wl (v) (3.91)

Al solito, verifichiamo tale risultato nel caso (3.81). Utilizzando la (3.91):

=S () s (N[ (Y) e

g e ] S )
= —% + {—%\/;sin <%> + \/i_ycos <%>] +

cioé la (3.92). A questo punto, determiniamo :L‘ng - yzg L, utilizzando le (3.85)-(3.91):

LT 0 ; \f
Tom @ 2yt ¢ (u \/7?# ) + 95 Y (v
+ $2 \/gw// ( ) x2y2¢” \/7¢
_y2_¢ \/7¢” =0
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Esercizio 230 (n. 1911). Mostrare che per ogni ¢,v : R — R derivabili due volte, la
funzione

— (Y y
fay =xo (L) +v () (3.93)
¢ una soluzione dell’equazione differenziale alle derivate parziali:
0 f 0 f 0 f
42 = 94
:z:aIQ—i- xyaxay+y Iy 0 (3.94)
Soluzione. Poniamo:
u(a,y) =2
Y x?
per cui.
f(z,y) =z¢[u(z,y)] +¢u(z,y) (3.95)
Pertanto, la derivata parziale rispetto a x é:
af , ., Ou ., o0u
5y = @)+ (u) o+ 9 (u) o
Tenendo conto che g—; = —4, l'espressione precedente diventa:
aof _ Y Yy
L - Lo w- Lv (3.96)
Appicando a primo e secondo membro [’operatore a%"
*f _ ,,  o0u 0y, o1y ,
ot =9 W5~ g7 59 0] - 5 [ @) (397)

Le derivate a secondo membro si calcolano facilmente:

o1y y 0 N Y Y
— | 5¥ )] = Lo lu )] - ¢ (w) 5 = —5¢ (w) - 54 (u)
OT1Y v\l _ Y9 iy 9 (Y
= | 5 )] = v Tu(ey)) + 9 () 5 ()
y? n Y
= Ly () - 2L ),
che sostituite nella (3.97):
f Yo, v Y o
Determiniamo la deriwata paraziale rispetto a y:
of 9 o, Ou . 0Ou
Ma g—Z = %, per cui:
a / 1 /
=+ v (399
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La derwata parziale seconda:

#f 9, . 9L,
o = 0 3 5V )
gy, Ou 1, Ou
=) 5 W)
Choeé:

= 0" () + g9 () (3.100)

La derivata mista:

ox
— L () - v )+ 0 ()
Cioe: o . . L
ooy~ 2 W)~ ¥ (W) = 5" () (3.101)
Risulta: o - e
T oa? T ooy TV o =0

Esercizio 231 (n. 1913). Mostrare che per ogni ¢ : R — R derivabile, la funzione

f(x,y) =glz+¢(y)] (3.102)

soddisfa ’equazione differenziale alle derivate parziali:

of *f  ofPf
0 Bady ~ Oy o = 0 (3.103)

Soluzione. Per il calcolo delle derivate parziali poniamo:

u(z,y) =+ ¢ (y), (3.104)
per cui la (3.102) é la funzione composta:

f (@) = glu(z,y)]

Le derivate parzialt del primo ordine sono:

U g
ar 9\ oy 8y_g “ oy

Dalla (3.104):
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Quindi:
orf _ of .\
La deriwata paziale seconda rispetto a x:
an 3 / Vi au _ !
Frch %9 [u(z,y) =g (U)% =g" (u)
La derivata mista:
OT D () = 0y ey = o ) 2
oxdy Oy \ox/) Oy Y=g oy

Cioe: o
S =96 (@

01 O°F _ 0L i oitiene la (5.103).

Sostituendo le espressioni trovate in 05 020y Oy 02

Esercizio 232 (n. 1914). Trovare la pitu generale funzione f (x,y) soluzione dell’equazione
differenziale del second’ordine alle derivate parziali:

’>f
0xdy
Soluzione.
0? 0 ,
G =0 = =g 0= fe) = [o @i =ow e,

essendo C' una costante di integrazione che in generale dipenderd da y, donde C = 1 (y).
Quindi:
flzy)= o)+ (y)

Esercizio 233 (n. 1915). Trovare la pit generale funzione f (x,y) soluzione dell’equazione
differenziale del second’ordine alle derivate parziali:

9% f

da?

=0
Soluzione.

0? 0 :
E 0= o = )=o) [t =com)+C.

essendo C' una costante di integrazione che in generale dipendera da y, donde C' = ¢ (y).

Quindi:
f(z,y) =26 (y) +¢ (y)

Esercizio 234 (n. 1906). Mostrare che la funzione
_ )
f (z,y) = arctan =
x

soddisfa ’equazione di Laplace (in 2 dim.) V*f = 0.
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Soluzione. L’equazione di Laplace in 2 dim si scrive:

0*f  O*f

5t g7 =0 (3.105)

Calcoliamo, quindi, le derivate parziali di f.

of _ 1 (_£> Y
or 1+ g_z 22 22 4+ y?
f 2wy

0x? (a2 +12)°

of 1L (I\__ =
dy 145 \x) a?ty?
0*f x 2xy __62f

= — ~2 = — = ,
o @2+ | (@Rt 02

da cui la (3.105).
Esercizio 235 Determinare il differenziale totale del terzo ordine della funzione:
f(z,y) =¢€"cosy
Soluzione. Il differenziale totale del primo ordine é:
df = e cosydx — e* sinydy

Quindi:
d’f = d(e* cosy)dx — d(e”siny) dy

Risulta:

d (e® cosy) = e” cos ydx — e sinydy

d(e”siny) = e sinydx — e* cos ydy
Sostituendo nella precedente:
d*f = €® cos ydx® — 2€” sin ydady — €® cos ydy?
1l differenziale totale del terzo ordine:

d*f = d(e* cosy) dx® — 2d (¢” siny) drdy — d (e cosy) dy?
=e" (cos yda® — 3sin yda*dy — cos ydady? + sin ydy?’)

3.8 Formula di Taylor

Senza perdita di generalita riferiamoci ad una funzione di due variabili f (x,y) tale che f €
C™*1(A) essendo A un campo di R Preso Py (xg,y0) € A, sia P (zg+ Az, yo + Ay) € A
tale che ByP C A. Un qualunque punto () € PP ha coordinate (g + tAx,yo + tAy) con
t € [0, 1]. Resta poi definita la funzione composta:

F(t)=flu(t),v(t)], pertel0,1], (3.106)
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essendo u (t) = xo + tAz, v (t) = yo + tAy.
Per la formula di Mac Laurin:

L F®(0)

F(l)=Y" o+ B (3.107)

Nella (3.107) R,, ¢ il resto, la cui espressione e:
F(m+1) (9)
(m+1)!"7

Ora esplicitiamo attraverso la (3.106) i vari termini che compaiono nella (3.107):

R, = con # € (0,1) (3.108)

F(1) = f (w0 + Az, yo + Ay) (3.109)
F(0) = f (0, 90) (3.110)

Per i termini di ordine superiore applichiamo il teorema sulla derivazione delle funzioni
composte:

;o Ofdu Of dv
F (t)—ﬁudt +(9Udt
_of of
B GuAJ: * C%Ay
Osserviamo che:
0
8_{; = fu (o + Az, yo + Ay)
aof
i fy (@0 + Az, yo + Ay)

Quindi:
F'(t) = fo (xo + tAz, yo + tAY) Az + f, (zo + tAz, yo + tAy) Ay

e nel punto t = 0:

F'(0) = fe (20, 40) Az + fa (20, y0) Ay = df (20, y0)

La derivata seconda:

B (1) = 0 (Fu )] A® (0, 0)] Ay + S [F ,0)) Ay 2 (o (u,0)] Ay?

+ 2 fuy (0 + tAZ, yo + tAY) AzAy + fyy (0 + tAz, yo + tAy) Ay?

Nel punto t = 0:

F" (O) = fox (560, yo) Az® + 2fzy (xoyo) AxAy + fyy (3507 yo) A92 = d2f (9007 Z/o)
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Iterando il procedimento:

Fm (0) = d™f (zo,y0)

Per il resto:

dm+1f
R, = |— con 6 € (0,1)
(m —+ 1)' r=xo+0Ax
y=yo+0Ay
Quindi:
m dkf (330 yO) dm+1f
A Ag) — ) 111
f (1130 + Az, yo + y) Z k! (m + 1)' r=z0+0AT (3 )
k=0 y=yo+0Ay

La (3.111) ¢ la formula di Taylor per le funzioni di due variabili, immediatamente
generalizzabile alle funzioni di n variabili. Ricordando I’espressione simbolica del differenziale
di ordine k e ponendo = = g + Ax,y = yo + Ay, la formula di Taylor si scrive:

S y) = f (2o, 90) + ;E [(w = 20) 5+ (¥~ ) %1 f (o, y0) + (3.112)
1 0 B m—+1 oA A
+m{($—xo)%+(y—yo)%} f(ajg—i— T, Yo + y)

Si noti che il primo e secondo termine del secondo membro della (3.112) compongono
un polinomio di grado m. Pertanto tale polinomio approssima la funzione f (z,y) a meno
dell’errore misurato dal resto R,,.

Ponendo nella (3.111) o nella (3.112) (x¢,y0) = (0,0) si ottiene la formula di Mac
Laurin per le funzioni di due variabili.

Esempio 236 Assegnata la funzione:
f(z,y) =2’ = 2¢° + 3uy,
determiniamo attraverso la formula di Taylor l'incremento A f quando si passa dal punto

Py (1,2) al punto P (14 Ax,2 + Ay).
Scriviamo:

Af=f(1+Az,2+4Ay) — f(1,2)
_il N o
=D (z x0)£+(y yo)% f (@0, 90) +

0

a m—+1
+m {(x_xo)%""(y_yo) %} [ (xo+ 0Ax,yo + 6Ay)

Calcoliamo le derivate parziali:
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Je (w Yy

— —

fyyy (17

St osservi che Vm > 3 le derivate parziali di ordine m sono nulle, per cui:

1 0
Af:kZ_OH {(m—xo)%—k

essendo Ry = 0. Esplicitando si ottiene:

Osserviamo che essendo Ry, tale espressione di Af é esatta.

(?J—Z/o)a_x

a k

Af =9Ax — 21Ay + 3A2” + 3AxAy — 12Ay° + Az® —

polinomio, per cui la formula di Taylor riproduce l’espressione esatta.

Esercizio 237 Sviluppare la funzione

f(x,y) = e siny

secondo la formula di MacLaurin fino ai termini del terzo ordine.

Solution 238

f($,y) =

Calcolo delle derivate:
fo (2,y) = e"siny
fy(z,y) = e"cosy
foz (T, y) = e siny

) =
foy (2,y) =
foy (2, y) =

fmxy (.Z', y)

fyyy (T, y) =
Quindi:

=e"cosy

—e’siny

=e’siny

= e’ cosy
= —e’siny
—e* cosy

f(z,y)

1

=y+ay+ 2y —

2

Esercizio 239 Sviluppare la funzione

1 4
- R
6fy+3

f(x,y) = coszcosy

secondo la formula di MacLaurin fino ai termini del quarto ordine.

149

f (o, 90),

2Ay°

Cio perche f(x,y) € un



CAPITOLO 3. CALCOLO DIFFERENZIALE PER FUNZIONI
DI PIU VARIABILI (PARTE I)

Solution 240
4 k
1 0 0
f(z,y) = f(OaO)—{_;H (37% +y%> f(0,0) + Ry

Calcolando le derivate:

1 1
f(x,y):1—§(x2+y2)+ﬂ($4—6x2y2+y4)+}%4

Esercizio 241 Scrivere [’espressione approssimata fino ai termini del secondo ordine in «

e B per l’espressione:
¢ 1+«
arctan ,
1-p

per valori di o, B tali che |af,|B] < 1.

Solution 242 Poniamo:

f (o, B) = arctan (1 j_L g)

Lo sviluppo di MacLaurin fino al termine del secondo ordine é:
fla.B) = f(0,0) + [afa (0,0) + B (f5(0,0))] +
4—%pfﬁm(QO)+2aﬁﬁw(a0)+5%mﬁaxm}+1ﬁ

Quindi se trascuriamo i termini di ordine superiore al secondo:

[, B) 2= f(0,0) + [arfa (0,0) + B (f5 (0,0))] +
+ % [OCQfaa (0,0) + 2B fap (0,0) + ﬁ2f55 (0, O)]

Calcolo delle dem’va_te:
fo (@, B) = zrprata e fa (0,0) =
1
0

+o

f3(,8) = mpmeams Js(0
foo (0 B) = 72 faa
(
(

_ —a?4p%—20—-28
fa,B (a,ﬁ) - [a245?;t%)((aaffl))+2]2 faﬁ
Qfﬁ? (;’5 ) = pratepr 199
wmnma.

Vlal,|8] €(0,1), arctan(it%) g%+%(a+5>_i(a2+62)

In altri termini, in un intorno “sufficientemente piccolo” del punto (0,0) la funzione
f (e, B) & approssimata dal polinomio di secondo grado % + 5 (a+ 3) — 1 (& + (2).

Esercizio 243 Stessa questione dell’esercizio precedente per [’espressione:

¢u+@m+u+ﬁﬁ
2
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Solution 244 Poniamo:

5
Per|al, || <1
) (5)
B =f00+alL) +5(L) +
f (. 8) =~ £(0,0) a(aa (3

IO AN
+2 [a (8042 (070)—{_20[/6 0adf (070)+ﬁ op (0,0)

Calcoliamo le derivate:

ﬁ_m(l+a)m_1:>(8f> m
(0,0)

oo 4f(a, B) Ja 4
of _n(+8)"" (ﬁ) _n
08~ 4f(@p)  \oB),, 4
La derivata seconda:

Pf mo |(1+a)"

902 40a | f(ob)
~m4(m—1)(1+ )" f2 (o, B) —m (1 + a)2(m_1)
4 4% (@, B)
om m24(m—1) f*(,8) =m (1 +a)”
RETAR 75 (. B)

82f) m
—= =—(3m—4
(60‘2 (0,0) (3m )

La derivata seconda rispetto a (3:

—_
(=}

Pf _ndn—1)(1+8)""f*(@,f) —n(l+a)"

0B 4 4f% (a, B)
1

m24(n—1) f(e,f) —n(1+a)"

n
“ /(. 5)
o*f o
(3_62)(0,0) R
La derivata mista:
2f 9 |ml+a)"!
0adB 0B | Af(a,B)
o omn(l+ )" (14 B)"
o 16,/3 (cv, 3)

Py __mn
9008 ) 40 16
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Quindi
il 6] € (0,1) o LSO
gl—l—i(moﬁ—nﬁ)%—%[an(Bm—éI)—2aﬁmn+52n(3n—4)]

Esercizio 245 Suviluppare la funzione

f(ry)=y*

in un intorno del punto (1,1) secondo la formula di Taylor fino ai termini del secondo
ordine.

Solution 246

f(567?/)=f(171)+($—1)<—f)(171)+(y—1)<82—f>( .

o [(O*f O f o (Of
(e =1) (@)m t2le-Dl-1) <a:cay) T (a—y) m]

Calcoliamo le derivate:

2 =y'lny = 9f =0
Ox Oz /11y

ﬁ =yt = <8—f) =1
dy oy (1)

o _0f (a?f) 0
(1,1

02 or da?

02f_0flny+f(w7y):><02f) _s
Yy (1,1)

1
2

oxdy a_y 0xdy

0*f i (821”)
— = -y = | = =0
B r (z )y By W

Quindi per (x,y) appartenente ad un intorno di (1,1) e a meno di termini superiori al
secondo:

y'~axy —x+1
Esercizio 247 Sviluppare secondo la formula di Taylor la funzione:
f(z,y) = sin (zy)

i un intorno di By (1, g) fino ai termini del secondo ordine.
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Solution 248 Le derivate sono:
a—f—ycos (zvy) = (0_f) =
ox x

a (

6f)

—— = I COS J:y —

dy
0% f 2
gz~ Y Sy = (a) =T
0*f . 0*f
a2 = —2%sin (2y) = (3_y2)p =-1
0% f , O f T
ooy cos (xy) — zysin (zy) = (&E@y) =3

Quindi:

sin(l‘y):l—%g(l’—lﬁ_g(gg_l)(y_g>_%(y_g>2

3.9 Funzioni omogenee: teorema di Eulero

Senza perdita di generalita riferiamoci ad una funzione di due variabili f (x,y) definita nel

campo A di R% Sia Py (zo,y0) € A con (x9,%) # (0,0); 'equazione della retta r passante
per l'orgine delle coordinate e per il punto Fj ¢

y=Lyg, (3.113)
To

che puo essere messa in forma parametrica:

r) {z(A) = Azo, y(A) = Ay}, A€ER

Al valore del parametro \g = 1 corrisponde il punto F,. Inoltre:

36> 0|VAeIs (M) = (Ao — 8, A+0), (Azg, ) € A=
e {()\1'0, )\yo) | A S Ig (/\0)} C A

In altri termini, comunque prendiamo un punto Fy € A distinto dall’origine, esiste un
intorno di A\g = 1 tale che la funzione risulta definita per tutti i valori (Azg, A\yp) con A nel
suddetto intorno.

In virtu dell’arbitrarieta del punto Py, da qui in avanti ci riferiamo ad un punto P (z,y) €
A, con (z,y) # (0,0).

Definizione 249 [ ¢ omogenea di grado o) <
> (VP (z,y) € A, VA € (0,+00), f(Az,Ay) = A*f (z,y)

| 223 + 3
_ 3
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Abbiamo:
Fx, y) =AY f (x,y),

donde f (x,y) é omogenea di grado o = —=.

g (z,y) = sinh (2?1/)

g Az, \y) =g (v, y)
- /\Og (‘T7 y) 5

Wl

Esempio 251

Abbiamo:

donde g (x,y) ¢ omogenea di grado o = 0.
Teorema 252
f e (A) ¢ omognea di grado a) = (fs, fy omogenee di grado o — 1

Dimostrazione. Per ipotesi:
f Az, Ay) = X (z,y)

Derivando ambo i membri (servendosi della regola di derivazione delle funzioni composte):
fe A, M) A = N f (2, y)
donde 'asserto. m
Teorema 253
f € Ct(A) ¢ omognea di grado a) — (V(zr,y) € A, zf,(x,y) +yf,(z,y) =af (z,y)

Dimostrazione. Omessa. m

3.10 Forme quadratiche

Definizione 254 Dicesi polinomio omogeneo di secondo grado in R", ogni funzione

f(z1,x9, 0y xy) = Zzahkxhﬁm con ap, € R (3.114)

h=1 k=1

Si verifica immediatamente che i polinomi omogenei di secondo grado sono funzioni
omogene di grado o = 2.

Definizione 255 Una forma quadratica e un polinomio omogeneo di secondo grado.

Proposizione 256
Vh,k € {1, 2, ...,n}, Apl = Ak
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Dimostrazione. Nel secondo membro della (3.114) gli indici h, k£ sono muti, quindi possiamo
permutarli ottenendo 'identita:

Zzahkl‘hl‘k = Zzakhl’kl’h (3115)

h=1 k=1 k=1 h=1

Invertendo l'ordine delle sommatorie a secondo membro (operazione lecita, in quanto la
somma € estesa ad un numero finito di termini):

ZZahk:ﬂhxk = ZZakhxkxh, (3116)

h=1 k=1 h=1 k=1

da cui:

3
3

Vxh,:ck c R, (ahk — akh) rprp =0 —= Vh, ke {1, 2, TL} , Apr — agp, =0
h=1 k=1

donde l'asserto. m

La forma quadratica (3.114)
¢ definita positiva
essendo O (0,0, ...,0) lorigine delle coordinate.

Definizione 257 — (VP eR"—{0O}, f(P)>0

La forma quadratica (3.114)

Definizione 258 ¢ definita negativa

<— (VP eR"— {0}, f(P)<0

Definizione 259

(
e semidefinita positiva = (VP eR" {0}, f(P) 20
(

La forma quadratica (3.114)

Definizione 260 ¢ semidefinita negativa

!

La forma quadratica (3.114) )
) VP eR" — {0}, f(P) <0

La forma quadratica (3.114)

Definizione 261 ¢ indefinita

)@(VPGR”,]“(P)EO

Esempio 262 Consideriamo le sequenti forme quadratiche in R?:

f (21, 20) =27 + 23 definita positiva
g (w1, 29) = 23 — 23129 + 75 = (71 — x2)2 semidefinita positiva

h(xy,2) = 23 — 23 indefinita

Cio premesso, riferiamoci alle forme quadratiche in R?:

f ('Ilv $2) = Z Z anpXnTr07

h=1 k=1
_ 2 9 2
= 41177 + 2a127129 + 22T,

giacche a9 = ao;. Ridifenendo le variabili in x,y e i coefficienti in a, b, c:
f(z,y) = az® + 2bzy + cy? (3.117)
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Poniamo:

a b
b ¢

A%

= ac — b?

Il numero reale A si chiama discriminante della forma quadratica (3.117).

Teorema 263

a>0= f ¢ def. pos.
a < 0= f e def. neg.
a>0
[c > 0]
a<0
[c < 0]

f(z,y) é definita positiva <= A >0 = a # 0, {

= [ ¢ semidef. pos.
f(x,y) e semidefinita <= A =0 = (a,c) # 0,
= f e semidef. neg.
f(z,y) éindefinita <= A <0

Dimostrazione. Omessa. =
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Capitolo 4

Teoria delle curve

4.1 Equazioni parametriche di un luogo geometrico

In questa sezione scriveremo le equazioni parametriche di una retta passante per due punti
assegnati, e di un piano passante per tre punti non allineati. La generalizzazione di tali
nozioni portera alle definizioni di curva e superficie, rispettivamente. Inoltre, le equazioni
parametriche verranno scritte utilizzando il formalismo vettoriale.

4.1.1 Equazioni parametriche di una retta per due punti assegnati

Siano Py (21,11, 22) , Py (22, Y2, 20) € R3, avendo introdotto un riferimento cartesiano orto-
gonale R (Ozyz) con i, j, k versori degli assi coordinati. Denotiamo con x il vettore posi-
zione del generico punto P (z,y,z) di R3, per cui x = zi + yj + zk. Conseguentemente,
X1 = r1i+y1j+ 21k e X0 = 29l + 1) + 20k sono i vettori posizione di P, e P, rispettivamente.
La retta r passante per i punti P, P, é l'insieme:

r={xeR’|x—xi//x2—x;} (4.1)

(fig. 4.1). Ciot r ¢ il luogo dei punti x € R? tali che il vettore x — x; ¢ parallelo al vettore
Xy — X1. Posto v = x5 — x, risulta:

X — X =tV <= X =tV + Xy, (4.2)

essendo ¢ un parametro reale. La (4.2) & 'equazione parametrica in forma vettoriale della
retta per P, P. In termini vettoriali € I’equazione della retta per x; e parallela al vettore
v. Proiettando la (4.2) sugli assi coordinati, otteniamo le equazioni parametriche:

r=t(xeg—x1)+ 1
y=t(y2—y1)+y1 ,t€(—00,+00) (4.3)
z=1t(z—2z1)+2n

Evidentemente: r : x =tv + x; e parallela a 1’ : x =tv/+x] se e solo se v//v' < Jk €
RN A0} | v =KV

r: X =tv + x; ¢ perpendicolare a ' : x =tv/+x] se e solo se v- v/ = (. Ricordiamo che i
numeri direttori di una retta sono le componenti di un qualunque vettore non nullo parallelo
alla retta medesima. Quindi, se v.= Ai 4+ pj + vk, una terna di numeri direttori e (\, p, v).
Da cio segue che la condizione di parallelismo si scrive:

A=kN, ,u=ky' , v==rk
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Figura 4.1: La retta per i punti x; e x5 ¢ il luogo dei punti x = (x,y, 2) tali che il vettore
X — x; € parallelo al vettore xo — x.
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La condizione di perpendicolarita r L1’ <= v.lv' <= v-v' =0:
AN + ' +v/ =0

Esempio 264 Scrivere le equazioni parametriche della retta passante per x; = j + 2k e
parallela a v =1 — j.
Soluzione. Abbiamo:

x=t({i—j)+j+2k
—ti+(1—t)j+2k

Scrivendo tale equazione componente per componente, otteniamo le equazioni parametriche
della retta assegnata:

r=t
y=1—1
7 =2

4.1.2 Equazioni parametriche di un piano per tre punti non com-
planari

Siano Py (x1,Y2, 23), P (%9,Y2, 22), P3 (73,93, 23) € R? non allineati, per cui esiste uno ed
un solo piano passante per essi. Quest’ultimo e il luogo dei punti complanari a Py, P, Ps.
Ricordiamo che la condizione di complanarita é:

z y z 1
P (x,y,z) & complanare I R N
a Py, Py, Ps To Y2 2z 1 =0 (44)
x3 Y3 z3 1
Sviluppando il determinante secondo gli elementi della prima riga:
oz 1 T 2 1 oy 1 T Y1 2
Tl Y 29 1| —ylaxe 20 1|42 22 Yo 1| —|29 Yy 29 |=0
yz zz 1 r3 23 1 r3 ys 1 T3 Y3 23
Cioe:
ar +by +cz+d=0, (4.5)
avendo introdotto i coeflicienti:
Y1 21 1 1 = 1
a=1|Y 22 1 s b=— To 29 1
yz zz 1 r3 23 1
oy 1 T oYy 2
c=|T Yy 1|, d=— |22 y2 2
r3 Y3 1 r3 Y3 Z3

La (4.5) & I'equazione cartesiana del piano passante per i punti non allineati P, P, e P3. Per
scrivere l'equazione parametrica in forma vettoriale, procediamo come segue. Iniziamo con
I'osservare che detti x1, X9, X3 1 vettori posizione di P, P, P3, risulta:

Py, Py, Py {v,w} @& linearmente
non sono allineati indipendente

)

160



CAPITOLO 4. TEORIA DELLE CURVE

X

Figura 4.2: Il punto P (z,y,z) ¢ complanare ai punti non allineati Py, P», P3 se e solo se il
vettore X — Xy ¢ combinazione lineare dei vettori x, — X; € X3 — Xo.

def def . . .. . N .. .
dove v = x5 — X1, W = X3 — x7. Quindi la condizione di complanarita (4.4) si riscrive (fig.

4.2):

P (x,y,z) & complanare x — x; dipende
a P, P, Py linearmente da {v,w}

<~ JdhkeR|x—x3 =hv+kw

Abbiamo cosi ottenuto I'equazione parametrica (in forma vettoriale) del piano passante per
P17 P27 P3:
X =hv+kw+x, hkeR, (4.6)

che e l'equazione del piano passante per x; e parallelo ai vettori v, w. Proiettando tale
equazione sugli assi coordinati, otteniamo le equazioni parametriche del piano:

x=h(ry—x1)+ k(x3 —22) + 71
y=h(y—uy)+k(ys—y2)+m , hkeR (4.7)
r="h(z—21)+k(zz—2)+2

4.2 Funzioni vettoriali di una variabile reale

Siano X C R, Y C R? insiemi non vuoti. Una funzione vettoriale ¢ una funzione:

foX=Y, £t (0,50, [1Q0) (4.8)
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Quindi ad ogni t € R, f associa univocamente il vettore di componenti cartesiane f, (t), f, (¢), f. (¢)
(fig. 4.3) in un assegnato riferimento cartesiano ortogonale R (Ozyz). Indicando con i,j,k
i versori degli assi coordinati, si ha:

f(t) = fa (t)i+fy (t)j+fz (t)k

~,
.
N,

> |
X t

Figura 4.3: La funzione vettoriale f associa a ogni ¢t € X il vettore f (t) = f, (t)i+ f, (t)j+
f (D) k

Definizione 265 Il modulo della funzione vettoriale (4.8) é:

— VEWO ) =\ 07 + £, (0 + £ (1)

Definizione 266 Una funzione vettoriale f (t) é limitata se la funzione |f (t)| é limitata.
Quindi:

£(t) ¢ limitata) &5 GM > 0| |[f(t)| < M, Vt € X

La nozione di funzione vettoriale si presta a una notevole interpretazione geometrica.
Piu precisamente, se x = xi + yj + zk ¢ il vettore posizione del generico punto dello spazio
ordinario R3, si ha che I'equazione vettoriale x = f (¢) definisce una curva di R?. Scrivendo
tale equazione componente per componente:

r = f,(t)
y=1f,t) ,teX (4.9)
Z:fZ(t>

Come vedremo piu avanti, le (4.9) sono le equazioni parametriche di una curva, come
illustrato in fig. 4.4.
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x=f(2)

X

Figura 4.4: Al variare di ¢ in X, il punto x = f (¢) descrive una curva di R3.

Esempio 267 Consideriamo la funzione vettoriale:
f:R — R
la cui espressione analitica é:
f(t) = costi+ sintj

Posto x = f (t), otteniamo:
r =cost, y =sint

Cioe le equaziont parametriche della circonferenza di raggio unitario centrata nell’origine:
22 +y? =1.
4.2.1 Limiti

Sia Sk (Py) = {(z,y,2) € R?| (x — 20)” + (y — y0)” + (2 — 20)* < R?} un intorno sferico di
raggio R del punto Fy (o, Yo, 20). Nella notazione vettoriale, Sg (Fp) si scrive:

Sk (x0) = {x € R’| |x —x0| < R},

dove xq € il vettore posizione di Fy. Cio premesso, se to € D (X), sussiste la seguente
definizione:

Definizione 268
lim £ (t) = L <L (VS (L), 315 (to) | t € X N1, (to) \ {to} = £ (1) € S. (L) (4.10)

t—to

Equivalentemente:

Hmf(t) =L <L (Ve >0,30.>0[teX, 0< |t —to] <0. = [f(t)—L| <& (411)

t—to
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Se risulta lim; 4, f (¢) = L, si dice che la funzione f (t) ¢ regolare in ¢y, o che per t — tg
converge a L. Ricordando la definizione di limite di una funzione reale di una variabile reale,
dalla (4.11) segue la proposizione:

Proposizione 269

pert — to pert — to, g(t) = |f (t) — L]
f(t) converge a L ¢ infinitesima

E immediata quest’altra proprieta:

Proposizione 270

limf (t) =L <= lim f, (t) =, lim f, (t) =1,, lim f, (t) =1,

t—to t—to t—to t—to

dove I, 1,1, sono le componenti cartesiane del vettore L.

Altri teoremi e proprieta dei limiti di funzioni reali di una variabile reale, possono es-
sere generalizzati alle funzioni vettoriali. Anche la nozione di continuita ¢ una naturale
generalizzazione:

Definizione 271

f(t) ¢ continua inty € X & lim £ (t) = f (to)

t—to

4.2.2 Derivata

Si segue lo stesso procedimento che conduce alla definizione di derivata di una funzione reale
di una variabile reale. Assegnato ty € X, scriviamo il rapporto incrementale:

f(t) —f(to)
t— 1,
Quindi studiamo tale rapporto in un intorno del punto ty. Se tale rapporto e convergente in
to, i.e. esiste finito il limite:
ft)—f(t
o FO = (1)
t—to t— 1o
diremo che la funzione f (t) & derivabile in ¢y. In tal caso, scriviamo:

4.12
t—to t — to ( )

La (4.12) & la derivata della funzione vettoriale f (¢) nel punto ¢y,. Diremo poi che f (¢) e
derivabile in X se ¢ derivabile in ogni punto t € X. Segue immediatamente la proprieta:

Proposizione 272 f (t) é derivabile in X se e solo se f, (t), f, (t), f.(t) sono derivabili in
X, risultando:

f'(t)=f(O)i+ f, )+ fL()k
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4.3 Esercizi svolti

Esercizio 273 Siano P, (0,1,1), P> (1,0,—1), P53(1,—1,0). Determinare: 1) le equazioni
parametriche del piano o passante per tali punti; 2) l'equazione cartesiana di o; 3) un vettore
unitario normale ad .

Soluzione. Risulta: v = (1,—1,-2), w=(0,—1,1), onde:

X =hv+kw + x3
= h(1,—1,-2) +k(0,—1,1) + (0,1,1)
=(h,—(h+k—=1),—2h+1+k)
Cioe:
r=nh
y=1—h—Fk
z2=-=2h+1+k

Eliminando @ parametri h e k, otteniamo [’equazione cartesiana:
r+y+2—-—2=0

Per determinare nLa, chiamiamo u il vettore x3 — x1: u= (1, -2, —1), quindi:

i j k
vAu=|1 -1 -2 |=-3i—j—k
1 -2 -1
Quindi:
vAu

vers (v Au) (Bi+j+k)

1
Tlvaul VI

Restano cosi definiti © due vettori unitari normali a «:

1
n, =+——3i+j+k)

V11

Esercizio 274 Scrivere le equazioni parametriche del piano passante per i punti Py (2, —1,0), Py (1,0,1), Ps (
Soluzione. L’equazione parametrica in forma vettoriale é:

x=hv+kw+x;, hkeR
dove v=xy—x3 = (—1,1,1), w = x3 — xo = (—1,1,—-2), onde:
x=(-h—k+2h+k—1h—2k)

che scritta componente per componente:

x=—h+k+2

y=h+k—-1 |

z=h-—2k
Eliminando i parametri h, k:

r+y—1=0,

che ¢ l’equazione cartesiana del piano.
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Esercizio 275 FEquazione del piano per Py (1,0,—1),P,(0,0,0), P;(0,1,0).
Soluzione. Procedendo come nell’esercizio precedente:

x=hv+kw+x;, hkeR
dove v=(Py,— P;)=(-1,0,1), w= (P; — P;) = (0,1,0), onde:
x=(-h+1,kh—-1)

che scritta componente per componente:

r=—-h+1

Y= )

z=h-—1
Eliminando @ parametri h, k:

r+z=0,

che é l'equazione cartesiana del piano.

Esercizio 276 Determinare le coordinate del punto di intersezione del piano o« @ x —y +
2z — 1 =0 con la retta r di equaziont parametriche:

r=14+t y=—t, 2=—-1+3t
Soluzione. Si tratta di risolvere il sistema di equazioni:

r—y+2z—1=0

r=1+1
y=—t
z=—143t
Abbiamo: )
L+t +t+2(-143) - 1=0+=8-2=0+=1= =1
Quindi le coordinate del punto Py € aNr sono:
5
ZL'O:I'(to):Z
1
yozy(to):—z
1

20 — 2 (to) = _Z
Esercizio 277 Assegnati i piani:

arar+by+cz+d=0
o rdv+by+dz4+d =0,

dimostrare che a/ /o = & = bﬁ, =< # %

Soluzione. Le coordinate dei punti P € aNa’ sono le soluzioni del sistema lineare non
omogeneo:

ar+by+cz+d=0

{ de+by+dz+d =0 (4.13)
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La matrice incompleta e la matrice completa sono:

a b ¢ a b ¢ —d
A:(CLI b C/): BZ(CL/ o _d/)

a//a' <= il sistema 4.13 ¢ privo di soluzioni. Per il teorema di Rouche-Capelli deve essere
p(A) # p(B). Risulta:
1<p(A).p(B)<2

Quindi lunica possibilita ¢ p(A) = 1 e p(B) = 2. Cio¢ Ik € R tale che a' = ka,b =

kb, = ke, per cui:
a b c a b ¢ —d
A_(lm kb k;c)’ B_<k‘a kb kc —d’)

con d #d'.

Esercizio 278 Scrivere ’equazione del piano B per Py (xo, Yo, 20) € parallelo al piano o :
ar +by+cz+d=0.

Soluzione. Applicando la condizione di parallelismo «//f e la condizione di apparte-
nenza Py € 3, otteniamo il sistema di equazioni:

ar +by+cz+d =0
arg+byo +czo+d =0

Sottraendo membro a membro:
a(r—x0) +b(y —yo) +c(z—2)=0,

che € l'equazione del piano B. Ad esempio, se a : x —y + 2z — 1 = 0, il piano B per
Py (1,0, —1) e parallelo ad v, é:

(x—1)—(y—0)+2(2—1)=0

Cioe:
B:x—y+224+1=0

Esercizio 279 Assegnato il piano o : ax+by+cz+d =0 e larettar : {x = Xt + 1,y = pt +y1, 2 = vt + 21},
dimostrare che r/ /o <= a\ + bu + cv = 0.

Soluzione. Ricordiamo innanzitutto che (A, u,v) & una terna di numeri direttori di r.
Infatti, l’equazione parametrica in forma vettoriale:

X =1tv + Xy,

dove v = (\, p,v) € un vettore parallelo a r. Per determinare le coordinate di P € aNr, si

risolve il sistema:
ar +by+cz+d=0

r =M+ 1
Y= pt+ 1
z=vt+ 2z
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Cioe:
aM+x)+b(ut+y)+cwt+2)+d=0
< (aA+bu+cv)t+ary +by; +cz+d=0
da cui: . p
:_ax1+ Y1+ cz + - (4.14)
aX + by + cv
Quindi Jtg € R | Py (Mo + x1, puto + y1, vto + 21) € a N1, <= aX + bu + cv # 0. Viceversa,
seary +by +cz+d#0 eak+bu+cv— 0, allora |tg] — +oo = PP €rna = r//a

. Si osservi che se axy + by; + ¢z +d = a\+ bu+ cv =0, il punto Py (z1,y1,21) € a e la
retta giace in a. Infatti, in tal caso la (4.14) si presenta nella forma indeterminata %.

Esercizio 280 Assegnato il piano o : ax+by+cz+d =0 elarettar : {x = Xt + 1,y = pt +y1, 2 = vt + 21},
. b
dimostrare che rLa <= p(A) =1, dove A = ( i " 5 )
Soluzione. Una qualunque retta v’/ /o ha numeri direttori X', p', V' tali che aN + by’ +
c' =0 (esercizio 279). r'//a = ' Lr. Se (A, u,v) € una terna di numeri direttori di r, e
(N, 1/, v") sono numeri direttori di r', si ha: AN + pp' + v/ = 0. Abbiamo cosi ottenuto il

sistema lineare: , , ,
aN + by + e/ =0
{ AN+ pp + v =0 419)

di m = 2 equazioni in n = 3 incognite. La matrice dei coefficienti é:

a b c
A:(AMV)

La caratteristica del sistema é p = p (A). Come é noto, il sistema ammetle soluzioni proprie
se e solo se p < n. In tal caso, ammette oo™ P soluzioni proprie. Nel nostro caso ¢ p € {1,2}.
Osserviamo che 3o00* 1'//a = Foo? soluzioni di (4.15)<= p(A) = 1 < Jk € R |
(a,b,c) =k (\ p,v).

Esercizio 281 Abbiamo visto che ’equazione di un piano passante per 3 punti non compla-
nari Py (x1,v1,21), Pa (%9, Y2, 22), Ps (23,93, 23) puo essere scritta in forma vettoriale:

X =hv+kw+x, hkeR,
dove: v =Xy — X1, W = X3 — X1. Mostrare che anche l’equazione cartesiana:
ar +by+cz+d=0 (4.16)
puo essere messa in forma vettoriale:
x-n+d=0, (4.17)

dove n = nyi+ny,j +n.k # 0 ¢ un vettore ortogonale al piano.
Soluzione. Esplicitando il prodotto scalare otteniamo:

ngx + nyy +n,z +d =0, (4.18)

che ¢ appunto l’equazione cartesiana del piano. Da cio seque che nell’equazione cartesiana
(4.16) i coefficienti a, b, c sono le componenti cartesiane di un vettore perpendicolare al piano.
Infatti, nell’esercizio (279) abbiamo visto che una qualunque retta r parallela al piano (4.18)
ha numeri direttori (A, p,v) tali che ng\ + nyp +n,v =0, per cuir é ortogonale al vettore
n = ngi+nyj+n.k. E cio implica che nLa.
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Esercizio 282 Scrivere l'equazione del piano o per Py (1,—1,0) e perpendicolare alla retta
re{er=—t+1,y=t+1, z=3}.

Soluzione. A\ = —1,u = 1,v = 0. Quindi il piano alr e \e + py +vz+d =0 <
—r+y+d=0. P(l,-1,0) ea= —1—-1+d=0= d=2. L'equazione di v é:

r—y—2=0

3r—2y+2=5

Esercizio 283 Scrivere le equazioni parametrica della retta r : { Sr4 3y — 2= —1

Soluzione. Risolviamo il sistema

3r—2y=5—1t
r+3y=—-1+4+t "~

avendo posto z =t, Vt € R. Abbiamo:

che compongono la rappresentazione parametrica di r. Volendo possiamo mettere tali equa-
ziont in una forma pit elegante, attraverso la sostituzione di parametro:

t = 1t
— T = 13 ,
ottenendo:
r=-17+1
y=>o07T—-1
z =131

Esercizio 284 Assegnate le funzioni vettoriali
f(t)=(t"—1)j+ (cost)k, g(t) = (sint)i+ €'y,
calcolare:

lim [f (£) - g (¢)]

t—0

lim £ () A g (1)]

t—0

Soluzione. Il prodotto scalare é:

f(t)-gt)y=¢€(*-1)
Quindi:
lim[f () - g (¢)] = lime" (£* —1) = -1

t—0 t—0
1l prodotto vettoriale:

i ik
ft)ng(t)=| 0 t*—1 cost
sint € 0

= —€'(cost)i+ % (sin2t)j — (£ — 1) sintk
Quindi:
lim [f(t) Ag(t)] = —i

t—0
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Esercizio 285 Calcolare la derivata prima e la derivata seconda di f (t) = (t* + 1) i—te'j+
(Int)k
Soluzione. f'(t) =2ti—e' (1+1¢)j+ 1k

Solution 286 () =2i— L[e' (1+1)]j— tk=2i—¢" (2+1)j— £k

Esercizio 287 Determinare & (v -w), essendo w = w(t), v = v (t) funzioni vettoriali
derivabili.

Soluzione. <

d (vew) = G [ow (8) we (8) + vy (8) wy () + 02 (8) ws (1))

d d dw dv d d
_U:E 5214— vzwz—i_vy dty+ ywy+vz le;gz—i_ Uz

dw, dw, dw, du, dv, dvz
= Uy o + vy o7 + v, dt;l_\d Wy +dt y+Ewi
:v.%’ ,%’.w
Quindi
d dw  dv
aV =Yy Ty

Esercizio 288 Assegnata la funzione vettoriale v (t) = v, (t)i—wv, (t) j+v. (t) k, dimostrare
VA =0 < v (t) ha direzione costante.
Soluzzone V#FO= VAT dv —O<:>d" =0V d" r=g(t)v

Solution 289 v = v (t) =% +#£ 0. Qumdz deve essere % = g(t)v. Pit precisamente
D —g(t)vo=v(t) =G () VO, essendo G (t) = [ g (t)dt. Quindi v (t) ha la direzione del
vettore vy.

4.4 Rappresentazioni parametriche

Definizione 290 Dicesi rappresentazione parametrica una funzione vettoriale x =
x (t) definita in un intervallo X C R. Cioé:

x: X —R? (4.19)

Scriviamo dunque:
x(t)=z@)i+y(t)j+z(@t)k

L intervallo X st chiama base della rappresentazione. L’itmmagine di X attraverso [’ap-
plicazione (4.19) ¢ il luogo geometrico dei punti:

x (X) = {(x,y,z) cER |o=a(t), y=y(t), 2=2(t), VtEX}
Definizione 291 Una rappresentazione parametrica x (t) si dice regolare se:

1. x(t) € C* (X)), i.e. & continua in X assieme alla sua derivata prima.

2. x'(t) #0 in X.
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Esempio 292 Consideriamo la rappresentazione parametrica:
x(t)=@+1)i+ (+3)j, teR (4.20)

Sono verificate le condizioni della (291) per cui la rappresentazione é regolare. Risulta:
r=t+1
y=1>+3

y=2® — 2z +4,

Eliminando il parametro t, otteniamo:

che é l’equazione di una parabola. Piu precisamente, si tratta dell’immagine della rappresen-
tazione (4.20):

x(R) = {(:U,y) ER| —oc0 <z < 400, y:x2—2x—|—4}
Esempio 293 Consideriamo la rappresentazione parametrica:
x(t) =ti+ 1%+ Vik, teR (4.21)

La derwata prima e:

k

X (1) = i+ 2] + —

3Vt
La derivata x' (t) non & continua int = 0 = x(t) ¢ C'(R) = la rappresentazione
parametrica (4.21) non é regolare.

4.5 Curva regolare

Consideriamo la rappresentazione parametrica di base X:
x(t)=z@)i+y)j+z(t)k (4.22)

Eseguiamo nella (4.22) il cambio di variabile ¢ — 7, mediante la funzione t = f (7) definita

in un intervallo Y C R:
f:Y —R

T—>t, Vi

Definizione 294 La funzione f (T) definisce una riparametrizzazione della (4.22).

La (4.22) si scrive:
y(r)=a(mi+p(n)j+y(n)k,
dove:

y() =x[f (D], alr)=z[f(n)], B(r)=ylf ()], v(1)==z[f(7)]

Esempio 295 Assegnata la rappresentazione parametrica di base X = R:

x(t)=t+1)i+ (*—1)j+tk, (4.23)
esequiamo la riparametrizzazione t = f (1), dove:
f(n=7m"+1,VreY =R (4.24)
Risulta:
y(r)=(+2)i+ (7' +27)j+ (" +1)k (4.25)
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Definizione 296 Una riparametrizzazione t = f (1) é una sostituzione di parametro
ammissibile se:

1. f(r)eC (Y)
2. (1) £0,¥r €Y

Teorema 297 Se f (1) ¢ una sostituzione di parametro ammissibile, la funzione inversa
f7H(t) ¢ una sostituzione di parametro ammissibile.

Dimostrazione. Per ipotesi f(7) ¢ una sostituzione di parametro ammissibile, per cui
f' (1) # 0. Da cio segue che f (1) ¢ strettamente monotona nellintervallo Y'; per un noto
teorema di Analisi', la funzione f (7) ¢ invertibile e la sua inversa ¢ continua. Inoltre:

1

F (D)rzp0

Da cio segue che [~V (t) #0,Vt € f(YV)={te X |t= f(r), Vr € Y}. Quindi I'inversa

f71(t) ¢ una sostituzione di parametro ammissibile. m

) =

Esempio 298 Consideriamo la riparametrizzazione dell’esempio 295:
fr)=7"+1,vreY =R (4.26)

Abbiamo f' (1) = 27, per cui f'(0) = 0. Quindi la riparametrizzazione (4.26) non é una so-
stituzione di parametro ammissibile. Mostriamo che la restrizione di [ all’intervallo (0, +00)
e una sostituzione di parametro ammissibile. Ridifinendo:

f(r)=7m"4+1,VreY =(0,4+o0) (4.27)

La (4.27) é una sostituzione di parametro ammissibile, giacché f' (1) # 0, VT € Y e
manifestamente f € C* (Y). Per calcolare l'inversa, risolviamo ’equazione:

t=12+1
Quindi:
T=*+Vt—-1
Ma T €Y = (0,400), per cui T =+/t — 1. Percio:
fH) =Vi—1,Vte f(Y)=[1,+x)

La derwata prima:

F7) = g VEE F (V)N 1) = (1 400)

1
2/t —
Cloe:

1 f7teC (f(Y))

Sia f (x) continua nell’intervallo X.
f & invertibile > ( f e strettamente

in X monotona in X
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2. V() #0, Vee f(YV)NA{1}

Ne concludiamo che la riparametrizzazione inversa f~1 (t) ¢ una sostituzione di parametro
ammissibile nell’intervallo f(Y)N\ {1} = (1, +00).

Definizione 299 La rappresentazione parametrica x (t) di base X ¢ equivalente alla rap-
presentazione parametrica X, (1) di base Y se esiste una sostituzione di parametro ammissi-
bile t = f (7) tale che:

1. f é suriettiva.
2. x(f (7)) =x.(7)
e si scrive: x (1) ~ x, (T)

Osservazione 300 Rammentiamo brevemente la nozione di suriettivita di una funzione.
Per quanto detto, una sostituzione di parametrot — 7 é una funzione:

fiY —R (4.28)

T—>t, Vi

Ad un generico T € Y, la funzione (4.28) associa univocamente un valore t € X, come
illustrato in fig. 4.5. L’immagine di Y attraverso la funzione (4.28) é il sottoinsieme di X :

a X t b

>» !

)T

a' T Y b’

Figura 4.5: La funzione f associa a ogni 7 € Y = [d/, V'] un elemento t € X = [a,}].

fY)={teX|t=f(r),VreY}CX
La funzione f (1) é suriettiva se f(Y) = X o, cio che é lo stesso se:
Vie X, IreY [t=f(1)

Esempio 301 Consideriamo le rappresentazioni regolari:

x(t)=({t+1i+(#-1)j+tk,te X =R
y(r)=(+2)i+ (" +27)j+ (P +1)k, T €Y = (0,400)
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Per quanto visto negli esempi precedenti, la riparametrizzazione:
f(r)=7m"4+1,Vrey,

¢ una sostituzione di parametro ammassibile. Risulta:
f(Y)=[1,4) C X,

per cui f mon € suriettiva. Ne concludiamo che le rappresentazioni proposte mon sono
equivalenti, pur avendosi x (f (1)) =y (7).

Esempio 302 Studiare le rappresentazioni regolari:

x(t)=(t+1)i+ (P —-1)j+tk,te X =R
X, (7-):(sinh7-+1)i+(sinhZT—l)j—l—sinth, TeY =R

Qui la riparametrizzazione é:
f(r)=sinh7, VT €Y =R
Abbiamo:
feC (), f'(r) =cosht >0, VT €Y

per cui f (1) = sinh T é una sostituzione di parametro ammissibile. Tale funzione é manife-
stamente suriettiva, risultando inoltre x (f (7)) = X, (7). Quindi x (t) ~ X, (7).
Studiamo l'inversa:

1 (t) = arcsinht = In (t + V2 + 1>

La derivata: ]

V142
Pertanto 7 = f~1 (t) é una sostituzione di parametro ammissibile, conformemente al teorema

297.

) =

Indichiamo con A l'insieme delle rappresentazioni regolari.
Teorema 303 o x(t) ~x(t), Vx(t) € A (proprieta riflessiva)
o X(t) ~ X, (T) = x4 () ~x(7), Vx (), % (T) € A (proprieta simmetrica)

o X (1) ~ X (T), X4 (T) ~ X (0) = x(t) ~ X4 (), Vx (1) ,%x: (T) ,Xss (0) € A (pro-
prieta transitiva)

Dimostrazione. La prima ¢ immediata. Infatti, consideriamo la sostituzione di parametro
ammissibile:

f(ry=r,VreY =X

ovvero la sostituzione identica t — 7 = t. Banalmente:

FY) =X, x(f(r)) =x(7)
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Passiamo alla seconda. Esiste una sostituzione di parametro ammissibile f (7) tale che:
fY)y=x
x(f (7)) =% (1),

dove Y ¢ la base di x, (7). Per il teorema 297, si ha che I'inversa f~' : X — Y ¢ una
sostituzione di parametro ammissibile suriettiva: f~!(X) = Y. Per ipotesi ¢ x, (1) =

x (f(7)). Cid implica x, (f~1(t)) = x(f (f~(t))) = x(¢), da cui l'asserto. Passiamo alla
terza. Abbiamo:

3f (1) sost. di p.a. | { igf
g (0) sost. di p.a. | { ;q((Z

essendo Z la base di x,, (#). Resta cosi definita la funzione composta:
t="h(0)=rlg0)], V0 ecZ
Risulta:
fec (), geC*(Z) = heC"(2)
W (0)=f (7')|T:g(0) g'(0) #0
Quindi A (0) e una sostituzione di parametro ammissibile. Inoltre:
FY)=X,9(2)=Y = h(2)=[lg(2)]=[) =X,

cioe h ¢ suriettiva. Infine:

L’ultima implica x (f (¢ (6))) = x4 (¢ (0)) = x4s (0). =
Da tale teorema segue che ~ ¢ una relazione di equivalenza in A. Restano percio definite
le classi di equivalenza. Precisamente:

x(@)] = {x.(7) € A x. (1) ~x (1)}
La classe di equivalenza [x (¢)] si dice curva regolare e si scrive:
C=[x()]

Tale definizione implica che la locuzione curva regolare di equazioni parametriche x = x (t),
y =1y (t), z = z(t) ¢ in realta impropria, poiche una curva regolare & I’elemento che accomu-
na un insieme di rappresentazioni parametriche regolari. Tuttavia, per non appesantire la
notazione, nel seguito faremo riferimento a locuzioni del tipo: “curva regolare C di equazione
x = x (t)”, intendendo comunque C = [x (¢)]. Da un punto di vista cinematico, una curva
regolare ¢ una traiettoria dello spazio fisico R® percorsa in tutti i modi possibili (i.e. con
tutte le velocita possibili). La continuita di x (¢) e della derivata x’ (¢) assicura I’assenza di
interruzioni e di punti angolosi. Utilizzando un linguaggio intuitivo ma efficace, possiamo
asserire che una curva regolare non si spezza ed ¢ liscia. Piu avanti vedremo che una curva
regolare gode della proprieta di essere dotata di retta tangente in ogni suo punto.
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Esempio 304 L’equazione parametrica vettoriale della retta r per Xy e parallela al vettore
v#£0e:
x(t)=tv+x;, teR (4.29)

Risulta: x(t) € C'(R), x'(t) # 0Vt € R, per cui la (4.29) ¢ una rappresentazione
parametrica regolare. Pertanto:
r = {tV + Xl}

Esempio 305 Verificare l'equivalenza delle rappresentazioni parametriche :

x(t) =ti +t*j + Intk di base X = (0, +0o0) (4.30)
X, (1) =€"i+e*j+ 1k di base Y = (—00, +00)

Sono entrambi regolari nelle rispettive basi. Esequiamo la sostituzione t — T con f (1) = €7,
V7 €Y = R. Risulta: €™ continua con derivata non nulla in R, per cui ¢ una sostituzione
di parametro ammissibile. Inoltre f (R) = X, cioé [ ¢é suriettiva. Inoltre:

x(f(r)=€i+eTj+7k =x, (1)

Cioé x (t) ~ x. (7). Le due rappresentazioni parametriche individuano la stessa curva C.
Se in entrambe il parametro é il tempo, tali equazioni esprimono le coordinate cartesiane
di un punto materiale che si muove nello spazio ordinario R®. In tal caso, le equazioni
rappresentano la stessa traiettoria percorsa in tempi diversi.

Esempio 306 Consideriamo la rappresentazione parametrica:
x (t) = a(cost)i+a(sint)j+btk, te€R

dove a,b > 0. Proiettando sugli assi coordinati:

T = acost
y =asint
z=0bt
da cui: % +y* = a®. Da cio seque che la curva regolare C = [x (t)] ¢ contenuta nella

superficie del cilindro circolare retto di raggio a. Chiamiamo C elica circolare. Risulta:
z(t+2m)=x(t), y(t+2r)=y(t), z(t+ 2m) = bt + 27wb

2mh ¢ il passo dell’elica ed e pari alla distanza tra due punti successivi appartenenti alla
stessa generatrice del cilindro.

Definizione 307 Assegnata la rappresentazione regolare
x(t)=xzt)i+yt)j+z()k,
un campo vettoriale u (t) lungo la curva regolare C = [x (t)] ¢ la funzione:
u:C— R’ u:P —ul(t) applicato in P(x(t))

come mostrato in fig. 4.6.
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u()

x(t)
>V

X

Figura 4.6: Il vettore u (¢) ¢ applicato al punto della curva il cui vettore posizione & x (t).

u (t) ha componenti u, (t),u, (t),u, (t), onde:
u(t) =u, (t)i+u, (t)j+u.(t)k
Definizione 308 Un campo vettoriale u (t) lungo C é parallelo se u(t) = ug, Vt € X.

Definizione 309 La curva regolare C : x = x (t) ¢ semplice se la funzione vettoriale x (t)
¢ wniettiva nella base X . Geometricamente la semplicita della curva si traduce nell’assenza
di punti multipli:

x)=xt")=..=x(t") =t =t"=.. =t"
Lemma 310 Se x = x(t) € una rappresentazione parametrica regolare, la funzione vetto-

riale x (t) ¢ localmente iniettiva.

Dimostrazione. x = x (t) ¢ regolare = x’ (¢) ¢ continua e tale che x’ (t) # 0, Vt € X.
Quindi: tp € X = x'(to) = (' (to),y (to), 7 (to)) # 0. Senza perdita di generalita
supponiamo che sia 2’ (ty) # 0. Abbiamo:

P(t) A0 = (3s(te) |2 (t) £0, Ve XN Is(t))

z/(t) & continua

= V', 1" e X NIs(ty), (' #1t"), z({')#x(t")
L’ultima implicazione si dimostra per assurdo:

c()=2(t") = . e.t)|(t)=0

teorema di Rolle

Ma cio ¢ assurdo poiche ¢ 2/ (t) # 0, ¥Vt € X N I (ty), per cui ¢ necessariamente x (t') #
z(t") = x (') # x(t"). In definitiva:

Vio € X, 3;(to) |V, 1" € X N5 (to), ( £1"), x() £x(t")
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Osservazione 311 Il lemma appena dimostrato assicura liniettivita locale di una rappre-
sentazione parametrica regolare x (t), ma non liniettivita globale. In altri termini, la curva
regolare C = [x (t)] puo essere dotata di punti multipli. Di contro, comunque prendiamo
to € X, esiste un intorno Is (to) tale che C ¢ wi priva di punti multipli.

Esercizio 312 Dimostrare che la rappresentazione parametrica di base R:
Y
x(t)=t 1+sm;]

non ¢ localmente iniettiva.

Soluztone. Scriviamo: )
r =1t y=sin n

1

Tale rappresentazione non é regolare, poiche y (t) = sin ; non ¢ continua int =0 (cio verra

dimostrato rigorosamente nell’esempio 366).

1
Vo > 0, Eln(;EN\{O}|n5>—5
s

— ¥ (6),1" (5) € I5 (0) = (=5,5),

dove: . )
() =——, t"(0) = — 4.31
6) == V(0 = o (4.31)
Per tali valori del parametro:
1
t'(0)) =z (t"(9)) = 4.32
Pl 0) = (1 0)) = 5 (432)

Seque:
x (' (6)=x{t"(5)), cont' (8) #t"(5), t'(5),t"(§) € I5(0), Vé >0

Cioé x (t) non ¢ localmente iniettiva. La non iniettivita locale deriva dalla non regolarita di
x ().

Osservazione 313 Non bisogna confondere la non regolarita di una rappresentazione para-
metrica con la non regolarita della curva corrispondente. Ad esempio, la rappresentazione:

x(t)=ti+t%, teR
non ¢ regolare, poiché x' (0) = 0. Ponendo T = t%, abbiamo:
y(r)=7i+7j, 7ER,

che é manifestamente regolare. Si noti che entrambe rappresentano la retta di equazione
r—y=0.

Teorema 314 Una curva regolare ¢ localmente semplice.

Dimostrazione. La dimostrazione segue immediatamente dal lemma precedente. m

178



CAPITOLO 4. TEORIA DELLE CURVE

Teorema 315 Il campo vettoriale lungo una curva regolare semplice C = [x (t)]:
X' (t) =" ()i+y (t)j+2 (1)k,
¢ il campo vettoriale tangente a C.

Dimostrazione. Sia P, [z (to),y (to), 2 (to)] € C. Se At ¢ un incremento di ¢, tale (ty + At) €
X, resta definito il punto P [z (to + At),y (to + At), z (tg + At)] € C. Per ipotesi la curva e

semplice, onde:
At#0= FPy# P

Consideriamo quindi la retta sy passante per Py, P. Chiamiamo sy retta secante a C per i
punti Py, P. Una terna di numeri direttori di s e:

(x (to + At) — x (to) ,y (to + At) — y (to) , 2 (to + At) — z (to))
dividendo per At # 0, otteniamo una nuova terna di numeri direttori di sg:

<Jr (to+ At) — (o) y(to+ At) —y (to) = (to+ At) — 2 (to))
At ' At ’ At '

ovvero le componenti del vettore w parallelo a sq:

- — x(t0+At)—a:(t0)i y(t0+At)—y(t0)j+ z (to + At) — z (o)

At At At k

Quindi sq ¢ la retta per x (fp) e parallela a w:

So:x =tw+x(to)

Cioe: N
x(t t)—x(t
— ¢ (:H—AA} (to) + z (t)
Eliminando il parametro ¢:
z—x(t)  y—yl)  z2—z() (4.34)
x(to+A)—z(to) ~  y(to+At)—y(to) ~  z(to+At)—2(to) )
At At At

Se At — 0, il punto P tende a P, e la retta sy ruota attorno a F, per tendere ad una
posizione limite che indichiamo con 7y, come illustrato in fig. 4.7. Simbolicamente:

= li
0= A %0
Pertanto, I’'equazione di 7y si ottiene eseguendo nella (4.34) 'operazione di passaggio al limite
per At — 0. Tenendo conto di:

W/ . e
lim As =12’ (tp) e simili,

otteniamo:
v—x(to) y—yte) 2z—z(to)

o (to) Y (k) 2 (to)
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To

So

xX(to)

X

Figura 4.7: Se At — 0, il punto P tende a Fj e la retta sy ruota attorno a P, per tendere
ad una posizione limite 7y
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La stessa operazione di passaggio al limite puo essere eseguita nelle (4.33):

x = tz' (to) + z (to)
y =ty (to) +y (to) (4.36)
z =12 (to) + z (to)

Cioe:
To i X = tvg + Xg (4.37)

dove:

vo= lim w=2a'(to)i+y (to)j+ 2 (to) k
At—0

e un vettore tangente a C nel punto Py, mentre xo = X (¢y). Resta dunque definito il campo
vettoriale tangente:

v (t) =% (t) (4.38)
|

Osservazione 316 Se nella (4.38) il parametro t é il tempo e x (t) & il vettore posizione di
una particella, la (4.38) é la velocita della particella al tempo t. Il vettore velocita é dunque
tangente alla traiettoria nella posizione considerata. In particolare, vy e la velocita della
particella all’istante ty, mentre w & la velocita media nell’intervallo [to, to + At] (fig. 4.8).

A z

Ty

v
0 P 5

x(to)

X

Figura 4.8: Se il parametro t e il tempo, il vettore w e la velocita media della particella
nell'intervallo [to, to + At], mentre vy ¢ la velocita nell’istante .
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Esempio 317 Un punto materiale percorre la traiettoria di rappresentazione parametrica:
X (t) = 3¢~ i + 4 sin 3tj + 2 cos 3tk
Determinare:

1. la velocita e laccelerazione del punto materiale a tutti i tempi.

2. Il modulo della velocita e il modulo dell’accelerazione nell’istante t = 0.

Soluzione. Ricordiamo che in Meccanica 'operazione di derivazione rispetto al tempo
st indica con un punto, anziche con l'apice. Quindi la velocita é:

v (t) =% (t) = —6e i + 12 cos 3tj — 15sin 3tk

L’accelerazione:
a(t) = v (t) = 12e % — 36 sin 3tj — 45 cos 3tk
All’istante t = 0:
v (0) = —61 + 12j
a(0) =12i — 45k

Se le lunghezze sono espresse in metri e il tempo ¢ misurato in secondi, © moduli sono
rispettivamente:

v (0)] = /v (0)-v(0) =6v5ms"
la(0)] = 3v241ms?
Definizione 318 Sia C = [x (t)] una curva regolare.

C e un arco regolare se la base X della rappresentazione parametrica € un intervallo
limitato.

sokok

Sia C = [x ()] una curva regolare.

, x (t), x. (1) descrivono
¥x. (1) € x @] F1(7) > 0) = ( C con lo stesso verso di percorrenza
Definizione 319 VC = [x (t)] curva regolare, 3C su cui ¢ fissato un verso di percorrenza.
Chiamiamo C curva orientata. E chiaro che per ogni C = [x(t)] esistono due curve
orientate, corrispondenti ai possibili versi di percorrenza.
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4.5.1 Proiezioni ortogonali

Sia C = [x (t)] una curva regolare di base X. Assegnato il punto x (¢y) € C, resta definito il
luogo dei punti:

x =z (ty)
=y(ty) , p€ (—o0,+0)
z=p

che e l'equazione della retta passante per x (ty) e parallela all’asse z. Da cio segue che il
luogo dei punti:

x=x(t)
X y:y(t) ) 7t€X,p€(—OO,+OO)
Z2=0p

e la famiglia di rette parallele all’asse z e passanti per i punti di C. Piu precisamente, > € una
superficie cilindrica le cui generatrici sono parallele all’asse z e contenente C. Consideriamo
ora l'intersezione di ¥ con il piano xy:

I'yy=XNuay
'y, ¢ la proiezione ortogonale di C sul piano coordinato zy. Quindi:

(t)
(t) , teX

[y

SRS
I
ow g

Permutando ciclicamente x, ¥, z otteniamo le proiezioni ortogonali di C' sui piani coordinati
Yz e xz:

=0

L. y=y(t) , teX
z=z(t)
r=x(t)

T.:4 y=0 . teX
z=z(t)

4.5.2 Lunghezza di un arco regolare

Sia C = [x(t)] un arco regolare di base X = [a,b]. Eseguiamo una decomposizione D
dell'intervallo base [a, b] attraverso i punti:

a:t0<t1<...<tN_1<tN:b

Quindi:

[a, ] = U [tr—1,tx]

Siano Py [z (tx),y (tx), 2 (tx)] € C gli N punti corrispondenti ai valori ¢; del parametro t.
Tali punti sono i vertici della poligonale

V= UPk—IPk
k=1
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inscritta in C. La lunghezza di v é:

X (th) — X (tg—1)]

] =

T

1

VI () — 2 () + [y () — y ()] + [2 () — = ()

] =

B
Il

1

Al crescere del numero di punti la lunghezza p approssima sempre di piu la lunghezza L della
curva C, ottenendo il valore esatto nel limite per N — +o00. Cio equivale ad eseguire il limite
per § — 0, essendo § = maxgen (t — tp_1), con N = {1,2, ..., N}. Quindi, assumiamo per
definizione:

L (C) = lim p
( ) 5l—>0
Cio premesso, sussiste il seguente

Teorema 320

L(C) = / X/ (t)] dt (4.39)

_ / Vol 0+ (0 + 2 (1)t

Dimostrazione. Omessa. ®
Quindi la lunghezza di un arco di curva regolare ¢ 'integrale esteso all’intervallo X, del
modulo del campo vettoriale tangente.

Esempio 321 Applichiamo la (4.39) per calcolare la lunghezza di una circonferenza di rag-
gio R. Senza perdita di generalita, supponiamo che la circonferenza sia centrata nell’origine.
Una sua rappresentazione parametrica regolare e:

x (@) = R (cospi+singj), ¢ € X =][0,27]

Derivando:
x' () = R (—sin i + cos ¢j)

Quindi:
21
L(C)= | X' (¢)lde
/
27

:R/d@:27rR
0

Proposizione 322 L (C) non dipende dalla rappresentazione parametrica di C.
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Dimostrazione. Sia x(t) una qualunque rappresentazione regolare dell’arco C, la cui
lunghezza e:

- / X (t)] dt, (4.40)

dove [a,b] = X & la base della rappresentazione. Eseguiamo il cambio di rappresentazione:
x(t) = x. (1) € [x ()],
per cui:
3f (1) sost. di p.a. | { % (f (7))
essendo Y = [d/, 0] I'insieme di definizione di f:
f:Y—=X

t — 7 & una sostituzione di parametro ammissibile, onde f’(7) # 0. Distinguiamo due casi:

f(7)>0,f(r) <0

1. f'(1) > 0= f(7) ¢ strettamente crescente in Y’; quindi:

a=f(d),b=f()

a<t<b=d <7<Vl

Poniamo g (t) = |x (¢)]:

g@t) =g (f(7))
t=7= m%ﬁm._bﬂw
at 50
Eseguendo nell'integrale (4.40) la sostituzione ¢ — 7:
b ;
t
L(C)= —|d
© = [9r ()| 5| ar
i d d
t
- [|gxtr ) oo
i d d
t
_ / Cx. (1) L ar

- [ 5xo

Nel penultimo passaggio abbiamo utilizzato 'ipotesi di equivalenza, per cui x (f (7)) =
X, (7).

185



CAPITOLO 4. TEORIA DELLE CURVE

2. f'(1) < 0= f(7) ¢ strettamente decrescente in Y’; quindi:

a=f(@), b=f(d)

a<t<b=UVU>71>d

Abbiamo: p p
t—>T:>dt—>—th _ |4 dr
dr at <o dr
Quindi:
/ dt
L©) =~ [0 )| |ar
b/
by ;
t
— s || ar
b ;
:/ e (1) dr

4.5.3 Curve piane. Rappresentazione implicita
Una curva piana C ha una rappresentazione parametrica di base X:
x(t)=zt)i+y(t)j, teX
Una curva piana puo essere rappresentata “implicitamente” da un’equazione del tipo:
F(z,y)=0 (4.41)
Piu precisamente, assegnata una funzione reale di due variabili reali:
F:A—-R, (4.42)
essendo A un aperto (campo) di R?, consideriamo il luogo dei punti:
¢ = {(z.y) € B?| F(a,y) = 0} (4.43)
Diremo pertanto che la (4.41) & una rappresentazione implicita della curva C.

Osservazione 323 La curva (4.43) é lintersezione del grafico della funzione F (x,y) con
il prano coordinato xy.

In questa sezione ci proponiamo di risolvere il seguente problema:

Problema 324 assegnata una funzione (4.42), determinare la funzione y = y(x) (o x =
x (y)) definita implicitamente dall’equazione F (z,y) = 0. Clioé:

F(x,y(z))=0, Vee X CR (4.44)
oppure:

F(z(y),y) =0, VyeYCR (4.45)
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Esempio 325 Sia F (z,y) =y — e*. Quindi:
F(z,y) =0<=y=¢" (4.46)

Abbiamo quindi esplicitato la variabile y in funzione di x. La curva esponenziale y = e*
¢ lintersezione della superficie di equazione z = y — e* con il piano coordinato xy. Ne
concludiamo che F (z,y) = 0 definisce implicitamente la funzione y = e, Vo € R. Risol-
vendo rispetto a x, vediamo che F (x,y) = 0 definisce implicitamente la funzione x = Iny,
Vy € (0, +00).

Esempio 326 Sia F (z,y) = e¥ — 2*. Quindi:
F(r,y) =0<=¢'—2'=0+=y=4In|z|

Abbiamo quindi esplicitato la variabile y in funzione di x. Ne concludiamo che F (x,y) =0
definisce implicitamente la funzione y = 41n|z|, Vo € R\ {0}.

In questi casi semplici e possibile esplicitare la variabile y. Tuttavia, in molti casi ¢io non
e possibile.

Esempio 327 F (x,y) =z —e¥". Abbiamo:
y==xVinzx

In questo caso, la soluzione non € univoca.

Il problema 324 consiste nel trovare le condizioni a cui deve soddisfare la funzione F' in
modo da poter esplicitare univocamente una delle due variabili. Una condizione necessaria
(ma non sufficiente) ¢ che 'equazione F'(x,y) = 0 sia compatibile. Per quanto visto nel-
I'Osservazione 323, la curva di equazione implicita F' (x,y) = 0 & I'intersezione del grafico di
F (z,y) con il piano coordinato xy. Se tale intersezione & vuota, il problema che ci siamo
posti non ammette soluzioni.

Esempio 328 Sia F'(x,y) = e Y. Abbiamo:
Aa,y) R |e"V =0

Osserviamo che il problema inverso ammette sempre soluzioni. Piul precisamente, asse-
gnata una funzione f : X — R, dove X C R, e sempre possibile trovare una funzione di due
variabili (4.42) tale che F'(z,y) =0 cony = f (x).

Definizione 329 P, (z9,v9) € A ¢é punto soluzione dell’equazione (4.41) se F (xq,yo) = 0.

Definizione 330 La (4.41) ¢ univocamente risolubile rispetto a y, intorno al punto
soluzione P, se:

IR (Fy) = Lo (x0) X Iy (yo) C A |V € Iy (x0), y =y (x), F(z,y(x)) =0

dove: I, (xo) = (2o — 0, To + 04), Ly (Yo) = (Yo — dy, Yo + Iy)

Definizione 331 La (4.41) ¢ univocamente risolubile rispetto a z, intorno al punto
soluzione Fj se:

AR (Po) = L (w0) x I (yo) C A [Vy € Iy (yo), =z (y), F(x(y),y) =0
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Definizione 332 La (4.41) ¢ localmente risolubile rispetto a z [y/ se ¢ univocamente
risolubile rispetto a x [Jy] intorno a P.

Definizione 333 La (4.41) ¢ localmente risolubile se ¢ tale rispetto a una delle variabili.

Il teorema seguente fornisce un criterio sufficiente (ma non necessario) per la risolu-
bilita locale dell’equazione F'(x,y) = 0, e quindi per l'esistenza della funzione y = y ()
implicitamente definita dalla F' (z,y) = 0.

Teorema 334 (Teorema del Dini) Sia F': A — R, FF € C'(A), dove A ¢ un aperto di
R2. Se Py (xg,90) € un punto soluzione dell’equazione

F(z,y) =0, (1.47)
st ha:

F, (Py) #0=>la (4.47) é localmente risolubile rispetto a y
F, (Py) # 0= la (4.47) é localmente risolubile rispetto a x

Piu precisamente

F,(Py) #0= 3y (x) € C" (I (x0)) | F (z,y(x)) =0, Va € I, ()
F (Py) # 0= 3z (y) € C" (I, (y0)) | F(z(y),y) =0, Vy €I (y)

Dimostrazione. Omessa =

Osservazione 335 Se F'(x,y) = 0 e localmente risolubile rispetto a y: F (x,y(z)) =0 =

AP (z,y(z)=0= %+ g_g% =0, da cui:

Il teorema del Dini puo essere riformulato in termini vettoriali:

Teorema 336 Sia F: A — R, '€ C'(A), dove A ¢ un aperto di R>.
PheC={xeR?*|F(x)=0}

VF(Py) =F,(R)i+ F,(Py)j# 0= F(x) =0 é localmente risolubile
In particolare:

F, (Py) # 0= F (x) = 0 ¢ localmente risolubile rispetto a x
F,(Py) # 0= F (x) =0 ¢é localmente risolubile rispetto a y
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A y
y0+5y' """""""
P, =f(x
v 0 y=ftx)
y()_éy
H X
X0y Xy Xo+0y

Figura 4.9: L’intersezione della curva C con l'intorno rettangolare R (FPp) ¢ il grafico della
funzione f (z).

Osservazione 337 VF (Ry) # 0= CNR(FR) =Ty, dove [y ¢ il grafico di una funzione
reale di una variabile reale di classe C'. In particolare, se F, (Py) # 0 allora Ty & il grafico di

una funzione f (z) tale che F (z, f (z)) = 0 intorno al punto o, Si veda la figura 4.9. E facile
convincersi che Ty & un arco regolare. Infatti, il grafico y = f(x) puo essere rappresentato
parametricamente:

r=t, y:f(t)? tEIx(ajO)
ovvero:
x(t) =ti+ f(t)]
Risulta x (t) € C' (I, (o)), in quanto f € C' (I, (z0)) e:

X (t) =i+ f'(t)j #0, Vt € I, (z0)

Da cio seque la regolarita di I'g. Si tratta dunque di una regolarita locale di C. Se poi
e VF # 0, Vx € C, si ha una regolarita globale. Ne concludiamo che la condizione di
regolarita di una curva di rappresentazione implicita F (x,y) = 0 ¢ espressa da:

o FeC'(A)
e VF#0,Vxe(C

Definizione 338 Ogni punto critico della funzione F (x,y) ¢ punto singolare della curva
di rappresentazione implicita F (x,y) = 0.

Retta tangente a una curva data in forma implicita

Sia data la funzione reale:
f:A—=R

189



CAPITOLO 4. TEORIA DELLE CURVE

dove A & un aperto di R3. Supponiamo che f sia dotata in A di derivate parziali, per cui &
definito il campo vettoriale gradiente:

af of. , of,
d Vf=—i+— 4.48
grad f =Vf=grit g i+ 5k (4.48)
La derivata di f secondo la direzione n e data dal prodotto scalare:
% =grad f-n (4.49)

Da tale relazione segue che il massimo valore della derivata direzione si ha lungo la direzione
del gradiente. Consideriamo ora una funzione reale di due variabili. Al solito, f ¢ definita
nel campo A C R%. Supponiamo inoltre che f sia di classe C*. Denotiamo con I'y la curva
di livello di f passante per un assegnato punto Py € A:

Py (z0,y0) €E A= 3c€R| Py eTy={(z,y) eR?| f (z,y) = ¢}
Proposizione 339 Vf (F) # 0= Vf(F) ¢é orientato lungo la normale a L'y in F.

Dimostrazione. Senza perdita di generalita supponiamo che sia f, (zo, yo) # 0. Definiamo:

F(I’,y) :f(l‘,y)_

Quindi: F' (zg,y0) = 0, cioe Py ¢ punto soluzione dell’equazione F (z,y) = 0. Inoltre, sono
verificate le ipotesi del teorema del Dini:

FecC'(A)
Fy (Po) = fy (Po) # 0
onde F'(x,y) = 0 & localmente risolubile rispetto a y:
3, (o) |y =y (2), =€ Ly (x0) (4.50)

Il grafico della funzione (4.50) ¢ un’arco della curva I'y in un intorno di F,. Tale arco ¢
dotato di retta tangente. In particolare, il coefficiente angolare della retta tangente 7y a 'y

in P() e
my = (@) _ _FLE (‘r07y0> _ _fac (‘TO»yO)
dx z=x0 F, (0, o) fy (20, y0)

Abbiamo cosi una coppia di numeri direttori di 7:

fw (x07 ?/0)
Ao=1 po=mo=—-"7"—"F""-+
fy (an yO)
che sono le componenti cartesiane di un vettore parallelo a 7q:
vy = i . fac (x(])y())j
fy (0, 90)
Eseguiamo il prodotto scalare:
fz (0, Yo)
vo - VI (F) = fa (w0, 90) — fy (2o, %0) 7= =0,
Y fy (:E[h yO)

cioe voLV f (Py). Ma v e tangente a I'g in Py, onde V f (F) ¢ orientato lungo la normale
alyin Py (fig. 4.10). m

190



CAPITOLO 4. TEORIA DELLE CURVE

gradf

Figura 4.10: Il vettore V f (Fy) ¢ orientato lungo la normale alla curva f (x,y) = ¢ nel punto
F.

2

Esempio 340 Sia f (v,y) = % + % e Py(4,2). Tale punto appartiene alla curva di livello:

2?2
3 9
Determiniamo c: ) ) 09
Ty | Yo
-+t =c—c=—,
3 2 3
onde: ) )
z Y
2 E=h

cioe [ellisse di semiasse maggiore a = /22 e semiasse minore b = 24/ % 1l gradiente di f
e:

2

Nel punto Py:

8. .
Vi (R) = 5i+2j,

come mostrato nelle figg. 4.11-4.12.
La proposizione precedentemente dimostrata, ci permette di scrivere 1’equazione della

retta tangente a una curva data in forma implicita. Precisamente, assegnata la funzione
reale di due variabili reali F' € C'! (A), consideriamo la curva:

C:F(x,y)=0
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\4)

Figura 4.11: 1l vettore V f (Fp) € orientato lungo la normale alla curva f (z,y) = ¢ nel punto
Fy.

NS —]z

Figura 4.12: 1l vettore V f (Fp) € orientato lungo la normale alla curva f (z,y) = ¢ nel punto
Fy.
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Sia Py (x0,y0) € C tale che VF (Fy) # 0, ovvero Fy € punto regolare per C. L’equazione della
retta tangente 79 a C' in Py e:

(x —x0) - VF (x9) = 0, (4.51)
dove x¢ = woi + yoj (fig. 4.13)

gradf
Px) X-X, P,
X Xy
o

Figura 4.13: Retta tangente alla curva F' (z,y) = 0 nel punto Fy (Xo).

Esempio 341 Assegnata la curva piana C:
Inz—y*(2*—1) =0, (4.52)

scrivere equazione della retta tangente a C nel punto Py (1,0).
Soluzione. Definiamo:

F(z,y) =z —y* (z* - 1)

Risulta F (Py) = 0, per cui Py é punto soluzione dell’equazione F (x,y) = 0. Calcoliamo le
derivate parziali di F (x,y):

1
F, (z,y) = i 322y
Fy(z,y) = —4y° (2* — 1)

Risulta:
F;B(PO) :17 Fy(PO) :07

onde la F (x,y) = 0 non ¢é localmente risolubile rispetto a y, ma lo é rispetto a x:
IR (Fy) =1, (1) x I, (0) |z =2 (y), Yy € [, (0), F(x,y(x)) =0

1l coefficiente angolare della retta tangente alla curva assegnata nel punto Py é:
dy B 1
o) @
T=x dy
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Abbiamo:
(dx) __F (20, Yo) .
y=10

dy F, (z0,90)

cioe To € parallela all’asse y; 70 : © — ¢ = 0. La costante reale ¢ si determina imponendo
Py € 1y, trovando ¢ = 1. Ne concludiamo che

T:r—1=0

Alternativamente, indicando con Xq il vettore posizione del punto Py, risulta:
VF (x0) =1,

onde Py é punto regolare. Applicando la (4.51), otteniamo facilmente:

r—1=0

Esercizi svolti

Esercizio 342 Sia data la funzione F (x,y) = x (¢® +y) — Iny. Mostrare che F (x,y) =0
¢ univocamente risolubile rispetto a y intorno al punto Py (0,1).
Soluzione. La funzione I ¢ definita in:

A={(z,y) eR’| —co <z < 400, 0 <y < +o0},

che ¢ il sempiano y > 0.
Py (0,1) & un punto soluzione: F (0,1) = 0. Derivando rispetto a y:

1
F,(rx,y) =2 ——
y ( ) Y

Risulta F, (0,1) # 0, onde sono soddisfatte le ipotesi del teorema del Dini. Pertanto:
TR (o) = 1, (0) x I, (1) | Va € L, (0) = (~0,,8,) , y = 9 (x), 2 (¢" +y (x)) — Iny (z) = 0
In virtd dell’osservazione 335, la funzione y (x) & di classe C*.
Esercizio 343 Studiare la risolubilita locale dell’equazione:
2 — a2t =y =0 (4.53)
mtorno ai due punti soluzione Fy (%, \/Tg) P;(1,0), dandone una interpretazione geometrica.

Soluzione. Poniamo F (z,y) = 2% — 2" — y?. Tuale funzione ¢ definita in R* ed ¢

manifestamente F € C*'(R). Il punto Py (xg= %,yg = \?) ¢ punto soluzione, avendosi

F (Py) =0. Le derivate parziali del primo ordine sono:

Risulta F, (Py) # 0, per cui sono verificate le ipotesi del teorema del Dini, onde:

IR (Py) = I, (%) I, (?) ly=y(z), Vocl (%) CF(ry@)=0 (459
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Dobbiamo determinare y (z) e I, (). A tale scopo risolviamo la (4.53) rispetto alla y:

y==x|z|V1—2a? (4.56)

La (4.56) definisce due curve distinte. La curva che ci interessa ¢ quella passante per
Py (w0, 90):

Yo = & |xo| /1 — 22

1 1
V3_ Lt LVE
4 2 4 4

per cut va preso il seqgno superiore:

Cioe:

y(z) = lz| V1 —2?

Tale funzione ¢ definita in [—1,1], percio I, (%) C [-1,1]. Il teorema del Dini implica la
continuita della deriwata prima y' (z) in I, (%) Calcolando la derivata:

TR B (R
Y (I) — 222 —1 1.0 )
V1—z?’ T e [_ ? )

I'punti x =0 e x =1 sono punti di discontinuita della derivata y' (x). Pit precisamente:

lim ¢ () =1, lim ¢ (z)=-1

z—0t xz—0~
lim ' (x) =400, lim y (z)=—00
r——1t r—1—

Ne concludiamo che I, (1) = (0,1). Abbiamo dunque:
Vo e (0,1), F(z,y(z)) =0, cony(z)=axV1-a? (4.57)
In fig. 4.14 riportiamo 'andamento della curva:
C={(z,y) eR*|2® — 2" —y* =0} (4.58)

1l grafico di fig. 4.14 é ottenuto con Mathematica plottando 2 funzioni distinte. Alternativa-
mente si puo utilizzare il comando ContourPlot per tracciare le curve di livello di F (x,y).
Otteniamo cosi il grafico riportato in fig. 4.15. In fig. 4.16 ¢ riportato il grafico della funzio-
ne 4.57 sovrapposto alla curva C. Siamo in grado di scrivere [’equazione della retta tangente
To a C nel punto F,.

To: (X —Xo) - VF (x0) =0
Qui é:

1. V3 INRVES

Xg = 51‘1‘ Tj, VF(X()) = 51— —J

(s (o )] (3 00)

<:>:1:—%—\/§<y—§>:0

Quindi:
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N

Yo -

Figura 4.14: Andamento della curva di rappresentazione implicita (4.58).

Finalmente:
To:4r —4V3y+1=0 (4.59)
Alternativamente, possiamo calcolare il coefficiente angolare di Ty:
F, (20, y0) 1
Mo = / €T = ——’ = —_—
0= (@) Fy (%0, Y0) V3

Imponendo il passaggio per Py, otteniamo l'eq. 4.59. In fig. 4.17 e disegnata la retta tangente
a C nel punto F,.
Passiamo ora al punto soluzione Py (xy = 1,y,=0). Qui é F, (P}) # 0, onde:

IR (Fy) = L. (1) x I, (0) |z =z (y), Yy € 1,(0), F'(z(y),y) =0

Dobbiamo determinare x (y) e 1, (0). A tale scopo risolviamo la (4.53) rispetto alla x:

¢1i 1— 42
r=F\

Deve essere 1 —4y*> > 0=y € [-1 1] = I, (0) C [-1,1]. Per rimuovere Uambiguita:

14 +/1 — 4y
xf):i\/ 5 Yo

1+1
1=d44/———
2

Cioe:

Quindi dobbiamo prendere il segno superiore:

1+ /1 — 492
zy) =\
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N =

N

Xo=1/2 o'

—1F

Figura 4.15: Andamento della curva di rappresentazione implicita (4.58) ottenuto con

Mathematica utilizzando il comando ContourPlot. La curva che ci interessa e quella interna
(curva a otto).
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N | =

[N

Xo=1/2 o'

-1

Figura 4.16: Grafico I' di y () = 2v/1 — 22 in (0,1), da cui vediamo che I' si sovrappone
all’arco C di base (0,1).
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N | =

Xo=1/2 o'

-1

Figura 4.17: Retta tangente a C in F,.
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Derivando:

y

! e

' (y) = oy
VT —dy2y

Da cio seque che la funzione x (y) non é derivabile in i%, risultando:

lim 2’ (y) = —oo, lim 2 (y) = 400
T3 T 5

Imponendo z (y) € C*(1,(0)), si ottiene I, (0) = (—1,1). Pertanto lequazione assegnata
definisce in (—%, %) la funzione:

c =BV (L)

2'2
Riassumendo:

IR (Py) = (0,1) x [0, %} ICAR(P) =T.

dove:

F:{y:xm, T € (0,1)}7

cioé il grafico di y = x/1 — 2. Una rappresentazione parametrica di T’ é:
x(t) =ti+tvV1 -2, te(0,1),

ed & manifestamente regolare.

IR (PL) = [0,1] x (—% %) CAR (Py) =T,

dove:

, \/1+\/1—4y2 ( 11)
I" = Tr = f S s

14+4/1—4y?

2

[1+ 1 — 4¢2 11
X(t): %l—f‘t‘], t e <—§7§),

ed ¢ manifestamente regolare. La curva assegnata é localmente regolare (intorno ai pun-
ti soluzione Py e P}). Tuttavia, non é regolare intorno al punto soluzione (0,0), poiché
quest’ultimo & un punto critico per la funzione F (x,y). Infatti, calcolando il gradiente:

cioe il grafico della funzione x = . Una rappresentazione parametrica di I é:

VF = (291: — 491:3) i— 2yj,
risulta VF|(0’O) = 0. Non sono cosi verificate le ipotesi del teorema di Dini, per cui F (z,y) =

0 non é univocamente risolubile intorno all’origine. In termini geometrici, l’origine e punto
singolare per C.
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Esercizio 344 Studiare la curva piana C:
z(z*+y°) =247 =0 (4.60)

Scrivere poi l'equazione della retta tangente a C in Py (1,1).
Soluzione. Definiamo:

F(z,y) = (2® +y%) — 2
Risulta F (Fy) =, onde Py ¢ punto soluzione di F (z,y) = 0. Calcoliamo le derivate parziali:

Fy(x,y):2y(x—2)
Fy (z,y) =32+ ¢°

F,(R)#0=3IR(P)=11)x1,(1) |y=y(x), Y € I, (zy). Risolvendo rispetto a y:

PlL))eC=y(l)=+l<=y= ,/%. Quindi:

3

y(x) = Qx_x,xelx(l)

Determiniamo I, (1).
3

2—x
onde I, (1) € [0,2). Calcoliamo la derivata prima:

I, (1) | >0<«<=1z€]0,2),

?(3—1z) [2—x

(2 — ) 3

y (r) =

Ricordiamo che per il teorema del Dini ¢ y(x) € C' (I, (1)). Dall’espressione precedente
vediamo che y' (x) non é definita in x = 0. Calcoliamo quindi il limite:

limy (z) = limg;x2 Adimzv2—2=0

z—0 z—0 (2 — l’) z—0
Cioe x =0 e un punto di discontinuita eliminabile. Ridefiniamo:
22(3—x) 2—z
J (@)= eV T€02)
0, =0
che risulta continua in [0,2), quindi:

I, (1) = [07 2)

PostoT' =R (Py) NC, seque che I' ¢ il diagramma cartesiano della funzione w/% in I, (1).
In fig. 4.18 riportiamo la curva I'. Il coefficiente angolare della tangente richiesta eé:
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-2

Figura 4.18: In questo grafico ¢ evidenziata la curva I' = R (Fy) N C.
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(2)_ = FiD =

Quindi l’equazione della tangentea I' in Py é:

y—1=2(x—-1)
Cioe:
20 —y—1=0
Alternativamente, possiamo applicare direttamente la relazione trovata precedentemente:

(x —x¢) - VF (x9) =0, (4.61)

Il gradiente ¢ VF (x0) = 41 — 2j. Non ci resta altro che esequire i calcoli:

(it yj—i—]) - (4i—2j)
[(z=1Di+(y—1)j]- (4i-2j)=0
4(z—1)—-2(y—1)=0

)

cioé:
20 —y—1=0
I grafict sono riportati nelle figg. 4.19-4.20

Esercizio 345 Studiare la curva piana C:
ysinz +xe! —2=0 (4.62)

Scrivere poi l'equazione della retta tangente a C in Py (2,0).
Soluzione. Definiamo:
F(xz,y) =ysinz 4+ ze’ — 2

Risulta F' (Fy) =, onde Py ¢ punto soluzione di F' (z,y) = 0. Calcoliamo le derivate parziali:

F,(z,y) =ycosx + €Y

F, (x,y) =sinz + ze”

F,(Py) =2+sin2 # 0 = 3IR(R) = L, (1) x I,(1) | y = y(z), Vo € I,(xy). Posto
I' = R(P) NC, seque che I' ¢ il diagramma cartesiano della funzione y (x) in I, (1). 1
coefficiente angolare della tangente richiesta é:

dy R0 1
dv), .,  F,(2,00  2+4sin2

Quindi 'equazione della tangente a I' in Py é:

1

e (z—2
3oz @2

y:

Clioé:
r+ (2+sin2)y—2=0
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Figura 4.19: Intersezione del grafico di F (z,y) = z (2® + y?) — 2y con il piano z = 0.
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-2

Figura 4.20: Retta tangente alla curva assegnata nel punto P, (1, 1).
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Alternativamente:

(x —x¢) - VF (x9) =0, (4.63)

Il gradiente ¢ VF (x9) =i+ (2 +sin2)j, mentre xg = 2i. Non ci resta altro che esequire i
calcoli:

(i+yj—2i)-[i+(2+sin2)j =0
[(x—2)i+yj] - [i+ (2+sin2)j] =0,
cloeé:
r—2+y(2+sin2) =0
1l grafico e riportato in fig. 4.21.
y
2
1
[ [ | | | x
-2 -1 1 2 3 4

-2 =

Figura 4.21: Retta tangente alla curva assegnata nel punto P, (1,1).

Esercizio 346 Studiare la curva piana C:
ysine +xe’ —2=0 (4.64)

Scrivere poi l'equazione della retta tangente a C in Py (2,0).
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Soluzione. Definiamo la funzione:
F(x,y) =ysinx 4+ ze’ — 2,

definita in R%. Risulta F (Py) = 0, cosicché Py & punto soluzione dell’equazione F (z,y) = 0.
Calcoliamo le derivate parziali di F':

F,(z,y)=¢Y+ycos(x—1)—2
F,(z,y) =ze’ +sin(x — 1) —4

E F, (Py) = —3, onde:
IR (Ro) = L (1) x 1, (0) [V € I, (1), 3y =y (2), F(z,y(x)) =0

1l coefficiente angolare della retta tangente 19 a C in Py é:

Quindi:
T:x+3y—1=0 (4.65)
Alternativamente:
To: (x —xp) - VF (x¢) =0,
essendo:

r=xi+yj, ro=1

Il gradiente di F' in Py (Xo):
Percio:

(i gj — ) - (—i = 3)) = 0
da cui la (4.65). Il grafico é riportato in fig. 4.22.

Esercizio 347 Studiare la curva piana C:

Z_ = - = 4.
e arctan ~ T3¢ +e 1 0 (4.66)

Scrivere poi l'equazione della retta tangente a C in Py (—1,—1).
Soluzione. Definiamo la funzione:

y o T
F - tan = — —e% — 4.
(x,y) = earc an— — g€ ter, (4.67)

definita in
A={(z,y) eR* |2 #0, —00 <y < +0}

Mostriamo che F' ¢ non regolare in (0,0). A tale scopo calcoliamo:

A= lim F (2, y)

y—0
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-1

Figura 4.22: Retta tangente alla curva (4.64) nel punto P, (1,0).
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FE conveniente passare alle coordinate polari, quindi: © = rcosy, y = rsiny. Abbiamo la
funzione:

T ﬁsin ™
G(rp) = Fla(re),y(re)=ep—e7™% e

Pertanto:

. s e
A=t =esF (1)

Vediamo dunque che \ dipende da @, ovvero dalla direzione secondo cui ci avvicianiamo

all’origine (0,0). Da cio seque che ﬂlimxﬂg F(z,y).
Y—
Risulta poi F'(Py) = 0, cosicché¢ Py ¢ punto soluzione dell’equazione F (x,y) = 0.

Calcoliamo le derivate parziali di F':

s
F, (z,y) = - — Tye
s
F, = — Zxe™
y(l’7y) 6ZE2—|—y2 2I‘€

E F,(Py) = 5 (m—1), onde:
IR (Fo) = L (1) x I, (=1) |Vx € I, (1), 3y =y (z), F(z,y(z)) =0

1l coefficiente angolare della retta tangente 19 a C in Py é:

e  F(R) 14w
T \dz),_, F,(R) 1-7

Quindi:
n:(r+l)x+(r—1y+2r=0 (4.68)

I grafici sono riportati nelle figg. 4.23-4.24.

Esercizio 348 Studiare la curva piana C:
In /22 + y? —arctang—{—%—an:O (4.69)
x

Scrivere poi 'equazione della retta tangente a C in P, (\/3, 1).
Soluzione. Definiamo la funzione:

F(z,y) =Iny/a?+y? — arctan% + % —In2, (4.70)

definita in
A= {(:U,y) € RN {0,0} | #0, —co <y < +oo}
Mostriamo che F' ¢ divergente negativamente in (0,0). A tale scopo calcoliamo:

A= lim F (2, y)

y—0

E conveniente passare alle coordinate polari, quindi: x = rcosp, y = rsing. Abbiamo la
funzione:

G(r,(P):FL%(T‘,gO),y(T,QD)] :lnr_@‘i‘%—an
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Figura 4.23: Grafico della funzione (4.67).
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Figura 4.24: Retta tangente alla curva (4.66)
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Pertanto:

A=1limG (r,¢) = —oc0
r—0

Risulta poi F(Py) = 0, cosicche Py € punto soluzione dell’equazione F (x,y) = 0.
Calcoliamo le derivate parziali di F':

r+y
S

y—x
Fy(%y):m

EF,(P) = L=V5 o de:

1
R () =L (V) x I, (1) | Ve € L (V3) . 3y =y (@), F(z,y(x)) =0
1l coefficiente angolare della retta tangente 79 a C in Py é

(dy)  E(R) V3+1
dx \/3_ Fy,(R)  V3-1

Quindi:
o (1+v3) o+ (1-v3)y—4=0 (4.71)

I grafici sono riportati nelle figg. 4.25-4.26.

Esercizio 349 Studiare la curva piana C:

x4—4y(1—x2)—%<1—\/§> ~0 (4.72)

mtorno al punto P (2, 4\/3). Scrivere pot l'equazione della retta tangente 1y e della retta

normale ng a C nel punto F,.
Soluzione. Definiamo la funzione:

F(x,y) =2* — 4y (1—x2)—%<1—\/§>, (4.73)

definita in R*. Risulta F (Py) = 0, cosicché Py ¢ punto soluzione dell’equazione F (z,y) = 0.
Calcoliamo le derivate parziali di F:

F, (z,y) = 4z (2 + 2y)
Fy(z,y) =4 (2" - 1)

E F,(Py) = —3 onde:

IR (Py) = I, (1) I, (4f> Yz eI, (;) Sy =y (z), F(z,y(z) =0

1l coefficiente angolare della retta tangente 79 a C in Py e

(Zy) F.(P) V3+2
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Figura 4.25: Diagramma cartesiano della funzione (4.70). Si noti la singolarita in (0, 0).
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-2 =

Figura 4.26: Retta tangente in F (\/g, 1) alla curva (4.69). L’andamento irregolare lungo
I’asse y € dovuto ad una approssimazione numerica del programma di calcolo Mathematica,
poiche la funzione non e definita lungo ’asse .
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Quindi:
n:2(V3+2) s —12v3y+1-v3=0 (4.74)
L’equazione della retta normale ng é:
G ( . 1)
AT Va2 T2
Cioe:

- (\/§+2)x+4\/§<\/§+2>y—37:o
I grafici sono riportati nelle figg. 4.27-4.28.

Figura 4.27: Intersezione del grafico della funzione (4.73) con il piano coordinato z = 0.

Esercizio 350 Studiare la curva piana C:

x4—4y(1—x2)—%(1—\/§> =0 (4.75)

intorno al punto Py (\/g, 1). Scrivere poi l'equazione della retta tangente 1y e della retta
normale ng a C nel punto Fy.
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-2

Figura 4.28: Retta tangente e retta normale alla curva 4.72.
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Soluzione. Definiamo la funzione:

definita in R%. Risulta F (Py) = 0, cosicché Py ¢ punto soluzione dell’equazione F (z,y) = 0.
Calcoliamo le derivate parziali di F':

F, (z,y) = 2z
Fy(x,y) =4y* (3 —y)

E F, (Py) = —8 onde:
R (Py) = 1, (V3) x 1,(1) | Ve € L, (VB), 3y =y (2), F(z,(x) =0

1l coefficiente angolare della retta tangente 79 a C in Py é:

e () Fo(P) _ V3
z=V3

dx F,(P) 4

Quindi:
3 1
To - Y = %.T + Z (477)
L’equazione della retta normale ng é:
4

Cioe: A

No Yy = —ﬁl' +5

I grafici sono riportati nelle figg. 4.29-4.30.

4.5.4 Ascissa curvilinea. Parametrizzazione naturale

Sia C = [x(¢)] un arco regolare di base X = [a,b]. Assegnato t, € X, consideriamo la
funzione:

s(t) = + / % (6)] 6 (4.78)

dove X' (0) = d%x (#). Supponiamo di aver preso il segno superiore, onde:

s(t) = / X' (0)|do (4.79)

Distinguiamo quindi i due casi t > £y e t < 1.
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Figura 4.30: Retta tangente e retta normale alla curva 4.75.
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s(1)

B(b)

Figura 4.31: Qui e t > .

1. t > t5. Consideriamo l'arco regolare (eventualmente ridotto al punto Py (x (to))) I't,
come illustrato in fig. 4.31:

Iy:x=x(0), 0 € [t,1]

Per il teorema 320 la lunghezza di I'; e:

t
L(Ty) = / Ix' ()] do
to
Cioe:
s(t) = L (')
2. t <ty . In questo caso i punti sono disposti come in fig. 4.32, per cui ’arco regolare

s(t)

B(b)

Figura 4.32: Qui e t < 1.

Fté:
I'v:x=x(0), 0¢€ltt
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La sua lunghezza e:

Ly = [ @)as=- [ 1x @)

Cioe:
s(t) =—L(TY)

Si conclude che:

_f LTy, set>tg
S(t)_{ —L(Ty), set <ty

Osservazione 351 Se nella (4.78) prendiamo il segno inferiore, si ha:

L(Ty), set <ty
Nw—{—L@Q,th%

Proposizione 352 t — s = s (t) ¢ una sostituzione di parametro ammissibile.

Dimostrazione. Calcoliamo la derivata prima della funzione s (¢) definita dalla (4.78). A
tale scopo indichiamo con F'(f) una primitiva della funzione f (0) = |x’ (#)|, onde:

Cio implica:
s(t) = £ [F(t) — F(t)]
Derivando primo e secondo membro rispetto a ¢:
sSt)y==+F (t)=+|x' ()| #0, Vt € X (4.80)
Quindi
1. s(t) e CH(X)
2. () #0

[
Chiamiamo s = s (t) ascissa curvilinea di P (z (¢),y (t),z (t)) suC, mentre Py (z (to) ,y (to) , 2 (t0))
e I'origine degli archi. Diremo quindi che sulla curva C ¢ fissato un riferimento curvi-
lineo di origine P (fig. 4.33). Se nella (4.78) prendiamo il segno superiore , il differenziale
della funzione s (t) e:

ds = ' (t)dt = /22 (t) + y2 () + 22 (D)dt (4.81)

Elevando al quadrato:

ds® = dx* + dy* + dz* (4.82)

che puo essere utilizzato per il calcolo di s ():
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7 s(1)
Figura 4.33: s(t) € ’ascissa curvilinea del punto P (x(t),y(t),z(¢)). Introducendo
un riferimento curvilineo, ci svincoliamo dalle coordinate cartesiane, in quanto
la posizione dei singoli punti € univocamente definita dall’ascissa curvilinea.

¢
s(t) = /\/dx2+dy2+dz2
to

Per quanto detto, s(t) definisce una sostituzione di parametro ammissibile. Per il teorema
297, la funzione inversa t (s) ¢ una sostituzione di parametro ammissibile.

t(s):s€Y =[sq ) —teX =]la,b]
Consideriamo dunque la rappresentazione parametrica regolare di base Y:
X (s)=a(s)i+p(s)j+v(s)k (4.83)
Se t (s) e suriettiva e x (t (s)) = x. (s), allora x (t) ~ x, (s).
Definizione 353 La rappresentazione (4.83) ¢ la rappresentazione naturale diC.

Proposizione 354 Nella rappresentazione naturale il campo vettoriale tangente ha modulo
unitario.

Dimostrazione. Sia C una curva regolare di rappresentazione naturale x (s) = z (s)i +
y(s)j+ z(s) k. Il modulo del campo vettoriale tangente é:

x| _ |ax] |de] _ | %]
ds| |dt||ds| |%|
Dalla (4.80) risulta:
ds _|dx
dt —|dt]’
per cui:
dx
— =1 4.84
7 (4.84)

Cio puo essere visto anche attraverso la (4.39). Infatti, per la proposizione 322, la lunghezza
di C e indipendente dalla rappresentazione, onde:

Sb

L(C):/byx'(t>|dt:/

Sa

dx
—\d 4.
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dove s, = s(t,), sp = s (tp) se s’ (t) > 0, e viceversa. Ma:

che confrontata con la precedente, porge:

dx

bl U
ds

|
Da qui in poi indichiamo con 'apice ’ la derivata rispetto all’ascissa curvilinea s e con il
punto la derivata rispetto al parametro ¢t. Quindi, nella rappresentazione naturale é:

X (s)| =1, s (t) =[x (t)]

Per quanto visto, il campo vettoriale tangente ha modulo 1; quindi:

t(s) = x'(s), [t(s) =1

¢ il versore tangente a C nel punto P (s). Se il parametro t & il tempo, il campo delle

velocita e il campo vettoriale:
v (t) =%(t)

cioe la derivata temporale del vettore posizione del punto mobile P. Risulta:

®) dx ds
v(t) = ——
ds dt
Cioe:
v =st (4.86)
Il modulo del campo delle velocita e:
V| = 1]

Pertanto il valore assoluto della derivata prima dell’ascissa curvilinea e la velocita scalare del
punto mobile P.

Definizione 355 Il moto di P ¢ uniforme se |v| =const.

Definizione 356 Il moto di P ¢ rettilineo ed uniforme se v = v, essendo vy un vettore
costante.

Definizione 357 Gli zeri della funzione s(t) sono gli istanti di arresto del moto.

Kk

La rappresentazione naturale di una curva regolare non ¢ definita univocamente, poiche
I’ascissa curvilinea dipende da ty e dal verso di percorrenza dell’arco di curva. D’altro canto,
la proprieta che caratterizza una rappresentazione naturale ¢ espressa dalla (4.84), onde:

Definizione 358 Una rappresentazione parametrica x = x(s) di base X, ¢ una rappre-
sentazione naturale se |x' (s)| = 1.
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Teorema 359 Se x (s) e x. (o) sono due rappresentazioni naturali, allora:
s = 40 + 59,
dove sq € una costante reale.

Dimostrazione. Passiamo dalla x (s) alla x, (o) attraverso la sostituzione di parametro
ammissibile s — o = o (s), la cui inversa ¢ s (o), onde:

dx B dx||ds ds _1
do| |ds||do do|
~ =
=1 =1
Cioe:
ds
— =211 = s=20+ 5
do
|

Osservazione 360 Per quanto visto, la velocita vettoriale di un punto materiale che per-
corre una traiettoria C = [x(t)] ¢ v (t) = % (t), onde per la condizione di regolarita si ha:
v(t) #£ 0, YVt € X. In altri termini, la velocita di una particella che percorre una curva
regolare non si annulla mas.

Esempio 361 Una particella di massa m compie un moto piano lungo la traiettoria:

o zw] (4.87)

C:x(t) = Aw? (t —to)*i+ Bsinw (t —t)j, t € [to——,tg—i-—
w w

dove w = \/k/m ¢ la pulsazione (k ¢ la costante elastica), mentre A e B sono costanti reali
positive con le dimensioni di una lunghezza. Tracciare la traiettoria descritta dalla particella.
Soluzione. La traiettoria e manifestamente regolare. La velocita é:

% (t) = 2Aw? (t —t) i+ wBcosw (t —tg)
L’accelerazione:

% (t) = 2Aw?i — W?Bsinw (t — tg) j
= 2Aw% — Wyj
k k
=2A—i— —yj
m m
La forza agente sulla particella é:

F (x) = mx =2Aki — kyj (4.88)

Vediamo dunque che la componente lungo l’asse x ¢ costante e pari a 2Ak, mentre la com-
ponente lungo l'asse y é —ky, cioé una forza elastica di richiamo. Il campo (4.88) deriva
dal potenziale V (x):
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Quindi:
ov
Deriwando rispetto a y:
A% ,
(9_y = f"(y),

e oV 1
— =k = —ky?
oy = fly) = ky

Percio:

1
V(r,y) = —24Akx + 51{:@/2

Grafichiamo la traiettoria per t € [to — Qf, to + %’T}, plottando x (t) e y(t), come riportato
nelle figure 4.34, 4.35.

4n®A

Am

2 n 2
to—— fo—= to fo+= 1‘0+77r

Figura 4.34: Andamento dell’ascissa z (t) = Aw? (t — t0)°. (Quie A =1, w = 1).

In fig. 4.36 ¢ riportata la traiettoria per t € [to — Qw—”,to + %’r} Notiamo che listante
iniziale ¢ t = tg — 2=, e in tale istante la velocita é v (to — 2%) = —4Am?w*i + wBj. Quindi,
la particella parte dal punto Py (4Am*w? 0) percorrendo la traiettoria come illustrato in fig.
4.36. Attraversa l'asse x nel punto (Am*w?,0), dopodiché giunge al tempo t = to in (0,0)
con il vettore velocita parallelo all’asse y (avendosi @ (0) = 0). Prosegue il moto, riattra-
versando ['asse x nel punto doppio (Am*w?,0), raggiungendo il punto doppio Py nell’istante
t=ty+ %” Pert € (—oo,+00), la traiettoria presenta un numero infinito di punti multipli.
Vediamo dunque che la traiettoria non € una curva semplice. Ma, in forza del teorema 31/,
la traiettoria e localmente semplice. Per mostrare cio, osserviamo che:
TNngs

Vo> =, 3ng e NN {0} | 22 <5
w w
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Figura 4.35: Andamento del’ordinata y (t) = Bsinw (t — ty).

Poniamo:
t,(d) =1y — TI'TL(; >t0—5

P0) =ty + 8 <ty 8 (6),t"(5) € (to — 0.t +6)

A tali valori corrisponde un punto multiplo. Infatti:
x(t'(8)) =x (" (0)) = Ar*n3i (4.89)

Dalla fig. 4.34 vediamo infatti che il grafico di x (t) é simmetrico rispetto alla retta t = to,
pertanto x (t) assume gli stessi valori in ty £ ™%, mentre la y (t) & i nulla. Osserviamo
tuttavia che la (4.89) non si verifica localmente. Infatti:

s

V(Se( ) fns € N\{0} | =2 <4
Cioe:
vae (0,2). B(9).¢(6) € Ls (to) = (to — b0+ 0) | x (¥ (3)) = x (' (3))
Tale risultato é consistente con il teorema 314.

Definizione 362 Un punto x (ty) € C : x = x(t) é una singolarita (o un punto singola-
re) per la curva C, se in tg non sono verificate le condizioni di regolarita. Piu precisamente:

1. x(ty) é una singolarita rimovibile se x(ty) = 0, e se esiste una sostituzione di
parametro ammissibile f (7), tale che x (f (19)) # 0, dove 79 = [~ ().

2. x(to) € una singolarita essenziale se x (t) (e/o X (t)) non é regolare in t.
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N |-

Figura 4.36: La curva in figura e la traiettoria (4.87), per t € [to — 2:”, to + %ﬂ Si notino le
orientazioni del vettore velocita, nonche la presenza di un punto doppio per t = 7w e t = 27.
(Abbiamo posto A =1, w = 1).
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Ad esempio, la rappresentazione dell’osservazione 313 ha in (0,0) una singolaritda rimo-
vibile.

Esempio 363 Una particella di massa m compie un moto piano lungo la traiettoria:

C:X(t):Au)Q(t—to)zi—l-Bsin[ ]j, tefto—Atg+A] (A>0) (4.90)

W(t—to)

dove w = \/k/m é la pulsazione (k é la costante elastica), mentre A e B sono costanti reali
positive con le dimensioni di una lunghezza.
Soluzione. Qui abbiamo:

z(t) = Aw? (t —ty)®, y(t) = Bsin [ﬁ]

La y(t) ¢ una funzione non regolare in t = to, in quanto Plim,_, f(t), dove f(t) =

sin m . Per dimostrare cio iniziamo con [’osservare che la funzione non puo essere
divergente, in quanto limitata tra —1 e +1. Esaminiamo dunque la distribuzione degli zeri e

dei punti di estremo relativo. Gli zeri di f (t) sono:

1
tr =1 — ke Z 4.91
k 0+k7rw’ € Z\{0} (4.91)

Alcuni zeri:

1 1
t=to+ —, to=ty+—)..
W

2w
1 1
t_lzto——, t_2:t0+—,...
W 2mw
I punti di massimo relativo:
t, =ty + 2 kelZ (4.92)
BT w1+ 4k) '

Enumeriamone alcuni:

ty =ty + — bmy
0 0+7TW7 tLl_tO 571; ’
I punti di minimo relativo:
t =1t —I—# kel (4.93)
B0 rw (3 + 4k) '
Enumeriamone alcunai: 5 , )
t=to+—, A0V T

) o2 e
Jrw’ Ly =t —

Dalle (4.91)-(4.92)-(4.93), vediamo che tali punti si addensano intorno a to, per cui in ogni
intorno di tale punto la funzione f(t) assume tutti i valori tra —1 e +1. Piu precisamente,
le successioni:

{tk}keZ\{o}a {t;c}kGZ7 {t/k/ keZ (4'94)
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sono convergenti per |k| — +oo. Infatti:

lim ¢, = lim ¢, = lm ¢ =t (4.95)

|k| =400 |k|—+o00 |k]—+o00

Per k — +o0o:

lim t, =ty <= <vj0(t0):(t0_‘7>t0+0)7 3”06N|k>ng)

k—+o00 = 1 € Ig (to)

kli&n t, =tg <= (VI, (to), In, e N| k>nl =t € I, (ty))
—+o00

kgrfwtg =ty < (VI, (to), In, e N |k >nl =t} € I, (t9))

Posto n, = max{n,,n.,n"}, siha:

VI, (to), I, € N| k> n, = ty, 1), 1) € 1, (to)
Ripetendo lo stesso procedimento per k — —oo, si perviene a:

VI, (to), Ine €N |k < —n, = ty, t,,t;, € 1, (to)

Da cio seque:

f(t)=0
VI, (to), 3t,t',t" € I, (to) \A{to} | f(¥')=1
f@")=-1

= (B eR |V (1), 3. (to) | t € L. (to) \A{to} = f(t) € J. (1))
:>§QZER\th_>r?f(t):l

Per quanto detto in precedenza, risulta limy_;, f (t) # £o0o. Ne concludiamo che f (t) é non
regolare in tg.

Osservazione 364 Alla stessa conclusione si perviene esequendo il cambio di variabile

Sy = & onde f(£(§)) =sing, e

lim f (1) = o sing

per cui Plimy_,,, f (t) poiche siné ¢ non regolare per || — +oo. Pit precisamente, in ogni
intorno di 400, la funzione sin& assume tutti i valori compresi tra —1 e +1. Conseguente-
mente, f(t) assume tutti i valori tra —1 e +1 in ogni intorno di ty. Osserviamo poi che sin§
compie infinite oscillazioni in ogni intorno di 0o (e di —o0). Allo stesso modo, la funzione
f (t) compie infinite oscillazioni in ogni intorno I, (ty) = (to — o,ty + o) di ampiezza che puo
essere resa arbitrartamente piccola. L’ampiezza di tali oscillazioni non si smorza, poiche la
funzione assume tutti i valori compresi tra —1 e +1.

In fig. 4.87 riportiamo il grafico di y (t).

Mostriamo ora che la traiettoria (4.90) presenta in ogni intorno di (0,0) infiniti punti
multipli. Iniziamo con l'osservare che il grafico della funzione x (t) é simmetrico rispetto alla
rettat —to =0, quindi z (t') =z (t") = t' =ty 4+, t" =t —0, essendo 6 > 0. Imponiamo:
t'et” zeri diy(t), onde:

=t ok
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-1 t‘—l ' ’t']_ t‘O' tl

Figura 4.37: Andamento diy () = Bsin (ﬁ) in [to —Stot %] Sono posizionati alcuni

zeri, nonche alcuni punti di min e max relativo. (Qui ¢ B = 1). In ogni intorno di ¢y, la
funzione assume tutti i valori compresi tra —1 e +1, per cui non converge ad alcun limite
per t — to. Non e possibile tracciare il grafico in un intorno di ¢y, poiche ivi il numero di
oscillazioni tende a +o0.
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Risulta:

() =z(t"), y(')=y (") =0
Al crescere indefinito din, gli zeri diy (t) si addensano intorno ay (t), é cio prova l'esistenza
di infiniti punti multipli in ogni intorno di tg. Per essere pit specifici, osserviamo che:

1
Vo > 0, E|7”L§€N\{O}|n5>—

Two
= t'(8),t" (0) € Is (to) = (to — 0, to +9) ,

dove: / 1 )
t'(0) = to — " t" (8) =ty + P (4.96)
In tali istanti:
A
/ _ " _ 4.
Pl 0) = o (1 (0)) = (197)

Cioe:
x(t'(6)) =x(t"(9)), cont' (§) #t"(5), t'(8),t" () € I5(ty), V6 >0

In altri termini, la funzione vettoriale x (t) non é localmente iniettiva. Cio € in accordo
con il lemma 310, poiche la rappresentazione non e regolare. In figura 4.38 € riportato il
grafico di x (t). Da qui vediamo un comportamento simile a quello dell’esempio 361, con la
differenza che la non iniettivita si verifica Yo > 0 arbitrariamente piccolo, quindi localmente.
Ricapitolando: gli istanti (4.96) sono zeri di y(t) , mentre la funzione x (t) assume ivi il
medesimo valore pari a 7r2_131(2§' FEsplicitiamo alcuni valori (che sono riportati nel grafico 4.38):

1 =ty — = A
m=1 0> )= { L T0TE = x) =x() = 5i

W " =to+ = 2
1 t/:to—ﬁ / 1" A

Siamo ora in grado di tracciare la traiettoria della particella, riportata in fig. 4.39. La
velocita della particella é:

2 : B 1 :
v (t) = 2Aw” (t — tp)i— B7RRE cos L} = to)} j (4.98)

Riferiamoci all’intervallo [to — %,to + %} Nell’istante iniziale il vettore posizione della

particella é:
(0-50) =
X|\lo—— | ==L
W s

1 2A
V(tg——) = — wi—l—BWij
W 7r

mentre la velocita é:

La particella raggiunge il punto multiplo (ﬁ, O) nell’istante to — ﬁ, quindi proseque il pro-

prio moto verso la singolarita (0,0). Qui l’andamento della velocita é ancora pit drammatico
della posizione. Infatti, dalla (4.98) vediamo che:

i (o) =0, Blim g (1

t—to
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1 1 1 1
to—— to—— to+— to+—
0 Tw 0 0 0 21w 0 Tw

Figura 4.38: Andamento di z (t) = A (t — to)*. Sull’asse delle ascisse sono riportati gli zeri

della funzione y (¢). In forza della parita, la funzione x (¢) assume ivi il medesimo valore per
ogni coppia di zeri (4.96).

231



CAPITOLO 4. TEORIA DELLE CURVE

Piu precisamente, osserviamo che y (t) é un’oscillazione sinusoidale modulata dalla funzione
—m. Pertanto, in ogni intorno di ty la funzione y (t) compie infinite oscillazioni di
ampiezza divergente. Cio implica che in ogni intorno di ty la y (t) assume tutti i valori da
—o0 a +00. Tale risultato contraddice la Relativita Speciale, per cui e valido solo nell’ambito

della cinematica non relativistica.

N | =

Figura 4.39: Andamento della traiettoria (4.90) nellintervallo di tempo [ty — ==, o + =-].

Dalle (4.97) seque che i punti multipli sono:

A
Pn <W70) 5 n:1,2,...

Q= {Pn (%,O) |n e N\{O}} ccC
Cioe ) e linsieme dei punti multipl della curva assegnata. Consideriamo ['insieme:
S ={zn [ n e N\A0}},
dove x,, = #. Abbiamo:

Too = lim x, =0
n—-+4o0o
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FEvidentemente xo, ¢ S. In corrispondenza, abbiamo:

P, = n1_1>rilooPn =(0,0) ¢ Q
Risulta:
Vs (0) = (=6,0), Jz, € SN Is (0)\ {2}

Cioé xo = 0 & punto di accumulazione per S: xo € D(S). Consequentemente, Py, & di
accumulazione per 2: Py, € D(Q). Ne concludiamo che il punto singolare Py, é di accumu-
lazione per l'insieme dei punti multipli. Dal teorema 43 seque che comunque prendiamo un
itorno di Py, troviamo in esso infinitt punti multipli. Utilizzando un linguaggio suggestivo
ma efficace, possiamo dire che in ogni intorno di Py la curva é “infinitamente intrecciata”.

L’esempio appena visto € una dimostrazione del criterio:
Criterio 365 Criterio di non-regolarita
Sia Q linsieme dei punti multipli di una curva C : x = x (t).

AP, € D(Q) NC = By é punto singolare per C

Esempio 366 Una particella compie un moto piano lungo la traiettoria:

C:x(t)y=ax)i+y(t)j, te X =[to—Atg+A] (A>0) (4.99)
dove:
2 (t) = Aw(t—to), () = { f“’ (¢ = to)sin | 7t | ifi“ (4.100)

Risulta x (t) € C° (X) = C non ¢ regolare. In particolare, la funzione y (t) risulta continua

m ty, avendosi:
limy (t) =0

t—to

Tale risultato discende dal comportamento della funzione f (t) = % = (t — to) sin [w(tito)] :

(t— t) s L | P
el T |
Cloée:

_(t_to)g(t—to)sin{ < (t—to),

=

per cut applicando il teorema dev carabinieri:

A0 =0
Notiamo che la derivata dfd—g) non e regolare in ty. Il rapporto incrementale e:
t)—J (¢ 1
fO - flto) o {1 (4.101)
t— t() w (t — to)

Per quanto visto nell’esempio 363, tale funzione é non regolare into, per cui Plim, %{(jto)

Piu precisamente, per t — tq il rapporto incrementale (4.101) oscilla indefinitamente tra —1
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e +1. Ricordiamo che (4.101) ¢é il coefficiente angolare della retta secante passante per i
punti (to,0), (¢, f(t)). Ne consegue che - per t — ty - la retta secante non tende ad alcu-
na posizione limite, ma oscilla indefinitamente tra rette t —ty e (t —tg), e quindi il grafico
di f(t) e privo di retta tangente nel punto (ty,0). Cio ha delle conseguenze cinematiche,
giacche il rapporto incrementale della funzione y (t) e:

Quindi By (ty) = (%)to = lim;_y, y(tiifo(to). La componente secondo [’asse y della velocita

oscilla (pert — to) tra —Bw e +Bw. In fig. 4.40 é riportato il grafico di y (t). Eliminando

! " » "!\ll' ! ! ! Lt
i |
th to Yoty 'y t

Figura 4.40: Andamento della funzione y (¢) espressa dalla seconda delle (4.100). II grafico
compie infinite oscillazioni intorno al punto ¢y = 0, che si smorzano per t — .

il parametro t nelle (4.100), otteniamo [’equazione cartesiana della traiettoria:
y = Prsin —,
x

dove = % e un coefficiente adimensionale. L’andamento & riportato in fig.4.41
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\/\V{\UW,,,WV/\U/\\/ \/ \ x

Figura 4.41: Traiettoria della particella nell'intervallo di tempo [t — A, tg + A].

Esempio 367 Una particella compie un moto piano lungo la traiettoria:
C:x()=a2t)i+yt)j, teR (4.102)

dove:

x@*_{_AUﬁZ’tS%

A(%) A

vy =5 (1)

essendo ty un istante di tempo assegnato; T > 0 una grandezza con le dimensioni di un
tempo (“costante di tempo” del sistema), A e B due costanti positive con le dimensioni di
una lunghezza. Determinare gli eventuali punti singolari di C.

Soluzione. Calcoliamo la derivata del vettore posizione x (t):

X () =a)it+y(t)]

Risulta:

Da cio seque che x (t) € C (R); tuttavia x (ty) = 0, per cui nel punto (0,0) potrebbe esserci
una singolarita. Per stabilire la natura di tale punto, scriviamo [’equazione cartesiana della
traiettoria. A tale scopo, eliminiamo il parametro t dalle equazioni parametriche.

t—to
T

\MM:A( ){ vt € R
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4 2
t—1t t—1t
T A T A
Quindi l’equazione cartesiana della traiettoria:

y = 6/, (4.103)

essendo [} = \%. Pertanto la traiettoria ¢ il diagramma cartesiano della funzione:

Byx, ©>0
f<x):{ﬂ\/—_x, £ <0

Cioe:

La cui derwata é:

La funzione f (x) non é derivabile in x =0, avendosi:

lim f'(z) = 400

z—07F

. b .. 1 B .. 1

lim f (z)=—-5 lim — = -2 lim — = —
x‘mm_f(x) 2 w0~ /=T a2 o0t \JE e

Da cio segue che la traiettoria presenta una cuspide in (0,0). In fig. 4.42 é riportata
la traiettoria assieme al vettore velocita. Nel punto (0,0) - corrispondente all’istante ty - la
velocita si annulla. Piu precisamente, in tale punto il vettore velocita subisce un cambiamento
istantaneo di verso, conservando la propria direzione. Per tale ragione, le cuspidi sono
denominate “punti di regresso”.

Esempio 368 Una particella compie un moto piano lungo la traiettoria:

C:x(t)=z(t)i+y(t)j, teR (4.104)
dove:
AeF, t <t
p— ’ 4.1
e ={ A (4.105)
0, t<t
y<t>_{ Ae T, t>t,

essendo ty un istante di tempo assegnato; 0< T < 2ty una grandezza con le dimensioni di un
tempo (“costante di tempo” del sistema), A e B due costanti positive con le dimensioni di
una lunghezza. Determinare gli eventuali punti singolari di C.

Soluzione. Grafichiamo innanzitutto le funzioni x (t) e y(t). A tale scopo denotiamo
rispettivamente con I'y e Ty @ diagrammi cartesiani di x (t) e y (t).

Intersezione con gli asst e segno di x (t).

Abbiamo:

z(0) = Ae 70 = (071467%) intersezione con l’'asse delle ordinate

At € (—oo,to) |z () =0
Vt € (—o0,tp), z(t) >0
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Figura 4.42: Andamento della traiettoria (4.102)
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Comportamento agli estremi.

lim z (t) = Ae=>* =07, lim z () = 0) = limz(t) =0

— +
t—ty t—td t=to

Quindi ty € un punto di discontinuita eliminabile. Definendo x (ty) = 0, seque che la funzione
x (t) risulta continua in R.

lim z(t) = Ae== = Ae® = A.-17 = A~
t——00
Pertanto la retta © — A = 0 ¢ asintoto orizzontale a sinistra per I'.
Studio della derivata prima.

i) =4 “AmapeT <t (4.106)
0, t>t

Risulta ¥t € (—o0,ty), @ (t) <0, per cui x (t) é ivi strettamente decrescente.

lim & (t) = —ATA,

t—ty
dove: .
i
A lim
t—ty (t —to)
Eseguiamo il cambio di variabile & = tfto, onde:
1 £2
A= lim =— =0~
72 et o€ 0
Percio:
lim 2 (t) =0~
t—ty

Tale comportamento implica che Ty “arriva” in (to,0) con tangente orizzontale. In altri
termani, allistante to st annulla la componente x della velocita.
Studio della derivata seconda.

i(t) = ATE 2(t—to) + 7], <t
0, t>1

Z(t) >0t € (tr, o) (4.107)
Z(t) <0<=te(—o0,ty)

dove ty = ty— 7% > 0. Dalle (4.107) seque che I'y & concavo in (ts,1o), convesso in (—oo,ty),
onde ty ¢ punto di flesso. Il flesso ¢ I (tf, :;2) All"istante ty si annulla la componente x
dell’accelerazione. L’andamento di T, é riportato in fig. 4.43.
Segno di y (t).
Abbiamo:
Vt € (to, +00), y(t) >0
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| | t
t, to

Figura 4.43: Diagramma cartesiano della funzione x (¢) (4.105))
Comportamento agli estremi.

lim y (t) = Ae™> =0, lim y(t) = 0) = limy(t) =0

t—td t—ty t=to

Quindi ty € un punto di discontinuita eliminabile. Definendo y (to) = 0, seque che la funzione
y (t) risulta continua in R.

lim y(t)=Ae 7= =A™ = A" =A- 1" = A"

t—-+o0

Pertanto la retta v — A = 0 ¢ asintoto orizzontale a destra per I',,.
Studio della derivata prima.

, 0, t <t
=9 4z t>to

(t—to)? )

Risulta Vt € (ty, +00), ¥ (t) >0, per cui y(t) é ivi strettamente crescente.

lim g (t) = AT,

t—td
dove: .
“iig
Ae lim S0
t—ts (t — to)
Eseguiamo il cambio di variabile & = g onde:
1 £2
A=— lim = =0+
T2 ¢to0 €8
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Percio:
lim g (t) = 0"
=ty
Tale comportamento implica che T, “parte” da (ty,0) con tangente orizzontale. In altri
termini, all’istante ty si annulla la componente y della velocita.
Studio della derivata seconda.

% S (4.108)
y(t) = e 4.108
m[Q(t—to)‘FT], t>t0
ij(t)>0<=te (tot}) (4.109)

j(t) <0<=te (t},+o0)

dovety = to+35 > ty. Dalle (4.107) seque che Ty & concavo in (to,t’f), coNnvesso in (t’f, +oo),
onde t; ¢ punto di flesso. Il flesso e F’ (t’f, e%) All’istante t; si annulla la componente y
dell’accelerazione. L’andamento di Ty, € riportato in fig. 4.44. in fig. 4.45 riportiamo

X

F/

1/ | t
fo ty!

Figura 4.44: Diagramma cartesiano della funzione y (¢) (4.105))

Uandamento di I'y e I'y.Dalle (4.106)-(4.108) seque che % (ty) = 0, onde (0,0) & punto
singolare per C. Mostriamo che si tratta di un punto angoloso. Al tempot = —oo la posizione
della particella ¢ (A,0). Al crescere del parametro t, l’ascissa diminuisce mentre ['ordinata
y e identicamente nulla, fino all’istante to. In tale istante, la x si annulla identicamente,
mentre la y inizia una salita esponenziale fino a raggiungere asintoticamente il valore A.
Quindi a t = +o0o la particella occupa la posizione (0, A). Ne concludiamo che C = X UY,
dove:

X
Y

{(z,y) eR|A>2 >0, y=0}
{(z,y) eR|2x =0, 0<y <A}
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o

X=X(t)

totot,

Figura 4.45: Diagramma cartesiano delle funzioni x (¢) e y (t) (4.105))

Cioé la traiettoria ¢ l'unione del segmento dell’asse x di estremi 0 e A, e del segmento
dell’asse y di estremi 0 e A. Quindi (0,0) é un punto angoloso. La traiettoria é riportata in
fig. 4.46. Si noti che la particella impiega un tempo infinito per percorrere C.

4.6 Esercizi

Esercizio 369 Assegnata la rappresentazione parametrica di base X = [—2m,2mw|:
C . Lt
x (t) = (1 +cost)i+sintj+ 2sin §k,

verificare che x (t) & regolare. Verificare poi che la curva regolare C = [x (t)] € l'intersezione
della sfera di raggio R = 2 centrata nell’origine con il cilindro (x — 1)2 +y? =1.

Soluzione. ;
x'(t) = (1 +sint)i+ costj + cos §k
Clioé: ;
' (t) = 1+sint, y' (t) = cost, 2’ (t) = cos 2
onde:

2 (0 +y (07 + 2 (1) #0 =X (t) £ 0

FEssendo poi x (t) € C* (X)), seque che x (t) & regolare.
Ora sostituiamo le:

t
z(t) =1+ cost, y(t) =sint, z(t) = 231115 (4.110)

241



CAPITOLO 4. TEORIA DELLE CURVE

Figura 4.46: Traiettoria 4.104
nell’equazione x° + y? + 22 = 4:
2 .2 9l
1+ 2cost 4 cos“t +sin“t + 4sin 3

t t
:2+2<1—2sin2§) —|—4sin§:4

Choe:
(1 +y () + 2 () =4,
per cui C giace sulla sfera x* +y* + 22 = 4. Procediamo in modo analogo per il cilindro:
E (t)? — 1}2 +y(t)” =cos’t +sin’t =1
Alternativamente si risolve il sistemas:

2+t + 22 =4
(-1 +y2=1"

ottenendo:
2r + 22 =4,

che l'equazione cartesiana della curva assegnata. Infatti, sostituendo le (4.110):

t t
2x2+22:2+2<1—251n2§) +4sin§:4
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Esercizio 370 Consideriamo la curva piana di equazione polare®:

r=2sinptanyp, e X = <—E, E)
2°2
Determinare una rappresentazione parametrica di tale curva.
Soluzione. Scriviamo le equazioni di passaggio dalle coordinate polari alle coordinate
cartesiane nel piano.
T=Tcosp, y=rsne

Quinda:
.
A 2sin g e _ 2sin? o
coS ¢ CoS ¢
si
Yy = 2sin ¢ wsingpzZsin%&tangp
coS ¢

Abbiamo quindi ottenuto le equazioni parametriche:

xr = 2sin®p
y = 2sin® g tan ¢

Percio la rappresentazione parametrica richiesta é:
x (¢) = 2sin? pi + 2sin® @ tan pj
La derwata prima eé:
x' (@) = 2sin 2¢pi + 2 (sin 2p tan ¢ + tan® ¢) j
La rappresentazione parametrica non & regolare in X, poiche x' (0) = 0.

Esercizio 371 Trovare una rappresentazione parametrica della curva intersezione del cilin-
dro circolare retto ¥ : 2% + y? = a® con il piano o :x +y+ 2z = 1.
Soluzione. Scriviamo:

r=acosy, y=asiny, per p € X = |0, 27]

Quindi
z=1—x—y=1—a(cosp +sinyp)

Abbiamo cosi ottenuto la rappresentazione parametrica di C = X N a:
X () = acospi+ asinpj + [1 — a(cos p + sin )] k,
che ¢ manifestamente regolare.
Esercizio 372 Consideriamo la rappresentazione parametrica regolare di base X = [0, 1]:

x (1) =t + % + t°k

2Tale curva ¢ denominata cissoide di Diocle.

243



CAPITOLO 4. TEORIA DELLE CURVE

Verificare che la sostituzione:

7_2

f(r) Te€Y =(0,400) (4.111)

:7'2+1’

¢ una sostituzione di parametro ammassibile.
Soluzione. Calcoliamo la derivata prima:

27 (12 4+ 1) — 273
(T2 +1)°
2T

(T2 +1)°

f(r) =

Risulta:
f(r)>0,VreY

Manifestamente f € C* (Y). Ne concludiamo che la (4.111) ¢ una sostituzione di parametro
ammissibile.

Inoltre:
fY) =101 =X,

giacche:

[O)=0e¢ lim f(r)=1
Quindi x (t) ~ X, (T).

L’inversa della f (1) é:
t
)= t 1

FH) =y e 1)

La derwata prima:
1 1 1—1t

fmw= S )y EETED

per cui f71(t) ¢ una sostituzione di parametro ammissibile in X' = (0,1).
Esercizio 373 Assegnata la rappresentazione parametrica regolare di base X = [—m, 7]:
x (¢) = R (cos i + sin ¢j) ,

esequire la sostituzione di parametro o — t = tan f.
Soluzione. Dalle formule di bisezione:

s l+cosp
cos” — = ——
2 2 ’
da cui:
cosp = 2(3052% -1, (4.112)
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quindi:

cosg = 2 cos” g — (4.113)

Sostituendo la (4.113) nella (4.112), otteniamo:

4 P 2 P

cos p = 8 cos Z—Scos 5—1—1 (4.114)
Rammentiamo la relazione notevole:
cos® x = _
1+ tan®z
Percio: ) )
cos2 ¥ — , 12 _ —_—
4 142 4 (1+2)?
che sostituita nella (4.114):
th—6t2 + 1
cos p = ——z (4.115)
(1+12)
Per il seno:
th— 612+ 177
sinp =4/1— {—2} (4.116)
(1412)
R AGESY
(1+1¢2)°
Abbiamo cosi ottenuto la rappresentazione parametrica in funzione del parametro t:
th—6t2+1, 4t(t*—1
x (1) :R[ 1, A 2>j] (4.117)
(1+1¢2) (14 t2)
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Capitolo 5

Misura degli insiemi limitati

5.0.1 Misura di un intervallo chiuso in R"

Definizione 374 Assegnati i punti A(ay,as,...,a,) € R™, B (b1, bs,...,b,) € R™ tali che
ar < by (k=1,2,....n), dicesi intervallo chiuso di estremi A, B, l'insieme di punti:

R={(xy,z9,...;mp) €ER" |ap < xp < b (k=1,2,...,n)} (5.1)
= [al,bl] X [ag,bg] X ... X [an,bn]

Osservazione 375 a;, = b, = R = {A} = {B}, cioe l'insieme (5.1) si riduce a un punto.
In questa sezione consideriamo ay < by in modo da escludere tale caso banale.

Per n = 1, R ¢ il segmento di estremi A (a;), B (b1), cioe R = [a1,b1]; per n = 2 ¢ il
rettangolo [a1, by X [ag, bs] (fig: 5.1); per n = 3 ¢ il parallerepipedo
[a1,b1] X [ag,be] X [as,bs]. Nel caso n = 2 la misura di R, i.e la sua area, ¢ misR =

y

a b,

a

Figura 5.1: L’insieme 5.1 nel caso n = 2.

(by — a1) (by — ay). Tale espressione si generalizza immediatamente a ogni n:

misR = ﬁ (b, — ag), Vn € N\ {0} (5.2)
k=1
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Senza perdita di generalita, consideriamo il caso n = 2. Per semplicita di notazione,
scriviamo:

R = [a,b] x [¢,d],

cioé I'intervallo chiuso di estremi A (a,c), B (b,d). Eseguiamo una decomposizione di [a, b].
Precisamente, presi p+ 1 punti (p € N\ {0, 1}):

a=2x0 <21 <...<Tp1 <Tp=">,
risulta:

U Th, l’h+1
h=0

([L‘h,[L‘h+1) M [{Eh/ {Eh/+1] @7 h h/ S Nx, h 7é h/

dove N, = {0,1,...,p— 1}. Indichiamo con d,; = 11 — x, > 0 ampiezza dell’h-esimo
intervallo [z, zj,41]. Il numero reale positivo:

A, = max {5I7k}k€/\/x

¢ ampiezza della decomposizione. Denotiamo tale decomposizione con il simbolo D,, ([a, b] , A;)
come illustrato in fig. 5.2.Eseguiamo ora una decomposizione dell’intervallo [c, d] dell’asse y.

| | | | | | 1 X

_ X, b=x
a=x, Xx; X, X3 Xy h-1 P

Figura 5.2: Decomposizione D ([a, b] , A,).

Precisamente:
c=Yo <Y1 <Y< ... <Ygu1 <Yg=d
Quindi:
q—1
[c,d] = U [Tk Thoy1]
h=0

(T, Tpyr) N [Thr, T ] = 0, VEE € Ny, k# K

dove N, el {0,1,...,g — 1}. Posto 0, = yr+1 — Yk, 'ampiezza della partizione ¢ A, =
max {0y}, - Denotiamo la decomposizione con il simbolo Dy ([a, 0], A,).

Eseguite le decomposizioni D, ([a, b],A;), Dy ([a,b], A,), restano univocamente definiti
gli intervalli chiusi di R?, ciascuno dei quali ¢ denominato intervallo parziale:

th - [$h7$h+1] X [yk>yk+1]7 (ha k) € N:c X Ny

Risulta:

p—1g—1

R=JUJRum (5.3)

h=0k=0

Ruw N Ry =0, Y (b k) # (W, K)
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y
d=y; |- — —
Ry, Ry,
Vi = - -
Ros Ry;
Vi|= = —
Ry, R
Vij—m — —
Ry, Ry
e=v[ T T
S | I | )
)
| I I ) ) I |
) )
| ] | | | | ) X
a=x X X2 X3 X4 Xs X5 b=x;

Figura 5.3: Decomposizione coordinata dell’intervallo chiuso R.

Le (5.3) rappresentano una decomposizione coordinata dell’intervallo chiuso R e la in-
dichiamo con D (R, A,,A,) (fig. 5.3). E chiaro che VP € R, 3 (h,k) € Nu x N, | P €
Ry,;..Dalla

misRy, = ($h+1 - Z7L> (yk—l—l - yk) )

segue
p—1qg—1

misR = ZZmisth

h=0k=0

Tali conclusioni si generalizzano immediatamente a R, Vn € N\ {0}. Nel caso generale,
Iintervallo chiuso R e:
R = [al,bl] X [ag,bg] X ... X [an,bn]

Si tratta dunque di eseguire una decomposizione dei singoli intervalli componenti. Precisa-
mente:
’sz. ([ai,bi],Am), 1= 1,2,...,77,

Risulta, con ovvio significato dei simboli:

pi—1
[ai;bi] = U [xhivmhi+1:|

h;=0

Quindi poniamo:

Rhth.”hn = I::Ch17xh1+1j| X [xh27xh2+l} X ... X [whn,xhnﬂ}
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Cio implica:

p1—1p2—1 pnp—1

R = U U U Rhihg..hn

h1=0ho=0  hy,=0
. . o
Rishyohy N Bigpgo, =0, hi#Fhi (i=1,2,...,n)

ovvero una decomposizione coordinata D (R, A,,, ..., A, ) dell’intervallo R di R"”. La misura
di R e:

p1—1lp2—1 pp—1

misR = Z Z ZmisRhth...hn,

h1=0h2=0 hp=0

essendo:
n

misRp,py..h, = H (Thi+1 — Tn,)

i=1

5.0.2 Misura di un insieme limitato secondo Jordan

Sia A un insieme limitato di R?. Indichiamo con R un qualunque intervallo chiuso contenente
A. Eseguita una decomposizione coordinata D (R, A,, A,) di R si ha:

ACR:>E|th|thﬂA#@

In altri termini, comunque eseguiamo una decomposizione coordinata di R necessariamente
esistono intervalli parziali contenenti punti di A, come illustrato in fig. 5.4 .Indichiamo con

d=y, |- — —

Vi |l— = = —

V= — =

:/
"~

8 |- - - =

=x, X; X, X3 Xy X5 X b=x;

Figura 5.4: Intervalli del tipo RY.

250



CAPITOLO 5. MISURA DEGLI INSIEMI LIMITATI

E" Vinsieme di tali intervalli parziali:
E" = {th ‘ th NnNA 7é (Z)} CR (54)

Per quanto detto ¢ E” # (), onde in (5.4) € h = Amim, -y Bmaxs & = Kminy -, Kmax. Per non
appesantire la notazione indichiamo con R/ gli elementi dell’insieme E”, per cui:

E"={R|,Ry,...,R'}, n>1
Consideriamo ora il sottoinsieme E’ C E” tale che:
B = {R; IR C A}, ie{1,2,..,m} (5.5)
Cioe, gli elementi di E” sono tutti e soli gli intervalli parziali costituiti da punti interni di

A. A differenza di E” che ¢ sempre non vuoto, puo verificarsi £/ = (). Nell’esempio di fig.
5.5, E' ¢ composto da 5 elementi. Anche qui per non appesantire la notazione, indichiamo

d=y; = — —

I —

Ros Ry,

V2= = =

=

8 = - - =

Figura 5.5: Intervalli parziali del tipo R.
con R} gli elementi di E":
E'={R,R,,..R.}, m>1 (5.6)
risultando:
E=0+R;=0

Evidentemente:

U e ac U o
j=1 i=1
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Poniamo: . .
S = ZmisR;/, S = ZmisR} (5.8)
i=1 j=1

La (5.7) implica S” > S".

Osservazione 376 F' = () = S’ = Zmz’s@ =0, poiche ¢ per definizione mis() = 0.
j=1

Per quanto riguarda la misura di A, ci aspettiamo che essa soddisfi la doppia disugua-
glianza:
S' < misA < 8" (5.9)
Notiamo che le somme (5.8) dipendono da D (R, A,,A,). Indichiamo allora con {S"}, e
{5} p, gli insieme dei valori assunti da S”,S" al variare della decomposizione. Poniamo:

o' =if{S'},, 0" =mnf{5"},

Risulta ¢’,0” > 0. ¢’ ¢ la misura interna di A e si indica con mis; A, mentre ¢” ¢ la misura
esterna di A e si indica con mis.A. Senza perdita di generalita, consideriamo decomposizioni
con A, = A, = A. Osserviamo dunque che S” e S” dipendono univocamente da D, ma non
univocamente da A, poiche per un assegnato valore di A, esistono infinite decomposizioni
con la stessa ampiezza. In altri termini, le

S": (0, 400) — [0, +00)
A—S'(A)

S" (0, 4+00) — [0, +00)
A—S"(A)

sono funzioni a infiniti valori. Tuttavia, nulla c¢i impedisce di studiare il comportamento
di tali funzioni per A — 0. Invero, sussistono i seguenti teoremi, di cui omettiamo la
dimostrazione:

Teorema 377
o = lim S’ (A), o’ = lim §” (A)

A—0 A—0

Teorema 378
VA limitato, mis,A = mis; A+ mis.0A (5.10)

Teorema 379 o' = mis;A, 0" = mis.A sono indipendenti da R .

Definizione 380
A ¢ misurabile <= mis,A = mis;A

Se A ¢ misurabile, si pone misA = mis; A = mis.A. Dalla (5.10) discende il corollario:

Corollario 381
A ¢ misurabile <= mis.0A =0
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Proposizione 382 Sia A misurabile

misAz{ :8: szig (5.11)
Dimostrazione. Per ipotesi A € misurabile, donde:
misA = mis; A = mis A
D’altro canto:
mis;A =o' =inf{S'},,
essendo S’ = imisR; , con R C A, per cui:
j=1
A#£0= 3ID(R,A) | E' #0
— 5" > 0= inf {5}, >0,
donde la seconda delle (5.11). Viceversa:
A=0=VD(R,A), E' =0
—= VD (R,A), 5" =0= {5}, = {0}, inf {S"}, =inf {0} =0
|
Corollario 383 Se A ¢ un insieme limitato, si ha:
misA={ 20 047l (5.12)

Esempio 384 Assegnato l'intervallo chiuso R = [a,b] X [c,d], sia A il sottoinsieme di R i
cui punti hanno coordinate razionali. Quindi:

A={(z,y) e Rz €QnNla,b],yecQnlcd|}

Esequiamo una decomposizione coordinata:

p—1lg—1

D(R,A)) r={JUBw

. . h=0k=0
Ry O R = 0,V (h k) # (WK

Senza perdita di generalita supponiamo che i singoli intervalli [z, Tpia], [Yk, Yrs1] siano di
ampiezza uguale, cosicche A = xpy1 — xp = Yrr1 — Yp. Osserviamo che preso ad arbitrio
e >0, risulta:

VAG(O,e),ngQ]O<£<A
onde:

B rh+ T, sex, €Q
3x€@|x—{ [zp] + %, sexp € RNQ
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Da cio seque che:

vD (Ra A) ’ dr € Q N [xhu xh—l—l]

In maniera analoga per y. In definitiva:
VD(R,A) s El(x,y) € AN Ry

Cio implica E" = { Rni}y, e, N, In altri termini, ogni intervallo parziale Ry € un elemento
di E". Pertanto:

p—1q—1
S = ZZmisth = misR
h=0 k=0
=(b—a)(d—c)

La misura esterna é:

o’ = ELI%)S” (A)=(b—a)(d—c)

Cioe:
miseA = misR

Per la misura interna, osserviamo che:

VR, 3(7,y) € R | . € RNQ, y € R\Q
:>Vth, thgA:EIZQimZSZA:O

Ne concludiamo che A é un insieme non misurabile. Precisamente, é di misura esterna non
nulla e di misura interna nulla. Alla stessa conclusione si perviene applicando il corollario
383. Iniziamo con il provare che A ¢ privo di punti interni. Ricordiamo che

Py ¢ interno <= 3C5 (FPy,0) | Cs (Py,0) N A C A,

essendo Cs (Py,0) = (z — x0)” + (y — yo)” < 0%, cioé un dominio circolare centrato in Py e
di raggio 6.

m T
PO(x07y0)€A:>x0:_7 Yo = —, COnm,TL,T,SEN, T’,S%O
n S

E evidente che:
36>0|C5(Py,5)NACA

In altri termini A = () = mis; A = 0.
Prima di illustrare un secondo esempio, elenchiamo alcune proprieta notevoli della misura.

1. A e B misurabili con A C B = misA < misB

n
2. Se Ay, A, ..., A, sono misurabili, allora I'insieme UAk e misurabile, risultando:
k=1

mis| Ay <) misA, (5.13)
k=1 k=1

Tale relazione esprime la proprieta di isotonia.
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3. Ay, Ag, ..., A, misurabili e tali che:
Vk = ]{3/, Ak N Ak/ 7é @ — TTLZSLth€ = Zm@sAk (514)
k=1 k=1

Tale relazione esprime la proprieta additiva della misura.

Esempio 385 Sia f : [a,b] — R, e ivi continua e non negativa. Proponiamoci di verificare
la misurabilita dell’insieme di punti di R?:

Riy={(z,y) eR*|a<z<b0<y< f(2)} (5.15)

Come é noto, l'insieme limitato (5.15) ¢ il rettangoloide relativo a f (x) e di base [a,b]. Tale
insieme € misurabile se e solo se mis,ORy = 0. Iniziamo con l’osservare che:

ORf=[a,b] URTUR, ULy
essendo:

(z,y) eR* [z =0a,0<y < f(a)}
(z,y) ER* |z =0,0<y < f(b)},

s
[\
I
Vot W andenY

mentre I'y é il grafico di f (x), cioé Uinsieme limitato:
Ip={(z,9) eR*|a<z<b y=f(r)}

Inoltre, [a,b], R1, Ra € I'y, sono a due a due privi di punti interni comuni, onde per la

(5.14):
mis.OR ¢ = mise [a, b] + mis, Ry + mis.Rq + mis.L'y

Stiamo considerando la misura in R?, per cui mis, [a,b] = mis. Ry = mis.Ro = 0. Quindi:
mis.OR ¢ = mis.l'y

Per determinare mis.I'y esequiamo la decomposizione:

D((a,1),4) .8 = Ulow 2] (5.16)
(Ik,IL’k_H) N (CL‘k/, xk/+1) - @, S N - {0, 1, no— 1}\{]€,}

La funzione f & continua in ogni intervallo chiuso e limitato [Ty, Txi1], per cui é ivi dotata
di estremi assoluti. Poniamo dunque:

mp = min f, M= max f
[zr,Tx41] [zr,Trt1]

Consideriamo i rettangoli:

Tk = @k, Trga] ¥ [0, my]

e = [k, Tria] X [mg, My,
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/
r's
r'y 3
r \
r's

Iy

M, -

I3

my| -

a=x, x; X, X3 Xy X5 b=xy

Figura 5.6: Costruzione dei rettangoli ry e ry.

eventualmente degeneri, ossia ridotti a un segmento parallelo all’asse x e di lunghezza /.
Precisamente, i, ¢ degenere se e solo se my, = 0, mentre 1}, é degenere se e solo se My = my,.

Dalla fig. 5.6 vediamo che
n—1
Ff - U’/‘;
k=0

Per le proprieta della misura viste in precedenza, si ha:

n—1
mise Iy < mis U ),
k=0

Osservando che Yk # K, 7.0, =0, per la (5.13):

n—1

n—1
misLJr;g = E Miser),
k=0 k=0

Sussiste dunque la sequente doppia disuguaglianza:

n—1

0 <mis.I'y < Zmiser; (5.17)
k=0

3
-

(@pr1 — @) (M — my,)

S x>
Il

0
1

n—1
My (Tps1 — o1) — ka (T — 1)
k=0

B
Il

0
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La (5.17) é valida per ogni decomposizione D ([a,b], ), cioé per ogni A. Eseguiamo nella
(5.17) il limite per A — 0:

n—1 n—1
0 < lim mis. 'y < i M — — li — 5.18
= el f > A{%Z g (Thp1 — o) Alg% ka (Thy1 — T) ( )
k=0 k=0
n—1 n—1
mis.I' & manifestamente indipendente da A, mentre ZMk (Tpr1 — ) € ka (Tpr1 — xp)
k=0 k=0
sono due somme integrali relative alla funzione f, onde:
n—1 n—1
li M — =1 —
Jimy ; b (Trg1 — xp) Jimy ;mk (T — 7

b

—/f(:c)dx

a

Sostituendo nella doppia disuguaglianza (5.18):
0 <mis.I'y <0 <= mis Iy

Ne concludiamo che mis.0ORy = 0, per cui Ry & misurabile. Per ricavare misRy, osserviamo
che:

n—1 n—1
U’f’k ng Q U (T’kUT;)
k=0 k=0
Per la (5.13) si ha:
n—1 n—1
> mp (w1 — x) S misRy <Y My (g1 — 23)
k=0 k=0

Esequendo il limite per A — 0:

b b b
/f (x)dr <misRy < /f () dr <= misR; = /f (x)dx,
che ¢ un noto risultato del calcolo integrale in R*.

5.0.3 Domini notevoli di R?

Sia [a,b] C R un intervallo chiuso illimitato. Siano assegnate le funzioni:

fl:[a,b] — R
fo:la,b) — R

Per ipotesi fi e fo sono continue e tali che:

fi(@) < fa(x), Vo€ la,b]
filx)=fo(x) <=z =a(e/ox=0D)

Cio premesso, sussiste la seguente definizione:
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Ay

y=fa(x)

y=fitx)

Figura 5.7: D & un dominio normale rispetto all’asse z

Definizione 386 Dicesi dominio normale rispetto all’asse x, l'insieme dei punti (fig.
5.7):
D={(z,y) eR* |a<a<b, fi(z) <y< fola)}

In maniera simile si definisce un dominio normale rispetto all’asse y (fig. 5.8):

D={(z,y) eR?[ g1 (y) <z <g2(y), c<y<c},

essendo

funzioni continue e tali che:

g1 (y) S g2 (y)7 Vy S [Cu d}
G (y)=g2(y) = y=c(efoy=d)

Riguardo la misura di un dominio normale, sussiste il teorema seguente, di cui omettiamo
la dimostrazione:

Teorema 387 Se D é un dominio normale rispetto all’asse x:

D={(z,y) eR’|a<z<b, fi(z) <y< fo(a)},

D ¢ misurabile e la sua misura é:
b
misD = [ [f2(@) = fy (@) do

258



CAPITOLO 5. MISURA DEGLI INSIEMI LIMITATI

A)’

x=g,(v) 4
X=g:(,

Figura 5.8: D & un dominio normale rispetto all’asse .

Se D ¢ un dominio normale rispetto all’asse y:

D={(z,y) eR*|gi(y) <a<g(y), c<y<c},

D ¢ misurabile e la sua misura é:
b
misD = / [92 () — g1 (v)] dy

Esempio 388 Consideriamo un settore circolare S di raggio R e angolo al centro o € (O, g)
(fig. 5.9).Vediamo subito che D = Dy U Dy, dove Dy ¢ un triangolo di base Rcosa e altezza
Rsina, mentre Do ¢ il rettangoloide relativo alla funzione continua f(x) = VR?> — 2% e di
base [Rcosa, R]. Da cio seque che D & un insieme misurabile. Inoltre, risulta DN Dy =0,

onde per la proprieta additiva della misura:

misD = misDy + misDs
1l calcolo di misDy é immediato:

misDy = %RQ sin ae cos a

Passiamo a misDsy:

R R
misDy = / f(z)dz = / VR —x%dx
Rcosa Rcos«

=F(R) — F(Rcosa)

essendo:

F@:/ﬂ@@:/%ﬁfﬁm

259



CAPITOLO 5. MISURA DEGLI INSIEMI LIMITATI

Ay

Figura 5.9: Il settore circolare S € un dominio che puo essere decomposto in due domini
misurabili.

Eseguiamo il cambio di variabile x — t tale che v = Rsint, per cui:

2
F(t)= RZ/COS2 tdt = %/(COS22€+ 1)dt

R2
= 751ntcost+t+0

Ripristinando la variabile x:

T R? .
F(z) = -VR? — 224+ — arcsin —
2 2 R
Quindi:
R*nr  R? R?

misDy = Ry sin v cos o — o arcsin (cos «)

Esplicititamo ["ultimo termine del secondo membro:

. (T . . . (T
cos o = sin <§ — a) — arcsin (cos a) = arcsin [sm <§ — aﬂ
s
=—-—«
2
Sostituendo:
<D R’r R? . R? <7r )
misDy = — — —sinacosa — — | = — «
T4 2 2 \2
Finalmente:
, Lo . R 1,
misD = §R sinocos o — —-sinacos o + §R a (5.19)
1
= Z_R?
gt

come ¢ ben noto dalla Geometria.
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Il risultato precedente si generalizza, introducendo la nozione di settore piano. Passiamo
innanzitutto dalle coordinate cartesiane (z,y) alle coordinate polari (r, ¢). Supponiamo che
@ € [a, ] con 0 < a < f < a+27. Quindi consideriamo la funzione continua e non negativa:

fila,f] — R (5.20)

Il Tuogo dei punti:
Cr={(rnp)eR’|r=f(p),a<p<p},
¢ il diagramma polare della funzione (5.20).
Definizione 389 Dicesi settore piano relativo alla funzione f(y) e di base [a, ff],

il dominio:
D={(r,p) eR*|0<r<f(p), a<p<p} (5.21)

come illustrato in fig. 5.10.

Ay

D r=f(v)

Figura 5.10: Settore piano relativo a f () e di base [a, f].
Sussiste il teorema seguente (di cui omettiamo la dimostrazione):

Teorema 390 Il settore piano (5.21) é misurabile. La sua misura é:

misD = / F (o) dy (5.22)

[0}
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Osservazione 391 Da tale teorema seque immediatamente la (5.19). Infatti, il settore cir-
colare di raggio R e di angolo al centro o, é un caso speciale di settore piano. Piu precisa-
mente, ¢ il settore piano relativo alla funzione costante f (@) = R e di base [0,a|, onde la
(5.22) porge:

1 (0% R2 (0%
sD =~ [ R?dp=— [ d
mis 2/ 2 5 2
0 0
R2
= —«
2

o piu in generale:

Kk

In precedenza abbiamo introdotto la nozione di dominio normale. Generalizziamo tale
nozione alle coordinate polari. Precisamente, siano assegnate due funzioni':

fi:lo, Bl — R
f2 . [C(?B] —>R7

continue e non negative in |a, 3] e tali che:

VSD € [Oé,ﬂ], fl (90) S f2 (90)
fi(p) = falp) = p=a(e/op=7),

si definisce dominio polarmente normale relativo alle due funzioni f; (), f2 () e di
base [a, (], I'insieme dei punti (fig. 5.11):

D={(rp) R’ |a<p<p fi(p) <r<falp)} (5.23)
Cio premesso, sussite il seguente teorema (di cui tralasciamo la dimostrazione):

Teorema 392 Il dominio polarmente normale (5.23) ¢ misurabile, risultando:

B
misD =3 [ [ (0 = H@)]d e

«

5.1 Funzioni di dominio
Sia ¥ l'insieme dei domini limitati e misurabili di R":
Y ={T C R" | T dominio limitato e misurabile} (5.24)

Osservazione 393 () € X, poiché O ¢ per definizione misurabile con misura nulla.

lQuie0<a<B<a+2n.
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p=p

D r=f>(p)
r=fi(p)

p=a
Figura 5.11: Dominio polarmente normale relativo a fi (¢), fi (¢) e di base [«, 5].

Definizione 394 Assegnata una proprieta P, dicesi famiglia di domini che verificano
la proprieta P, il sottoinsieme non vuoto di 3. :

O ={T e X | T verifica P} (5.25)

Esempio 395 In R? la proprieta P puo essere la normalita dei domini rispetto all’asse x.
In tal caso, ® ¢ la famiglia dei domini di R? normali rispetto all’asse x:

® = {[a,b] x [f1 (), f2(x)], Va < b, Vi : [a,0] = R con fi (x) < fo(2)}

Definizione 396 Data una qualunque famiglia ® C X, dicesi funzione di dominio una
legge che ad ogni dominio T' € ® associa un numero reale:

F: & >R (5.26)
T—u, VTP
Esempio 397 F (T) S misT ¢ una funzione di dominio definita in ® = X, cioé nella

famiglia dei domaini limitati e misurabili di R™. Quindi:

F: Y -—R (5.27)

T—smisT, VTeX
Esempio 398 Assegnato l'intervallo X C R, X # (), si consideri la famiglia:
¢ ={T=la,b] |a,be X, a<b} (5.28)

Cioe ® ¢ la famiglia degli intervalli chiusi e limitati contenuti in un assegnato intervallo
(limitato o illimitato) di R. Sia:
f: X —R
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continua in X . Risulta:
b
VT = [a,b] € ®, /f(x)dx:/f(x)dxdéfF(T)
T

Abbiamo quindi definito la funzione di dominio F' che a ogni dominio di ® associa il numero

reale [, f (x)dz.

5.2 Famiglia infinitesimale

Sia ® una famiglia di domini limitati e misurabili di R™. Indichiamo con D (7T,A), una
decomposizione di T" € ® avente ampiezza A. Quindi:

D(T,A) =

N-1
T = kLJOTk, con 1, € ¢ (5.29)

fk N fk/?gk = (Z)
L’ampiezza A é:

A =g

Qui ¢ O “ diamT;, = sup{d (P, Q) | P,Q € T}, dove d(P,Q) ¢ la distanza tra i punti P e
(), mentre N {0,1,2,..., N — 1}, essendo N € N\ {0, 1}.

Osservazione 399 Non bisogna confondere D (T, A) con una decomposizione coordinata di
un intervallo chiuso R di R™, come esposto in § 5.0.1.

Definizione 400 La famiglia ® e infinitesimale se:
VT € ®,Ve>0,3D(T,A)|VkeN, o, <e

Consideriamo un intervallo X # () di R. Resta definita la famiglia di domini limitati e
misurabili:

O ={T=1a,b]|a,be X, a<b} (5.30)
Abbiamo: VT = [a,b] € ®, Tz, x1,...,axy ET conxg =a < x; < ... < xy_1 < xy = b, onde:

N-1

la,b] = kL:JO [Tk, Tesa],  con [zg, Tppa] € P (5.31)

(fEk,:L‘k_;,_l) N (Ik/,l‘kq_l) = @, Vk # K

Le (5.31) definiscono una decomposizione D (T, A) con A = maxgep {0 = 41 — 2} > 0.
La famiglia (5.30) e infinitesimale, poiche:

Ve >0,ID(T,A<e) |VEkeN, <A<e
In termini intuitivi, una famiglia di domini ® e infinitesimale se ogni suo dominio puo essere

decomposto in un numero infinito di domini di diametro infinitesimo.

264



CAPITOLO 5. MISURA DEGLI INSIEMI LIMITATI

Osservazione 401 Nella (5.530) avremmo potuto porre a < b, come abbiamo fatto nella
(5.28). In tal caso, per a = b, ogni decomposizione é degenere. Infalti, risulta: x = a = b,

Vk. Quindi Yk, 6y =0 = A = 0.

Esempio 402 Nello spazio euclideo R?, consideriamo la famiglia dei domini rettangolari
(i.e. intervalli chiusi):

O ={T =a,b] x[c,d] | a,b,c,d € R, a < b, c <d} (5.32)
Preso arbitrariamente T = |a,b] X [c,d] € ®, esequiamo una decomposizione coordinata:

p—1g—1

DT, A, A,) = T= hL:JOkL;JOThk; T €@

T O Ty = 0, ¥ (b, k), (W, K) € Ny x N, (h, k) # (W, k)

Qui € Th, = [xh, Thi1] X [Yks Ykt1]. Ricordiamo che A, = max {6, = xps1 — Tn}, Ay =
max {0y = Yk+1 — Yi}- Il diametro di Ty, é:

Onk = (/02 + 02
Posto A, = max {A,, Ay}, si ha:
6hk S \/ A:% +A§ S A*\/§7

NG

Da cio seque che la famiglia (5.32) é infinitesimale.

per cui:

Ve >0, 3D (T,A*< ) |V (h,k) € Ny x Ny, 6 < AV2 < &

Esempio 403 Nello spazio euclideo R?, consideriamo il dominio circolare di raggio R cen-
trato in Py (xq,yo):

Tp = {(z,y) €R* | (x — 20)* + (y — w0)* < R} (5.33)
Resta cosi definita la famiglia:
®={Tr|0< R < 400} (5.34)

Proviamo ad esequire una decomposizione di Tg, definendo:
Tp, = {(z,y) € R* | (z —20)” + (y — y0)” < R} }

Quik e N ={0,1,2,... N — 1} e Ry < Rpy1 < R = Tp, C Tr. In tal caso, resta verificata
solo la prima delle (5.29). Precisamente:

N—-1

Tp=|JTn,
k=0

Tr, N Tr,_, #¢

Cio tmplica che non e possibile decomporre Tr in domini circolari. Ne concludiamo che la
famiglia (5.34) non é infinitesimale. Tale conclusione si generalizza a R™, ¥n > 2.
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5.3 Derivata di una funzione di dominio

5.3.1 Esempio introduttivo

Consideriamo nuovamente la famiglia (5.30). Senza perdita di generalita, supponiamo che
X sia limitato: X = [«, 5]. Poniamo:

A=Jr,vreo

Evidentemente: 5

A= [0t =X

a,b=a
a<b

Per quanto visto, ® e infinitesimale, onde comunque prendiamo un punto xg € A, possiamo
trovare un intervallo 7' = [a, b] contenente z( e di diametro § = b—a arbitrariamente piccolo.

In simboli:
Ve > 0,37 =a,b] € ®|zg € a,b],d =b—a<e (5.35)

Ora consideriamo una funzione f : X — R continua in X. Resta definita la funzione di
dominio:

F(T):/f(x)dx:/bf(x)dx, VT € @

Definiamo:
deg F(T)

misT’

F (T) (5.36)

che & una funzione di dominio definita nella famiglia dei domini 7" = [a,b] € ® di misura

non nulla:
O ={T€®|misT >0} CP (5.37)

Riferiamoci in particolare alla restrizione di F} alla famiglia:

P, [ZL'()] = {T € o, | To € T} C P4 (538)

Cioe @ [x¢] ¢ I'insieme dei domini di ®; contenenti il punto zo. Se § = diamT, il generico
elemento T' € @y [0], risulta essere una funzione a infiniti valori di §: 7" = T'(d), poiche
per un assegnato 0, > 0, esistono infiniti domini 7" € @, [z] tali che diamT = J.. Piu
specificatamente:

0, >0=3a,beR| T, =[a,b] € P[xg], b—a =0,

Senza perdita di generalita supponiamo che zy € T, = (a,b). Definiamo x = min{z¢ — a,b — x¢},
onde:
Vo € (0,x), T, = [a+ 0,b+ 0] € @y [x0], diamT, = 0.

Possiamo dunque riguardare la funzione di dominio (5.36) come una funzione reale di una
variabile reale, con I'avvertenza che tale funzione non ¢ a un sol valore, ma a infiniti valori.
Scriviamo:

F@ _ ) (5.39)

masT

266



CAPITOLO 5. MISURA DEGLI INSIEMI LIMITATI

Esplicitando il rapporto (5.39) e tenendo conto del teorema della media:

Cosicche:

¢ (6) = f[§(6)]
La funzione ¢ (§) e definita in (0, 400), per cui possiamo studiare il suo comportamento in
un intorno destro di 0, ovvero studiare il limite di ¢ (§) per 6 — 0. Evidentemente:

6—0

Quindi, tenendo conto della continuita di f:

lim ¢ (6) = lim f(§) = f (zo) (5.40)

6—0 E—xo

Per quanto detto, ¢ (§) ¢ una funzione a infiniti valori. Resta tuttavia valida la definizione
di limite che, nel nostro caso si scrive:

. F(T)
<151—I>% misT f (o) =

F
<:><v5>0, 355>0\T6<D1[x0],5<55:>'

<)

Denotiamo con F’ () tale limite:

ed ¢ la derivata della funzione di dominio ' (T') = [, f () dz. Per quanto visto, & F’ () =

f (o).

5.3.2 Definizione di derivata

La definizione di derivata di una funzione di dominio nel caso 1-dimensionale, ha validita
generale. Consideriamo infatti una famiglia infinitesimale ® su cui e definita la funzione di

dominio F' : & — R; si ponga A = UT, VT € ®. In forza del carattere infinitesimale di &,

assegnato ad arbitrio un punto Py € A, esiste comunque un dominio 7" € ® contenente P, e
di diametro piccolo quanto vogliamo (al limite infinitesimo). In simboli:

Ve>0,3T € d | PheT,d<e¢
E dunque non vuoto il sottoinsieme di ®:
O[P) ={T€cd|PeT, misT #0}
Preso T' € @[], resta definita la funzione:

¢:(0,+00) — R,
d—¢(9)
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Per quanto visto in precedenza é:
F(T)

masT

¢ (0) =
Premesso cio, sussistono le definizioni:

Definizione 404 La funzione di dominio F (T') é derivabile in P,, se:

F(T)
I
513(1) masT

—F (P) eR (5.41)

La (5.41) equivale a dire:
Assegnato ad arbitrio Py € A,

F(T
Ve >0, 36€>O|Teq>[P0},6<5E:>’Q—F’(PO) <e
masT

F'(PRy) ¢ la derivata di F (T) nel punto F.

Definizione 405 La funzione di dominio F' (T) ¢ derivabile sulla famiglia ®, se:
F(T
VP € A, limﬁ =F'(P)eR

5—0 misT
Esempio 406 Nella famiglia ® dei domini limitati e misurabili di R™, consideriamo la
funzione di dominio:

F(T) =misT
Tale funzione ¢ derivabile su ® e la sua derivata € la funzione costante f (P) = 1. Infatti:
masT

F(T
limL = lim

5—0 masT §—0 masT

1
Esempio 407 Sia
F(T) = (misT)”, conpeN\{0,1}

Tale funzione é derivabile sulla famiglia ® dei domini limitati e misurabili e la sua derivata
e la funzione identicamente nulla. Infatti:

F (T
lim ( ) = lim (misT)""' =0
§—0 misT  6—0

5.3.3 Differenziale

Sia F'(T') una funzione di dominio derivabile sulla famiglia ®. Quindi:

F(T
PP =l
Il differenziale di F'(T) e:
dF (T) = F' (P)misT (5.42)
Per non appesantire la notazione, poniamo misT — T', onde:
dF (T)=F'(P)T (5.43)
Il differenziale di G (T') = misT ¢ dG(T) =T, cioe dT" = T. Percio:
dF (T) = F' (P)dT (5.44)

Abbiamo dunque la notazione differenziale per esprimere la derivata di una funzione di
dominio:

_dF(T)
- dr

F'(P) (5.45)
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5.3.4 Una regola di derivazione

p
Per le funzioni di punto vale la regola di derivazione: data la funzione f (P) = ch fi (P)
k=1

con fi, (P) funzioni derivabili, si ha: f"(P) = ch fi(P). E facile provare tramite la
k
definzione di derivata, che tale regola ¢ valida anche per le funzioni di dominio, risultando:

p

F'(P) =) aF;(P) (5.46)
k=1
5.3.5 Funzioni additive di dominio

Sia F'(T) una funzione di dominio definita sulla famigia infinitesimale ®. Preso ad arbitrio
un dominio 7" € @, eseguiamo una decomposizione D (T, A):

p
T=|JTk conTie@ (5.47)
k=1
T, N Tk/7gk =0

La funzione F' (T') ¢ additiva se:
F(T)=) F(Ty) (5.48)

Esempio 408 La funzione di dominio F (T) = [, f (z) dx definita nella famiglia (5.28), do-
ve [ € una funzione continua in X, é additiva. Infatti, per ogni T = [a,b] € ®, 3D ([a,b] , A):

p
la,b] = UTk, con Ty, = [wp—1, 2], xo =a, x, =b
k=1

Per la proprieta additiva dell’integrale definito:

b

/f(x)dx:zp:7f(:v)d:v

a kzlzk,l
————
=F(Ty)

Cioé la (5.48).

5.3.6 Proprieta della media

Esempio 409 Riprendiamo la famiglia dell’esempio precedente, defininendo la funzione di
dominio:

F(T) = / f(@)dz, VT € ® (5.49)
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Per quanto visto, la funzione (5.49) ¢ additiva. Dalla continuita di f seque che tale funzione
¢ dotata in T di minimo e massimo assoluti (teorema di Weierstrass); quindi poniamo:

mp = mjinf, My = mjz}xf
Per il teorema della media:

/f(:c)dx:f(f)misT, con & €T = (a,b)

Fuvidentemente:
myr < f(§) < My
ﬁéo my - misT < f (&) misT < My -misT
Cioe:
myp - misT < F(T) < My -misT, VT € ® (5.50)

Cio si esprime dicendo che la funzione di dominio F (T) wverifica la proprieta della media
rispetto alla funzione di punto f (z).

Nel caso generale, assegnata la funzione di dominio F'(7") (non necessariamente additiva
e derivabile) definita su una famiglia infinitesimale ®, e la funzione di punto f (P) (non
necessariamente continua) definita in A = UT', V1" € O, si dice che F (T') verifica la proprieta
della media rispetto alla funzione f (P), se:

A, T)ymisT < F(T)<A(f,T)misT, VT € ® (5.51)

essendo:
M) =it £, A(LT) =sup f (5.52)

Notiamo incidentalmente che nell’esempio precedente, f (x) & la derivata di F'(T) - funzione
di domino additiva - per cui ci aspettiamo una proprieta simile per tutte e sole le funzioni
di dominio additive e derivabili. Infatti, sussite il teorema di Cauchy-Fubini (di cui
omettiamo la dimostrazione):

Teorema 410 Ogni funzione di dominio additiva e derivabile, verifica la proprieta della
media rispetto alla sua derivata.

5.3.7 Primitiva di una funzione di punto

Sia ® una famiglia infinitesimale di domini limitati e misurabili di R™. Al solito, poniamo
A = UT, VT € A. Assegnata la funzione di punto f : A — R, chiediamoci: esiste

una funzione di dominio F' (7") definita su ® e tale che F'(P) = f(P)? Se la risposta e
affermativa, diremo che F'(T') ¢ una primitiva di f (P). Osserviamo poi che il problema
della ricerca di una primitiva di f (P), se ammette soluzioni, ne ammette infinite. Infatti,
se F'(T') & una primitiva di f (P) (quindi F' (P) = f (P)), segue che ogni funzione

p>2
G(T)=F(T)+ Y cx(misT)*, Vep €R
k=2
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¢ una primitiva di f (P). Per provare cio, deriviamo G (T'):

. (misT) (P

=limg_,q (misT)k7 =0

L’indeterminazione sulla primitiva puo essere rimossa imponendo 'additivita della stessa.
Infatti, sussite il teorema di unicita di una primitiva additiva:

Teorema 411 3F (T') additiva | F' (P) = f (P) = 3 F (T)

Dimostrazione. 3F, (T),F; (T') additive | F}, (P) = f(P) per k =1,2.
G(T) “'R (T')— F5 (T) & additiva. Risulta G’ (P) = 0. Per il teorema di Cauchy-Fubini:

VI'e &, A0, T)misT <G(T) <A, T)misT = 0<G(T)<0
Cioe G(IN=0= K (1) =F(T). =

Osservazione 412 [l teorema appena dimostrato garantisce l'unicita della primitiva di f (P),
ma non la sua esistenza.

Il problema della ricerca della primitiva di una f (P) si semplifica di molto se ci riferiamo
a funzioni f (P) continue. Nel caso 1-dimensionale, gia conosciamo la soluzione. Infatti,
nelle sezioni precedenti abbiamo visto che:

Inoltre, dal calcolo integrale in R!:

F(T) = lim T - . < & < o
AHOZf &) (Thy1 — k), T <&k < T

che nella nostra notazione si scrive:

F(T)= lim Zf &) 0

maXN{(Sk}—m

Per n > 2 si segue un procedimento analogo. Prima di affrontare il caso n > 2, dimostriamo
il teorema:

Teorema 413 Sia ® una famiglia infinitesimale di domini limitati e misurabili. Assegniamo
poi la funzione continua f: A — R, con A =UT, VT € ®. Se esiste una funzione dominio
F (T) che sia additiva e che verifichi la proprieta della media rispetto a f (P), essa € unica.

Dimostrazione. Per il teorema di Weierstrass si ha che per ogni 7' € ¢:

A(F.T) = min [ g

A(f.T) = max f < My
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Per ipotesi:
F(T
(T) < My (5.53)

<
= masT —

f e continua in A, quindi comunque prendiamo P, € A:
Ve > 0,3l (P) |z € AN (PRy) = |f(P)— f(FP)| <e, (5.54)
esssendo Is. (Fp) un intorno circolare di raggio d. centrato in Fy. Sia:
QP ={Tec®|ReT}

Abbiamo:
VT € ®[P)], 0 <6. =T C Is. ()

Percio per tutti i punti dei domini 7" € ® [F] di diametro 6 < 0.
VPeT, [(R)—e<f(P)<f(R)+e
OVVero:

f(Po)—€<mT§f(P)SMT<f(P0)+€<:>
— f(PR)—e<mp < Mp<f(P)+e

Tenendo conto della (5.53):

r)—e< 9 iy ye

masT

Quindi:

F(T)
v€>0, 3[§E(P0)|P€AQI§E(PQ>:> ’mZST_f<PO) <e¢€

In definitiva:

F(r
(V5>O,356>0|TE<I>[P0],6<6€:>' ( )—f(Po) <5)
masT
. F(T)
— 1 = f (P
51—I>r(l) misT I (B)
Per I'arbitrarieta di Fp, segue:
. F(T)
1 = f(P
550 misT FP),

cioe F'(T) € una primitiva additiva e primitiva della funzione continua f (P), e per il teorema
precedente, essa e unica. m

E istruttivo ripetere la dimostrazione nel caso 1-dimensionale. Precisamente, assegnato
un qualunque intervallo non vuoto X C R, consideriamo una funzione continua f : X — R,
quindi una funzione di dominio F'(7) che sia additiva su ® = {T" = [a,b] | a,b € X, a < b}
e che verifichi la proprieta della media rispetto alla f (z), espressa dalla (5.53). Preso
arbitrariamente xo € X, la funzione f ¢ ivi continua, quindi:

Ve >0, 5. (zo) |z € X NIs, (xg) = |f (x) — f(z0)| <€
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Posto:
Qo] ={T €®|xoeT},

abbiamo:
VTG(I)[CC()],(5<5E:>TCL§E(.T0)

Percio per tutti i punti dei domini 7" € ® [x] di diametro § < 0.
VP eT, f(xo) —e < f(x) < f(xo) +¢
ovVVero:

f(xo) —e<my < f(x) < My < f(xg) +e<=
<:>f(x0)—5<mT§MT<f(xo)+5

Cio ¢ illustrato in fig. 5.12. Tenendo conto della (5.53):

Ay

Jxg)te
My

Jtxo)

mr,
Jxo)-e

X0, Xo Xgto,

Figura 5.12: Il dominio 7" appartiene alla famiglia ® [z¢] ed ha diametro § < 6.

f(xo)—a<%<f(xo)+a

Quindi:
F(T
Ve >0, 35 (z0) | 2 € X N 15, (1) = ‘# — f (o)

In definitiva:

<V5>O,36€>O]TG<I>[:1:0],(5<(5E:> (T)_f<x0><€)
masT
. F(T)
(lsl—r%misT_f(o)
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Per I'arbitrarieta di xy, segue:
F(T
tim £ D) _ (),

6—0 masT

Cioe F (T) e l'unica funzione additiva che verifica la proprieta della media rispetto alla
funzione f (z).

Kokok

Vediamo ora come costruire la primitiva di una assegnata funzione di punto f (P) conti-
nua in A = UT, VT € ®, essendo ® una famiglia infinitesimale di domini limitati e misurabili
di R™, con n > 2. Preso ad arbitrio 7" € ®, eseguiamo una decomposizione D (T, A):

N
T=JTr, conTie@
k=1

D(T,A) = (5.55)
j}lﬁffb¢k =0
Definiamo N
o % Zf (Py) misTy, con P, € Ty (5.56)

k=1
La (5.56) ¢ la somma integrale relativa alla funzione f(P) e al dominio 7. In
particolare:

N N
s = kamisTk, S = ZMkmisTk,

k=1 k=1

essendo my, = ming, f, M) = maxy, f. Risulta:
VP, €Ty, mp < f(P)<My=—=s<o<S8S

Inoltre € o (A). Si noti che e una funzione a infiniti valori, giacche esistono infinite decom-
posizioni di 7" con la medesima ampiezza (v. § 5.12).

Teorema 414 Nelle ipotesi poste, risulta:

limo(A)=I€eR (5.57)

Dimostrazione. Omessa. ®
Notiamo che [ dipende dal dominio 7T'. Risulta pertanto definita la funzione di dominio:

N

F(T) = lim Y f (P) misT} (5.58)
Teorema 415 La funzione di dominio (5.58) é additiva e primitiva della funzione continua
f(P).
Dimostrazione. Omessa m

Abbiamo dunque risolto il problema della ricerca dell'unica funzione di dominio additiva
e primitiva di un’assegnata funzione continua f (P).
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5.4 Integrazione delle funzioni di piu variabili

Nella sezione precedente abbiamo visto come costruire l'unica primitiva additiva F (T") di
una assegnata funzione continua f (P). Consideriamo dunque un dominio D limitato e
misurabile dello spazio euclideo R™. Costruiamo la famiglia infinitesimale ® di domini limitati
e misurabili 7"C D. Se f: D — R, resta univocamente definita la sua primitiva additiva:

F(T)|F (P)=f(P), VT €®

Per denotare F' (T') si utilizza il simbolo seguente:

/ F(P)dT. (5.59)

che si legge: integrale di f (P) esteso al dominio 7. Il simbolo (5.59) & equivalente a
quest’altro:

/f (21, T2,y vy ) dx12o...d2y (5.60)
T
Nelle applicazioni si utilizza la notazione vettoriale: x = (xy, 29, ..., x,), ponendo poi d"z =

n
Hda: &, cosicche:

k=1

/T fx)

Preso ad arbitrio T' € @, eseguiamo una decomposizione D (T, A), onde:

N
/Tf (P)dT = lim ;f (Py) misTy (5.61)
Tale definizione e valida qualunque sia la dimensione dello spazio euclideo. In particolare:

on=1= /f (P)dT = /f (x)dx (integrale semplice)
T T

o n=2—= /Tf (P)dT = //Tf (x,y)dxdy (integrale doppio)

o n=3= /f (P)dT = ///f (x,y, z)drdydz (integrale triplo)
T T

en>3— /f (P)dT = / /f (21,22, ..., xy) dx129...dx,, (integrale multiplo)
T T

Dalla (5.61) seguono le proprieta:

N-1
f(P)=0= /OdT = lim ZO -misTy =0 (5.62)
T k=0

A—0

N-1

f(P=1= /TdT = ginm ;mstk = misT

Dalla seconda delle (5.62) si ha che dT' = dxdxs...dz, ¢ 'elemento di misura dello spazio
euclideo R™. In particolare:
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o nN=2= /dT = // dxdy =areal’, dxdy ¢ 'elemento di area.
T T

o n=3— / dl' = / / / drdydz =volumeT’, drdydz ¢ I'elemento di volume.
T T

Anche nel caso n > 2, sussite il teorema della media:

misT

Teorema 416 Ju € [m, M] | p = — /f(P) ar
T

essendo m = miny f, M = maxr f.

Dimostrazione. F (T) = / f(P)dT ¢ additiva e primitiva di f(P) sulla famiglia infini-

T
tesimale dei domini limitati e misurabili 7" C D. Quindi per il teorema di Cauchy-Fubini,
verifica la proprieta della media rispetto alla f (P):

m-misT < F(T) < M -misT
cioe:
1
masT

m <

/Tf(P)dTgM,

onde:

€ [, M] | pr= — /Tf(P)dT

masT

p € il valor medio di f (P) nel dominio 7. In particolare, se il dominio T & internamente
connesso, per un noto teorema si ha:

1
dP, €T : P)dT = f (P
| i | 1P = (P

|

Il teorema cosi dimostrato si presta a una interpretazione intuitiva. Assegnato un
qualunque 7" € @, eseguiamo una equipartizione, ovvero una decomposizione D (T, A),
ponendo:

misT
misTy = N = A" con N € N\ {0},

dove n ¢ la dimensione dello spazio euclideo. In tal modo, la (5.61) si scrive:

N
[ #pyar = im RS

N
. . 1
it i 1372

Evidentemente: N

) 1
N1—1>I}rloo sz (Be) =

cioe il valor medio di f (P) in T, per cui resta giustificata la definizione di p proposta nella
dimostrazione del teorema della media.
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5.4.1 Proprieta di decomposizione

Segue dalla proprieta di additivita della funzione di dominio F'(T') = / f(P)dT. Invero,
T

eseguita la decomposizione T' = U, _, T}, segue:

OovVvero:

/ P)dT = Z f (P)d (5.63)

5.4.2 Altre proprieta

vpeﬂfanzozf/ﬂmezo

T1€(I)|T1CT:> f dT</f

P)dT‘ < /T\f(P)]dT

5.4.3 Interpretazione geometrica dell’integrale doppio

Assegnato il dominio D di R? limitato e misurabile, e un numero reale h > 0, dicesi cilindro
retto di base D, il dominio di R?:

C={(z,y,2) eR*| (z,y) €D, 0<z<h} (5.64)
Proposizione 417 C ¢é misurabile, risultando misC = h - misD
Dimostrazione. Omessa. m

Se f (z,y) € una funzione continua e non negativa in D, dicesi cilindroide di base D e
relativo alla funzione f (P), il dominio di R3:

T:{(:c,y,z)ER3|(x,y)€D, nggf(x,y)} (5.65)

Proposizione 418 T ¢ misurabile, risultando:

misT = / Df (x,y) dzxdy (5.66)

Una dimostrazione intuitiva ¢ la seguente: decomponiamo 7' in un numero infinito di

cilindri infinitesimi dC di area di base dxdy, per cui misdC “ir = f (z,y) dzdy. Inoltre:

misT — / dr — /D £ (@) dady
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Definizione 419 Assegnato il dominio D del piano xy limitato e misurabile, e due funzioni
continue « (x,y), B (x,y) tali che:

a(z,y) < Blx,y), Y(z,y) €D
a(z,y) =p(z,y) = (z,y) € D,

dicesi dominio normale rispetto al piano xy, il dominio di R3:
T = {(x,y,2) eR*| (x,9) € D, a(z,y) <z < B(z,y)}

Proposizione 420

mis? = [ 16(@.) ~ a (a, )] dody

Dimostrazione. Omessa. =

5.4.4 Alcune applicazioni
Massa di un corpo materiale

Schematizziamo un corpo materiale C attraverso un dominio D limitato e misurabile di R?.
Quindi, costruiamo la famiglia infinitesimale:

$. ={T C D | T ¢ misurabile}
La massa di T ¢ una funzione di dominio:

MZ(I)C_)R

T—M(T)
definita positiva e additiva. Il rapporto:

M(T) _ M(T)

= 5.67
misT — V(T)’ (5:67)
¢ la densita media di T. Qui V (T) ¢ il volume di 7. Poniamo:
M (T) = / p(P)dT, (5.68)
T

per un assegnata funzione continua p : D — R tale che p(P) > 0. Tenendo conto della
(5.67):
1

misT

/,0 (P)dT = densita media
T

Per il teorema della media:

1
maisT

/Tp(P) dT = p € [mTlnp,mY@Xp]

Cioe il valor medio di p (P) in T. Da cid segue che p (P) ¢ la densita di 7' in P. In R

M(T) = ///Tp(a:,y,z)dxdydz
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Nella applicazioni si procede nel seguente modo. La massa elementare contenuta nel volume
infinitesimo dV = dzdydz centrato in (z,y,z) € dm = pdV, per cui la massa di T &:

:/dm:/pdV
T T
// (x,y) dzdy,

qui p (z,y) e la densita superficiale, mentre M (T') & la massa della porzione T" di una lamina
piana.
In R%:

In R2:

essendo p(x) la densita lineare, mentre M (T) & la massa della porzione T di un’asta
rettilinea.

Baricentri

Sia G (z¢, yg, 2g) il baricentro di T, VI' € ®¢. Eseguiamo la decomposizione:

p
7=\ |1, T, € ®
D(T,A) = kgl ko oM SR (5.69)

j)—'k N ji'kggk =

Indichiamo con Gy (¢, , Y, , 2, ) 1l baricentro di T;. Per una nota proprieta:

ZM (Tk) LGy,

re ==L : (5.70)

> M (Ty)

k=1

e formule analoghe per le rimanenti coordinate yg, , 2¢,. Tenendo conto dell’additivita di
M (T) e osservando che z¢ (1) e quindi z¢, = z¢ (T}):

p
M (T)zc(T) =Y M (Ty) zc (Tx)
k=1
Cioe¢ la funzione di dominio

F(T)™ M (T) 2 (T), (5.71)

P
e additiva, poiche: F'(T) = ZF (T ), per ogni decomposizione D (T, A). Preso ad arbitrio

k=1
P(x,y,z) € T, se 6 = diamT, si ha:

. F(T) M (T)
<151—I>I(1) misT <15—>0 mst <151—r>% Ta (Tz
_p(P) :;
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Cioe:

da cui ricaviamo 'ascissa del baricentro:

2p (z,y, 2) dedydz
/e

_ ///Txp (2,9, 2) dedydz
_ ///T'O (z,y, 2) dedydz

Permutando ciclicamente le variabili z¢q, yq 2¢, si ottengono le rimanenti coordinate. Nel
caso speciale di un corpo materiale omogeneo, cioe di densita costante p (x,y, 2) = po, si ha:

||tz

V )

rg —
essendo V il volume di T'.

Momenti d’inerzia

Ricordiamo che il momento d’inerzia di un punto materiale P di massa m, rispetto a un
asse s & I = mr?, essendo r = dist (P,s). Nel caso di un dominio 7' € ®¢, preso ad
arbitrio P (z,y, z) € T, definiamo la funzione distanza r (z,y, z) = dist (P, s). Tale funzione
¢ continua in 7', onde per il teorema di Weierstrass ¢ ivi dotata di estremi assoluti. Poniamo
dunque:

ro=minr, r< = maxr
< T ) > T

Immaginiamo ora la massa M (T') concentrata in P. che dista r~ da s; il momento d’inerzia
¢ I (T)= M (T)r%. Se, invece, fosse concentrata in Ps (rs), si avrebbe I.. (T) = M (T) r2.
In realta M (T') ¢ distribuita tra r- e r~, per cui:

[.(T) < I(T) < L. (T) (5.72)

Osserviamo poi che 7~ e r~ dipendono da 7', quindi sono funzioni di dominio v~ (T"), r~ (7).
Dalla (5.72) segue

essendo:
G (T) = M (T) 12 (T) (5.74)
G (T) = M (T)r% (T)

Preso il dominio 7" > P (x,y, z) se 6 = diamT, si ha:

T (T T
lim G<_< ) < lim (—) < lim G>—<)
6—0 musT 5—0 misT — =0 misT
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Calcoliamo:
T M(T
lim G<—(> = lim #lim ri (T)
6—0 masT §—0 misT -0
() =
: G>(T)__ M(T).
(1;1_1)1(1) misT —%1_:({(1) misTél—rf(lJ > (Tz
—o(P) =2
Quindi:
. I(1)
2 o < 2
()1 < Jim L < (P
1(T) 2
| =p(P
— 51—I>I(1) masT (P)
Cioe:

[(T) = / o (P)r2dT

T
— [[ [ p @2 @y, dedya:
T

Nelle applicazioni si procede nel seguente modo. Il momento d’inerzia della massa contenuta
nel volume infinitesimo dV = dxdydz, centrato nel punto (x, v, 2), ¢ dI = pr’dV. Integrando,

otteniamo I (7T'):
I(T)z/d]z/perV
T T

5.4.5 Formule di riduzione degli integrali doppi

Teorema 421 Sia f : D — R, continua in D, essendo D un dominio normale rispetto
all’asse x, onde:

D={(z,y) eR’|a<z<b, a)<y<p()}

Risulta:
b | Bx)

//Df(x,y)dxdy:/ /f(x,y)dy dx (5.75)

a |a(x)

b B(z)
E/dx/f(x,y)dy

a(z)

Dimostrazione. Assegnato D dominio normale rispetto all’asse x, consideriamo la famiglia
infinitesimale:
®, = {T C D | T ¢ normale rispetto all’asse =} (5.76)

Quindi, 7' € &, = Jg1 (x), g2 (z) funzioni continue in [z, 25| C [a, b] e tali che:

g1 (x) < go (x), Vo € (21, 22)
g1(z) = go(v) = x =y, k € {1,2},
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cosicche:
T={(r,y) R’ |a1 <z <5, g1(7) <y <o)} (5.77)

La continuita delle funzioni g (x) e f (z,y) implica la continuita della funzione:
g2(x)
I(z) = / f(x,y)dy, (5.78)
91(z)

onde possiamo integrare I (x) su [z, zs]:

o zo  g2(7)
/I (x)de = /dm / f(zy)dy (5.79)
! 1 gi(x)

In tal modo abbiamo definito la funzione di dominio:

F:®, —R (5.80)
zo  g2(x)
F(T)Z/dﬂs/f(x,y)dy,VTE%
T gi(w)

Per dimostrare il teorema, occorre provare che F (T') ¢ additiva e verifica la proprieta della
media rispetto alla f (x,y). Infatti, dal teorema 413 segue che in tal caso F' (T) risulta essere
I'unica primitiva (su ®,) di f (z,y). Iniziamo con 'additivita. A tale scopo, osserviamo che
esistono due modi indipendenti per decomporre 7" in un numero finito di domini normali
all’asse x. Il primo, consiste nel decomporre U'intervallo [x1, z5]. Il secondo, invece, consiste
nel decomporre U'intervallo [g; (), g2 (x)]. Procediamo con il primo modo di decomposizione.
Senza perdita di generalita, supponiamo di decomporre 7" in due domini. Piu precisamente,
eseguiamo la decomposizione Dy (T, A) di T € P,

T=T1UT; T, € d,
TiNTy = ¢,
essendo:
Ty = [21,€) % [g1 (2) , g2 ()]
= (& 22| X [g1 (7), g2 ()],

dove £ € (z1,x9). Si osservi che di decomposizioni del tipo Dy (T, A) ne esistono infinite,
poiche £ & un punto arbitario dell’intervallo aperto (z1,x2). Abbiamo:

g2(x) T2
F(TV)+ F(T) = /dx/fxydy—l—/dx/fxy (5.81)
1 gi(x) 91(x)
¢ | 92(x) z2 | g2(x)
~[| [ tewa|dss [| [ 1@y i
1 |g1(x) £ o)
z2 g2(x)
— [as [ tady=F (@)
z1 g1(2)
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Eseguiamo ora una decomposizione Dy (T, A) di T € P,

T=T UT), T, €, (5.82)
T NT, = ¢,
essendo
T) = [21,75] X [g1 (7), g ()] (5.83)
T2I = [I17x2] X [g< ) » 92 (ZL’)] )

dove g (x) ¢ continua in [z1,x5] e tale che ¢ () < g(x) < ¢2(2), Vo € (x1,22). Da cio
segue:

T2 g(x) T2

F(T)) + F (Ty) = /dx/fxydy—l—/dx/fxy (5.84)
o gi(o)
92(93
/dx /fxydy—i—/fxy
T2 92(37)
Z/dm/f(x,y)dyzF(T)
1 gi(x)

Resta dunque dimostrata l'additivita di F(7'). Dimostriamo ora che F'(T') verifica la
proprieta della media rispetto a f (x,y). A tale scopo, poniamo:

mp = min Mpr = ma
T T f7 T TXf

Evidentemente:
92()
mrlge (o) = 90 @) < [ 10y < Mrlon (@) - 01 (o)
g1(x)
Integrando:
T2 z2  92(2) 2
mr [lg2(0) = i@ do < [do [ )iy <M [ foa (@) - 1 (@) o
1 1 g(2) 1
N — .
= my - misT < F(T) < My - misT,

2

/[g2 (z)—g1(z)|dr=misT

1

onde F'(T) verifica la proprieta della media rispetto alla funzione continua f(x,y). Ne
concludiamo che:

VI'ed,, F(T)= /Tf (x,y) dedy
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Osserviamo che D € &, per cui:

FD) = [[ 1) daay
Ma D = [a,b] X [a(x), S ()], percio:

b Bx)
F0) = [a [ 1y
a a(x)

donde l'asserto. m
In maniera simile si dimostra il teorema:

Teorema 422 Sia f : D — R, continua in D, essendo D un dominio normale rispetto
all’asse y, onde:

D={(z,y) eR*|a<y<b aly)<z<By)}

Risulta:
b | B)
/ /D fa)dedy = [ | [ fe)ds| dy (5.85)
a |a(y)

b By)
E/dy/f(:v,y)dm
a  ay)

5.4.6 Formule di riduzione degli integrali tripli

Teorema 423 Sia f : D — R, continua in D, essendo D un dominio normale rispetto
all’asse xy, onde:

D={(z,y,2) eR?| (z,y) € A, a(z,y) <y<pB(zy)},

dove A ¢ un dominio limitato e misurabile di R%. Risulta:

/ / /D f(x,y, 2) dedydz = / /A dady B(/x,y)f (z,y,2) dz (5.86)

a(z,y)

Dimostrazione. Omessa. ®
Sussistono formule analoghe per domini normali rispetto ai rimanenti piani coordinati.
Un caso che capita frequentemente € quello in cui A € un dominio normale rispetto a uno
degli assi coordinati. Senza perdita di generalita:

A={(z,y) eR*|a<z<b, Az)<y<p(z)}
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B(z,y)
Quindi, posto I (z,y) = / f(z,y,2)dz, si ha:
o(z,y)
/// f(z,y,2)dxdydz = //I(m,y) dxdy
D A
b opu(@)
:/dm/l(x,y)dy
@A)
onde:
b ()| Bzy)

[ ertotns = faa [ | [ swnoris|a

[ [ e

a  AMNz)  a(zy)

Cioe, l'integrale triplo si riduce a tre integrali semplici.

5.4.7 Calcolo di integrali doppi in coordinate polari

Assegnato un riferimento cartesiano Oxy di R?, scriviamo le formule di trasformazione che
esprimono il passaggio dalle coordinate cartesiane z,y alle coordinate polari r, ¢

T =17Cosp (5.87)
y=rsing
quie 0 <r < 400, 0 < p <27 Nel piano r¢ consideriamo il rettangolo:
R:{(r,go)ERQ\agrgb,aggogﬁ},

essendo 0 < a < b, 0<a<f <a+2r Alvariare di (r,¢) in R, il punto (z,y) ottenuto

tramite le (5.87), descrive il settore di corona circolare S di raggi a,b e angolo al centro 5 — a.
L’area di S e: .
misS = 5 (b* —a*) (B —a)

D’altro canto, R ¢ un dominio normale rispetto ad entrambi gli assi coordinati r e ¢, per
cui riducendo rispetto all’asse 7:

/ / rdrdp =
R

B

dr / rdp

Q

(" —a®) (B =),

misS = //Td?“d(p (5.88)
R

Consideriamo ora un dominio B C R. E chiaro che al variare di (r,) in B, il punto (z,y)
descrive un dominio A C S.

l\DlHQ\@

cioe:
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Teorema 424 1. misA = // rdrde
B

2. Se f: A— R ¢ wi continua, risulta:

//Af (x,y) dedy = //Bf (rcos , rsing) rdrdy

Dimostrazione. Omessa. =

Dal teorema appena enunciato, segue che:

dxdy — rdrdy

Cioe I'elemento di misura in coordinate polari nel piano e rdrdyp. A tale conclusione si giunge
intuitivamente. Infatti, al rettangolo infinitesimo d7' di lati dx, dy corrisponde una settore
infinitesimo d.S di corona circolare di raggi r,r + dr e di angolo al centro dyp, la cui area ¢:

misdS = = [(r + dr)® — r*] de

NN =

(27’dr + dr2) dy
1
= rdrdy + édrzdgo

A meno di infinitesimi di ordine superiore al primo:

misdS = rdrdyp
Quindi:

misd] = dxdy — misdS = rdrdp

Osservazione 425 Se R anziché essere un rettangolo del piano ro e il rettangoloide relativo
alla funzione f (p) >0 e di base [, [5]:
Ri={(rnp)eR|a<p<B,0<7<f(p)},

al variare di (r,p) in Ry, il punto (x,y) descrive un settore piano T relativo alla funzione
f (@) e di base [a, B]. Dal teorema precedente seque:

B [
mz’sT:// rdrdapz/dgp rdr
Ry
f(®)

« 0

cioé il teorema 390.
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5.4.8 Cambio di variabili in un integrale multiplo

Sia 7" un dominio limitato e misurabile di R™ (n > 2). Supponiamo che ciascuna delle zy, sia
esprimibile in funzione di n variabili reali uq, ..., u,:

T = ¢ (Ug, Uy oy ), k=1,2,...n (5.89)

dove ¢ : B — R, essendo B un dominio limitato e misurabile di R". Facciamo le seguenti
ipotesi:

1. ¢p € CL(B), Vk

2. Il determinante jacobiano della trasformazione (5.89):

Py,
J (UhUZ; ,'U,n) = det
8Uj
01 % Opn
ouy  Oup Ou1
01 O¢2  O¢n
— Ouso Ous Ousa #O’ v(’LLl’ug,?un) GB
3<;51 Odo N O¢n

3. 3¢, Vk

Le ipotesi 1 e 2 implicano che al variare di (uy,us, ...,u,) in B, il punto (z1,xs, ..., x,)
descrive un dominio A di R™. L’ipotesi 3 implica I’esistenza di una corrispondenza biunivoca
tra B e A. Quindi, per un assegnato punto P (z1,2s,...,2,) € A, si ha che le (uy, ug, ..., u,)
tali che zy, = ¢y, (uq, ug, ..., u,), sono le coordinate curvilinee di P. In tal modo, le (5.89)
sono le equazioni che ci permettono di passare dalle coordinate cartesiane (1, xo, ..., z,) alle
coordinate curvilinee (uy, us, ..., u,) in R™.

Teorema 426 Nelle ipotesi 1, 2, 3:
YU = {(u1,us,...,u,) ER"} C B — T ={(r1,29,...,2,) ER"} C A|

=0 (uj)

g
=0 (uj)

ou — 0T

Tp=dk(uj)

risultando:

/dwldmg...d:vn = / |J (ug, ug, ..., up)| duydus...du,
T U

Inoltre, se f: T — R ¢é i continua, si ha:

f(z1, 29, ..., x,) drydxs.. dx) =
T

Flor (ur, g, ooy ty) , o (g, Uy vy U)oy O (U, Uy oy )] | (U1, U, ..y )| dug dus....duy,
U

Dimostrazione. Omessa ®
Da tale teorema segue che I'elemento di misura in coordinate curvilinee (uq, us, ..., u,) @:

| (u1,ug, .., up)| dugdus...du,
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E consuetudine indicarlo come:

~—

duydus...du,,,

'8(w1,x2,...,xn

O (uy, Uz, ..y Up,)
S O(z1,22,.,%n) 1 : : :
avendo indicato con Do ) | determinante jacobiano.
yHLyr n
Giustifichiamo il teorema precedente nel caso n = 2. Passiamo dalle coordinate cartesiane
(x,y) alle coordinate curvilinee (u,v), attraverso le equazioni di trasformazione:

r = (u,v) (5.90)
y=1 (uv U)

Facciamo le seguenti ipotesi:

1. p,¢ € C*(B), con B = {(u,v) € R*} dominio limitato e misurabile.

2. J — ai; 8_15 — O0p0¥ _ 000s 4y vy B

CJwv) =18 8 | =5 — e 70 V()€
v ov

3. Jp~L ¢t

Vediamo ora come tracciare nel piano zy le linee coordinate v, : u = ¢y, ¥, : v = ¢a,
essendo ¢; e ¢y costanti reali. Abbiamo:

u = <P_1 (ZL’,y)
{v=¢W%w’(%w€A

Poniamo:
def

F ($7y) - 90_1 (ZL‘,y) — C1,

per cui:

F(z,y)=0 (5.91)
Per il teorema del Dini la (5.91) ¢ univocamente risolubile rispetto a y in ogni intorno
(contenuto in A) di un generico punto P (Z,y) € A, onde y = a (x). Precisamente, I'intorno
di P & del tipo Is, 5, (P) = [z — 05, + 6, X [y — 6,y + 6], mentre a € C* ([x — 0,z + 6,]).
Si procede in maniera simile per le curve coordinate ~y,, ponendo G (x,y) = ¢~ (z,y) —cy =
0, e risolvendo rispetto alla variabile y, fino ad ottenere y = 5 (x) che ¢ I'equazione cartesiana
di v,.

Una volta tracciate nel piano zy le linee coordinate u = ¢; e v = ¢y, osserviamo che:

P(z,y) = P (u,v)
P(x+dz,y+dy) — P (u+ du,v + dv),

essendo dz e dy i differenziali totali delle funzioni (5.90):

_ Oy Oy

dr = 8udu+ 5 dv (5.92)
o, o

dy = 5, dut g dv

Quindi:

dv,y + —du + —dv

: Iy Iy oY O
P ($ N 8udu+ ov ou ov

288



CAPITOLO 5. MISURA DEGLI INSIEMI LIMITATI

utdu

Figura 5.13: In questa figura (u,v) sono le coordinate curvilinee del punto P.
Restano poi individuati i punti P, e P, (fig: 5.13):

P ldv=0= P (m+a—(’0du,y+a—¢du>

ou ou
0 0
Pyldu=0= P, (JH— —Spdv,yvL —wdv)
ov ov
Risulta:
misdT = 2misA (PP, P,), (5.93)

dove A (PP, P,) ¢ il triangolo di vertici P, P;,P,. Come ¢ noto:

1 T Y 1

misA (PPPy) = o | @+ %@du y+2 1
r+ 5odv Y+ avdv 1

v+ 2du  y+ %
x + —‘edv y+ 2Ldv

<8_g08_¢ — 8_@8_g0) dudv
J

Oudv  Ov Ou
(u,v) dudv

N~ N~ N~

Sostituendo nella (5.93):
misdT = J (u,v) dudv

Esempio 427 Consideriamo il caso speciale in cui (u,v) = (r, ), essendo r, ¢ le coordinate
polart nel piano, onde:

T =17COoSp (5.94)

Yy =rsinp
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Lo jacobiano della trasformazione (5.94) é:
J(r)y=r

per cui la trasformazione ¢ non singolare in A = R*\ {(0,0)}. Le (5.94) sono invertibili in

A:

r= VAT

_ Y
p = arctan —
z

E immediato scrivere le equazioni delle linee coordinate nel piano xy. Abbiamo:
r:cl<:>:c2+y2:cf

Cioe le linee coordinate v, sono circonferenze concentriche centrate nell’origine. Passiamo
alle vy, :

Y = Cy < arctang = Cy
T

Owvvero:
/
y - C2ZL’,

essendo ¢y = tancy. Ne concludiamo che le linee coordinate vy, sono rette passanti per
lorigine. Si osservi che in questo caso speciale di coordinate curvilinee nel piano, le linee
coordinate sono ortogonali (fig. 5.14).

5.4.9 Coordinate curvilinee in R?
In R? i casi speciali di coordinate curivilinee sono:
1. coordinate sferiche (o polari)

2. coordinate cilindriche

Coordinate sferiche

Le equazioni di trasformazione (z,y, z) — (r,0, ¢) sono:
x = rsinfcos ¢ (5.95)
y =rsinfsing

z =rcosb,

con 0 <r < +400,0<60<m 0< ¢ <2 reil raggio vettore, 'angolo 6 e la colatitudine,
mentre ¢ e la longitudine. 11 determinante jacobiano é:

oz 9y 0z
oy |2 % %
a(r.0,0) | 82 & &
Op Op Op
Calcolando le derivate e sviluppando:
d(x,y,z )
(z.y ):T281n0
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Figura 5.14: Andamento di alcune linee coordinate ,, 7, nel piano zy.
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Definiamo:
A:{(r,H,gp)eR3|0<r<+oo,0<9<7T,0§g0§27r}
=R\{(z,y,2) ER* |z =y =0, —00 <z < +00}
Quindi:
0(z,y,z
9 A ) )
V(r, 0, ) € ’8(r,0,g0)>0
d(z,y,2)
N 0 =0
(2,9,0), (.0, 0)

Ne concludiamo che la trasformazione (5.95) ¢ singolare sull’asse z. Escludendo i punti
dell’asse z, troviamo che I'elemento di misura si trasforma come:

dxdydz — r*sin Odrdfdy
0, cio che e lo stesso, I'’elemento di volume in coordinate sferiche e:
dV = r*sin Odrdfdy

Se f:T — R & ivi continua, essendo 7" un dominio limitato e misurabile di R?:

///Tf (2, y,2) dedydz

= ///f (rsin @ cos @, r sin 0 sin @, r cos ) r* sin Odrdfdy
U

Coordinate cilindriche

Le equazioni di trasformazione (z,y, z) — (r, ¢, z) sono:

T =TCosp (5.96)
y=rsing
z =z,

con 0 <r < 400,00 < p <21, —00 < 2z < 400. Il determinante jacobiano:

dz  dy 0z

O(x,y,2) _ | b 8y o
I e o] o]
8(7179072/) 8_;0: iyp izp
0z 0z 0z

cos sing 0
=| —rsinp rcosy 0
0 0 1

Definiamo:

AZ{(T,QD,Z)ER3’0<T<—|—OO, OSSO§27T, —OO<Z+OO}
=R\{(z,y,2) ER* |z =y =0, —00 <z < 400}

v
asse z
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Quindi:
0(z,y,z
A
Y (r,0,p) € A, 706, 9) >0
d(z,y,2)
Y (z,y,0), 700.2) =0

Ne concludiamo che la trasformazione (5.96) ¢ singolare sull’asse z. Escludendo i punti
dell’asse z, troviamo che ’elemento di misura si trasforma come:

dxdydz — rdrdedz
0, cio che e lo stesso, I’elemento di volume in coordinate cilindriche e:
dV = rdrdedz

Se f: T — R & ivi continua, essendo T' = {(z,y,2) € R* | T ¢ limitato e misurabile} :

///Tf (z,y, 2) dedydz = ///Uf (r cos @, rsin g, 2) rdrdedz

5.4.10 Calcolo di volumi
Solidi di rotazione

Consideriamo un dominio D limitato e misurabile contenuto nel semipiano zz. In particolare:
D C {(z,0,2) eR*|0 <z < +00, 0 < z < 400} (5.97)

Sia T il solido generato dalla rotazione di D di un angolo 27 attorno all’asse z (fig. 5.15).
La rotazione attorno all’asse z suggerisce di passare alle coordinate cilindriche (r, ¢, z). Per

z

Figura 5.15: Rotazione di D attorno all’asse z

una rotazione di un angolo ¢, il dominio si porta in D,,, mentre il generico punto P (z,0, z)
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passa in P, (7, ¢, z) . Il solido T" corrisponde - nello spazio r, ¢, z - a un cilindro U di base D,
altezza 2m e generatrici parallele al piano coordinato r¢:

U=A{(r,¢,2) | (r,z) € D,, 0 < ¢ <27}, (5.98)

come possiamo vedere in figura 5.16.

Dy

r

Figura 5.16: Dominio U corrispondente al dominio 7', nello spazio delle coordinate
cilindriche.

Tale dominio e normale rispetto al piano coordinato rz, per cui:

misT = misU = /// rdrdpdz (5.99)
U

giacché passando dalle coordinate cartesiane (z,y, z) nelle coordinate cilindriche, 1’elemento
di volume cambia come
dxdydz — rdrdpdz

Dalla (5.98) vediamo che U & un dominio normale rispetto al piano coordinato rx, per cui
utilizzando le formule di riduzione, si ha:

27
misU = /d(p// rdrdz = 27?// rdrdz (5.100)
0 De De

Osservando che D, = D —o, Vo € [0,27] e che per ¢ =0 ¢ r = z, si ha:

// rdrdz = // xdxdz = areaD - x¢, (5.101)
D, D

avendo utilizzato la nota formula che fornisce 1’ascissa z¢ del baricentro della figura piana

individuata da D: .
= dzd 5.102
Ta D // xdxdz ( )

Da cio segue che il volume V' del solido di rotazione e:

V =areaD - 2wxq
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Tale formula esprime il Teorema di Guldino per il volume dei solidi di rotazione: nel-
le wpotesi fatte, il volume di T ¢ dato dal prodotto dell’area di D per la lunghezza della
circonferenza descritta dal baricentro di D in una rotazione di 27 attorno all’asse z.

Il formalismo delle matrici di rotazione ¢ estremamente efficace nello studio dei solidi
di rotazione. Assegnato il dominio D dato dalla (5.97), scriviamo una rappresentazione
parametrica della sua frontiera:

OD:x=f(0), y=0, z=g(0), 0¢€lab], (5.103)

ove f e g sono funzioni continue assegnate del parametro reale 6. Segue che il generico punto
di 0D e rappresentato dal vettore colonna:

X@=1 0 |, (5.104)

mentre la matrice di rotazione attorno all’asse z si scrive:

cosp —sing 0
R.(p)= | sing cosp 0 (5.105)
0 0 1

Il generico punto della superficie del solido generato dalla rotazione di D attorno all’asse z
e rappresentato dal vettore colonna

f(0)cosp
X (p.0) =R.(9) X (0) = [ f(B)sinp | (5.106)
g(0)
che fornisce una rappresentazione parametrica della predetta superficie:
x=f(0)cosp, y=f(0)sing, z=g(0), ¢e€[0,27],0¢€ [a,b] (5.107)
Ad esempio, supponiamo che D sia un dominio circolare centrato in Py (g, yo):

D = {(2,0,2) | (x — x0)* + (2 — 20)° < R?}

In particolare o > R, cosicche D non attraversa l’asse z. Come e noto, la rotazione di D
attorno all’asse z genera un toro. Le (5.107) diventano:

x = (x9+ Rcosf)cosp, y=(xg+ Rcosh)cosgp, z=z+ Rsinb, ¢ €l0,2n], 0 € [0,27]
(5.108)

In figura 5.17 ¢ disegnata la superficie (5.108)
Applichiamo il teorema di Guldino:

V =areaD - 2wxq
In questo caso & xg = xg e areaD = wR2, per cui il volume del toro &:

Vioro = 27-‘-RQxO
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Figura 5.17: Solido generato dalla rotazione di un dominio circolare di raggio unitario attorno
all’asse z

Calcolo di volumi per sezione

Sia D un dominio di R3 normale rispetto al piano coordinato wy:
D={(z,y,2) eR’ [ (z,9) € A, a(z,y) <z < B(z,y)} (5.109)

Il volume della regione dello spazio ordinario individuata da D e:

B(x,y)
V =misD = /// drxdydz = //dmdy / dz (5.110)
D A
a(z,y)

Poniamo
B(z,y)
G@wfgl/d2=ﬁ@w%wuaw, (5.111)
afz,y
onde:

)
V= //AG(x,y) dxdy (5.112)

Supponiamo che A sia un dominio normale rispetto all’asse z (fig. 5.18):

A={(z,y)la<z <b o(x)<y<y(z)}
Quindi possiamo applicare la formula di riduzione per gli integrali doppi, ottenendo

b Y(x)

V:/dx/dyG(x,y)

a  p(x)
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Figura 5.18: Il dominio D compreso tra le due superfici z = a (z,y) e z = 5 (z,y), si proietta
sul piano zy nel dominio A che a sua volta € normale rispetto all’asse x.

In forza della (5.111):

¥() Y(x)  Blay)
/dyG(x,y): /dy/dz
o(x) o(z)  ofz,y)
Sostituendo nella precedente:
b U(z) Blzy

)
V:/dx dy / dz (5.113)

a ) ozy)

Sia Y., la sezione di D con il piano «q passante per un assegnato punto (zg,0,0) con
xo € (a,b) e parallelo al piano cooordinato yz:

Qg T = T, (5.114)
onde:

Za:() :O[()ﬂD
= {(y,2) e R? | @ (20) <y <Y (o), a(m,y) < 2 < B (x0,9)}

Per ogni x € (a,b), abbiamo la sezione corrente:
e ={(y.2) eR* | p(z) <y <o (z), alz,y) <2< B(z,y)}

L’area di X, e:

Y(x)  Bz,y)
mist:// dydz = [ dy / dz
’ p@)  al@y)
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Confrontando con la (5.113):

= /mistdx (5.115)

Questo risultato ci dice che il dominio D si decompone in infiniti cilindri infinitesimi di base
Y., e altezza dz, per cui il volume di singolo cilindro ¢ misX,dx. Proviamo a calcolare il
volume dell’ellissoide. Scriviamo:

2,2 2
Dz{(m,y,z)ERﬂ%—l—%—Fg— 1}

2 42 2
8D:{(x,y,)€R3|—+b2+— 1}

D e un dominio normale rispetto al piano zy:

D={(z,y,2) eR*| (z,y) € A, a(z,y) <z < B(z,9)},

2 42
a(w,y):c\/l— <%+:Z—2)
2 2
6<x,y>=—c\/1— (%ﬂ;—g)

essendo:

mentre:

La sezione con il piano «g) z = ¢ si ottiene risolvendo il sistema di equazioni:

Y

a2+b2+z <1
r = Xy

cloe:
N

Passando alla sezione corrente:
2 2

mo={a e R L4 5 <

b/2 /2 -

=by/1 —2,c—c 1——

Quindi X, e un’elisse di semiassi b’ e ¢’. Risulta: misX, = wb'c¢’ = wbe (1 — j—i) Il volume

dell’ellissoide:
C :L‘Z
/mst do = Wbc/ (1 — —) dx
a?

—C

1}, —a<zr<a

essendo:

= —mabe

3
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Osserviamo che il dominio D e normale anche rispetto al piano xz, poiche:
D={(z,y,2) €R’ [ (z,2) € A, a(x,2) < 2 < B(z,2)},

essendo:

Sia X, la sezione di D con il piano ag) z = zp:

2 y2
2202{(x y)€R2|_+b2_1—§}

Passando alla sezione corrente:

2 g2
Ez—{(ac y)eRﬂ——i-ﬁ_l}, —c<z<c

dove:

I1 volume dell’ellissoide é:

C 22
= /misszz = Wab/ <1 - —2) dz
c

—C

= —mabe

3

5.5 Area di una superficie

5.5.1 Superfici

Definizione 428 Sia D C R? un dominio internamente connesso. Siano assegnate le
funzioni reali:
r=z(u,v),y=yu,v), z=z2(u,v), (u,v)€D (5.116)

Le (5.116) descrivono in R® un luogo geometrico S denominato superficie (fig (5.19)). Le
equazioni (5.116) costituiscono la rappresentazione parametrica di S

Definizione 429 La superficie (5.116) ¢ regolare se:
1 2 (w,v), y(,v), = (u,v) € C* (D)

299



CAPITOLO 5. MISURA DEGLI INSIEMI LIMITATI

\
\
\
\
\
\
\
\
1
|
1
d

P(x(u,v),y(u,v),z(u,v))

Figura 5.19:

Al punto
P (z(u,v),y(u,v),z(u,v)) € S.

(u,v) € A corrisponde univocamente il punto
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2. p(J) =2, dove J é la matrice jacobiana delle funzioni x (u,v),y (u,v),z (u,v):

J = < Tu Yu Fu ) (5.117)

‘1.1) yU Z’U
essendo x, = g—i, ete.
3. ¥ (u,v), (u,v") €D, con (u,v) # (u,v), siha:

(@ (u,0),y (u,0), 2 (u,0)) # (x (W, 0) ,y (W, 0), 2 (', 0))

Indichiamo con L, M, N i minori del second’ordine estratti dalla matrice jacobiana,
cancellando la prima, la seconda e la terza colonna, e presi con segni alterni:

By Ty
2y Ty

Ty Yu
Ty Yo

9 Y

L:‘ Yu Zu
Yo 2

Evidentemente:
p(J)=2<= L*+ M?*+ N?>0,V(u,v) €D

Definizione 430 L’interno di S ¢ il sottoinsieme S CS:

S =
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Appendice A

Svolgimento degli esercizi

A.1 Insieme di definizione delle funzioni di 2 variabili

A.1.1 Esercizio 162

L’insieme di definizione della funzione f e tale che

x>0, y>Vr (A1)

Cioe:
A:{(x,y)€R2|0§x<—l—oo,\/5<y<+oo}, (A.2)

che ¢ la regione del primo quadrante al di sopra della parabola y = /x. Si tratta di un
campo illimitato. Le curve di livello sono rappresentabili esclusivamente in forma implicita:

eV +In(y—z) =c (A.3)
L’insieme di definizione della funzione g e tale che

x>0, 2>y

Cioe:
B={(z,y) eR*|0 <z < 400, 0 <y < 2*}

Anche in questo caso le curve di livello ammettono la sola rappresentazione implicita

eV 4 n(z—fy) =c

A.1.2 Esercizio 163

L’insieme di definizione della funzione f ¢ I'insieme delle soluzioni del sistema di disequazioni:

Cioe: !
a={@per2 <l (A4)
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cioe il dominio circolare di centro (0,0) e raggio 1/a. L’insieme di definizione della funzione
g ¢ I'insieme delle soluzioni della disequazione

1—a® (2 +y*) >0

Cioe: |
s {imew i< L)
a

onde )
B=A (A.5)

A.1.3 Esercizio 164

L’insieme di definizione della funzione f e I'insieme delle soluzioni del sistema di disequazioni:

a’— 1% >0
{ arctan|y—al >0 (A6>

w2+y27a2 -
Risolviamo la prima disequazione.

7 —a’ <0< 1€ (—a,a) (A.7)
Segue
A ={(z,y) eER*| —a<z<a, —oo0<y<-+o0} (A.8)

cioe la striscia A; = (—a, a) x (—o0, 4+00).
Risolviamo la seconda disequazione.
L’insieme delle soluzioni della seconda disequazione € 'unione degli insiemi soluzioni S;
e Sy dei sistemi:
arctan |y — a
arctan |y — af |20 — 4y’ —a*>0
x2 + ’y2 — a? arctan|y—al>0
= Ay = {(z,y) eR* | 2° +y* > d*}

L’insieme delle soluzioni del sistema (A.6), i.e. I'insieme di definizione della funzione asse-
gnata, e:
A=A NAy=(—a,a) x (—oo,+00) — D, (A.9)

essendo

def

D= {(z,y) eR* | 2? +y* < a?}

Ne concludiamo
A={(z,y) eR’ | —a<z <a, 2°+y*>d’}

A.1.4 Esercizio 165

L’insieme di definizione della funzione f, e I'insieme delle soluzioni del sistema di disequa-
zioni:

(A.10)

>+ —a+1>0
a—22—y>>0
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Risolviamo la prima disequazione. Detto X, l'insieme delle soluzioni, deve essere:
Xo ={(z,y) € R? | 22 + 4 >a—1}

Per 0 < a < 1 & manifestamente X, = R?. Per a = 1, X, = R? — {(0,0)}, e per a > 1 ¢
X, =R? - D,, dove:
Do ={(z,y) eR* |2 +y* <a—1},

cioe il dominio circolare centrato nell’origine e di raggio va — 1. Quindi:

R?2, se0<a<1
Xo=< R2—{(0,0)}, sea=1 (A.11)
R?2—-D,, sea>1

Risolviamo la seconda disequazione. Detto Y, I'insieme delle soluzioni, deve essere:
Y, ={(z,y) e R’ | 2* +y* <’}
Evidentemente Y, = (), mentre per a > 0, Y, ¢ il campo circolare centrato nell’origine e di
raggio a. Cioe:
y. — { 0, sea=0

{(z,y) eR? |2 +y* < a?}, sea >0

L’insieme di definizione della funzione f, ¢ A, = X, NY,. Piu precisamente:

0, sea=0

{(x,y) eR? |22 +y* <a}, se0<a<1

(R —{(0,0)}) N Yoy = You: — {(0,0)}, sea=1
{(m,y) eR? |a—1< 22 +9y* <}, sea>1

Ay = (A.12)

Verifichiamo il caso o« = 1
fo=1 (z,y) =In (2® +3°),

che ¢ definita in R* — {(0,0)} contrariamente alla terza delle (A.12). Il disaccordo ¢ dovuto
al fatto che per @ = 1 si annulla il numeratore del secondo termine a secondo membro
dell’espressione di f, (x,y).

A.1.5 Esercizio 166

La funzione ¢ definita in R?. L’equazione della generica curva di livello ¢ f (z,y) = ¢, con
c € R. Quindi:
rT+y=c

Tale equazione definisce il fascio improprio di rette generato dalla bisettrice del II e del IV
quadrante (z 4y = 0).

A.1.6 Esercizio 167

La funzione & definita in R?. L’equazione della generica curva di livello & f (z,y) = c¢. Quindi:
2’ +yP=c>0

Detto 7. la generica curva di livello si ha v.—o = {(0,0)}, Yes0 € la circonferenza di centro
l'origine e raggio /c.
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A.1.7 Esercizio 168

La funzione ¢ definita in
A= {(l’,y) €R2|l'y20},

che ¢ un campo connesso illimitato. L’equazione della generica curva di livello &
\/:E_:KZO<:>xy:K2d;fc
Quindi I'insieme delle curve di livello e
{veray=c|ce[0,+o0)},
cioe la famiglia di iperboli aventi per asintoti gli assi coordinati. Il luogo degli zeri e
2y =0<=ax=y=0,

cioe 'insieme {(0,0)}.

A.1.8 Esercizio 169
La funzione ¢ definita in A = R%. L’equazione della generica curva di livello ¢
(l4a+y)?=K>0e=1+a+y=KYc>0

Quindi l'insieme delle curve di livello ¢ {7.:y=—2x+c—1|0 < ¢ < +oo}, cioe il fascio
improprio di rette generato da y = —x — 1.

A.1.9 Esercizio 170

La funzione ¢ definita in X = R?. L’equazione della generica curva di livello &
L—fz[ = [yl = ¢

Per ¢ = 0 la corrispondente curva di livello si identifica con il luogo vy degli zeri di f

r+y=1 sex>0,y>0
r—y=1, sex>0,y<0
r+y=-—1, sex<0,y<0
—x+y=1 sex>0,y>0

1—lz|— |y =0 <= (A.13)

Cioe g ¢ 'unione dei segmenti (A.13). Piu specificatamente, si tratta di un quadrato di lato
v/2 disposto come in fig. A.1.
In generale:
lz|+ |yl =1+¢, VeeR
Cioe
r+y=1+c sex>0,y>0
r—y=14c sex>0,y<0
r+y=—1+¢ sex<0,y<0
—x4+y=14¢, sex>0,y>0

(A.14)
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<

Figura A.1: Curva di livello 1 — |z| — |y| = 0.
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Figura A.2: Curve di livello 1 — |z| — |y| = ¢
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Tale insieme rappresenta un quadrato di lato |1 + ¢| V2, disposto in maniera simile a quello
di fig. A.9. Ne consegue che l'insieme I, (f) delle curve di livello & la famiglia di quadrati
definita dalla (A.14) come mostrato in fig. A.2.

Per ¢ = —1 il quadrato ha lato di lunghezza 0, i.e. &€ degenere:

lz| + [y| =0,

ed ¢ facile convincersi che tale equazione ammette 1'unica soluzione (z,y) = (0,0). Geome-
tricamente, significa che il quadrato collassa nel punto (0,0). Infine, per quanto riguarda la
natura del grafico di f, osserviamo che

l—2z—y, sex>0,y>0

l—2x4+y,, sex>0,y<0

fley) = l+z+y,, sex<0,y<0 (A-15)

l14+2—y,, sex>0,y>0

Cioe abbiamo equazioni del tipo z = 1 + x £+ y ovvero di piani passanti per (0,0,1). Pin
precisamente, il grafico della funzione e la superficie laterale di una piramide di vertice
V(0,0,1) e base 7.

A.1.10 Altri esercizi

Esercizio 431 Determinare ['insieme di definizione e le curve di livello della funzione
f(x,y) = arcsin (zy) (A.16)

Soluzione
Deve essere
lzy| <1<« -1 <zy <1, (A.17)

per cui dobbiamo risolvere separatamente le disequazioni
xy <1, zy>-—1 (A.18)

Denotiamo con S; ¢ I'insieme delle soluzioni della disequazione xy < 1, mentre diciamo S
I'insieme delle soluzioni di xy > —1. Risolviamo la prima:
1,
r>0=y< —
x

come mostrato in fig. A.3.

Sex <0
1 1
x<0———>x:—|x|:—|x|y§1:|x]y2—1———>y2—ﬂ:—,
x| x
come mostrato in fig. A.4.
Ne consegue
9 1
S;=%(r,y) eR*|0<x<+o0, y<—7U (A.19)
x

1
U{(x,y)€R2|—oo<x<0,y2—}
x

308



APPENDICE A. SVOLGIMENTO DEGLI ESERCIZI

X

Figura A.3: La regione colorata ¢ I'insieme delle soluzioni di xy < 1 per z > 0.

y

Figura A.4: La regione colorata ¢ I'insieme delle soluzioni di xy < 1 per x < 0.

y

Figura A.5: La regione colorata ¢ I'insieme delle soluzioni di xy > —1 per x > 0.
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Passiamo alla disequazione zy > —1.
1
r>0=y>——,
x

come mostrato in fig. A.5.
Sex <0

1
r<0=z=-|zg|= —rlyz-1=|z|ly<l=y< —=—,
x

come mostrato in fig. A.6.

X
Figura A.6: La regione colorata ¢ 'insieme delle soluzioni di xy > —1 per x < 0.

Ne consegue

1
52={(x,y)€R2\0<x<+oo7 yz—;}u (A.20)

1
U{(x,y)€R2|—oo<x<O, yg——}
x

Quindi I'insieme di definizione della funzione e
X =5US,U{(0,0)}

Si tratta di un dominio illimitato internamente connesso (fig. A.7).
Determiniamo ora le curve di livello.

arcsin (zy) = K,
dove K € R ¢ una costante. Segue
zy = sin K e [—1,1],
onde le curve di livello sono rami di iperboli

y=—, CE[—l,l],
X

contenute nel dominio X, come appare dalla fig. A.8
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Figura A.7: Insieme di definizione della funzione (A.16). La regione appare limitate per
motivi di disegno. In realta si tratta di un dominio illimitato.

Figura A.8: Alcune curve di livello della funzione (A.16).
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Esercizio 432 Insieme di definizione e curve di livello della funzione

) =g (Vo +v), (A21)

dove g e un’arbitraria funzione elementarmente esprimibile.

Soluzione
L’insieme di definizione dipende dall’espressione elementare di g. Le curve di livello
hanno equazione:

f(fv,y)=0<:>g(\/x2+y2> =K<= Vol +ypP=c= "+’ =,

ovvero circonferenze di centro (0,0) e raggio ¢ > 0.

Esercizio 433 Insieme di definizione e curve di livello della funzione

Soluzione
La funzione ¢ definita in X = R?. L’equazione della generica curva di livello &
1= fol =yl =c
Per ¢ = 0 la corrispondente curva di livello si identifica con il luogo vy degli zeri di f
r4+y=1 sex>0,y>0
r—y=1 sex>0,y<0

r+y=-1, sex <0,y<0
—r+y=1 sex>0,y>0

1—|z| =y =0+ (A.23)

Cioe 7o € 'unione dei segmenti (A.23). Piu specificatamente, si tratta di un quadrato di lato
V2 disposto come in fig. A.9.
In generale:
lz|+ |yl =1+¢, VceR
Cioe
r+y=1+c sex>0,y>0
r—y=14+¢c sex>0,y<0
r+y=—14c¢ sex<0,y<0
—rx4+y=14¢ sex>0,y>0

(A.24)

Tale insieme rappresenta un quadrato di lato |1 4 ¢ v/2, disposto in maniera simile a quello
di fig. A.9. Ne consegue che I'insieme I'. (f) delle curve di livello ¢ la famiglia di quadrati
definita dalla (A.24) come mostrato in fig. A.10.

Per ¢ = —1 il quadrato ha lato di lunghezza 0, i.e. ¢ degenere:

|z + [y| =0,

ed ¢ facile convincersi che tale equazione ammette 1'unica soluzione (z,y) = (0,0). Geome-
tricamente, significa che il quadrato collassa nel punto (0,0). Infine, per quanto riguarda la
natura del grafico di f, osserviamo che

l—x—y, sex>0,y>0
) 1-x2+4+y,, sex>0,y<0
Jlz,y) = l+z4y,, sex<0,y<0 (A.25)

l+xz—y,, sex>0,y>0
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<

Figura A.9: Curva di livello 1 — |z| — |y| = 0.
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Figura A.10: Curve di livello 1 — |z| — |y| = c.
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Cioé abbiamo equazioni del tipo z = 1 + = £+ y ovvero di piani passanti per (0,0,1). Pin
precisamente, il grafico della funzione ¢ la superficie laterale di una piramide di vertice
V' (0,0,1) e base .

A.2 Esercizi sulle derivate parziali

Esercizio 434 Determinare le derivate parziali del prim’ordine della funzione:

f(x,y) = 222 — 3zy + 4y°

Soluzione. o of
— =4r -3y, — = —-3x+8
o T Y, oy T + Sy
Esercizio 435 Stesso esercizio per la funzione:
22 2
Yy x

Soluzione.
g_Zx y? Of x2+2y

or y a2’ Oy y:
Esercizio 436 Stesso esercizio per la funzione:
f(z,y) = sin (22 + 3y)
Soluzione.
of

of
5 cos (2z + 3y) , 9y 3 cos (2x + 3y)

Esercizio 437 Stesso esercizio per la funzione:

f (z,y) = arctan (z°y) + arctan (zy?)

Soluzione.
Ooxr 1+ xy? 1+ 22y*
_ 2y N y?
14+ 2%y2 1+ 22y*
_ 2zy (14 22yt) + 2 (1 + 2*y?)
(14 z%y?) (1 + 22y*)
Quinda:
of _y @'y’ +22%" +y + 22)
or (1 +a2%2) (1 + 22y
La derivata rispetto a y:
of  a? 2xy

Oy  14+aty2 14 a2yt
2?42ty + 2ay + 22°y°
(L4 2y?) (1 + 22y*)

Cioé:
of  w(a®y* + 22"y + x + 2y)
gy (1+aty?) (1 + a2y
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Esercizio 438 Determinare le derivate parziali del prim’ordine della funzione:

ZBQ"E
flzy) =e"+

Soluzione.

0 0
_f — (21, + y) €w2+xy7 _f — xex2+azy

ox y

Esercizio 439 Determinare le derivate parziali del second’ordine della funzione:

f(z,y) =2+ 5zy + o

Soluzione. o7 o
Iz = 2x + dy, 8_y =bxr + 2y
Quinda:
0 f 0 f 0 f
97 L o T oy g W=
o’f  o*f
Oydx  0xdy

Esercizio 440 Determinare le derivate parziali del second’ordine della funzione:

f(z,y) =xcosy —ycosx

Soluzione.
of . of :
—— =cosy +ysinz, = = —xsiny — cosx
ox y
Quindi:
o0 f 0 f 0 f 0 ( b ysing) = s .
—S = YCosT = —xcosy, —— = — (cos sinx) = sinz — sin
>PfPf
Oydx  Oxdy
Esercizio 441 Determinare le derivate parziali del prim’ordine della funzione:
- )
f(zy) = 2z
Soluzione.
1 1 2
of _ 1 (—2)z % = = + =2
or 12 2 B
0 1 1
_fzz(_g) -8 _ - _ 9% 1
Ay 22 3 a2

Esercizio 442 Determinare le derivate parziali del prim’ordine della funzione:
f (z,y) = sin 3z cos 4y

Soluzione.

of

—— = 3 cos 3z cos 4y, 8_f = —4sin 3z sindy

ox dy
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Esercizio 443 Mostrare che la funzione

f (1'1,272, ,l’n> =

verifica l'equazione differenziale alle derivate parziali:

£ */Ezaxl - f (xla T2, ..., xn)
Soluzione.
af 1 0. — x;
02@ N o f(xlvx% ,l‘n)
Quindi:

=f2(x1,22,-.-,Tn)

Esaminiamo alcuni cast particolart.
Pern=1 e:

f@) ==
¥ = (@)
Pern =2:
f(2,y) = Va2 + o2
x%wg—i = f(z,y)
Pern =3:

f(z,y,2) = Va2 +y? + 22

xa—£+yﬁ+2%=f(:v,y,2)

Esercizio 444 Mostrare che la funzione

f(z,y) = ev sin (f) + e+ cos <g> :
Yy T

verifica ’equazione differenziale alle derivate parziali:
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Soluzione.

Choé:
8f 1 = . (.CE) 1 2
— = —evSsin| — | + —ev cos
dr y y) vy
Calcoliamo la derivata rispetto a y:

(
of x<
)

dy y?
Quinda:

Esercizio 445 Mostrare che la funzione
fla,y) = (ax + by)* + ™™ + sin (ax + by)

verifica ’equazione differenziale alle derivate parziali:

Lo
Soluzione.
g—i = 2a (az + by) + ae®™ ™ + acos (ax + by)
g_i = 20 (azx + by) + be™™ ™ + bcos (ax + by)
Quindsi: 9 P
b =0

Esercizio 446 Mostrare che la funzione
f(z,y,2) = (ax + by + c2)* + e L sin (ax + by + ¢2)

verifica l'equazione differenziale alle derivate parziali:

of ,of  of _

—— —bc=— —ab=— =0
ac Jy “or ~ Va2
Soluzione.

? = 2a (azx + by + cz) + ae"* T + qcos (ax + by + c2)
x

g =2b(ax + by +cz) + e YT 4 p cos (ax + by + cz)
Y

of _

5, = 2¢ (ax + by + cz) 4 ce™ T 4 ccos (ax + by + c2)
P
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Quindi:

Esercizio 447 Mostrare che la funzione

flay) ="

verifica ’equazione differenziale alle derivate parziali:

0% f 0% f 0% f
27 J 9 27 J —
T or? * xyaxﬁy Ty 0y? 0

Soluzione. Calcoliamo le derivate parziali prime:

of _yle—y) —ay
0z (z-y)’

Calcoliamo le derivate parziali seconde:

0% f B

922 —Z/Za—x (z — y)_2
_ 2
C(x—y)’

2
g—y]; = 932(% (x—y)~
B 222
C(@-y)

0zdy Oy \ox)  Oy(x —y)
L 21>
(z—y)°
Quindi:

2 2 2

20 f Ff o L0f

Z L 49 - =

922 T Gy Y gy =Y
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Esercizio 448 Consideriamo una grandezza fisica che varia in funzione dell’ascissa x e del
tempo t. secondo la legge:

f(z,t) = e cos (wt), (A.26)

dove o € una costante reale con le dimensione dell’inverso di una lunghezza, mentre w € una
grandezza con le dimensioni dell’inverso di un tempo (pulsazione o frequenza angolare) .
Mostrare che per w = |a|, la (A.26) é una soluzione dell’equazione differenziale alle derivate
parziali: , )

LI

ox? = Ot?
Generalizzare il risultato per f (z,y, z,t).

Soluzione. Calcoliamo la derivata rispetto a x:

g = e cos (wt)
x
Quindi la derivata seconda:
Ff
952 ¢ f(z,t)
La deriwata rispetto a t:
af at 3
5 = ~we’ sin (wt)
Quindi:
0*f
W = _wzf (Qf,t)
Percio: o oy
_ 2 2
922 T TV Y
Abbiamo: o o
8_1:}; a—£:0<:>a2—w2:0<:>w:ia<§>w:|a|
Cioe: o o
V (w,a) € (0,400) x (—o0, +00), 8_x];+ 8_1;5 =0 <= w=|q

Aggiungendo le rimanenti dimensioni spazialiy e , si ha f (z,y, z,t) = e*@++2) cos (wt) che

verifica l'equazione differenziale:
2

0
2
Vf—Fﬁ:O

se e solo se w = |a.
Esercizio 449 Mostrare che la funzione:
f(z,y,2,t) =e * (sinkx + cos ky + sin kz) , (A.27)

dove o € una costante con le dimensioni dell’inverso di un tempo e k una costante con le

dimensioni dell’inverso di una lunghezza, soddisfa l’equazione di diffusione del calore in un

mezzo conduttore: )
k*0f

V2 f — (A.28)
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Soluzione. 5
8_f = ke “ cos k,
x
da cui: 52
0_]; = —ke “sinkx
xr
Derivando rispetto a y:
? = —ke “sin kx,
)
da cui: e
8_]; = —k*e * cos ky
Y
Derivando rispetto a z:
8f —at
5~ ke " coskz,
z
da cui: o2
a—;; = —k%e *'sinkz

1l laplaciano di f eé:
Vf=—k* *(sinkz + cos ky + sin kz)

La derwata rispetto a t:
af
ot
Confrontando con Uespressione del laplaciano, otteniamo la (A.28).
Notiamo che l'equazione di diffusione ¢ del secondo ordine nelle variabili spaziali e del pri-

mo ordine rispetto alla variabile t. Inoltre, la soluzione (A.27) é un’oscillazione sinusoidale
nelle coordinate spaziali, modulata da e=**.

—ae” (sin kz + cos ky + sin kz)

Esercizio 450 Mostrare che la funzione:
f(x,y, z,t) = sin (k,x) sin (k,y) sin (k,z) sin (|k| wt),

dove w e una pulsazione, mentre k = (ky, ky, k.) é un “vettore d’onda”, verifica l’equazione
differenziale alle derivate parziali:

1 0%f

f= L A2
Soluzione. 5
8_f = k, cos (k,x) sin (k,y) sin (k,z) sin (|k| wt)
x
da cui:
0*f 2 . : : .
el —k; sin (k,x) sin (kyy) sin (k,2) sin (|k| wt) (A.30)
x
Le derivate giy’;, 327{ si ottengono dalla (A.30) permutando ciclicamente le variabili x,y, z e
ky, ky, k. (non nell’argomento delle funzioni trigonometriche):
*f 2 . : : .
e —k, sin (k,x) sin (kyy) sin (k. z) sin (|k| wt)
o*f 2 . : : .
5.7 —k: sin (k,) sin (kyy) sin (k. 2) sin (k| wt)
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Quindzi il laplaciano:
Vf = — |k|*sin (k,z) sin (k,y) sin (k.z) sin (|k| wt)

La derivata parziale di f rispetto alla variabile t:

g—{ = w |k sin (k,x) sin (k,y) sin (k,2) sin (|k| wt),
da cui: o
a_t{ = —w? [k[*sin (k) sin (k,y) sin (k.2) sin (|k] wt)

Confrontando con Uespressione del laplaciano, otteniamo la (A.29).
Esercizio 451 Determinare il valore approssimato dell’area di un rettangolo di lati:

1. x =20.02 cm, ;y = 19.80 cm
2. v =20.50 cm, ;y = 19.50cm

3. x=25cm, ;y=23cm

confrontando, poi, con il valore esatto.
Soluzione. L’area di un rettangolo di lati x e y € una funzione delle due variabili reali
z,y € (0,+00) x (0,400):
S(x,y) =zy

Posto x = xg + Az, y = yo + Ay, si ha:

Sesatto - (IO + AZL‘) (y + Ay)
S = So +dS,

dove Sy = S (x9,yo). Calcoliamo il differenziale totale:

= yAx + zAy

Quindi:
Sapp = SO + 90A$ + ony

Assumiamo xo = 20 cm, yo = 19 cm, per cui Sy = 380 cm?.
1. Qui e Az =0.02cm, Ay = 0.80 cm, per cui:

S,satto = 396.396 cm?
Sapp = 396.380 cm?

Cioe:
Sesatto — Sapp =16 x 10_2 cm
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2. Qui e Ax = 0.50cm, Ay = 0.50cm, per cui:

Sesatto = 399.75 CH]2
Sapp = 399.50 cm?
Cioe:
Sesatto - Sapp =0.25cm

3. Qui e Ax =5cm, Ay = 4cm, per cui:

Sesatta = 575 Cm2
Sapp = 555 cm?
Choé:
Sesatto - Sapp = 20cm

Esercizio 452 Se V = 200V ¢ la differenza di potenziale applicata a una resistenza R =
1092, determinare la variazione esatta e la variazione approssimata della potenza dissipata
W = V?f quando R diminuisce di 0.2 Q e V' diminuisce di 0.1V.

Soluzione. Scriviamo:

V2
= (A.31)
che e l’espressione analitica di una funzionre reale delle variabili reali V, R, definita nel
campo illimitato:

W (V,R)

A={(V,R)eR*|0<V < 400, 0 < R < 400}
= [0,+00) x (0, +00)
Posto (Vy, Ry) = (200, 10), si ha:
AW =W (Vo + AV, Ry + AR) — W (Vo Ry)

_ Ry(Vo+AV)? = Vo (R + AR)
Ro (Ro + AR)

Per AR=—-020 e AV =0.1V:
AW =T755W

1l valore approssimato dell’incremento della potenza dissipata ¢ dato dal differenziale della
funzione (A.31):
ow ow
dW = —AV + —AR
ov =" TR
V V2
=2—AV — —A
R v R? h
Quindi:
Vi V2
AWy = 2—AV — < AR
vp Ry R2
Per AR=—-02Q e AV =0.1V:

AW,y = 76 W

Risulta, dunque, AW,,, ~ AW, poiché gli incrementi delle variabili indipendenti sono
“sufficientemente” piccoli.
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Esercizio 453 Assegnato un riferimento cartesiano ortogonale (Oxy) del piano, conside-
riamo un generico punto P (x,y). Denotiamo, quindi, con P, la proiezione ortogonale di
P sull’asse x. Viene, cosi, a formarsi il triangolo rettangolo OPP,, avente per cateti le
coordinate cartesiane x,y di P.

Determinare la variazione esatta e la variazione approssimata della lunghezza dell’ipote-
nusa quando il cateto di lunghezza x si accorcia di Ax e il cateto di lunghezza y si allunga
di Ay.

Soluzione. La lunghezza dellipotenusa é:

flay) = Va2 +y?

Passando da (x,y) a (x — |Az|,y + Ay), la variazione esatta della lunghezza dell’ipotenusa
altro non ¢é che lincremento di f (z,y):

Af = [f(z—|Az],y+ Ay)
= \/a:2 — 2z |Az| + (Az)® + 42 + 2yAy + (Ay)* — /22 + 2
La variazione approssimata ¢, invece, il differenziale di f (x,y):

of
Oy

0
(B )y =47 = e+ 9y

YAy —z|Ax|
Va2 +y?

Esercizio 454 Data la funzione:

f(z,y) =2y — 3y,

calcolare Af e df in un generico punto (x,y) e per arbitrari incrementi Ax, Ay. Calcolare,
poi, le stesse grandezze nel punto (2,3) e per (Az,Ay) = (107,2-107Y). Determinare,
infine, un valore approssimato di f in (4.12,5.81).

Soluzione

L’incremento della funzione é:

Af=fz+Az,y+Ay) — f(z,y)
= (24 Az)* (y+ Ay) — 3 (y + Ay) — 2%y + 3y
= [2zyAz + (2" = 3) Ay] +y (Az)? 4 20AzAy + (Az)® Ay

~ ~/

—af
La quantita tra parentesi e il differenziale totale della funzione, onde:

Af=df +o(p),

dove o (p) € un infinitesimo di ordine superiore a p = \/(Aa:)2 + (Ay)*:

0(p) =y (Az)* + 2eAzAy + (Az)® Ay
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Nel punto Py (2,3):

df(Pg):12><10_1—|—2><10‘1:g
14
=3.-1024+8-102+2-10% = —
0(po)=3-107"4+8-107°+2-10 o
Quindi:
189
AJC(PO)Zalf(PO)JFO(Po):E5

Calcoliamo ora il valore approssimato di f in (4.12,5.81). A tale scopo poniamo:

Quindi:
Azr =0.12, Ay =0.82

1l valore esatto é:
f(4.12,5.82) = 81.331

1l valore approssimato é:
fapp (4.12,5.82) = f (Fg) +df (),

dove P} (x4, yp). 1l differenziale totale é:
of of
df (P))=1=] A =1 A
V(F) (am)% o <8y)P(; !

g—Qm g:xz—i%

o Y oy

Le derivate parziali sono:

Quinda:
df (Py) =40-0.12+ 13- 0.82 = 15.46,

che sommato a f (P}) =65 ci da fap, (4.12,5.82) = 80.46.

A.3 Complementi

A.3.1 Equazione di D’Aembert

Scriviamo 'equazione di D’Alembert (introdotta nell’esercizio 228) che descrive la propaga-
zione di una grandezza fisica f (x,t) (nella direzione dell’asse x).

O:f 1 02f
ot @oe = (5.32)

dove ¢ e una costante reale positiva.
Osservazione 455 L’equazione di D’Alembert ¢ un’equazione differenziale alle derivate par-

ziali del second’ordine, lineare ed omogenea.
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Teorema 456 L’integrale generale della (A.32) é:
flz,t)=filx—ct)+ fa(x+ct), Vfi, fo € C*(R) (A.33)

Dimostrazione. Eseguiamo la trasformazione (z,t) — (£, 7):

E(x,t)=x—ct (A.34)
n(x,t)=x+ct
cosicche:
[z, t)=F[¢(z,t),n(z,t)], (A.35)

dove F' e la funzione composta:

F [5 (I7t) ’77(%75)] =N [5 (:Evt)] + f2 [7] (C(],t)]

Dobbiamo determinare ng; , gt{ in modo da verificare la (A.32). La derivata prima rispetto
a x si ottiene dalla (A.35):

0 0
o = I Pl t) )
_ OF 85 L oF or 877
~ 0 Oz on Ox
Risulta: oF 8F
%~ h©. G =B
Dalle (A.34):
9% _q, 0y
or or
Percio: of
%—fﬂf(f’c ]+ fo0n(z,1)]
Poniamo per definizione:
R € () (2, t)] = fi[E (@, )]+ f3[n(x,0)] (A.36)
Quindi: 5
AR (4.37)
a (A.37) ci permette di esplicitare la derivata seconda rispetto a z:
o? 0
o = R [ (1) (1)
8{ o 877 o
Cioe:
82f 1 1
= FIE 0] + £ )] (A.39)
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Passiamo alla derivata rispetto a t. Applicando 'operatore 2 5; ad entrambi i membri della
(A.35):

e R

_0Fos  9Fdy
“ocot | onot

Dalle (A.34): 5 9
3 on

a - “ o ©

quindi: 5
S AR

Poniamo per definizione:

GlE(z.t) n(z )] =c{-fill(z, )] + fa[n (z,1)]} (A.39)
Cio implica:
of

E :G[f (I7t)’77(xvt)]’ <A40>

La (A.40) ci permette di esplicitare la derivata seconda rispetto a t:

O = LGl n(a)

G e 9G an

9 ot on ot

oG

o = —cfi [§ (x,1)]
oG

3_77 =cfy [n(x,1)]

Quindi:

P i
S = IO+ 1 )

f

8

cioe la (A.32). m

Osservazione 457 La soluzione (A.33) rappresenta una grandezza fisica che si propaga
nella direzione dell’asse x con velocita c. Si tratta di un’onda ptana, che si esprime come
sovrapposizione lineare di un’onda piana progressiva (si propaga nel verso positivo dell’asse
x, ed e rappresentata da fi (x — ct)) e un’onda piana regressiva (si propaga nel verso positivo
dell’asse x, ed & rappresentata da fy (x + ct)).

A.4 Biblio
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