Analisi spettrale di segnali deterministici

Marcello Colozzo

Esercizio 1

Determinare la densita spettrale e lo spettro di potenzadel segnaleV(t) = Vose |t] <7, Ose |t]| > 7

Calcoli manuali

Set Opti ons [

{
Pl ot ,
Li st Li nePl ot

}

Ti cksStyle ->Directive[
Hue[5/6],
8
1

V[t _, VO_, =_]:=Wich[
t 2-t&&t <z, VO,
t>t || t<-t, 0
1
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segnale[VO_, =_]:=Plot[
VIt, VO, I,
{t, -4z, 471},
Exclusions » {t =<t, t = -t},
Pl ot Range - {-0.1, VO +0. 8},
Ti cks -

1.
PlotStyle - {
Thi ckness [0. 003]
}
AxeslLabel -
{
Style["t", Snall, Red],
Style["Vv", Small, Bl ue]
1.
Epi | og - {
Red,
Dashed,
Line[{{-z, 0}, {-T, VO}}],
Line[{{z, 0}, {r, VO}}]
}

segnal e[1, 2]

VO * sinw )

Latrasformatadi Fourier éV(w) = VO/ Sart[2x] [ Exp(— j wt) dt = Neridant

per cui la densita spettrale &

2V0 Sinf[wrt]
*

N

plw_, VO_, t_]:=
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densi taspettrale[VO_, =_]:=Plot [

plw, VO, tI],
-10 10
fo.— <}
PlotStyle - {
Thi ckness [0. 003]
}
AxeslLabel -
{
Style["w", Small, Red],
Style["p", Smal |, Bl ue]
}

densitaspettrale[1l, 2]

Lo spettro di potenza &

4V0"2  (Sin[wt]) 2
= *

Wlw_, VO_, t_]:=
27 w2

spettropotenza[VO_, t_]:=Plot [

wlw, VO, t],
-10 10
{w’ T ' T }‘
PlotStyle - {
Thi ckness [0. 003]
}
AxeslLabel -
{
Style["w", Small, Red],
Style["w", Small, Blue]
}

3
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spettropotenza[l, 2]

Calcoli automatici

Per il calcolo dellatrasformata di Fourier possiamo utilizzare il comando Four i er Tr ansf or m

? Fouri er Transform

FourierTransform[expr, t, w] gives the symbolic Fourier transform of expr.
FourierTransform[expr, {t1, to, ...}, {w1, wo, ...}] gives the multidimensional Fourier transform of expr. >

| parametri (a, b) sono cosi definiti: (2'% f_+°°V(t) elPet gt per cui nel nostrocaso éa=0, b= -1
b (o)

pllw_, VO_, t_] (+definizione i mediata per

non aunmentare il carico conputazional ex) = Fourier Transform[
(xf unzi one da trasformarex)
V[t, VO, t],

(xvari abi |l e i ndi pendent ex)

iy

(xvari abil e i ndi pendente della trasformatax)
w,

(xsettaggi o dei parametri )

Fouri er Parameters » {0, -1}
1

pl[w, VO, t]

[2 VoSin[tw] (-1+UnitStep[-t])

w
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Pl ot [

pllw, 2, 1],
(0, -10, 10}
]

Se avessimo usato la definizione ritardata:

Cl ear [pl]

pllw_, VO_, t_]:=FourierTransform[
(xfunzi one da trasformarex)
VI[t, VO, t]l,
(xvari abi |l e i ndi pendent ex)
P
(xvari abil e indi pendente della trasfornmatax)
w,
(xsettaggi o dei paranetri =)
Fouri er Paraneters -» {0, -1}

Impiegatroppo tempo se tracciamo il grafico:

Pl ot [
pllw, 2, 1],
{w, -10, 10}
1 // Tining

$Abort ed

Quando I'espressione analitica della funzione da trasformare € troppo complicata (non € questo il caso), e preferibile calco-
lare latrasformata per vianumerica. A tale scopo carichiamo il package Fouri er Seri es:

Needs [" FourierSeries "]
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NFour i er Transf or m[

(xfunzi one da trasformarex)

Vit, 1, 27,

(xvari abil e indi pendente della funzionex)

t,

(xval ore nunerico della variabile indipendente della trasformatax)
1,

(»settaggi o dei parametri )

Fouri er Paraneters » {0, -1}

0. 725514 - 5. 53644 x 1078 i

Pl ot [

NFour i er Tr ansf or m[

Vit, 1, 21,

e

w

1,

{w, -4, 4}
1
R N 2 ‘ 4

Clear [V, W, p, pl, segnal e, spettropotenza, densitaspettral e]

Esercizio 2

Determinare la densita spettrale e lo spettro di potenza del segnale V(t) = Vo e ! con wg > 0.

Calcoli manuali

VIt _, VO_, w0_7]:= V0 e w0*bsit]
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segnal e[VO_, wO_]: =Pl ot [
VI[t, VO, w0],
4 4
fr. -2 2,
w0 w0

Pl ot Range -» {-0.1, VO +0. 4},
Pl ot Styl e » {Thi ckness [0. 003]},
AxeslLabel -
{
Style["t", Snmall, Red],
Style["V", Small, Blue]
1
Ti cks »
{
None,
{
{VO, "Vo"}
}
}

segnal e[1, 2]

In questo caso I'integrale di Fourier si spezza nella sommadi due integrali, poiché conviene esplicitare il valore assoluto. Lo

svolgimento del calcoli e raccolto in questo link.

Verifichiamo:
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I1[w_] =Integrate[
EXp[ (w0 - i w) =t ],
{t, -», 0},
Assunpti ons -»

{
w € Real s,
w0 >0

}

-1 w+ w0

|2[w_] =Integrate[
Exp[- (w0 + L w) *t ],
{t, 0, +w},
Assunptions -

{
w € Real s,

w0 >0
}

1

1w+ w0

Ladensita spettrale &

* (11[w] +12[w]) //Sinplify

plw_, VO_, wO_] =

/% VO w0

2
w? + w0

27

Lo spettro di potenza

Wlw_, VO_, wO_] =plw, VO, wO]"2

2 V0? w0?

b1 (wz +w02)2

Cl ear [densi taspettral e]
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densitaspettrale[VO_, wO_]:=Plot [
po[w, VO, w0],
{w, -4 w0, 4 w0},
PlotStyle -» {
Thi ckness [0. 003]
}
AxeslLabel -
{
Style["w", Small, Red],
Style["p", Small, Bl ue]
}

densitaspettral e[1, 2]

spettropotenza[VO_, wO_]:=Plot [
wlw, VO, w0],
{w, -4 w0, 4 w0},
PlotStyle » {
Thi ckness [0. 003]
b
AxesLabel -
{
Style["w", Smal |, Red],
Style["w", Small, Blue]
}
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spettropotenza[l, 2]

Calcoli automatici

pllw_, VO_, wO_] (+xdefinizione i medi ata per

non aurmentare il carico conputazional ex) = Fouri er Tr ansf or m[
(»funzione da trasfornarex)
V[t, VO, w01,

(xvari abi | e i ndi pendent ex)

t,

(xvari abil e indi pendente della trasformatax)
w,

(xsettaggio dei paranmetri =)

Fouri er Paraneters -» {0, -1}

1

pl[w, VO, w0]

/% VO w0

2
w? + w0

pllw, 2, 1]

2 [2

1+?
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Pl ot [
pllw, 2, 1],
{0, -10, 10},
Pl ot Range -» Al |

1

-10

Clear [V, W, p, pl1, segnal e, spettropotenza, densitaspettral e]

, Ose |t| > 7. Discutere il limite per

Esercizio 3
A

Determinare |a densita spettrale e lo spettro di potenza del segnale V(t) = = se [t| < 7

7 - 0%,

Calcoli manuali

VIt_, A, t_]:=Wi ch[

N| d

T
t 2 -—&%&t <
2

T T
t>— || t<-— 0
2

]
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segnal e[A_, =_]:=Plot [
VIt, A <zl,
{t, -2¢, 21},

Excl usi ons » {t =S g i== —g}

Pl ot Range - {-o. 1, ALl 8},

1t
Ti cks »

PlotStyle - {
Thi ckness [0. 003]

Do
AxeslLabel -

{
Style["t", Small, Red],

Style["V.", Small, Bl ue]
b
Epi | og -» {
Red,
Dashed,
A

ine[{{-2. o). {-2. 2}}]
ine[{{Z. o). {z. 1]
)
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segnal e[1, 0.1]

| calcoli manuali dellatrasformata di Fourier sono raccolti in questo file.

Verifichiamo:

1
V2

Exp[-tw=*t],
{t, -t/2, +t/2},
Assunptions -»

{
w € Real s,
A>O0,
t>0

}

At snlz]

T w

A
plo_, A, t_1= * —Integrate[
T

Lo spettro di potenza e

Wlw_, A, t_] =plw, A t]"2

2 ASin|2]?

7T'E2a)2
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densitaspettrale[A_, t_]:=Plot|
plw, A I,
{w, -100 z, 100 t},
PlotStyle - {
Thi ckness [0. 003]
b
AxeslLabel -
{
Style["w", Snal |, Red],
Style["p.", Small, Blue]
b

Pl ot Range - Al |

densitaspettral e[l, 0.5]

w

spettropotenza[A_, z_]:=Plot|[
Wlw, A tl,
{w, -100 z, 100 t},
PlotStyle - {
Thi ckness [0. 003]
3
AxeslLabel -
{
Style["w", Snal |, Red],
Style["w", Snall, Blue]
1,
Pl ot Range - Al |
1
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spettropotenza[l, 0.5]

—-40 -20

Eseguiamo il limite per r — 0* (segnaleimpulsounitario) :

Limt[
plw, A t],
t-0

1
A
V2

Clear [V, W, p, pl, segnal e, spettropotenza, densitaspettral e]

Esercizio 4

Determinare la densita spettrale e lo spettro di potenza del segnale modulato in ampiezza V(t) = Vg e ot cog(wo t)

Alt , Q, VO _]:=VO*EXp[-Q"2 #t 2]

VIt _, VO_, @, w0_]:=A[t, @ VO] *Cos [w0xt]
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segnal e =Pl ot [

{

V[t, 1, 10, 1507,
A[t, 10, 1]
_A[t, 10, 1]

3,

{t, -0.5, 0.5},
Pl ot Range -» Al | ,
PlotStyle »
{
Thi ckness [0. 0037,
{
R&BCol or [0.3, 0.6, 0.7],
Thi ckness [0. 001]
1.

{
RGBCol or [0.3, 0.6, 0.7],

Thi ckness [0. 001]

}
1
Ti cks »
{
None,
{
{-1, "-Vo"}, {1, "Wo"}
}
3
AxesLabel -

{
Style["t", Snall, Red],

Style["Vv", Small, Bl ue]
}

“vv va

I calcoli dell'integrale di Fourier sono molto laboriosi ed occorre I'applicazione del teorema di Cauchy per una funzione
olomorfadefinita nel dominioin figura. Per i dettagli consultareil file al seguente link.
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dom nio =Plot [

Nul I,

{x, -2, 2},
AxeslLabel -
{

Style["x", Small, Red],
Style["y", Small, Blue]

1
Ti cks - {
{
{-1.5, "-x¢"}, {1.5, "xo"}
1
{0. 25, "yo"}
}
3
Epi | og -»
{

RGBCol or [0.3, 0.6, 0.7],

Thi ckness [0. 0041,

Arrow[{{-1.5, 0}, {1.5, 0}}],
Arrow[{{1.5, 0}, {1.5, 0.25}}1],
Arrow[{{1.5, 0.25}, {-1.5, 0.25}}],
Arrow[{{-1.5, 0.25}, {-1.5, 0}}1,
Text ["D", {0.2, 0.1}]

}
]
y
X
X Xo
Ladensita spettrale &
VO (w-w0)"2
plw_, VO, @, w0 ]:= Exp[- - ]
Q xV2 49
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densi taspettral e = Pl ot [

olw, 1, 10, 1507,

{w, 100, 200},

Pl ot Range - Al | ,

AxeslLabel -

{
Style["w", Small, Red],
Style["p", Small, Bl ue]

1,

Ticks-»{

{

(150, "wo"}

e

{

(—— ==}
10V2 o2

Pl ot Styl e -» Thi ckness [0. 003]

Vo

ay 2

wq

Verifichiamo:

V[t, VO, @, w0]

e”¥ V0 Cos [t wO0]
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pllw_, VO_, Q_, wO_] (xdefinizione imedi ata per
non aunmentare il carico conputazional ex) = Fourier Transform[
(»funzione da trasfornarex)
V[t, VO, @, w01,
(xvari abi | e i ndi pendent ex)
g
(xvari abil e indi pendente della trasformatax)
w,
(xsettaggi o dei parametri )
Fouri er Paranmeters -» {0, -1}
1

pl[w, VO, Q, w0]

osn[4587] cosn[ 97| sinn[£:07] simm 522

VO

. _ _
22 Abs[Q] 2+/2 Abs[Q] 2+/2 Abs[Q] 2+/2 Abs[Q]

Un risultato strano!

Pl ot [

pllw, 1, 10, 150],
{w, 100, 200},

Pl ot Range - Al |
]

10

120 140 160 180 200

-05-

Proviamo a calcolare I'integrale:
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quindi

Jlw_, VO_, @_, w0_] =Integrate|
Exp[-@°t?] »Exp[i (w0 - w) *t1],
{t, -, +m},

Assunpti ons -»
{
w € Real s,
w0 > 0,
Q>0
}

]

(w-w0)?2

e 2 n

abbiamo svolto benei conti. In particolare I'integrale il cui calcolo harichiesto I'applicazione del teoremadi Cauchy:

l1[w_, VO_, @, wO_] =Int egrate[

Exp[-o? [1‘1 * wss;zw —t]z],

{t, -, +m},
Assunpti ons -»
{
w € Real s,
w0 > 0,
Q>0
}

Vo
o

Cl ear [segnal e, spettropotenza, densitaspettral e, plotN]

Perwo:O
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segnal e =Pl ot [
{
Vi[t, 1, 10, 0]
}
{t, -0.5, 0.5},
Pl ot Range -» Al | ,
PlotStyle »

{
Thi ckness [0. 003]

1,
Ti cks -»
{
None,
{
{-1, "-Vo"}, {1, "Vo"}
}
1,
AxeslLabel -
{

Style["t", Snall, Red],
Style["Vv", Small, Bl ue]
}

\%

Export ["gaussi ano. eps", segnal e]

gaussi ano. eps

Latrasformata di Fourier € ancora una gaussiana, ma con larghezza inversamente proporazionale alla larghezza del segnale;
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densi t aspettral egaussi ana = Pl ot [

plw, 1, 10, 0],

{w, -50, 50},

Pl ot Range - Al | ,

AxeslLabel -

{
Style["w", Small, Red],
Style["p", Small, Bl ue]

1,

Ticks-»{

{

(150, "wo"}

e

{

(—— ==}
10V2 o2

Pl ot Styl e -» Thi ckness [0. 003]

Clear [V, W, p, pl, segnal e, spettropotenza, densitaspettral e, plotN]

Trasformata discreta di Fourier

L'analisi spettrale di un segnale deterministico puo essere eseguita utilizzando la trasformata discreta di Fourier.

? Fourier

Fourier[list] finds the discrete Fourier transform of a list of complex numbers. >

Ad esempio:
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Exp[—Q*Abs[t]3]
VIt , VO, @ ]:=V0x

1+QAbs[t]

segnal e = Pl ot [
V[t, 1, 10],
{t, -2, 23,
Pl ot Range - Al |
1

Eseguendo un campionamento discreto:

Exp[-Q+ Abs [k]°]

Vd[k_, VO_, 9.]:=\VO0«
1+QAbs[k]

vd [0, 1, 10]

segnal edi screto = Tabl e[
{k, vd[k, 1, 101},
{k, -2, 2, 10"-1}
1
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segnal edi scret opl ot = Li stLinePlot [
segnal edi screto,
Pl ot Range - Al |
1

Latrasformatadi Fourier discreta

DFT[n_]:=Fourier [

Tabl e[
vd[k, 1, 107,
{k, -n, n}

1
1

Per plottare la densita spettrale costruiamo un insieme di coppie ordinate (k, \7):

lista[n_, k_1:={k, Abs[DFT[n][[k]11}

listal[n_]:=Table[
listaf[n, ki,
{k, -n, n}

1
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densi taspettral epl ot = ListLinePlot [
l'istal[40]
]




