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Parte 1

Topologia generale



Capitolo 1

Topologia elementare in R"

1.1 Intorno di un punto

In questo paragrafo affrontiamo le principali proprieta topologiche dello spazio euclideo R™. Alcune di
esse sono, in realta, teoremi che verranno enunciati e dimostrati nel paragrafo successivo in riferimento
a un qualunque spazio topologico.

Definizione 1 Assegnati A (ay,as, ..., a,) e B (by, b, ..., b,) appartenenti allo spazio euclideo R™ con
arp < by (k=1,2,...,n), linsieme dei punti :

R ={(x1,29,...;x,) ER" |ap <ap < b, (k=1,2,...,n)} (1.1)
si dice rettangolo chiuso di estremi A e B.

Evidentemente:
R = [al,bl] X [CLQ,bQ] X ... X [an,bn]

Ad esempio, per n = 2 ¢ R = [ay, b1] X [ag,bo] = {(z,y) ER?* | ay <2 < by, ay < x < by } come
illustrato in fig. 1.1.

L : -

a; b, X

Figura 1.1: Rettangolo chiuso di estremi A (a1, as), B (b1, by).

Da tale definizione segue quest’altra:
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Definizione 2 L’insieme di punti:
{(x1, 29, ..,xn) € R" | ap <xp < b (k=1,2,...,n)} (1.2)
si dice rettangolo aperto di estremi A e B.
L’insieme (1.2) & esprimibile attraverso il prodotto cartesiano di n intervalli aperti:
(a1,b1) X (ag,by) X ... X (an,by)

Considerando il caso n = 2, & (ay,b1) X (az,bs) = {(z,y) € R? | a; < x < by, ay < x < by } come
illustrato in fig. 1.2.

Figura 1.2: Rettangolo aperto di estremi A (aq,as), B (b1, bs).

Definizione 3 Assegnato il rettangolo R (aperto o chiuso) di estremi A e B, il centro di R ¢é il
punto C (¢q, ¢, ... ¢p) € R

1
ck:§(ak+bk), k=1,2,...n

Denotiamo con R (C) un qualungue rettangolo (aperto o chiuso) centrato in C.

Definizione 4 Assegnati P, (xgo),xgo), ...,.:1:59) € R" e R > 0, si dice cerchio chiuso di centro

Py e raggio R, linsieme di punti:

n 2
Qr (Ry) = {(9517372, ey Ty) € R™ | Z (:Uk — x,(co)> < RQ}
k=1

Definizione 5 Assegnati P, (xgo),a:g)), ...,x%o)) € R" e R > 0, si dice cerchio aperto di centro

Py e raggio R, linsieme di punti:

i 2
AR (Py) = {(xl,xg, ey XTp) € R Z (xk — :c,(f)) < RQ}
k=1

Proposizione 6
VP, € R", IR (Ry) # 0 | R(Py) ¢ aperto
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Dimostrazione. Siano (xgo), xgo), e x%o)) le coordinate cartesiane di F.

V8 > 0, (ng> — 6,2 4 5) X (ng> — 6,20 4 5) X ox (20 = 5,20 4 5) £0,

L’insieme di punti x}_, (m,(co) — 9, x,(co) + (5> ¢ manifestamente un rettangolo aperto centrato in Fp,

onde 'asserto. m
Allo stesso modo si dimostra la seguente proposizione:

Proposizione 7
VP, € R", 3AR (Py) # 0

Tali proposizioni suggeriscono le seguenti definizioni:

Definizione 8 Assegnato il punto Py € R™, un intorno rettangolare di F, ¢ un qualunque
rettangolo aperto non vuoto, centrato in Fy.

Definizione 9 Un intorno circolare di Fy ¢ un qualunque cerchio aperto non vuoto, centrato in
P.

Definizione 10 Un qualunque sottoinsieme non vuoto di R™ é un intorno di P, se contiene un
intorno rettangolare o circolare di Py. Indichiamo con I (Py) un intorno di Fy.

1.2 Punti interni. Punti esterni. Punti di frontiera
Sia X un sottoinsieme non vuoto di R™.
Definizione 11 F, € R" ¢ interno a X) &1 (Py) C X,

Evidentemente:

Py € R" ¢ interno a X) j (Phe X,
cioe I'appartenenza a X e condizione necessaria ma non sufficiente affinche Fy sia interno a X.
Definizione 12 B, € R" ¢ esterno a X) Ll (FI(Py) | I(P)NX =10
Denotiamo con C'(X) il complementare di X in R™:

C(X)=R"— X (1.3)

Abbiamo:
Py € R" ¢ esterno a X ) <= (P, ¢ interno a C' (X)

Definizione 13 P, € R" ¢ di frontiera per X) &, (Py non é né interno, né esterno a X) <
= (VI(R), XNI(R)£D, C(X)N1(F)#0
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X

PZ .
Figura 1.3: P; ¢ punto interno per X C R2 Il punto P, ¢ esterno, mentre il punto P3 ¢ di frontiera.

In fig. 1.3 riportiamo un esempio 2-dimensionale.

x {P €R" | P¢interno a X} (1.4)
ox {P € R" | P ¢ di frontiera per X}
Si legge:
X interno di X
0X frontiera di X
Si osservi che X C X. Nel capitolo successivo dimostreremo che I'interno di X e dato da:
X=X-0X
Per ora ci limitiamo ad enunciare (e in seguito dimostreremo):
X é chiuso ) <= 00X C X (1.5)
X ¢ aperto ) <= X = X
Dalla definizione 13 segue
0X =0C (X), VXCR"
Teorema 14 X ¢ chiuso [aperto] <= C (X)) é aperto [chiuso]

Dimostrazione.

Xechiusoe= X 20X <= 0=C(X)noX = C(X)NnaC(X),
9X=0C(X)

cioe C'(X) ¢ aperto. In maniera simile si dimostra il resto del teorema. m

Teorema 15 Se {X;} (k=1,2,...,N) & una famiglia di aperti, si ha:
o
Ay ™ UXk ¢ un aperto (1.6)
k=1

lim Ay € un aperto
N—+o0

N
By def ka e un aperto

k=1
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N
Dimostrazione. P € Ay = 3h € {1,2,..,. N} | P€ X;, = 3I(P) C X, = I(P) C | JXy
Xn=Xn k=1

Cioe:
VP e Ay, 31 (P) C An,

onde la prima delle (1.6). Per dimostrare la seconda poniamo:

Aoo: lim AN,

n—-+00
quindi:
VP € Aw, 31 (P) C Ay) = Ay ¢ aperto

Pertanto I'unione di un numero infinito numerabile di aperti ¢ un insieme aperto. Dimostriamo la
terza.
Pe By = (Pe Xy, Vke{l,2,..,N}) = 3I; (P) C X,

X=Xy,

essendo I, (P) un intorno circolare di P di raggio d;. Posto

d= min {0},

ke{1,2,...,.N}
si ha:
lg(P) C X, Vke {1,2,...,N},
cioe
Is (P) C By = By ¢ un aperto
[ ]

Osservazione 16
N

X glia di ti & i Xy e 3
{ X} famiglia di aperti NiTOO’Q k€ aperto

Consideriamo ad esempio X, = {(z,y) € R? | 2? + y* < A}}, con Ay = 1+, essendok =1,2,...,N.
{X} & Uinsieme dei cerchi aperti centrati nell’origine del piano cartesiano e di raggio Ay, come

tllustrato in fig. 1.4. Studiamo l'insieme:

N
By = ﬂXk
k=1

A tale scopo fissiamo N = 2:
By=X1NnX, =X,

Per ogni N € N —{0}:
By =Xy ={(z.y) R |2* +y° <A}}

Al crescere indefinito di N i cerchi tendono ad addensarsi sul cerchio chiuso di raggio unitario,

risultando:.
N

NIELI}OO’QX]C ={(z,y) eR* | 2* +y* < 1}

che € un insieme chiuso.
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Figura 1.4: La famiglia { X} € un insieme di cerchi aperti centrati nell’origine e di raggio Ay =1 —l—%
con k=1,2,...,N. Al crescere indefinito di N € N — {0}, i cerchi si addensano sul cerchio chiuso di
raggio unitario.
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Esempio 17 Sia
X:{(:U,y)ERQIx,yEQ} (1.7)
Cioe, X ¢ l'insieme dei punti di piano le cui coordinate cartesiane sono numeri razionali.

(¢1,32) € X <= q1,20 € Q
Preso ad arbitrio il punto P (q1,q2) € X, si ha:

VIs, (@) = (@1 — o1 +0,), IweR-Q |z € I, (1) ) .
Vis, (32) = (g2 — 0y, g2+ 0,), Iy ER - Q| z € I, (o)
= VPeX,3I(P)=1I;(qn) xIs,(q2) | [ (P) £ X
— X =
Quindi X ¢ privo di punti interni. Cio implica che X non é aperto. Per stabilire se X ¢é chiuso,
constdertamo il suo complementare:

C(X)={(z,y) eR?*|z,y e R—Q}

Abbiamo:
VP eC(X), PI(P)C C(X)= C(X) non ¢ aperto

Ne concludiamo che X non é né aperto e né chiuso. Inoltre preso ad arbitrio P € R?:
VI(P), XNI(Py)#0, C(X)N1I(R)+0
Cioé 0X = R2: ogni punto del piano ¢ punto di frontiera per X.

Esempio 18 Sia X = {P}, essendo P un punto assegnato di R"™. Il complementare di X ¢ C (X) =
R™ —{P}. Abbiamo: )
(P I(P)CX=P¢X

ma AP € X, per cui: X =0= X non é aperto. Inoltre:

XNI(P)={P}+#0
) NPT - (P} 0

Quindi 0X = X = X ¢é chiuso.

>:>P60X

Esempio 19 Assegnati N punti distinti Py, Ps,...,Py € R", sia X = {Py, Ps,...,Py}. In modo
analogo all”esempio precedente, si dimostra che X ¢é chiuso.

Esempio 20 Assegnato R > 0, sia

X = {(wm eR |3t Rz}
k=1

Cioe, X e la superficie di una ipersfera di raggio R centrata nell’origine. Il complementare di X é:
C (X) - El U 22,
dove:

21 = {(x17x27"'7$n) eR" ’ 21'2 < RQ}

k=1
Xy = {(951,9027---,%) e R"| ZxQ > RQ}
k=1

Gli insiemi ¥y 5 sono manifestamente aperti e tale ¢ la loro unione, cioé C (X). Ne concludiamo che
X é chiuso.

10



Capitolo 2

Spazi topologici

2.1 Definizione assiomatica

Gli argomenti presentati nel capitolo precedente, si riferiscono a sottoinsiemi dello spazio euclideo
R™. In realta, tali argomenti possono essere generalizzati a un qualunque insieme S non vuoto. Piu
specificatamente, riassumiamo le proprieta che ci interessano.

Sia O la totalita degli insiemi aperti' di R™. Nel capitolo precedente abbiamo visto che © verifica
le seguenti proprieta:

1. ),R* € ©

N
2. X, €0, (k=12,...,N<+o0) = []X, €0
k=1

N
3. X, €0, (k=12,...,N<+o00) = | JX, €0
k=1

Cio premesso, a un qualunque insieme S possiamo univocamente associare l'insieme i cui elementi
sono i sottoinsiemi di S. Denotando con P (S) tale insieme, si ha:

P(8)={5'| $'C 5} (2.1)
Definizione 21 Chiamiamo P (S) insieme della parti di S.

Riesce:

P (0) = {0}, (2:2)

0,SeP(S), VS 4D

Proposizione 22

P(S)#0, VS

Dimostrazione. S #0) = S € P (S) = P(S)#0
S =1 ?2)73((2)):{@}7&@ [
eq. (2.

Definizione 23 © C P (S) ¢ una topologia per S, se sono verificate le sequenti proprieta:

ncluso I'insieme vuoto, giacche & facile persuadersi che () & contemporaneamente aperto e chiuso.

11
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1. 0,S €06
N

2. X, €0, (k=1,2,.,N < 400) = (X, €0
k=1
N

3. Xp €0, (k=1,2,..,N < +4o0) = | JX; €0
k=1

La coppia ordinata (S,0) si chiama spazio topologico. Gli elementi di © sono gli insiemi
aperti o semplicemente gli aperti di S. Gli elementi di S sono i punti dello spazio topologico
(S,0). Gli insiemi chiusi di S sono, invece, tutti e soli i sottoinsiemi di S il cui complementare
(in S) é aperto. Clioe:

Y C S ¢ chiuso <L C(Y)e©

Proposizione 24
VS 40, ©={0,S} ¢ una topologia per S

Dimostrazione. Il primo assioma ¢ banalmente verificato. Riesce:
PNnS=0, DuS=S5,

per cui sono verificati gli assiomi 2 e 3. m

Definizione 25 © = {(), S} ¢ detta topologia banale

Esempio 26 La topologia banale per R™ ¢ © = {(),R"}. In tale topologia, l'unico aperto non vuoto
di R™ ¢ R™ medesimo. Tuttavia, in R™ la topologia naturale é quella euclidea. Piu precisamente:

. = {A CR" | VP, (Igm,xgm, ...,x;@) € A, Wiso.p, C A} , (2.3)

essendo:

Usso.p, = {(1’1,1‘2, ey XTy) € R™ | Z <xk — a:,(go)) < 52} , (2.4)
k=1

cioe Usso.p, ¢ un cerchio aperto centrato in Fy di raggio ¢ > 0, onde Us—o p, = 0. Nel caso speciale
n=1:
C"‘)e = {A Q Rl | V.CC() c A, 3U5207€B0 Q A} s

dove:
Us>0.20 = (xo — 0,29 + 0)
2.2 Punti interni. Intorno di un punto. Punti di frontiera

La definizione 11 di punto interno e la definizione 10 di intorno di un punto si generalizzano a un
qualunque spazio topologico (S, 9).

Definizione 27

xESéinternoaXQS)<di4f>E|A66|A§X, reA

(fig. 2.1).

12
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Figura 2.1: x ¢ interno all'insieme X C S| se esiste almeno un aperto contenuto in X e contenente
x.

Figura 2.2: U & un intorno di z (definizione 28).

13
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Definizione 28 .
UCS ¢éunintorno di z € S) PLEN (x ¢ interno a U

CioeUCSe¢unintornodiz € Sse JA€© | ACU, x € A (cfr. fig. 2.2).
Assegnato x € .S, poniamo:
u, {U C S| U ¢ un intorno di x} (2.5)
Cioe chiamiamo U, I'insieme i cui elementi sono gli intorni di z. Pertanto la definizione 28 puo
essere riformulata:

Ucid, £L3Ac0|ACU, z€A (2.6)

Osservazione 29 Nella (2.6) l'aperto A ¢, a sua volta, un intorno di x. Infatti:
AcO|ACA re A= Acl,

Proposizione 30

VcsS|VoUeld,=Vel, (2.7)
UVeld,=UnNVel, (2.8)
Ueld,=3IVel,|Uecl, VyeV (2.9)
Dimostrazione. La (2.7) si dimostra banalmente.
La (2.8):
ACU, z€ A
U’VGU”E:}HA’B€@|{B§V,$€B
—rxcANBCUNV = UNVel,
ANBeO
La (2.9):
Ueld,<~—= (FA€O|ACU, € A)=— IV |ACV CU
= (3B€©|BCU, yeB, VyeV)=Ue€l,
|

Esempio 31 Nel caso della topologia banale © = {(), S}, risulta: Yz € S, U, = {S}. Riprendendo
[’esempio 26 nel caso n = 1, si ha che mentre nella topologia euclidea un intorno di o € R € ogni
intervallo (xo — 0,z + 0), nella topologia banale © = {0, R} l'unico intorno di xo € R é l'insieme
medesimo R.

Estendiamo le definizioni 13-1.4 a un qualunque spazio topologico (S, ©).
Definizione 32 Dicesi interno di di X C S [’insieme:
X ={z eS|z éinterno a X} C X, (2.10)

secondo la definizione 27.

o . def XNU#D
Un punto x € S ¢ di frontiera per X) <= VU € U,, { C(X)NU4£) (2.11)
dove C' (X) ¢ il complementare di X in S. Dicesi frontiera di X [insieme:
0X ={x € S|z édi frontiera per X} (2.12)

14
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Nel caso dello spazio euclideo R™ abbiamo definito gli insiemi aperti mediante la seconda delle
(1.5) che ¢, in realta, un teorema. Iniziamo con il dimostrare il seguente lemma:

Lemma 33 Sia (5,0) uno spazio topologico.

VX C S, X = U A eX ¢l piu grande aperto contenuto in X

AeO
ACX

Dimostrazione. Iniziamo con il dimostrare che X ¢ I'unione di tutti e soli gli aperti di (S,0)
contenuti in X. Per definizione di punto interno a X:

reX=3A€O|ACX, zcA,

per cui al variare di x in X riesce x € U A. Quindi:

A€o
ACX

rEX =zc¢ UA —~XxXcBY UA

A€o A€©
ACX ACX
Viceversa, preso ad arbitrio « € B, si ha:
BeO|BCX, r€B)=reX, (2.13)

onde in forza dell’arbitriarieta di x:

= UA:>:ve)°( — UAQ)?

AcO A€O
ACX ACX
In definitiva:
UAng UA:>X: UA
A€O A€© A€O
ACX ACX ACX

Per dimostrare la seconda parte del lemma, osserviamo innanzitutto che da

X=_J4
AcO
ACX
segue X e O, X C X. Inoltre:

VA €O |4 CX = A C |JA=X,
AcO
ACX
per cui X eil piu grande aperto contenuto in X m

Teorema 34
X e aperto<— X =X

Dimostrazione. La condizione & necessaria.

Per ipotesi e X = X. Nel corso della dimostrazione del lemma precedente abbiamo mostrato che
)O(E@,percuiXE@.

La condizione e sufficiente

Per ipotesi X ¢ aperto = il piu grande aperto contenuto in X ¢ X medesimo. Per il lemma
precedente, il piu grande aperto contenuto in X e X ,onde X = X. =

15
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2.3 Base di uno spazio topologico
Sia (S, ©) uno spazio topologico.

Definizione 35 B CO ¢ una base® di S se ogni aperto di S si esprime come unione di elementi di
B. In simboli:

B CO ¢ una base def B
4G )<:><VAe@,aBaeB\A_nga7

Definizione 36

S ¢ a base numerabile) &L 3B base di S | A é al pit infinito numerabile

dove A ¢ tale che A =\J,c4Ba, VB, € B e per un assegnato A € ©.

Consideriamo ad esempio la topologia discreta:

Q4 =P (9) (2.14)

Ogni sottoinsieme di S ¢ un aperto di S. In particolare, Vo € S, {z} € G4, i.e. {2} ¢ un aperto
di S. Ogni sottoinsieme {z} costituito da un solo elemento di S, & denominato singoletto. E facile
persuadersi che B = {{z}}, 4 C ©q ¢ una base di S. Ad esempio, se prendiamo I'aperto A = 5 € Oy,
siha: S = J,cqBs, dove B, = {z}. Ne consegue che lo spazio topologico (S, ©4) ¢ a base numerabile
se e solo se I'insieme S ¢ al pit infinito numerabile. I due esempi seguenti chiariranno i concetti appena
esposti.

Esempio 37 Sia S = {\/5, , e}, dove e e la base dei logaritmi naturali. La topologia discreta é:

o {05 {3 1.00 (v o} {2} 1)
Una base é:
B = {Bk}keA>

dove A= {1,2,3} e By = {V2}, Bo = {n}, B, = {e}. Quindi (S,0,) ¢ a base numerabile. Inoltre,
per definizione di base, un qualunque aperto di S (compreso S, giacché é un aperto) si esprime come
unione di elementi di B. Piu precisamente:

3

s=UB = {v2}u{ntufe}

k=1

I rimanenti aperti:
{\/5} =By e simili
{\/5, 7T} == Bl U B2
{7T, 6} = B2 U B3
{\/E, 6} = B1 U B3

2Un’altra denominazione & base degli aperti di S, o ancora base della topologia ©.

16
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Esempio 38 Sia S = R. Nella topologia discreta una base é:
B={B,}, con B, = {z}

z€R

Un qualunque aperto di R (compreso R, giacché é un aperto, i.e. é un elemento di P (R) = ©4) si
esprime come unione di elementi di B. Piu precisamente:

R:UBIZ U {z} = (—o00,+00)

z€R Tr=—00

Quindi (R,©4) non é a base numerabile.

2.4 Sottospazio topologico

Proposizione 39 Sia (5,0) uno spazio topologico, dove © = {Ap}, . Per ogniY C S, linsieme
Oy = {A,NY}, oy definisce una topologia su'Y, denominata topologia indotta .

Dimostrazione. 0 NY =0, SNY =Y = (,Y € Oy, per cui & verificato il primo assioma di

spazio topologico.
Poniamo A) = A, NY.

heH heH heH

(UAh> Ny =J@ny)=J4,

€Oy

Ciot | J A}, € ©y.

heH

heH heH heH

) (AnY) = <ﬂAh> NY = () (4,nY) € Oy
N———

€Oy

Restano dunque verificati i rimanenti assiomi di spazio topologico. m

Definizione 40 Sia (S,0) uno spazio topologico. Per ogni Y C S non wvuoto, chiamiamo sot-
tospazio di S, la coppia ordinata (Y,0y), dove Oy ¢ la topologia indotta da ©.

Proposizione 41 Se B = {B}, .y ¢ una base per gli aperti dello spazio topologico (S, ©), una base
per gli aperti di un qualunque sottospazio (Y,Oy) é By = {B;, = B, NY}, _; ¢ una base per gli aperti
di Y.

Dimostrazione. Omessa. =

2.5 Punti di accumulazione. Punti isolati. Punti di aderen-
za

Definizione 42 Sia (S,0) uno spazio topologico. Assegnato X C S,

xg € S ¢ punto di accumulazione per X) &, (VU € Uy,, 3z € UN (X — {x0}) (2.15)
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In altri termini, zy € di accumulazione per X se in ogni suo intorno cade almeno un punto di X
distinto da xg.

Definizione 43

xo € X ¢ punto isolato di X) &, (xg mon € punto di accumulazione per X) <= (2.16)
< (AU ey, | UN(X —{x0}) =0

Cioe, ¢ € punto isolato di X se esiste almeno un intorno di xg in cui non cade nessun punto di
X distinto da xq.

Definizione 44 Dicesi insieme derivato di X, o semplicemente derivato di X, il sequente sot-

toinsieme di S':
D, (X)={z € S|z é di accumulazione per X C S} (2.17)

Osservazione 45
$0€DT(X)<75>$0€X

Cioé xg € D, (X) e xg € X esprimono due proprieta indipendenti del punto xo. In altri termini,
Uappartenenza di o a D, (X) non é condizione necessaria e né sufficiente, affinché il punto xg
appartenga ad X .

La nozione di insieme derivato permette di riformulare la definizione 43:
xo ¢ punto isolato di X PLIN xo € X, 29 ¢ D, (X)
Definizione 46
zo € S ¢ punto di aderenza per X (o aderente ad X)) &, (VU € Uy,, Iz € XNU (2.18)

In altri termini, x4 € di punto di aderenza per X se in ogn: suo intorno cade almeno un punto di
X non necessariamente distinto da xg.

Definizione 47 L’insieme dei punti di aderenza per X si chiama la chiusura o Paderenza di X
e st indica con X. Quindi:

X ={z €S|z ¢ punto di aderenza per X}

Quindi, assegnato lo spazio topologico (S,0©) per ogni sottoinsieme X di S, sono univocamente
definiti gli insiemi D, (X) e X. Risulta:

D.(0)=0, 0=10 (2.19)
Piu avanti stabiliremo un’importante relazione che lega I'insieme X al suo derivato e alla sua chiusura.

Teorema 48 Sia (S,0) uno spazio topologico.

0X=XNC(X), vXCS (2.20)
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CAPITOLO 2. SPAZI TOPOLOGICI

Dimostrazione. Preso ad arbitrio g € 0X, per definizione di punto di frontiera (cfr. relazione
(2.11)):

XﬂU%@jonEX _ .
$0€8X:>VU€Z/{$0, {C(X)ﬂU#@Z}LEOEW :>$0€XHC(X)

In forza dell’arbitrarieta di xo, I'implicazione precedente restituisce la relazione di inclusione:

X CXNCO(X) (2.21)

D’altra parte preso ad arbitrio zp € X N C (X) si ha zy € X, onde:

XNC(X)Cox

Aggregando a tale relazione di inclusione la relazione (2.21):

XNC(X)COXCXNC(X)= 90X =XNC(X)

]
E chiaro che -
x9 € D, (X) — a9 € X (222)

In forza dell’arbitrarieta di zq € D, (X):
D, (X)CX (2.23)

Si osservi che I'implicazione (2.22) non ¢ invertibile, giacche 1’aderenza & una condizione piu debole
dell’essere punto di accumulazione. Infatti, ogni punto isolato di X ¢ un elemento di X, i.e. un punto
di aderenza per X:

20 € X, 29¢ D (X) = VYU €U,,, zo € XNU (2.24)
= VU €Uy, XNU AP =20 X

Dalle (2.22)-(2.24) segue che I'appartenenza di 7o a X & condizione necessaria ma non sufficiente per
I'appartenenza del punto z( all'insieme a D, (X). Cioe:

190 € X # 20 € D, (X) (2.25)

Inoltre:
XCX (2.26)

Dalle (2.10)-(2.26) segue che un qualunque sottoinsieme X di uno spazio topologico (S, ©) verifica
la doppia relazione di inclusione: ) B
XCXCX, vXC8§ (2.27)

Lemma 49 Ogni punto di aderenza di X non appartenente a X, é punto di accumulazione per X.
In simboli: )
xo € X, $0€X:>$0€DT(X)

Dimostrazione. Sia zy un qualunque punto di aderenza di X non appartenente a X:
v0€X, 1o ¢ X
Per definizione di punto di aderenza:
VU € Uy, UmX%@mO:&Um(X—{xO})%@,

cioe x( ¢ punto di accumulazione per X. =
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Teorema 50 Sia (S,0) uno spazio topologico.
X=XUD,(X), VvXCS (2.28)
Dimostrazione. Dalle (2.23)-(2.26):
XUD,(X)CX (2.29)
D’altra parte, preso ad arbitrio 7y € X, tenendo conto della (2.26), i casi possibili sono:

l.zge X =290 XUD, (X)

2. [L‘Og_fX - $0€DT(X):>ZL‘0€XUDT(X)

Lemma 49

Quindi, in entrambi i casi ¢ g € X U D, (X). In forza dell’arbitrarieta di xo:
X CXUD, (X)
Aggregando a tale relazione di inclusione la (2.29):
XUD,(X)CXCXUD,(X) = X =XUD,(X)

[

La (2.28) & la relazione che avevamo anticipato, la quale stabilisce un legame tra X e D, (X), X.
Inoltre, la (2.28) conferma le affermazioni precedenti. In particolare, le implicazioni (2.22)-(2.25) che
qui riscriviamo:

l’oEDT(X) j .T()GX

Tuttavia, se zo € X, o ¢ D, (X), necessariamente o € X. In altri termini, sussiste il seguente
corollario che & complementare al lemma 49:

Corollario 51 Ogni punto di aderenza di X che non sia punto di accumulazione per X, appartiene

ad X.

In simboli: B
ro € X, $0¢DT(X):>1'0€X

Osserviamo poi che la (2.28) permette di ridefinire la nozione di insieme chiuso:
Definizione 52 Assegnato lo spazio topologico (S, 0), un sottoinsieme X C S é chiuso se e solo se
cotncide con la propria chiusura, cioeé: B
X=X

Osservazione 53 In virtu della (2.20) per ogni X C S, si ha che X ¢é un insieme chiuso, in quanto
intersezione di chiusi: o

0X =0X
Teorema 54 Sia (S,0) uno spazio topologico.

X C S échiuso <= X 2 D, (X)

Dimostrazione. X ¢ chiuso <= X =X <<= X =XUD,(X)<= X2 D, (X) =
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Lemma 55 Ogni punto di aderenza di X non appartenente a X, e punto di frontiera per X. In
simboli: B
g€ X, x9¢ X = 19€0X

Dimostrazione. 15 € X, 29 ¢ X = 19 € X NC(X) = VU € U,,, { g&[)]gég#@ =
To € 0X m
Teorema 56 Se (S,0) ¢ un qualunque spazio topologico:
X=XUdoX
C ° .
VX CS, {X:X—ﬁX (2.30)

Dimostrazione. Dalle (2.26)-(2.20) si ha X UJX C X. D’altra parte, se comunque prendiamo
xg € X, si verifica uno dei casi seguenti:

1. g€ X — a9 € X UIX

2. 00¢ X = x0€0X = 1x9€ XUIX

Lemma 55

Quindi, in entrambi i casi € 7o € X U0X. In forza dell’arbitrarieta di z:
X CXUdX
Aggregando a tale relazione di inclusione la X U9X C X:
XUIXCXCXUIX = X=XUdX
Dimostriamo la seconda delle (2.30).
o€ X —=zge X —0X
In forza dell’arbitrarieta di xg, I'implicazione precedente restituisce la relazione di inclusione:
X CX-0X (2.31)
D’altra parte preso ad arbitrio zg € X — 0X = xo ¢ 0X — ¢ € )O(, onde:
X-9XCX
Aggregando a tale relazione di inclusione la (2.31):
X-0XCXCX-0X = X=X-0X
|
Corollario 57 Se (S,0) ¢ un qualunque spazio topologico:

X ¢ chiuso < X D 0X

X ¢ aperto <= C (X) 20X (2.32)

VX C S, {

Dimostrazione. Xéchigso(z}X:X(:)X:XuﬁX@X 00X
Xeaperto <= X =X <= X=X -0X<«= X=XNC0X) <= X CC(0X) <~
—C(X)20X m
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2.6 Spazi di Hausdorff

Definizione 58

Lo spazio topologico (S, ©)

def _
¢ uno spazio di Hausdorff ) = Vryes (z#y), IOV) el xUy [UNV =0

In altri termini, (S,0) é uno spazio di Hausdorff se e solo se comunque prendiamo due punti
distinti x ey di S, é possibile trovare un intorno U di x e un intorno V di y disgiunti.

Teorema 59
(S,0) ¢ uno spazio di Hausdorff = ﬂ U={z}, VzeSs
Uel,

Cioe, se (S,0) e uno spazio di Hausdorff, comunque prendiamo x € S, lintersezione di tutli e
soli gli intorni di x € un insieme contenente il solo punto x.

Dimostrazione. Procediamo per assurdo. La negazione della tesi é:

Jy € ﬂU|y7éx, Ve e S
Uell,

Preso ad arbitrio un intorno V' di y, per definizione di intorno (eq. 2.6):

Veld,=3JAcO|ACV, ye A (2.33)
Riesce:
Jye (Uly#z=VUclU, yeUﬁyeUmAEyeUmv
Uel,
= UUV #£0,
cosicche:

V(U,V)EU, xU,, UNV #£0

Cio implica che lo spazio topologico (S,0) non ¢ uno spazio di Hausdorff (negazione dellipotesi),
onde 'asserto. m
2.7 Spazio connesso
Sia (.5, ©) uno spazio topologico.
Definizione 60
X C S ¢é connesso DLEN BA, B non vuoti ed entrambi aperti| AUBD X, ANB =10

In altri termini, X € connesso se non esiste alcuna partizione di X in due sottoinsiemi A e B che
siano entrambi aperti.

Definizione 61
. def N
X e sconnesso <= X non € connesso

Cioe X & sconnesso se e solo se esiste una coppia di aperti non vuoti (A, B) tali che AUB 2 X,
AN B = 0. Sidice che A e B ricoprono X o che compongono un ricoprimento di X. Nel caso
particolare X = S:
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Definizione 62
. d . . .
S ¢ connesso < BA, B non vuoti ed entrambi aperti | AUB 2 S, ANB =)
Intuitivamente, uno spazio topologico connesso e costituito da una sola “porzione” di spazio.

Teorema 63 ) -
S & connesso <:>(X§S\X:X:X:>X:®,S

In altri termaini, in uno spazio connesso S gli unici sottoinsiems simultaneamente aperti e chiusi sono

0elsS.

Dimostrazione. La condizione e sufficiente.
Procediamo per assurdo. La negazione della tesi e:

AXCS|X=X=X#

Da cio segue:
S=XUC(X), XNnC(X)=0,

cioe (X,C (X)) & una partizione di S con X,C (X) # 0. Inoltre X & aperto = C'(X) & chiuso.
Ma X ¢ anche chiuso, per cui C'(X) ¢ aperto. Quindi X e C' (X) sono entrambi aperti® e come tali
compongono un ricoprimento di .S, per cui S e sconnesso, contraddicendo I'ipotesi.

La condizione €& necessaria.

Per assurdo S & sconnesso = 3JA, B C S| A, B#0, AUB =S5, AN B = (). Senza perdita di
generalita supponiamo che A e B siano entrambi aperti.

B ¢ aperto = C'(A) =S — A= B ¢ aperto = A ¢ chiuso.

Ma A ¢ anche aperto e non vuoto. Inoltre & A # S, giacche C' (A) = B # (). Esiste, dunque, un
sottoinsieme A non vuoto di S simultaneamente aperto e chiuso:

ACS, A=A=A,
che ¢ una negazione dell’ipotesi, onde 1’asserto. m

Teorema 64
S ¢ connesso <= 0X #0, VX C S

Cioé S ¢ connesso se e solo se la frontiera di ogni sottoinsieme non vuoto di S, non é l'insieme
VU070.

Dimostrazione. La condizione ¢ sufficiente
Procediamo per assurdo. La negazione della tesi &: 3X C 5| 0X =0, X # (). Dalle (2.30) si ha
X=X=X#0= 0+# X CS ¢ simultaneamente aperto e chiuso = S ¢ sconnesso, che ¢

Teorema 63
contro l'ipotesi.

La condizione & necessaria
Per assurdo: S & sconnesso = JA, BC S| A, B#0, AUB =S, AN B = (). Supponendo che
A e B siano entrambi chiusi, dalla (2.20) segue:

0A=AnN (A)C(;_BAQBZAQB:(Z),

che e contro l'ipotesi. m

3Per quanto detto, sono anche entrambi chiusi.

23



CAPITOLO 2. SPAZI TOPOLOGICI

Definizione 65 Assegnato lo spazio topologico (S, 0), dicesiricoprimento di X C S una qualunque
partizione R di X, cioe un qualunque insieme R = {Gr} con k =1,2,..., N, i cui elementi Gy, sono
sottoinsiemi non vuoti di X e tali che:

N
G2 X, GinGr =0, Yk} e{1,2,. N}, k#K

k=1

Se N < 400 il ricoprimento si dice finito e l'intero naturale N si dice ordine del ricoprimento. Nel
caso contrario (N = +00), si dice infinito.

Definizione 66 Dicesi ricoprimento aperto di X ogni ricoprimento di X costituito da aperti non
vuot.

Osservazione 67 La definizione precedente continua a valere se X = S. Incidentalmente, abbiamo
wpotizzato X C S.

Esempio 68 Sia (S,0,) uno spazio topologico, essendo S = {x,y} con x # y e O4 = P(S5) =
{0, S,{x},{y}} la topologia discreta. Risulta:

S=A{z}u{y}, {z}n{y} =10

Quindi S ¢ sconnesso. Tale risultato si generalizza, ovvero se S = {@p}oy con x, # v VKK €
N (k#Kk') e © =0y, lo spazio topologico (S,04) € sconnesso.

2.8 Spazio compatto. Spazio precompatto

In topologia generale un ruolo fondamentale e svolto dai cosiddetti spazi compatti, introdotti nel 1920
da P.S. Alexandrov e P.S. Uryson. Per lo studio di tali spazi riprendiamo la nozione di ricoprimento
aperto (cfr. definizione 66), dimostrando il teorema:

Teorema 69 Sia (S,0) uno spazio topologico.
VX C S, 3 un ricoprimento aperto di X

Dimostrazione. S € © = R = {S} ¢ un ricoprimento aperto di X, VX C S. =

Dal teorema appena dimostrato segue che comunque prendiamo un sottoinsieme di uno spazio
topologico, esiste almeno un ricoprimento aperto di tale sottoinsieme. Gli spazi compatti compongono
una particolare classe di spazi topologici per i quali ogni ricoprimento aperto contiene un ricoprimento
finito. Piu precisamente, abbiamo la seguente definizione:

Definizione 70 Sia (S,0) uno spazio topologico.
X C S ¢é compatto se ogni ricoprimento aperto di X contiene un ricoprimento finito di X.
Choeé:
\ def.
X C S ¢é compatto) <
L YRy = {A1, Ay, ..., ANcioo} €O, IR, = {Bi1, By, ..., Bucsoc} C Ry,

dove Ry € un ricoprimento aperto di X :

N
UJAa2 X, Av=4A; (k=1,2,..N), A4NAy=0, k#K, VkKe{l,2. . N},
k=1

mentre R, e un ricoprimento finito di X. Si badi che tale proprieta deve essere verificata per ogni
ricoprimento aperto di X.
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Esempio 71 Assegnato lo spazio topologico (R, ©.) sia:

Consideriamo i sequenti aperti:

1 —
An:{gxeR\Ql<x<2}l 2), n= (2.34)
reR| g <r<;4}=(59) n>1
Risulta: )
—€A,, Vn>1 (2.35)
n
Cio implica:
+oo
Ja. o x
n=1

Inoltre, gli aperti (2.34) sono a due a due disgiunti:
A, NAy =0, Yn,n' e N—{0}, (n#n),
onde

‘Rw::{tjAn}, (2.36)

¢ un ricoprimento aperto di X. Dalla (2.35) seque:

Vn € N—{0}, XnA:{%}) i{UAn}CX, VN C N | card (N) < +oo

neN

Cioe Ry, non contiene alcun ricoprimento aperto di X. Ne concludiamo che X non é compatto.

I sottoinsiemi compatti di uno spazio di Hausdorff verificano un’importante proprieta espressa
dal seguente teorema:

Teorema 72 Sia (S,0) uno spazio di Hausdorff.
X C S| X ¢écompatto) = X ¢é chiuso
Cioe, ogni sottoinsieme compatto di uno spazio di Hausdorff é necessariamente chiuso.
Dimostrazione. (S, 0) ¢ uno spazio di Hausdorff, onde:
V(z,y) e X x C(X), U V)elU, xU, | UNV =10
Riesce:

Uvox,

zeX

ciot {U € U, }, .y © un ricoprimento aperto* di X. Ma X ¢ per ipotesi compatto, onde {U € Uy},
contiene un ricoprimento finito di X:

X & compatto = IR, = {U1, Vs, ..U} C{U €Up}, oy | | JUs 2 X, U NUp =10

k=1

4Senza perdita di generalita, supponiamo U = U , YU e U,.
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A ogni U}, corrisponde Vj, € U, tale che

Uk N Vk = @, (/ﬂ = 1, 2, ,n) (237)

Risulta: .

we v =W ey,

k=1
Inoltre:
reWnX=uzeXC|Jh=re|Jhi=Te{1,2,..,n}|zel,

k=1 k=1

Ma
reW = (x eV, Vke{l,2,...,n}) = x €V,

cosicche

erhﬁVhiUhﬂVh#@,

contraddicendo la (2.37), per cui deve essere necessariamente v ¢ W = = ¢ W N X. Abbiamo
quindi trovato un intorno W di y € C'(X) in cui non cade nessun elemento di X:

Weld, | WNX=0=y¢X=yecC(X)

In definitiva:

VyeC(X), yeC(X) = C(X)CC(X) = XDX
Aggregando a tale relazione di inclusione la (2.26) si ottiene:
XCXCX=—=X=X,

onde I'asserto. m
Il teorema appena dimostrato non e invertibile:

X C S| X ¢échiuso) # X ¢ compatto (2.38)

Cioe la chiusura di un sottoinsieme X di uno spazio di Hausdorff, & condizione necessaria ma non
sufficiente per la compattezza di X. Tale condizione diviene sufficiente se (S, ©) oltre ad essere uno
spazio di Hausdorff & uno spazio compatto. Sussiste infatti il teoremas:

Teorema 73 Sia (S,0) uno spazio di Hausdorff compatto.
X C S| X é chiuso) <= X ¢é compatto

Dimostrazione. La dimostrazione dell’'implicazione inversa ¢ la dimostrazione del teorema prece-
dente, per cui dimostriamo solo I'implicazione diretta (sufficienza della condizione).
Comunque prendiamo un ricoprimento aperto p di X, dal momento che C' (X) ¢ aperto (in quanto

X ¢ chiuso per ipotesi) si ha che R et pUC (X) & un ricoprimento aperto di S. Dalla compattezza
di S segue:
S & compatto = IR, = {A1, As, ..., A} C R,

essendo R,, un ricoprimento aperto di S di ordine n. I casi possibili sono:
1. R, Cp.
2. Rn L p.

26



CAPITOLO 2. SPAZI TOPOLOGICI

Nel caso 1
Vp, IR, C p,

per cui X e compatto, e il teorema ¢ dimostrato. Nel caso 2 senza perdita di generalita, supponiamo
che
dm <n | Al,Ag, ,Am ¢ p = Al,AQ, ,Am ccC (X)

Cioe:
ricopre S
'\
7 N
(A Asy o A} U{ A, oy A,
Vo vV
ricopre C(X) ¢ contenuto in p

cosicche:

A =c(X),
k=1
che ci consente di esprimere R,, nel seguente modo:
R,=C(X)U{Ani1, .., An}
Quindi:

C(X)U( Lnj Ak>:S:> Lnj Ay =X

— {An+1, A2, -, Ap} € un ricoprimento aperto di X

contenuto in p

Cioe ogni ricoprimento aperto di X contiene un ricoprimento finito di X, onde 'asserto. =
Ne consegue che in uno spazio di Hausdorff compatto, la compatezza e la chiusura sono nozioni
equivalenti.

Definizione 74 Sia (S,0) uno spazio topologico.

X C S ¢ uno spazio precompatto &L % compatto
Teorema 75 Sia (S,0) uno spazio topologico.
S & compatto = Vx € S, U €U, | U é compatto

Dimostrazione. Vx € S, S € U, ed & compatto (per ipotesi). m
Il teorema appena dimostrato non e invertibile:

Ve e S, 3U €U, | U & compatto # S & compatto

In altri termini, la compattezza di un intorno di z (Y € S), non implica la compattezza di S. Cio sug-
gerisce la definizione di compattezza locale contrapposta alla compattezza globale o semplicemente,
compattezza:

Definizione 76
S ¢ localmente compatto vy € S, AU €U, | U ¢é compatto

Per quanto precede, la compattezza locale ¢ una condizione necessaria ma non sufficiente per la
compattezza di uno spazio topologico.
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2.9 Spazi separabili

Sia (S, ©) uno spazio topologico. Assegnati X, Y C S, sussistono le seguenti definizioni:

Definizione 77 Y ¢ denso rispetto a X se assegnato ad arbitrio x € X, in ogni intorno di x cade
almeno un elemento di Y. Cioe ogni punto di X e punto di aderenza per Y: X CY.

Definizione 78 Se X = 5 si dice che Y ¢ ovunque denso in S. Cioe se assegnato ad arbitrio
x €5, in ogni intorno di x cade almeno un elemento di' Y, per cui Y = S.

Da tale definizione segue che un qualunque sottoinsieme Y di S ovunque denso in 9, verifica la

doppia relazione: B
YCY =S

Definizione 79 S ¢ separabile se sono verificate le sequenti proprieta:
1. dY C S ovunque denso in S,
2.'Y e al piu infinito numerabile.

Cioe uno spazio topologico S e separabile se preso ad arbitrio x € S, in ogni intorno di x cade
almeno un punto di un sottoinsieme di S, e tale sottoinsieme € al pit infinito numerabile.

Criterio 80 Sia (S,0) uno spazio topologico.
S e a base numerabile = S ¢é separabile

Dimostrazione. Se B ¢ una base numerabile di S, si ha:

N<+4o00
VAc©, 3B eB|A= | B
k=1
Poniamo:
Y Y (ap |2 € By, (k=1,2,..,N)}C S (2.39)

In altri termini, per un assegnato A € ©:

A= By U By U...U By,
| | !
T T TN
per cui:
Y ={x1,29,...,2n},
con x1 € By, 19 € B, ...,xy € By. Preso ad arbitrio x € S, se U € un qualunque intorno di x, per
definizione di intorno deve essere:

X e | XCU, z€X

Inoltre X € © = Jh € {1,2,...., N} | X D By, € B, giacché X ¢ 'unione di elementi di B. Per come
abbiamo definito l'insieme Y (cfr. eq. (2.39)), si ha 3z, € By, | 2, € Y. Riesce:

2, € B, CXCU = x,€U

Quindi:
YU e U, dJz, €Y NU,
Ne consegue che Vr € S, x & punto di aderenza per Y, per cui Y & ovunque denso in S. Inoltre dalla
(2.39) si ha che Y ¢ al pin infinito numerabile, onde 1’asserto. m
Per il teorema appena dimostrato, si ha che la numerabilita di una base di S e condizione suffi-
ciente per la separabilita di S. Ne consegue che tale teorema fornisce un criterio sufficiente per la
separabilita di uno spazio topologico.
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2.10 Swuccessioni convergenti
Denotiamo con {x,}, . una successione di punti di uno spazio topologico (S, ©) comunque assegnato.
{@n}hen @ o, 1, Ty ooy Ty o (2.40)
Definizione 81 La successione {x,}, . converge a & € S se:
YU €U, veN|n>v=2,€U (2.41)

St scrive:

lim x, =&
n—-+00

In tal caso si dice che il punto & ¢ il limite della successione {x,}, . o che {,}, . € convergente
(senza specificare il limite a cui tende).

Teorema 82 (Teorema di unicita del limite)

(S,0) ¢ uno spazio

| 1 —
di Hausdorff ) — ({xn}neN C S convergente = 31§, € S | nEr—Poo Tn = &

Cioe, in uno spazio di Hausdorff una successione convergente non puo convergere a due limiti distinti.

Dimostrazione. Procediamo per assurdo. Negazione della tesi:

o, m0 €S (& # Mo) | nl_l)riloo Tn = &o,

lim x, =mn
n—-+00

Abbiamo:
S ¢ uno spazio di Hausdorff = 3(U, V) € U, x U, | UNV =1

Inoltre per definizione di limite:

UclUy = (' eN|n>v =u2,€U
Veld,—= I"eN|n>'—=uz,€V,

per cui
n>max{V, V'} =z, e UNYV,

ma U NV =, assurdo. m

Il teorema non e invertibile: 1'unicita del limite di una successione convergente non implica che
S sia uno spazio di Hausdorff. Pertanto tale teorema fornisce una condizione sufficiente ma non
necessaria per I'unicita del limite. Cio implica che in uno spazio topologico che non sia di Hausdorff,
possono esistere successioni convergenti ad un unico limite. Piu avanti vedremo alcuni esempi.

2.11 Funzioni convergenti
Assegnati gli spazi topologici (5,0), (5',0’), consideriamo la funzione:
f: X -9, (2.42)

dove X C S. Dato z € D, (X), sussiste la seguente definizione:
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Definizione 83 La funzione f converge al € S" in xy (o chel ¢é il limite di f per x — xy) se:
WWoelh, W e, |ze XNU—{z)) = f(z) eV

e st scrive:

lim f(z) =1

T—XT0

Teorema 84 (Teorema di unicita del limite)

(5',0") ¢ uno spazio ) N (

. / . | , . _
di Hausdorff f:X — S convergente in xy = M € S"| lim f(x)=1

T—T(
Cioe, in uno spazio di Hausdorff una successione convergente non puo convergere a due limiti distinti.

Dimostrazione. E simile a quella del teorema 82 m

Ritroviamo le definizioni di convergenza (sia nel caso delle successioni che in quello delle funzioni),
nonche i teoremi di unicita che si studiano in Analisi. La differenza risiede nel fatto che ora ci riferiamo
a uno spazio topologico qualsiasi e non allo spazio euclideo R™. Considerazione simile per la nozione
di continuita di una funzione. Piu specificatamente:

Definizione 85 La funzione (2.42) é continua in xo € X N D, (X) se:

lim f () = [ (o)

Tr—XQ
Cioe se
VWV eUiwyy, U EUyy |z e XNU = f(x)eV

Definizione 86 La funzione (2.42) é continua in X se é continua VY € X.

Osservazione 87 La continuita di una funzione é una particolare convergenza della funzione medes-
1ma.

Rammentiamo che a una qualunque funzione (2.42) sono univocamente definiti i seguenti sottoin-
siemi di S’ e X rispettivamente:

f(X)=A{f(x)e S|z e X} (immagine di X mediante f)
fH(A) ={zeX|f(r)e A} (immagine inversa di A’ C S’ mediante f)
Teorema 88
f & continua in X < (VA'CS'|Ae® = [f'(4A)e0O
Cioé f ¢ continua in X se e solo se l'immagine inversa di un qualunque aperto (in S’) é un aperto

mn X.

Dimostrazione. Implicazione diretta.
Prendiamo ad arbitrio zy € f~1 (A’), cioe f (zo) € A’. Risulta:

A e® = A €Uy — (AU ey |z eXNU = f(x)e A

[ & continua in X
Cioe:
reXNU=uz€f(A)VCX)=UC 1A= f1(A)el,
In forza dell’arbitrarieta di zg, ne consegue che f~' (A’) ¢ un intorno di ogni punto di X, per cui ¢
un aperto.
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Implicazione inversa.
Per un arbitrario xg € X, sia V' € Uy(a,), per cui

JA €@ |ACV, f(xg) e A (2.43)
E per definizione di immagine inversa:
f ([L’Q) c A = To € fﬁl (A/)

Per ipotesi 7! (A") € © che assieme alla (2.43) ci dice che f~1 (A’) ¢ un intorno di xy. Inoltre preso
ad arbitrio x:
ref A= f(x)e ATV,

cosicché:

VA" € Upinyy, 3fH(A) EUyy |z € fTH(A) = f(x) € A,

da cui la continuita di f in xy. E dall’arbitrarieta di zy segue 1'asserto. m

Teorema 89
[ ¢ continua in X < (VB' C S' | B' ¢ chiuso (in S') = [~ (B') ¢ chiuso (in X)

Cioé f ¢é continua in X se e solo se l'immagine inversa di un qualunque chiuso (in S') é un insieme
chiuso (in X).

Dimostrazione. Risulta:
X—fYBY=f1'9-B) (2.44)

Inoltre:

B’ & chiuso (in ") = S’ — B’ ¢ aperto (in ') == f'(S'— B') ¢ aperto

teorema 88
Per la (2.44) X — f~1(B’) ¢ aperto (in X) = f~!(B’) ¢ chiuso. =

Lemma 90 Assegnata una funzione f: X — S, si ha:

YO (f(y), Wcx (2.45)
In particolare:
Y =f1f()), VY CX, Vf iniettiva (2.46)
SeY = X:
X =f1(f(X) (2.47)
Inoltre:
(T cr, vrrcy (2.48)

fFUHT)) =T, vI'CS'|T' C f(X)
Dimostrazione. Per dimostrare la (2.46) iniziamo con l'osservare che
) ={zeX|f@)ef(V)} (2.49)
Per definizione di iniettivita:

[ einiettiva = (f (2/) = f(2") =2’ =2") =Tz e X | f(x) e f(Y) =z €Y,
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da cui la (2.46). Se f non ¢ iniettiva, ¢ valida la (2.45). Per dimostrare la (2.47) osserviamo che dalla
(2.49) si ha f=1 (f (Y)) C X, che aggregata alla (2.45) restituisce la doppia relazione di inclusione:

Y CfH(f(Y)cx,

che per Y = X porge f~' (f (X)) = X.
Per dimostrare la prima delle (2.48) osserviamo che

f_1<T,):{IEX|f(x)€T’}§X
FUFHT) ={f@)es|zef (1)} CS
Abbiamo:

TCS|T>fX)=f(T)="(/(X) = X=[f(1T)=fX)cT

eq. (2.47)
Dimostriamo la seconda delle (2.48); deve essere 77 C f (X)), onde preso ad arbitrio yo € 7"
Yy T = Txpe X |yo=f () = w0 € [ (T") = yo = f (w0) Ef(ffl(T/))

In forza dell’arbitrarieta di yo € T":
T Cf(fH(T)
Aggregando a tale relazione la prima delle (2.48):
fUT@) T (1) = (1)="1

[ ]
[lustriamo la prima delle (2.48) con un esempio nell’Euclideo. Precisamente, consideriamo lo
spazio topologico (R, ©,):

Esempio 91 Sia f (z) = arctanz, onde ¢ X =R e f(X) = (—%, %), come mostrato in fig. 2.5.

Figura 2.3: Grafico di arctan z.

Sia T = [—%, g] per cui T" O f(X). Quindi:

P = (5 3) - re- (-5.5)
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Teorema 92 Sia f : X — S
f ¢ continua in X compatto — f(X) ¢é compatto
Cioe, il codominio di una funzione continua in un compatto, € uno spazio compatto.
Dimostrazione. Prendiamo ad arbitrio un ricoprimento aperto (in S") R di f (X). Quindi:

fX)=JA= (X)) =" (UA) =Jr'w

AeR AceR AeR

Per il lemma 90:

X=f"'e))=Ur'w,

AER

per cui {f7' (A)} ;e € un ricoprimento di X. Pil precisamente, ¢ un ricoprimento aperto in forza
del teorema 88. Per ipotesi X ¢ compatto, quindi {f~! (A)} . contiene un ricoprimento finito di
X:

A ST A T A e L X = U (A = (UAk>

Riesce

onde per il lemma 90:
quindi:

Ne consegue che R contiene il ricoprimento finito {Ay, ..., A, }. In virtu dell’arbitrarieta di R, si ha
che ogni ricoprimento aperto di f (X) contiene un ricoprimento finito, onde I’asserto. m

2.12 Spazi topologici notevoli

Esercizio 93 Studiare lo spazio topologico (S,04) dove S ¢ un qualunque insieme non vuoto e Oy
la topologia discreta (eq. (2.14)), cioé ©4 =P (S).

Svolgimento.
Aperti di (5,0,)

AecQ<«<— ACS

Cioe, un qualunque sottoinsieme di S € un aperto:

X=X, VXCS (2.50)
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Intorni di un punto zy € S
Ricerchiamo gli intorni di un qualunque zy € S. Deve essere (per definizione di intorno):

Uely, < IJA€ O, | ACU, zp€ A

Ma A € O <= A C S. Dal momento che A € ©, (con z € A) ¢ a sua volta un intorno di zg, segue
che ogni sottoinsieme di S contenente z( ¢ un intorno di xy. In particolare:

{[L‘()} S Z/{IO, \V/$0 cS

Punti di accumulazione
Ricerchiamo i punti di accumulazione di un qualunque X C S. Riesce:

Xﬂ{l’o}-{l’o}ZQ, VZE() € S

Cioe, per ogni xy € S, esiste almeno almeno 'intorno {xy} in cui non cade alcun elemento di X
distinto di xp, per cui X ¢ privo di punti di accumulazione:

D, (X)=0, VX CS
Quindi X D D, (X) = X ¢ chiuso. Tenendo conto della (2.50):
X=X=X, VXC&, (2.51)

ovvero ogni sottoinsieme di X ¢ simultaneamente aperto e chiuso.
Connessione
In virtu del teorema 63 la (2.51) implica la sconnessione di S.
Frontiera
Ponendo nelle (2.30) X = X = X, si ottiene 9X = 0.
Intorni disgiunti

ryes (x#y) = (o} {y}) e U xUy [{z} 0 {y} =10

Cioe (5,04) € uno spazio di Hausdorff.
Compattezza

Proposizione 94
X C S é compatto <= X é finito

Dimostrazione. Implicazione inversa.
Per ipotesi ¢ X = {x1, %2, ...,xn5}. Sia R = {4}, un qualunque ricoprimento aperto di X.

A2 X = {21, 20, . on} = {Ap,, ., Ay} |2, € A, (r=1,2,..,N)
keN

N
= {4k, Ay CR A 2 X,

r=1

cioe {Ag,,..., Ak} € un ricoprimento finito di X contenuto in R. Dall’arbitriarita di R segue la
compattezza di X.

Implicazione diretta.

{{#}},cx © manifestamente un ricoprimento aperto di X. La compattezza di X implica: IRy C
{{z}},cx, dove Ry ¢ un ricoprimento finito di X. Ad esempio, Ry = {{z1},....{an}} =
UL, {zx} 2 X = X & costituito al pitt da N < 400 elementi. m
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Dalla proposizione appena dimostrata segue che (S, ©,) € compatto se e solo se S ¢ finito. In tal
caso (5,04) € uno spazio di Hausdorff compatto e per il teorema 73 ogni X C S chiuso € compatto.
Ma per quanto precede, ogni X C S e chiuso, per cui se S e finito, ogni suo sottoinsieme e compatto.
In geneale, S & localmente compatto, poiche {xy} & compatto in quanto finito, per ogni zq € S. In

sintesi:
(S, 04) compatto, se S e finito
4 1ocalmente compatto, se S ¢ infinito

Separabilita

Per quanto visto nel paragrafo 2.3 (5,0,) ¢ a base numerabile se e solo se S & al piu infinito
numerabile. Ne consegue che se S e al piu infinito numerabile, in virtu del criterio 80, S e separabile.

Successioni convergenti

Proposizione 95 Nello spazio topologico (S,0,) le successioni convergenti sono tutte e sole quelle
definitivamente costanti.

Dimostrazione. Sia {z,},.y C S convergente:

lim z,=§ €S

n—-+o0o

Cioe:
VU ely,, IveN|n>v=uz,€U (2.52)

Osservando che nella topologia assegnata {£y} ¢ un intorno di &, se ¢ verificata la (2.52) deve aversi:
(FveN|n>v=x, €{}),
cioe {zp},cy ¢ definitivamente costante:
Ty, =&, Yn>v
[

Esercizio 96 Studiare lo spazio topologico (S,0) dove S é un qualunque insieme non vuoto e © la
topologia banale, cioé © = {(),S}.

Svolgimento.

Aperti di (5,0)

Gli unici aperti di S sono () ed S.

Intorni di un punto zy € S

Assegnato ad arbitrio xg € S, 'unico intorno di S e S. Cioe:

YU €U, U=S (2.53)

Punti di accumulazione
Ricerchiamo i punti di accumulazione di un qualunque X C S | X # (). Deve essere:

l‘oEDr(X)(:)VUEMxO, XﬂU_{IO}#Q

Per la (2.53):
VUGZ/[;BW XﬂU—{ZE()}:Xms—{l’o}:X—{l’o},

=X

onde:
79 € D, (X) <= X — {wo} #0

Separiamo i due casi:
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#0, se X D {xo}
=0, se X ={xo}

2. xOEX:X—{xO}{
Ne consegue che ogni punto non appartenente a X e di acumulazione per X, onde:
C(X) C D, (X)
Se X non e costituito da un solo elemento, ogni punto di X ¢ di accumulazione per X:
D, (X)=XuUC((X)=S
Se X = {x¢}, per quanto precede & zo ¢ D, (X), quindi:

D, (X)=C(X)
Conclusione: O (X) 1 X
, se dix €
D, (X)= { S, altrimenti 220
Punti di aderenza
Dalla (2.54)
- fXuCcX)=S8, sedlzeX
X=XUD,(X)= { XUS =G5, altrimenti
Cioe _
X=5 VXCS|X#0 (2:55)

Insiemi chiusi
Dalla (2.55) segue che X C S & chiuso se e solo se X = S, onde gli unici sottoinsiemi chiusi sono
(), S. Per essere piu specifici, ), S sono gli unici sottoinsiemi aperti e chiusi. Infatti:

reX+=>3AcO|ACKX, zecA

Ma
VAcO {0}, A=S=PAcO|ACX
Cioe O
X=0 vXcs

Connessione
In virtu del teorema 63 la conclusione precedente implica la connessione di S. Anche ogni
sottoinsieme di S € connesso.

VX CS, #(AB)|AB#0, AUB=S, ANB ={), con A, B contemporaneamente aperti o chiusi

giacche 'unico aperto non vuoto ¢ S. Ne consegue che X e connesso.
Frontiera
Risulta YU € U, U = S, quindi per ogni X C S non vuoto:

(2.56)

XNS=X#0
{ C(X)NS=C(X)#0

Le (2.56) sono verificate per ogni x € S, per cui:
X =5 VXCS, X#0
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Intorni disgiunti
Ve,ye S (x#vy), IUV)el, xU, | U=V =25,

onde:
Unv #10, V(U,V)eU, xU,,

per cui (S,0,) non & uno spazio di Hausdorff.
Compattezza

Proposizione 97
X e compatto, VX C S

Dimostrazione. Il pitt generale ricoprimento aperto di X ¢ R = {), S} D {S} che & un ricoprimento
finito di X, onde l'asserto. m

Separabilita

(S,0) & manifestamente a base numerabile, onde in virtu del criterio 80, S & separabile. Inoltre,
dalla Dalla (2.55) segue che ogni sottoinsieme non vuoto di S ¢ ovunque denso in S.

Successioni convergenti

Proposizione 98 Assegnata ad arbitrio la successione {xy}, .y C S, si ha:

V& € S, nr+n Tn = &o

Cioe {,}, ey converge a un qualunque punto dello spazio.

Dimostrazione. Per definizione di convergenza:

VU ely,, IveN|n>v=u1,€U (2.57)
Ma VU € Ug,, U =S5, per cui la (2.57) € verificata per ogni {§ € S. =

Esercizio 99 Sia S = {x,y} con x #y. Assegnato linsieme © = {0, S, {y}} C P (S), mostrare che
(S,0) é uno spazio topologico. dopodiché si studi tale spazio.

Svolgimento
Il primo assioma di spazio topologico ¢ verificato, giacche (), S € ©. Per verificare il secondo
assioma determiniamo le possibili unioni di aperti di S. Abbiamo:

pusS=8Se0, Iu{yt={y} €6, SU{y}=S€0,
per cui e verificato 'assioma 2. La verifica del terzo assioma e altrettanto immediata:
InS=0e0, In{yt=0e0, SN{y}={yt €O

Aperti di (5,0)
Gli aperti non vuoti di S sono S e {y}.
Intorni

UeU, <= FJAc{S {y}} |ACU, ze€A,

da cui

ux:{s}a

cioe l'unico intorno di x ¢ S. Determiniamo gli intorni di y:

Veld, <= JFJAc{S{y}} | ACV, ye A,
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da cui
U, = {{y}. 5}
Punti di accumulazione — Insiemi chiusi
Poniamo X = {z}, Y = {y}. Riesce:
VUeld,, UN(X —{z})=Un{z} —{z})=0= 2 ¢ D, (X)
Sn{z}={z} #0, seV=0_5
{yy e} =0, se V= {y}

Ne consegue D, (X) = (), per cui X & chiuso. Determiniamo i punti di accumulazione di Y.

Wel, VY —{yh)=Vn{y}—{y})=0=y ¢ D (Y)

VU € U,, Uﬁ(Y—{x})U:SSﬂ{y}:{y}#@ﬂxEDr(Y)

va%NVmcx—@D:{ =y & D, (X)

Cioe D, (Y) = {x}, per cui Y non & chiuso. Per quanto precede, Y & aperto giacche & un elemento
di ©.

Punti di aderenza — Separabilita

Siccome X e chiuso, ogni suo punto e di aderenza.

Y=YUD,(Y)=S5,

cioe ogni punto di S ¢ di aderenza per Y. Cio implica che Y e ovunque denso in S ed ¢ finito, onde
S e separabile.

Frontiera
Riesce: S oy
XNS=X
{C%ﬂmS:YmS#@Z:xeaX
Inoltre:

Xn{y}=0=y¢0X
Quindi 0X = {z}. Determiniamo 0Y:

YNS#0Q
CY)NS=XNS#0

Yn{y}t#0
{Xﬂ{?;/}:@ =y ¢ Y

— 1z €Y

Quindi 0Y = {z}.

Connessione

Gli unici sottoinsiemi simultaneamente aperti e chiusi sono () ed S, onde in virtu del teorema 63
S e connesso, come anche X e Y.

Compattezza

R = {S,{y}} ¢ il pit generale ricoprimento aperto di X. Riesce R D {S}, dove {5} ¢ manifesta-
mente un ricoprimento finito di X, onde X e compatto. In maniera simile si dimostra la compattezza
di Y.

Successioni convergenti
Proposizione 100

V{zn},ey €S, lim z, =2 (2.58)

n—-+00

lim z,=y<= eN|n>v=a,=y

n—-+00

Cioe, tutte le successioni sono convergenti a x, mentre le successioni definitivamente costanti - con
la costante pari a y - oltre a convergere a x, convergono anche a y.
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Dimostrazione. E chiaro che scrivendo

lim x, =& €9, (259)

n—-+oo
puo essere & = x 0 { = y. Separiamo i due casi:
1. 50 =X
YUelU,, weN|n>v=uz,€U
Ma U, = {S}, quindi v € N |n>v = 1z, € S, che & sempre verificata, onde la prima delle
(2.58).
2.6 =y
wWel,, IveN|n>v=x,€V (2.60)

Ricordando che U, = {S,{y}}, si ha che per V' = S la (2.60) e sempre verificata. Se V' = {y}
la (2.60) si scrive:
n>v=—ux, €{y},

da cui la seconda delle (2.58).
[

Esercizio 101 Studiare lo spazio topologico (S,0) dove S = [0, 1], mentre gli elementi di © sono
specificati nel corso dello svolgimento.

Svolgimento
Poniamo:

e = {@, [0,1], UYk} , (2.61)

keN

con (J,cn Y al pitt infinito numerabile. Ne consegue:

Y = U {xn}7

nG/\/k
dove z,, € [0,1], Vn € N C N. Per evitare sovrapposizioni di punti, imponiamo la condizione:
k#k/:>./\/‘k NN :Q),

cio implica:
YViNYey =0, Vk#FK

Ad esempio:
No=1{0,2,5,8} = 0,2,5,8 ¢ N}, VkeN-—{0}

onde una possibile scelta ¢ N7 = {1,3,7}, N = {6}, per cui otteniamo i tre insiemi:
Yo = {wo, w2, x5, 28}, Y1 = {21, 23,27}, Yo = {6}

[ punti zg, ..., zg cosi “costruiti”, appartengono a [0, 1]. Ad esempio, possiamo avere

>

1 1
, X1 =—, To=1, 13 =0, :1:4:5, x5:Z, xg = sin (me) , :sz, 338:1,

cosicche:

S

|
—N
=1
o
N
H/_/

=<

I
—
[
\'O

sl -

} , Yo = {sin(me)} (2.62)
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Si tratta, dunque, di punti che possono essere enumerati. Con tale procedimento riusciamo a

rappresentare tutti e soli i sottoinsiemi di [0, 1] al pitl infiniti numerabili. Definiamo:

0={0,1]-Y|Y e}

(2.63)

Cioe gli elementi di © sono i complementari degli elementi di ©". Mostriamo che © ¢ una topologia.

0,1] € 0 = |
e =]

71]
1]

0,1]=0€©

0
0 0 =10,1] € ©,

per cui e verificato il primo assioma di spazio topologico. Esplicitiamo I'insieme O:

0= {@, [0,1],UXk},

keN

dove:

Xe = 0,1 -Yi=[0.1] - | {za}
neNg

Ad esempio, se scegliamo Yy, Y7, Y5 conformemente alla (2.62) si ha:

s e 1
XO - [071] - {171)171}
1

X =01 - {QO,_}

2 10
X5 =10,1] — {sin (we)}

Risulta:
N N
VY, € ©, ﬂYk ¢ al piu infinito numerabile = ﬂYk € o
k=1 k=1
Quindi:
N N N
ﬂm:(Npu;m:<mu—ﬂm>e@
k=1 k=1 k=1
e

PN[0,1]=0NnX,=0¢€0O,

resta cosi verificato 'assioma 2. Passiamo alla verifica dell’assioma 3. Per la (2.61):

Uvieo
keN
Quindi:
UXk = U ([O’ 1] - Y;c) = ([07 1] - UY;C> € 0,
keN kEN kEN
e

DU,1]=[0,1]€0, IUXy=X,e0, [0,1]UX,=1[0,1]€0O

resta cosi verificato I’assioma 3. Ne consegue che ([0,1],0) ¢ uno spazio topologico.

Aperti di ([0,1],0)
Gli aperti non vuoti di ([0,1],©) sono [0, 1] e ey Xk
Intorni di & € [0, 1]
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[0, 1] & manifestamente un intorno di &y, come anche Xy, (eq. (2.65)) per x,, # &:
Xy EU& @‘%n#fo, VTLENk

Intorni disgiunti
Assegnati ad arbitrio x,y € [0, 1] con x # y, siano U e V intorni qualsiasi di x e y rispettivamente.
Studiamo 'insieme U NV

0,1]=UNV=V=#0 (2.66)
0,1]=UNV =U#

U
v
Le rimanenti possibilita sono:

U=10,1]— U {z,} |z, # 2

nGNk

V:[071]_ U {yn}| Un F Y

neN]
In tal caso riesce:

Fze01]]z¢ | {z}, | {ra} = 2€UV=UnNVD{z} =UnV#£0)
TLGNk TLE./\/',;

Tenendo conto anche della (2.66):
V(U V)eU, xU,, UNV £

Cioe (]0,1],0) non & uno spazio di Hausdorff.
Punti di accumulazione
Preso ad arbitrio X C [0,1]:

§0€DT(X)<:>VU€Z/I§0, Uﬂ(X—{fo})?éq)

Ricordiamo che U, = {[0, 1]  Xo, X1, o X, } , dove

X, {me ([0, - {xn}) ]xn#ﬁo} C X

TLENk

Riesce:
U=[0,1]=[0,1]n (X —{&}) #0

Se U = X, dobbiamo studiare l'intersezione X;, N (X — {&}) al variare di k € N. Separiamo i due
casl:

1. X e al piu infinito numerabile.

a. & € X, cosicche:
X = {507517"‘7€N§+oo} (267)

Posto

U {&}, (2.68)

siha U € Ug, e UN (X —{&}) = 0, per cui comunque prendiamo & € [0, 1], & non &
punto di accumulazione per [0, 1] o cid che & lo stesso D, (X) = 0.
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b. & ¢ X, cosicche:
X ={&, - vz}
Anche in questo caso I'aperto (2.68) ¢ un intorno di &, risultando U N (X — {&}) = 0,
per cui comunque prendiamo &, € [0, 1] — X, & non ¢ punto di accumulazione per [0, 1].

2. X e infinito non numerabile. In questo caso risulta:
D, (X) =10,1]

Punti di aderenza — Insiemi aperti e chiusi
La conoscenza di D, (X) ci consente di determinare la chiusura di X:

X UD =X, se X ¢ al piu infinito numerabile

X Ul0,1] =10,1], se X ¢ infinito non numerabile (2.69)

X=XUD,(X)= {
Cioe X & chiuso se e solo se € al piu infinito numerabile, mentre & ovunque denso in [0, 1] se e solo
se ¢ infinito non numerabile. Gli insiemi aperti sono ovviamente gli elementi di O, ovvero [0,1] e i
sottoinsiemi di [0, 1] privati di un insieme di punti al pit infinito numerabile. Dal momento che gli
elementi di © sono infiniti non numerabili, segue che ogni sottoinsieme al pit infinito non numerabile
non e un elemento di ©, per cui non e aperto. Infatti, per quanto precede, un insieme e chiuso se
e solo se e al piu infinito numerabile. Condizione necessaria affinche X sia aperto e che sia infinito

non numerabile. Tale condizione non ¢ pero sufficiente. Ad esempio, se X = [0, %}

reX+=>3AecO|ACKX, zecA
Gli aperti non vuoti sono [0, 1] e X, Vk € N. Escludendo [0, 1] in quanto non contenuto in X, deve

essere:

reX<=3X,€0| X, CX, zeX, (2.70)
Ma Bk € N | X, € X, onde X = 0. E chiaro che la (2.70) & verificata se e solo se

IM CN|X = U {zm}, zm€l0,1]

meMy
Infatti

INLENT[0,1] = | {zar C0.1] = | {zm}

neNy meMy

Tale conclusione ¢ banale, poiche X = [0,1] -, M, 1Tm} € manifestamente un elemento di ©, onde
X # (), essendo X = X. Ci ritroviamo anche con I'asserzione precedente: X e chiuso se e solo se ¢ al
pitt infinito numerabile. Infatti, un generico X C [0, 1] al piu infinito numerabile, ¢ il complementare
di un elemento di ©, cioe di un aperto, onde ¢ necessariamente chiuso.

Successioni convergenti

Studiamo la convergenza di una generica successione di punti di ([0, 1],©). Cioe, assegnata la
successione {yn, },,cy vogliamo stabilire I'esistenza di un punto y, € [0, 1] tale che:

mlirfoo Ym = Yo

Applichiamo la definizione di convergenza:
VX, =[0,1] — U {z,} (tn#yo, YnEN,), WeEN|mMm>v =y, € X
nGNk
Equivalente a:
VkeN, e N|m >y, =y, €[0,1] — U {x.} (xn #vo, Vn € Ny)
neNy,

che ¢ verificata se e solo se y,, = vo, Vm > 1. Ne consegue che nello spazio topologico ([0, 1],0)
una successione converge se e solo se e definitivamente costante.
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Capitolo 3

Spazi topologici con misura

3.1 Insiemi notevoli di punti del piano

Riprendiamo le nozioni presentate nel capitolo 1, riferendoci al caso particolare n = 2 (cioe R?).
Assegnati i punti A (a1, a2), B (by,be) con ai < by (k= 1,2), il rettangolo chiuso di estremi A e B &
I'insieme di punti:

R - {(xuy) € Rz | a1 S x S b17 a S Yy S b2} — [a/l)bl] X [(Ig,bg], (31)
come illustrato in fig. 1.1. Il rettangolo aperto di estremi A e B é:
{(55731) € R? lay <z <by, ag<y< bz} = (a1,b1) x (az,bs) (3.2)

In (3.1)-(3.2) € univocamente definito il centro:

1 1
C (xo,y0) | 2o = 5 (a1 +b1), yo= 5 (ay + bs) (3.3)

Comunque prendiamo un rettangolo R (aperto o chiuso) di estremi A (aq,az), B (b, b2), sono uni-
vocamente determinati i numeri reali positivi «, 3 tali che:

200 = b1 — ay, 25 = b2 — a2 (34)

20 e 23 sono le dimensioni di R, mentre a e 3 sono le semidimensioni di R. Abbiamo:

a; + b1 = 25(]0
{ —a; + b = 2« (3-5)

Risolvendo il sistema (3.5) rispetto a (aq, by), si ottiene:
ag =x9—, by =10+« (3.6)

Allo stesso modo si perviene al sistema:

as + by = 2yo
—Qa2 + bz = 2ﬂ ’
la cui soluzione rispetto a (ag, by) &:
az=Yo —f, ba=yo+ 0 (3.7)

Le (3.6)-(3.6) ci consentono di ridefinire il rettangolo chiuso (e aperto) attraverso le dimensioni e le
coordinate del centro. Ad esempio, nel caso del rettangolo chiuso:

R={(z,9) €ER* |zp—a<z<mp+a, yo—B<y<yo+ 5}
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Cioe:
R ={(z,y) €ER*| |z — 20| < o, |y — w0l < B}
Allo stesso modo, il rettangolo aperto di centro (zg,yo) e di semidimensioni o e 3 e:

{(z,9) eR*| |z —m| <, |y — 0| < B}

La definizione (4) nel caso n = 2 ¢ data da:

Qp (Py) = {(z,y) € R? | (z—20)” + (y — y0)* < R*},

mentre il cerchio aperto di centro F e raggio R:

Ar (Py) = {(z,y) € R? | (x — 0)> + (y — w0)” < R?}

3.2 Teoria elementare della misura degli insiemi piani. Mis-
urabilita secondo Peano-Jordan

Se u > 0 denota I'unita di misura dei segmenti, u? & I'unitd di misura delle aree. In tal modo &
possibile determinare la misura (o area) degli insiemi notevoli del piano quali rettangoli e triangoli.
Tale nozione puo essere estesa ai poligoni, ovvero agli insiemi del piano dati dall'unione di un numero
finito di triangoli (eventualmente disgiunti). Denotando con P la famiglia' dei poligoni del piano
cartesiano R?, possiamo definire I’applicazione:

pw:P—R (3.8)
p:m—p(r), YreP
L’applicazione u associa al poligono 7 € P la sua misura p (7) > 0. La funzione p & additiva:
p(m Umg) = p(m)+p(m), Vo, meP|mNm =10 (3.9)

Definizione 102 7,7 € P si dicono congruenti se esiste un movimento M del piano che porta
1 @ SOVTAPPOTSL G T3.

La funzione (3.8) ¢ invariante per congruenza:
1, Ty € P | my, oy congruenti = p (my) = p(m2)

E chiaro che P e una classe particolare di insiemi di punti del piano, nel senso che esistono insiemi piu
generali non appartenenti a tale classe. Denotiamo con P* tale classe piu generale. Piui precisamente:

P* = {X CR*| X ¢ limitato} (3.10)

Ci poniamo il problema di prolungare 1'applicazione (3.8) alla classe (3.10). Iniziamo con 'osservare
che:
X € P* < X ¢ limitato =3[l e P |1 D X

Inoltre: )
X#0=3dneP|nCcX

Definiamo i seguenti sottoinsiemi di P:

YX(X)={reP|rCX}
'X)={lleP|I1DX},

ntesa come insieme, cioe classe.
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a cui corrispondono i seguenti sottoinsiemi di R:

A(X) =A{p(r) €0,+00) | 7 € X(X)}
B(X) ={p () € [0,+00) [ T € I'(X)}

Riesce:
VreX(X), Ve I'(X), nCll = pu(n) < p(Il)

Definizione 103 La misura interna di X ¢ l'estremo superiore di A(X) e si denota con p; (X):
i (X) =sup A (X) (3.11)
La misura esterna di X ¢é [’estremo superiore di B (X) e si indica con pie (X):
e (X) = inf B (X) (3.12)

Risulta: ) .
X=0=2(X)=0=wm(X) Y0

Cioe la misura interna di un qualunque insieme privo di punti interni e, per convenzione, nulla.
Inoltre:

Hi (X) S/Le (X)v VX eP” (313)

Definizione 104 X € P* ¢ misurabile secondo Peano-Jordan o semplicemente misurabile,
se p; (X) = pe (X). In tal caso si pone:

p(X) = i (X) = pe (X)),
dove 1 (X) ¢ la misura (o area) di X.

Osservazione 105 )
XeP | uX)=0= 1 (X)=0= X =10 (3.14)

Cioe un qualunque insieme di misura nulla e necessariamente privo di punti interni. Non e pero
vero il viceversa: )
X=0=u;(X)=0= pu(X)=0 (3.15)

Nella (3.15) affinché sia 1 (X) = 0 é necessario che X sia misurabile, cosicche:
X € P*| X & misurabile e X =0 = 0 = p1; (X) = p1e (X) = p(X) =0 (3.16)
Per convenzione si assume l'insieme vuoto misurabile e di misura nulla:
p(0) =0
Denotiamo con M la famiglia degli insiemi del piano limitati e misurabili:
M ={X € P*| X ¢ misurabile} C P*

Evidentemente:
MCP"= VX € P"— M, X non e misurabile

Di seguito un esempio di insieme limitato non misurabile.
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Esempio 106 Riprendiamo l'insieme (1.7) dell’esempio 17. Ridefiniamo:
X ={(z,y) e R|z,y € Q}, (3.17)

dove R = [0,1] x [0,1]. Ragionando come nell’esempio 17, si ha X = 0, onde p; (X) = 0. D’altra
parte:
VIIeP|IICR) = p.(X)=inf B(X)=p.(R)=1

Quindi
i (X)=0, e (X)=1=>XeP* - M

Teorema 107 Sia X € P* | X #£0
X ¢ misurabile <= Ve >0, 3 (7., I.) € 2 (X) x I'(X) | p(Il;) — p(me) < e

Cioe, X € misurabile se e solo se la differenza tra la misura di un poligono contenente X e la misura
di un poligono contenuto in X, puo essere resa arbitrariamente piccola.

Dimostrazione.
X € misurabile = sup A (X) = inf B (X)
= Ve>0, I(pte, ) €AX)XB(X) | Ve —pe <e

Ma
pe € A(X) = I € B(X) | pe = pu (me)
v. € B(X)=dll. e '(X) | v. = p(1L,)
Quindi
X ¢ misurabile <= Ve > 0, 3 (., 1) e 2 (X) x I'(X) | p(ILe) — p (7)) < €
|

Teorema 108 Sia X € P*| X =0
X ¢ misurabile <= Ve >0, . e I'(X) | u(Ily) < €

Cioe un insieme limitato e privo di punti interni, e misurabile se e solo se e possibile trovare un
poligono contenente X e di area piccola quanto si vuole.

Dimostrazione. Segue immediatamente dalla dimostrazione del teorema precedente ponendo sup A (X)

0. m

I prolungamento della funzione (3.8) dalla classe P dei poligoni alla classe M degli insiemi limitati
e misurabili conserva le proprieta della funzione medesima (additivita e invarianza per congruenza).
In particolare:

VXl,XQ GM, X1UX2, XlﬂXQ, (Xl—Xg) e M (318)

La proprieta additiva si generalizza nel seguente teorema di cui omettiamo la dimostrazione:
Teorema 109
p(XiUXo)=p(Xy) +p(Xe) —p(XinNXs), VX, Xoe M (3.19)
La (3.19) esprime la proprieta subadditiva della misura. Inoltre:

% (Xl — XQ) = M(X1> — U (XQ), \V/Xl,XQ € M (320)
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KKk

Fissiamo la nostra attenzione agli insiemi non limitati. Cioe:
X CR*| X ¢ P* = X & non limitato

Definizione 110 L’insieme X non limitato ¢ misurabile secondo Peano-Jordan o semplice-
mente misurabile, se:

VY e M, XNY é misurabile

e
w(X)=sup p(XNY) < +o0 (3.21)
YeM
e la misura di X.
p(X) < +oo 2L X ¢ di misura finita (3.22)

p(X) =+o0 2L X ¢ di misura infinita

Per lo studio della misurabilita di un insieme non limitato, e sufficiente riferirsi non a M ma a una
classe particolare di insiemi misurabili. Piu precisamente, denotando con S l'insieme dei rettangoli
di centro l'origine e lati paralleli agli assi coordinati, dimostriamo il seguente criterio:

Criterio 111 Sia X non limitato

X ¢ misurabile <= X N'R ¢ misurabile, YR € S (3.23)
La misura di X e:
w(X)=suppu(XNR) (3.24)
RES

Dimostrazione. Implicazione diretta.

Per ipotesi X e misurabile, onde VY € M, X NY e misurabile, da cui la misurabilita di X N'R,
giacche § C M.

Implicazione inversa.

Per ipotesi X N'R & misurabile, VR € S. Preso ad arbitrio Y e M, VR e S| R DY =
XNY = (XNR)NY. Ma X NR e Y sono misurabili, onde per la (3.18) segue la misurabilita di
X NY e quindi di X (in virtu dell’arbitrarieta di V). Inoltre:

sup p (X NR) < p(X)
RES

E chiaro che

VWeEM|IRDY = pu(XNY)<u(XNR) (3.25)
Quindi:
sup (X NR) < p(X)=sup p(XNY) < sup u (X NR)
RES YeM formula (3.25) ReS
= p(X) =supu(XNR)
RES
[
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3.3 Area del rettangoloide

Assegnato l'intervallo [a,b] C R consideriamo una funzione f : [a,b] — R, continua in [a,b] ¢ non
negativa. Eseguiamo una decomposizione dell'intervallo [a, b] attraverso n — 1 punti presi ad arbitrio

(n € N—{0,1}) e tali che:
Aa=Tg <11 <X9< ... <Tp_1<T,=2>b

Risulta:

n—1

[a,0) = | [on, 2na] s (@n, 201) O (@, 2pgn) = 0, Yk # K (3.26)
k=0
Denotando con D = D (zy, x1, ..., &,) tale decomposizione, vediamo attraverso le (3.26) che D & una
partizione di [a, b] in n intervalli [z, zx11] (k= 0,2,...,n — 1), ciascuno di ampiezza Oy = x4 — Tf.
Definizione 112 Dicesi ampiezza o norma di D il numero reale positivo:

0= max (Tpy1 — xp) (3.27)

essendo N % {0,1,2,...,n — 1}.

Senza perdita di generalita supponiamo che f non sia identicamente nulla. Dalla continuita di f
nel k-esimo intervallo [z, xg11] segue l'esistenza di massimo e minimo assoluti di f in |2y, z41]:

my = min f, M, = max f, (k=0,1,...,n—1)

[$k7$k+1] [Ik@k«rl]

Gli estremi assoluti di f in [z, x41] individuano i rettangoli:
R;C = [l’k,ﬂﬁk_H] X [O,Wk] (328)
R;C/ - [xkhxk-‘rl] X [07 Mk} )
Risulta:
K (RZ) =My (T — 1), p (R/k/) = M, (Tpq1 — 21
Restano definiti i poligoni:
n—1
T(D)=|JR=7(D)CT (3.29)
k=0

n—1
(D)= | JRY =T (D) > T,
k=0
dove T' = {(z,y) eR?*|a <z <bh, 0<z<f(x)} ¢ il rettangoloide di base [a,b] relativo alla
funzione f. Chiamiamo 7 (D) plurirettangolo inscritto a 7" e I (D) plurirettangolo circoscritto
a T'. Definiamo

onde per la proprieta additiva della misura (cfr. eq. (3.9)):

n—1 n—1
sp =Y p(Ry) =D my (w41 — ) (3.31)
k=0 k=0

n—1 n—1
Sp =Y u(RY) =Y My (wp — a3)
k=0

k=0
Risulta:

VD, 7(D) C (D)) = sp < Sp (3.32)
VD/,D”, ™ (D/) CII (D”)) — spr < Spr
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Teorema 113 Comunque prendiamo una funzione f : [a,b] — R, continua in [a,b] e non negativa,
il rettangoloide T di base [a,b] relativo a f, é misurabile:

wu(T) =supsp = inf Sp (3.33)
D D

Dimostrazione. Per ipotesi f ¢ continua nell’intervallo chiuso e limitato [a, b], onde per il teorema
di Heine-Cantor f ¢ ivi uniformemente continua. Pertanto:

€
b—a

Ve >0, 30. > 0| 2',2" € [a,b], |2/ —2"| <o. = |f(2)) — f(a")] <

Comunque prendiamo € > 0, esiste una decomposizione D = D (zg, 11, ..., z,) di [a,b] di norma
d < ., onde detti Ty e T}, rispettivamente i punti di minimo e massimo assoluti di f in [y, Tx41], ..

f(@r) = my, f(x,) = My

o _ _ = S
l’k,l';c € [l’k,l'kJrl] — ‘l';c—l'k| < Tpy1 — Tk §5<5€:>Mk—mk < m

Cio implica:

—_

3

n

g
Sp—sp =) (M —m) (Tre1 — 24) < 37—
0 k=0

(oo —m) =< — u(11(B))—p (n (D)) < -

eq. (3.30)

il

Per quanto precede, per ogni £ > 0 deve essere § < ., cosicche ¢ viene a dipendere da e: II (1_?) =
I, n (D) = 7. In definitiva:

Ve >0, I(m,1le) € B(T) x T(T) | p(Ie) — pu(me) <é,
da cui la misurabilita di 7" in virtu del teorema 107. Inoltre:
sp < pu(T) < Sp,
cosicche:

{SD—SD<€ w(T)—sp < Sp—sp<e= pu(T)=suppsp

Sp—p(T) < Sp—sp <e= pu(T)=infp Sp

sp < 1(T) < Sp == Ve > 0, {

|
Preso ad arbitrio n € N — {0} e una decomposizione D (xq, ..., z,,) di [a, b], si ha:

sp < u(T) < Sp,

per cui sp & un’approssimazione per difetto di p(7"), mentre Sp € un’approssimazione per eccesso
di (7). Assumere sp come valore approssimato di u (7)), equivale ad approssimare - per ogni
ke€{0,1,...,n— 1} - il rettangoloide T} di base [xy, zx11] con il rettangolo R} (eq. (3.28)):

p(Tr) = my (Tpp1 — 1)

Viceversa, se approssimiamo per eccesso, significa che per ogni k € {0,1,...,n — 1} approssimiamo il
rettangoloide T} di base [z, zx41] con il rettangolo R}

p(Tr) = My (wgq1 — 1)

Consideriamo ora il rettangolo:
Ri. = [k, Tpya] X [0,m1] (3.34)
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dove ng € [my, My]. Evidentemente il plurirettangolo UZ;éRk non ¢ inscritto in 7', neé circoscritto a

T. Sia . .
op = 1 <URI<:> => 1 (Ry)
k=0 k=0
Cioe: .
Oop = Zf (fk) (xk:-i-l - ﬂsz) ) (3-35)
k=0
dove

& € [wr, Thqa] | f (&) =

Definizione 114 Chiamiamo op data dalla (3.35) somma integrale (o somma di Riemann)
relativa alla funzione f e all’intervallo |a,b.

Osservazione 115 Le somme sp e Sp sono particolart somme integrali:

sp <op < Sp (3.36)
Inoltre
op—pu(T) < Sp—sp, seop > pu(T)
p(T)—op < Sp—sp, seop < pu(T)
Cioe:

—(Sp—sp) <op—pu(T)<Sp—sp

0, cio che e lo stesso
|0'D — U (T)l S SD — SD (337)

Teorema 116
Ve >0, 30. > 0| D (xg,...,xn), 0 <o = |op—p(T)| <ce (3.38)

Dimostrazione. Discende direttamente dalla dimostrazione del teorema 113 e dalla (3.37). =
La (3.38) puo essere scritta come:
(lsim op = p(T) (3.39)

—0

Osservazione 117 La (3.39) é una notazione simbolica, giacché op intesa come funzione di 6 non
e una funzione a un sol valore.

op:[0,b—a) — R

op: 0 — op(d),
dove

op (0) = z_:f (&) (Tr41 — k)
k=0

Ma per un assegnato § € [0,b — a) esistono infinite partizioni di [a,b] con norma 6. Se D (zg, ..., T,)
¢ una di esse, esistono infiniti valori di op (8) ciascuno per ogni & € [xx, xx11]. Ne consegue che op
e una funzione a infiniti valori.

Conclusione 118 Dalla (3.39) seque che l'area op del plurirettangolo UZ;(I)Rk tende all’area del
rettangoloide T', al tendere a zero della norma della decomposizione D.
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KKk

Consideriamo ora il caso in cui f ¢ non positiva in [a, b]. Il rettangoloide di base [a, b] relativo a
f e
T={(z,y) eR*|a<az<b, f(z)<y<0}

La somma integrale op relativa a f é:

op = > f (&) (@r1 — o)
k=0

Denotando con o7, la somma integrale relativa a — f, si ha:

n—1

o ==Y _f (&) (x4 — ) = —0p

k=0

Se T" ¢ il rettangoloide di base [a, b] relativo alla funzione —f, si ha che 7" ¢ il simmetrico di T
rispetto all’asse x. Per quanto precede, T" ¢ misurabile:

T") = lim o = — i
#I) = fipon = = o
In virtu della simmetria tra 7" e 77, si ha:

p(T) = p(T") = limop = —p (T)

Ne consegue che se f € non positiva, il limite:

n—I1
lim ;f (&) (P41 — 1)

¢ pari all’area del rettangoloide relativo a f, cambiata di segno.

3.4 Definizione di integrale

Sia f : [a,b] — R continua in [a, b]. Eseguita una qualunque decomposizione D (xg, 1, ..., ) di [a, ]
di ampiezza ¢, comunque prendiamo &, € [xy, T4 1], otteniamo la somma integrale:

op = > f (&) (w41 — )
k=0

Per quanto precede:
f ha segno costante = I\ € R | (l$in% op = A,

risultando:
w(T), se f e non negativa
A= . .
—u(T), se f &non positiva

Per una qualunque funzione continua in [a,b] non necessariamente di segno costante, sussiste il
teorema:

Teorema 119
f e continua in [a,b] = I\ € R | (lgh% op = A
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Dimostrazione. Per una qualunque funzione f continua in [a, b], definiamo le funzioni:

= LG

che si dicono rispettivamente, la parte non negativa e la parte non positiva di f. Riesce:

vy 4 f@), se flx)=0 = F@), se f(x) <0
/ (:E)_{O, se f(x) <0 I (x)_{O, se f(x) >0

Dalle (3.40) si ricava facilmente:

() = M (3.40)

flz)=f"(2)+ [ (2) (3.41)

Poniamo:

T, ={(z,y) eR*|a<z<b, 0<y<f(z)} (3.42)
T_:{(x,y)€R2|a§$§b, f‘(x)SySO}

Cioe, T, e T_ sono rispettivamente il rettangoloide di base [a, b] relativo a f* e a f~, come mostrato
nelle figg. 3.1-3.2-3.3

y

y=f(x)

Y

Figura 3.1: Grafico di una generica funzione continua in un intervallo chiuso e limitato.

Comunque eseguiamo una decomposizione D (g, x1, ..., T,) di [a, b], presi ad arbitrio i punti &, €
[ajkvxk‘-i-l]v si ha:

op = > [ (&) (@re1 — )
k=0

n—1 n—1

Zﬁ &) (ean — 1) + Y f (&) (@rsn — 2)

eq. (3 41) D

= UD—i—UD,

dove:

é Z J7Ic+1 — l’k) s (343)

k=0
sono le somme integrali relative a f* e f~ rispettivamente. Risulta:

hII(l)O'D =u(T,), (lsin(l)a{) =—u(T-),
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.

Figura 3.2: Grafico di f (z).

Y

Figura 3.3: Grafico di f~ ().
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giacche:
€
Ve >0, 36. > 0| D (20,.... ), 6 <0-=> |opFpu(T)|< 3
D’altra parte
|op — [ (T}) — p(T-)]| = \0‘5 +0{> - M(T+) +p(T-)]
=H H[GE-(—M(T—)H
<o T+ | +]op = [u(T)]] <,
<5/2 <?€72
per cui
limop = A,
6—0
con A\=p(Ty)—p(T2). m
Dal teorema appena dimostrato segue la definizione:
Definizione 120 Se f : [a,b] — R ¢ continua in [a,b],
n—1
/ [z Zf (&) (Trs1 — 21)
si chiama integrale della funzione f esteso all’intervallo [a,b].
Per quanto precede, risulta:
b
[ #a)dn = u(r) - (), (3.4

da cui segue l'interpretazione geometrica dell’integrale definito:
b
f non negativa in [a,b] = / f(x)dr =p(T),ie. larea di T'
f non positiva in [a, b] = / f(x)de =—p(T), ie. l'area di T' cambiata di segno
o
f non ha segno costante in [a, b] = / f(x)de =p(Ty) — p(T-)

Dalle (3.40) ricaviamo (oltre alla (3.41)):

[f (@)= f7(z) = [~ (2) (3.45)

Dalla (3.44), tenendo conto che p (T.) = f [T (z)dzx e — f f~ () dz, si ha:

/f Yo = p(T) — /f+ da:+/f (3.46)

Denotando con T' il rettangoloide di base [a, b] relativo a |f (z)|:

=/ab|f(w)|dw
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y=If &l

Figura 3.4: Grafico di |f (x)].

E facile persuadersi che T = T, U T", 71 NT. =0 (cfr. fig. 3.4), dove T" e il rettangoloide
simmetrico di T rispetto all’asse x. Per la proprieta additiva della misura:

Cioe
[r@iae= (7w [ @ s

Esempio 121 Assegnata la funzione:
1
f(x) =sindx + §x2 — 2z + 5, (3.48)

consideriamo la sua restrizione all’intervallo chiuso e limitato [0,5], denotandola con f, per non
appesantire la notazione. In fig. 3.5 é tracciato il grafico di tale restrizione, da cui vediamo che f (x)
¢ positiva in [0, 5].

In fig. 3.6 evidenziamo il rettangoloide T' di base [0,5] relativo a f.

Eseguiamo una decomposizione di [0,5] con n =7, cioé D = D (xg, x1, Te, T3, T4, Ty, Tg, T7) CON:

xg =0, 1 = 1.30643, x5 = 2.09191, z3 = 2.30615, x4 = 2.45832, x5 = 2.80006, x4 = 3.99299, z; = 5,
(3.49)
Abbiamo, dunque, 7 punti e 6 intervalli [xy, xxy1], come illustrato in fig. 3.7
A questo punto possiamo determinare i minimi my, e quindi i rettangoli R;, per k = 0,1,...,5.
Utilizzando il procedimento standard di ricerca del minimo di una funzione, otteniamo:

Ry = [0,21] % [0, mo], mg ~ 2.06188 (3.50)
Rll = |T1,X9| X [0,m1 , M1 =My
R/Q T2, 23] X [0,ma], mo = f(z3)

0,m4 , My =~ 1.02018

/
RE): X5, Tg| X 0,m5 , My =My

J
]
0,ms], mz= f(r4)
]
]
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0

al

Figura 3.5: Grafico della restrizione della funzione (3.48) all’intervallo [0, 5].

X

0 5

Figura 3.6: Rettangoloide di base [0, 5] relativo alla funzione (3.48).
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X1 Xy X3Xg4 Xg Xg x7=5

Figura 3.7: Partizione di [0, 5].

xo=0 X1 Xo X3X4 Xg Xg x7:5

Figura 3.8: Plurirettangolo inscritto in 7.
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come illustrato in fig. 3.8.
Determinando le aree dei rettangoli (3.50) e sommando, otteniamo:

sp = 8.21128 (3.51)

Determiniamo ora Uarea del plurirettangolo I1(D) circoscritto a T. A tale scopo, costruiamo i
rettangoli R}, = [xy, vx11] X [0, My]. Otteniamo:

Ry = [0,21] x [0, My]
R = [x1,29] x [0, M;], M; =3.37373
Ry = [wg, 23] x [0, My], My = f(x2)
Ry = [w3,74] x [0, M3], M3z = f(x3)
x5] X [
x|

. M, = 5.36642
]
]
]

Ry = [xg, 5] x [0, My], My = f(24)
]
6

]
]
]
Rg = [x5, 6] X [0, M5], M;5 = 3.0993
Rg = [w6,5] x [0, Mo] 6, Mg = f(5),

come illustrato in fig. 3.9.

y

X=0 Xy X2 X3Xg  Xs X6 X7=5

Figura 3.9: Plurirettangolo circoscritto a 7.

Conservando la decomposizione (3.49) procediamo al calcolo delle somme di Riemann (3.35) con
&k preso ad arbitrio in [z, xg11]. Otteniamo il plurirettangolo riportato in fig. 3.10.

Studiamo il comportamento delle somme integrali all’aumentare di n. Ad esempio, per n = 30 e
n = 230 otteniamo @ grafici riportati in figg. 3.11-3.12.

Confrontiamo i valori di op al variare din, con Uarea p(T):

° 1
w(T) = %imap = /0 <sin4x + 51’2 — 2z + 5) dx

—0
509 1
= % 1 cos 20 ~ 14.0369
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X
%=0 X X2 X3Xq X5 X6 X7=5

Figura 3.10: Plurirettangolo UiZORk, dove Ry = [zk, xr11] X [0, f (&)].

X

0 5

Figura 3.11: Plurirettangolo UzOZORk, dove Ry = [zk, xr11] X [0, f (&)].
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X

5

Figura 3.12: Plurirettangolo Uz?’:OORk, dove Ry = [zk, xpy1] X [0, f (&)].

Otteniamo:

(n [op ]
|1 | 15.5980 |
2 [12.4110 |
|3 ]10.9181 |
|4 [10.1182 |
|5 ] 13.2369 |
|6 | 13.2867 |
[ 7 [14.3345 |
|8 [11.3282 |
|9 | 13.4277 |
| 10 [ 13.7131 |
| 11 [ 12.1945 |
| 12 | 14.8889 |
| 13 | 15.0414 |
| 14 | 16.1856 |
| 15 | 14.7306 |
| 16 | 14.9807 |
| 17 ] 13.8020 |
| 18] 14.7842 |
| 19 | 12.9874 |
[ 20 [ 14.8416 |
| 21 | 13.3440 |
| 22 ] 13.5341 |
| 23 [ 14.0140 |
| 24 | 14.6028 |
| 25 | 13.7566 |
|26 | 14.1514 |
[ 27 ] B0.1452 |
[ 28 | 14.4527 |
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Vediamo, dunque, che al crescere di n, le somme integrali op tendono a f05f(:r) dx, come
possiamo vedere anche dal grafico di fig. 3.13.

o, 1(T)

u(T) | :

| I I | I I | I I | I I | n
50 100 150 200 250

Figura 3.13: Andamento delle somme di Riemann op in funzione di n. Piu precisamente, abbiamo
la successione {op}, oy, dal cui andamento vediamo che lim,, . op = (7).

Cioé, pern — 400 (= 6 — 0), larea del plurirettangolo UZ;(I)Rk tende all’area del rettangoloide
T, in accordo alla conclusione 118.

3.5 Calcolo del limite delle somme integrali

Nell’esempio 121 abbiamo graficato in funzione di n, 'andamento delle somme integrali (3.35) relative
alla funzione (3.48) per = € [0, 5]. Piu precisamente, abbiamo riportato I’andamento della successione
reale {op}, {0y 1 cui singoli termini op (n) sono stati calcolati numericamente attraverso un C.A.S.
(acronimo di Computer Algebra System). L’andamento del grafico di {op},cy_gq), i-. del luogo dei
punti:

n—1
Ly, = {(n,ap) cR*|neN-{0}, op = Zf (&) (P41 — xk)} ,
k=
mostra: 0
lim op(n)=u(T),

n—-+00
essendo p (T') Parea del rettangoloide T di base [a, b] relativo a f. A questo punto ci si puo chiedere se
sia possibile determinare I’espressione analitica del termine n-esimo op (n). La risposta ¢ in generale
negativa, poiche anche nel caso di funzioni semplici il calcolo di op (n) & abbastanza laborioso. Le
difficolta possono essere ridotte scegliendo particolari partizioni di [a,b], e prendendo in maniera
opportuna i punti &. In alcuni casi (funzioni lineari, potenza di esponente reale, esponenziali) &
preferibile utilizzare una equipartizione o una partizione con progressione geometrica.

3.5.1 Equipartizione

Si tratta di una particolare partizione in cui 'ampiezza dei singoli intervalli e costante. In parole

povere, l'intervallo [a, b] viene suddiviso in n intervalli aventi la stessa ambiezza:
b—a

Op="—m (k=0,12..n) (3.52)
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per un assegnato n € N — {0}. Denotando con D, (zy, x1, ..., ,) una equipartizione di [a, b], si ha
che la sua norma é:

0 = max <6k) = 619

ke{0,...,n}

Per evidenziare la dipendenza da n, ridefiniamo la norma di D, (zg, 1, ..., ;) in 0,:

5n:b—a

- (3.53)

Osserviamo che mentre esistono infinite partizioni D (xg, x1, ..., 2,,) di [a, b] con norma §,,, esiste una
ed una sola equipartizione di norma d,. In altri termini, n € N — {0} individua univocamente
I'equiaprtizione di [a, b]. L’ascissa del k-esimo punto ¢ dato da:

rpy=a+ko,, (k=0,1,2,...,n)

Se f & una qualunque funzione continua in [a, b], le relative somme integrali sono:

n—1
op, = kz:%f (&) ($k+;; Ty)
Cioe o
oo, () = "3 F (@) (3.54)
k=0

che ¢ il termine n-esimo di {op, },cn_ (0}- Man = bg—“, per cui abbiamo la successione composta il
n
cui termine n-esimo ¢ op, [n (d,)]. Quindi:

lim v, [0 (5] = lim_op, (1),
onde
n—1
> F ()
. o . k=0
Jim v, [0 (6] = (b= ) lim = (3:55)
Per definizione di integrale:
b
6lim0 op, [n(0,)] = | f(z)dx

Ne consegue che la (3.55) si scrive:

1
b_a/af(a:)d:c: lim =0

n——4oo n
Come vedremo piu avanti, tale risultato esprime il teorema della media, giacche il secondo membro

¢ la media aritmetica dei valori assunti dalla funzione nell’intervallo [a, b].

3.5.2 Partizione con progressione geometrica

In alcuni casi per ottenere op (n) ¢ preferibile ricorrere a una partizione con progressione geometrica.
Piu precisamente, l'intervallo [a, b] viene suddiviso nei punti di ascissa:

T =aq" (k=0,1,2,...,n), (3.56)
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Figura 3.14: Partizione con progressione geometrica di [1,5]. Qui & n = 20, per cui ¢ = /5.

che compongono una progressione geometrica di ragione g che denotiamo con D, (g, z1, ..., Z,,). Deve

/b

essere x,, = b, per cui ¢ = \/: . In fig. 3.14 riportiamo un esempio di partizione con progressione

geometrica dell'intervallo [1,5].
L’ampiezza del k-esimo intervallo e:

Ok = Tpp1 — 2 = a (¢ — ¢")

La norma di D, ¢:
6 =max (6;) =a(¢" —¢" ")

Per un’assegnata funzione f continua in [a, b], la somma integrale e:

opg=ay (&) (" —q") (3.57)
k=0
1/n n—1 k/n
—a|(2) - 1] > 7 ;)
k=0

3.5.3 Esempi numerici
Il calcolo di op (n) & immediato nel caso della seguente funzione:

f(x)=14=z, z€][1,10] (3.58)
Eseguiamo una equipartizione D, (xy, ..., x,) di [1, 10]:

9
rp =14+ ké,, cond,=—
n
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Assumendo &, = xy, riesce op, = sp,, giacche z; ¢ manifestamente punto di minimo di f nell’inter-
vallo [zk, zg11]. Esplicitiamo tale somma integrale:

k=0 k=0

81
=18—|—§£0+1+2+...+n—12,

_n(n=1)
=5

cioe:
B 117 81

Sp _———
¢ 2 n

Ne consegue che la successione reale {sp, }, .n_ {0} converge per n — =00

I 117
m sp = —
oo De 2 )
onde 117

2 (T) = T’

dove T ¢ il rettangoloide di base [a, b] relativo a f (z) = 1 + a:
T={(z,y) eR*|1<2<10, 0<y<l+uz}
In fig. 3.15 e illustrato il plurirettangolo inscritto a T per n = 28.

y

10}

1 10

Figura 3.15: Equipartizione dellintervallo [1,10] con n = 10 e relativo plurirettangolo inscritto in 7T'.

In fig. 3.15 ¢ graficata la successione {sp, },cy_(0}-
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Sp, 1(T)

M(T) ----------------------------------------

10 20 30 40 50

Figura 3.16: Andamento della successione {spe},cn_(o)- E visibile la convergenza verso y (T) = 7
dove T ¢ il rettangoloide di base [1, 10] relativo a f (z) =1 + x.

KKk

Determiniamo ’area del triangolo curvilineo limitato dall’arco di parabola y = 22, dall’asse z e
dalla retta x = b > 0.

Svolgimento.

Tale triangolo ¢ il rettangoloide di base [0, b] relativo alla funzione f (z) = z*. Eseguiamo una
equipartizione D, (zg, ...,x,) di [0,b], per cui J, = %, mentre le ascisse dei punti sono z, = k%
(k=0,1,...,n). Quindi:

n—1 n—1
b
op, = > [ (&) 60 = ﬁZf (€k)
k=0 k=0

Ponendo §, = xy, segue che f (z;) = ming, .., f, per cui la somma precedente si scrive:

b3 n—1

sp. = — ) K (3.59)

Per determinare la sommatoria, iniziamo con osservare che Ez;é k? = Ez;ll k2. Come & noto:

~ ., nn+1)(2n+1)
2T

Ponendo m =n — 1, si ha:

n—1 m

+1)(2m+1)
ZkQ — ZkQ — m (m
k=1 k=1 6

_n(n—l)(2n—1)
6 ;

onde

Bn—1)2n—1) (1 1 1
=0 (3 2n+6n2>

Spe = 7’L2
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Ne consegue che la successione reale {sp, }, .n_ {0} converge per n — +00:

3
]_. = —
Jm o =7
Quindi I'area richiesta e:
b3
T)=—
p(T) =3,

In fig. 3.15 e illustrato il plurirettangolo inscritto a 7" per n = 28. In fig. 3.18 ¢ ¢ graficata la

y

X

Figura 3.17: Equipartizione dellintervallo [0, b] con n = 28 e relativo plurirettangolo inscritto in T,
essendo quest’ultimo il rettangoloide di base [0, b] relativo a f (z) = 2.

successione {sp, },cn_(o;-

Sp, u(T)

u(T)

I I I I | I I I I | I I I I | I I I I | I I I I | n
0 10 20 30 40 50

Figura 3.18: Andamento della successione {spe},cy_o;- E visibile la convergenza verso p (T) = &
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KKk

Calcolando il limite delle somme integrali, troviamo I'area del rettangoloide di base [a, b] relativo
alla funzione f (z) = e”.

Svolgimento.

Eseguendo la solita equipartizione di [a, b]:

h—
Ty =a+k ¢ (k=0,1,2,....,n),
n
riesce:
b—aid
op. = — > (&)
k=0

Ponendo &, = zy, segue che f(xy) = Ming, ., f, per cui la somma precedente si scrive:

b an—l
- b—a
Sp, = e
n
k=0
n—1
b —a a Lo=a
—= (& e n
k=0
Calcoliamo a parte la sommatoria:
n—1 n—1
k2—2 b—a k
[ n = e n s
k=0 k=0

Quindi la somma integrale diventa:

b—a e *—1 )
Sp, = e? —a = e (ebfa — 1) T ° s
n en —1 en —1
essendo 6,, = b’Ta I’ampiezza della partizione. L’area richiesta e:
T) = lim sp = e* (¢’ % — 1) lim

Il limite é:

per cui:

In fig. 3.19 e illustrato il plurirettangolo inscritto a 7" per n = 28. In fig. 3.20 e e graficata la
successione {sp, },cy_1o}-

Calcolando il limite delle somme integrali, troviamo I'area del rettangoloide di base [a, b] relativo
alla funzione f (z) = z?.

Svolgimento.
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X

Figura 3.19: Equipartizione dell’intervallo [a,b] con n = 28 e relativo plurirettangolo inscritto in T,
essendo quest’ultimo il rettangoloide di base [a, b] relativo alla funzione f (z) = e*.

Sp, u(T)
u(T)

I | I I I I | I I I I | I I I I | I I I I | n
10 20 30 40 50

Figura 3.20: Andamento della successione {sp,}, cn_ (0}- E visibile la convergenza verso p (1) =

el — eo,
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In questo caso eseguiamo una partizione con progressione geometrica D, (xg, 21, ..., Zp):
=aq", (k=0,1
rp=aq", (k=0,1,...,n)

La generica somma integrale e:

n—1
op. =ay [ (&) (" — ")
k=0
Al solito poniamo &, = xy:
n—1
Sp, = azf (aqk) (qk—H . qk)
k=0
n—1
_ a2a2q2k (qk—H . qk)
k=0
n—1
_ 3Zq2k (qk+1 . qk)
k=0
n—1
=d’(g—1)) ¢
k=0

3k ()" —1 _ q3 -1
q/ q3 -1

Sostituendo nell’equazione precedente e ricordando che g = (%)Un:

b b
3 n a3
S \ﬁ_l>a_
( “ ) s
n/b
:(b3—a3) \/;_1
V() -1

Eseguendo l'operazione di passaggio al limite per § — 0, dove § e 'ampiezza della partizione, si ha:

. o . - 3 3
}sl_I%SDe = nETooSDe = (b —a ))\,
dove )
tnmt 0
/\ = hm -3 = =
t=bn—tooty —1 0

Eseguiamo il cambio di variabile m = %:

m—1

0 m
A= lim =—= lim t 2" =
m—0t+ "M — 1 0 m—0+
Ne consegue
b —a?
li =
m sp, = —

In fig. 3.21 e illustrato il plurirettangolo inscritto a 7" per n = 28. In fig. 3.22 ¢ ¢ graficata la
successione {sp, },cy_(0}-
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X

Figura 3.21: Partizione con progressione geometrica dell'intervallo [a,b] con n = 28 e relativo
plurirettangolo inscritto in 7', essendo quest’ultimo il rettangoloide di base [a, b] relativo alla funzione

f(z) =22

Sp, pu(T)

u(T)

I | I I I I | I I I I | I I I I | I I I I | n
10 20 30 40 50

b3 —a’

Figura 3.22: Andamento della successione {sp},cy_o;- E visibile la convergenza verso yi (T') = 3

70



CAPITOLO 3. SPAZI TOPOLOGICI CON MISURA

Kokok

Calcolando il limite delle somme integrali, troviamo 'area del trapezio curvilineo limitato dal-
I'iperbole y = 1/z, dall’asse x, e dai segmenti di retta = a e x = b, dove b > a > 0.

Svolgimento

Anche in questo caso conviene eseguire una partizione con progressione geometrica D, (zg, 1, ..., Tpn):

Abbiamo:
n—1
opg =ay _f(&) (" = ")
k=0
n—1
=alg—1)) f(&)d"
k=0

Assumendo &, = w; si ha f(z;) = maxp, 5., f, per cui op, = Spg, e dall’equazione precedente

e
st =a| ()]

, o (H" -1 b
i Soa(m) = g, S =g

Calcoliamo il limite:

Y

per cui 'area richiesta é:
b
T)=In-
p(T) =In~

In fig. 3.23 e illustrato il plurirettangolo inscritto a 7" per n = 28. In fig. 3.24 ¢ ¢ graficata la

y

X

Figura 3.23: Partizione con progressione geometrica dell’intervallo [a,b] con n = 28 e relativo
plurirettangolo inscritto in 7', essendo quest’ultimo il rettangoloide di base [a, b] relativo alla funzione

flx) =3
successione {Sp, },en_qo}-
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Sp, u(T)

p(T)=In(2)

0 10 20 30 40 50

Q|

Figura 3.24: Andamento della successione {S Dq} E visibile la convergenza verso i (T) = In

neN—{0}"

3.6 Proprieta e teoremi

Sia f: X — R continua in X C R. Preso ad arbitrio [a,b] C X, per quanto precede:

b n—1
/a f (z) dv = lim kz_%f (&) (Tps1 — 1),

dove d ¢ 'ampiezza di una qualunque partizione D (zg, z1, ..., x,) di [a, b], € & € |2y, Tx41]. Poniamo
per definizione:

a b
/ f(x)dx =) —/ [ (x)dzx, (3.60)
b a
onde per a = b dalla (3.60) si ha:

/aaf(:z:)dx:—/aaf(x)dx:>/aaf(x)dx:0 (3.61)

La (3.61) ¢ ben posta, poiche il rettangoloide di base [a,a] ¢ degenere, nel senso che si riduce al
segmento verticale di estremi (a,0), (a, f (a)) se f (a) # 0, al punto (a,0) se f (a) = 0.
Tali considerazioni ci permettono di estendere la definizione 120. Precisamente:
Definizione 122 ,
/ f(x)dx, Va' 2" e X, (3.62)
¢ l'integrale definito della funzione f esteso all’intervallo orientato di estremi z’ e x”, o

piu semplicemente, é l'integrale definito della funzione f, da x' a x”. I punti 2’ e 2" sono gli
estremst di integrazione:

1’ estremo inferiore di integrazione

2" estremo superiore di integrazione

[ ¢ il segno di integrale, mentre f(x)dx ¢ lintegrando. Quest’ultimo ricorda 'argomento
[ (xg) (xpy1 — xg) delle somme integrali. La funzione f é la funzione integranda.
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Per quanto riguarda Uinterpretazione geometrica della (3.62), supponendo f non negativa, si ha
per " > x':

[ s =nm),

essendo T il rettangoloide di base [/, "] relativo a f. Se 2" < 2/, dalla (3.60) segue:

/:”f(ﬂf)dﬂf:—/;/f(x)da::_u(T)’

cioe 'area del rettangoloide 7' cambiata di segno. Nella (3.62) la variabile reale = che compare sotto il
segno di integrale, si chiama variabile di integrazione. E chiaro che I'integrale (3.62) non dipende
da detta variabile, ma esclusivamente dagli estremi di integrazione e dalla funzione integranda. Ne
consegue che la variabile di integrazione puo essere denotata con un qualunque simbolo a patto di
utilizzare un simbolo differente da quello degli estremi di integrazione. Ad esempio:

[ roa ["rea

Supponiamo di avere l'integrale definito di f esteso da 0 a £. In questo caso non possiamo scrivere:

/gf (€)d¢  Errato!
0

/ng(t)dt, /ng(T)dT

Tutto cio si esprime dicendo che la variabile di integrazione ¢ una variabile muta. Concludiamo,
dimostrando la seguente proposizione:

Notazioni corrette sono:

Proposizione 123 Se C' ¢ una costante reale, comunque prendiamo a,b € R :
b
/ Cde = C (b= a) (3.63)

Dimostrazione. La funzione integranda ¢ f () = C. Distinguiamo i due casi:

1.a<bd

2. b<a

Nel caso 1 eseguiamo una decomposizione D (g, x1, ..., Z,) di [a, b]:

b n—1
/ Cdr =lim Y C(xp4 — xp)

6—0
k=0
n—1
= C}SE%Z (Tpt1 — o)
k=0 _
—b-a
=C(b—a)
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Nel caso 2 eseguiamo una decomposizione D (xg, z1, ..., z,,) di [b, a]:

a n—1
Cdr =1lim Y C (x4 — xr)
b k=0
n—1
=Clim )y (2p41 — 1)
=0 y
—a—b
=—C(b—a)

Per la (3.60):
b a
/Cdxz— Cdr =C(b—a)
a b

[ ]
L’interpretazione geometrica della proposizione appena dimostrata ¢ immediata, giacche I'inte-

grale }fab C’dx‘ ¢ larea del rettangolo R di dimensioni |b—a| e |C|. Nelle figg. 3.25-3.26-3.27-3.28

vengono illustrati i vari casi (a < b, a > b, C' >0, etc.) .

y

a b

Figura 3.25: Il rettangoloide di base [a, b] relativo alla funzione f (z) = C' > 0 ¢ il rettangolo R di
dimensioni b —a e C. Lasuaarea e u(R)=C (b—a) = fab Cdx > 0.

Kookosk

Teorema 124 Sia f: X — R continua e non negativa nell’intervallo X C R.

a<b:>/bf(a;)dxz @) dr>0. V] C ol CX (3.64)

a>b———>/bf(x)dx§() (3.65)

Dimostrazione. Iniziamo col dimostrare che f:, f(z)dx > 0 se < V. Per una qualunque
decomposizione D (xg, 21, ..., T,) di [@/, ] di norma 9, si ha:

b n—1
fle)de=1lim Y f(&) (xer1—azx) > 0
o =0 ; o F(€)>0
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<

b a

Figura 3.26: Il rettangoloide di base [b, a] relativo alla funzione f () = C' > 0 ¢ il rettangolo R di
dimensioni C' e a — b. La sua area ¢ u(R) = C (a —b) = [, Cdx = — fab Cdx > 0.

~

Figura 3.27: Il rettangoloide di base [a, b] relativo alla funzione f () = C' < 0 ¢ il rettangolo R di
dimensioni b —a —C. Lasua area ¢ u(R) = |C|(b—a)=—-C(b—a) = — fab Cdxz > 0.
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Figura 3.28: Il rettangoloide di base [b, a] relativo alla funzione f () = C < 0 ¢ il rettangolo R di
dimensioni @ —b e —C. La sua arca ¢ u(R) = — (=C) (b—a) = — [,/ (=C) dx = — fab Cdz > 0.

Inoltre, se T e T" denotano i rettangoloidi relativi a f, di base rispettivamente [a, b] e [a’, '], si ha:
b b
@ ¥ Clab = T' CT = p(T) < p(T) — | f(z)de < / () do
La dimostrazione della (3.65) ¢ immediata:

/abf(x)da::—/baf(:v)dx

con [, f(x)dx >0, giaccht ¢ b <a. m

Teorema 125 Per una qualunque funzione f : X — R continua nell’intervallo X C R:

/ablf(w)ldx |

Dimostrazione. Per la dimostrazione ci serviremo delle (3.46)-(3.47) che qui riscriviamo:

/abf(x)dm:/abf+(x)dm+/abf_(x)dm
/ablf(ocndsv:/abf+ <x>dw—/abf— () da

/f )dz| = /f+ dx—i-/f )dx| < /f+ )dx| +

/ f(x)dz| < / £+ (z)dz| + Va,b e X (3.66)

Distinguiamo i due casi:

x)dr| < Va,be X

da cui:

Cioe:

i

1.a<bd
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2. a>b

Nel caso 1 ¢

b b
/f+(:v)d$20, /f‘(:v)dxﬁO

< [rrwae [ war= [1r@la

/ablf(mﬂdw

/abf+(x)dx§0, /abf_(x)dxzo

Quindi la (3.66) si scrive:
b
/ f(z)dx

b b
a<b:/ |f(x)|dm20:/ |f (z)|dx =

onde 1’asserto. Nel caso 2 ¢

)

Quindi la (3.66) si scrive:

/abf(x)dx

S—/abﬁ(x)dIJr/abf‘(ﬂf)dI:

— l/abf+(x)dx—/abf‘(x)dx} :—/ab\f(:c)!dw
/:If(w)ldfc

Teorema 126 Sia f: X — R continua e non negativa nellintervallo X C R.

I

b b
b<a:/ |f(a7)|d:p§0:>—/ |f ()| dz =

onde l’asserto. m

/bf(;z:)dx:0<:>f(:c):0, vz € [a,b] € X

Dimostrazione. Implicazione inversa.
Hp. f(z) =0, Vz € [a,b]
Th. [”f (z)dz =0

n—1
Vo € [a,b], f(z)=0= <‘V’D (X0, T1, .oy Tp), Op = Zf (&) (Tpa1 — ) =0, V& € [mk,xk+1]>

k=0
— lim op =0
6—0

Implicazione diretta.
Hp. fff(:c) dr =0
Th. f(x) =0, Vz € la,b)
Procediamo per assurdo. La negazione della tesi ¢: f & non identicamente nulla in [a, b], per cui
essendo f non negativa per ipotesi, si ha:
dxg € [a,0] | f(z9) >0 =3Il (x) Cla,b]| f(x) >0, Vrel(x),

f & continua
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essendo [ (xg) un intorno di xg. Da cio segue:

[ & continua in [a',V'] C I (z9) = Im = [rr}lbrll] 1

per cui
p(R)=m ' —ad) >0,

dove R = [a/, V] x [0,m]. D’altra parte,se T ¢ il rettangoloide di base [a, b] relativo a f:
RCT = p(R)<p(T),
cioe: ,
/ f(x)de >m (b —d') >0,
che € una negazione dell’ipotesi, ondz I’asserto. m

Teorema 127 (Proprieta additiva)
Se f: X — R é continua in nell’intervallo X C R, riesce:

/bf(x)dx:/Cf(x)d:c—i—/bf(x)d:c, Va,b,c € X (3.67)
Dimostrazione. Distinguiamo i due casi:
1. c€ (a,b)
2. c€ (—o0,a) U (b,+00)
Il caso 1 contempla due sottocasi:
A. f ha segno costante in |a, b]
B. f non ha segno costante in |[a, b|

Nel sottocaso A, supponendo senza perdita di generalita che f sia non negativa, si ha il rettan-
goloide di base [a, b] relativo a f ¢ tale che:

T:TIUTQ, flﬂfQ :(Z),
essendo T e Ty i rettangoloidi di base [a, c] e [c, b] rispettivamente:

Ti={(z,y) eR*|a<z<c, 0<y<f(2)}
Tzz{($,y)€R2|c§x§b, Oéyéf@)},

onde per la proprieta additiva della misura:

p(T) = p(Ty) +p(Tz),

da cui 'asserto.
Nel sottocaso B risulta f~ (x) non identicamente nulla, per cui:

flz)=f"(2)+ [ (2)

Ma f* hanno segno costante in [a, b] per cui verificano la (3.67):

/fi dgc—/fi dac+/fi
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D’altra parte (eq. (3.46))

/abf(x)dx:/abf“ (x)dx+/abf‘ (z) dz

/abf(:v)dx:/acf+(x)dx+/cbf+(m)dx+/:f‘(m)dm+/cbf—(x)dx
:L6f+(x)d$+/acf_(-T)dl'+/cbf+(x)dx+/cbf_(:I;)d;lj
¢ ~ _

/ f(z)dz :/ f(z)dx

Nel caso 2 supponiamo, senza perdita di generalita, ¢ > b. In tal caso, per cio che abbiamo

appena dimostrato, si ha:
c b c
[tadn= [ades [ 1@
a a b

[rwar=-[rwa,

[rwa= [rwars [rwa

Lemma 128 Se fi, fo : [a,b] — R sono continue in [a,b], si ha:

Quindi:

per cui

cioe 'asserto. m

b b b
/ Uy (2) + fo(2)] do = / fi () de + / fo (2) de (3.68)

Dimostrazione. La somma f = f; + f5 ¢ manifestamente continua in [a, b], per cui:

b
/ f(z)dx = (lsi_r)%ap,
dove -
op = > f (&) (@hp1 — ),

k=0

per una arbitraria decomposizione D (xg, Z1, ..., 2,,) di [a,b] e per ogni & € [z, 4. 1]. Riesce:

op = U(Dl) + O'g),

essendo a(Dl), ag) somme integrali relative a fi, fo:
n—1
op) = D S (&) (e —2),  (h=1,2),
k=0
per cui 0 o
. L 1 . 2
——

b b
/ fi(z)dx / fa(z)dx
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cioe l'asserto. m
Il lemma appena dimostrato ci permette di dimostrare la proprieta distributiva espressa dal
seguente teorema:

Teorema 129 Se f1, f2 : [a,b] — R sono continue in [a,b], si ha per ogni ¢y, co € R:

/ab[clfl( ) +eafa(x /fl d$+c2/ fo(z

Dimostrazione. Per il teorema precedente:

/ab [e1f1 () + cafa (2)] d:c:/abclfl () der/abcng () da

Se D (xg,x1, ..., T,) € una qualunque decomposizione di [a, b], per ogni & € [zg, Tr+1] si ha:

b n—1
[ enfi@ydo =t > cufs (6 (e — )

= hm Zfl k) (Try1 — 21)

/f1

Ovviamente analogo risultato per fo, da cui l'asserto. m

Osservazione 130 Per quanto precede, se [ é una funzione continua in [a,b] e ¢ € R, si ha:

bcf(x)dx —c bf(x) dz
/ /

In altri termini, un qualunque fattore costante puo essere portato fuori dal segno di integrale.

Teorema 131 f,g: [a,b] — R continue in |a,b].

Vo € |a,b], f(x)§g(x):/f(a:)dm§/g(m)dx (3.69)

Dimostrazione. Riesce
g(z)—f(x) >0, Vze€la,b]

Per il teorema 124: ,
[ @ -0

Per la (3.68) segue 'asserto. m

Teorema 132 (Teorema della media)

b
f € continua in [a,b] = In € [1[1115]1 1, n[azﬁ( f} | / f(x)de =n(b—a) (3.70)
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Dimostrazione. Eseguita una partizione D (xg, 1, ..., z,,) di [a, b]:

m(b—a) < S F (&) (@ —2) < M (b—a), (3.71)

k=0

3
I

avendo posto m = mingy f, M = maxyy f. Eseguendo nella (3.71) il limite per 6 — 0:

0, cio che e lo stesso:

b
[ @y e moa

[ ]
Tenendo conto di una nota proprieta delle funzioni continue in un intervallo chiuso e limitato, si
ha il seguente corollario:

Corollario 133
b
f e continua in [a,b] = 3¢ € [a,b] | / f(x)yde = f(&)(b—a)

Il numero reale

b
/ f(x)dx
n=T (3.72)

si chiama media integrale della funzione f nellintervallo [a, b]. Per giustificare tale denominazione,
eseguiamo una equipartizione (§ 3.5.1) D, (xq, 21, ..., ¥,) dell'intervallo [a, b] di norma §, = b_T“, per
cui:

Ty =a+kd,, (k=0,1,...,n)

Assumendo & = xy41, la (3.54) si scrive:

o =" - U5 F (aa) (3.73)
k=0
- (b - a) Mns
dove B
m ' I ) = T e 2 ) (374)
k=0

e la media aritmetica dei valori assunti dalla funzione f in n punti equidistanti dell’intervallo [a, b].
Con tale posizione passiamo dalla successione reale {0, },cy_(q) alla successione reale {1, },cn_qq), 1

cui termini differiscono da quelli di {0}, ooy per il fattore moltiplicativo (b — a)”

nn—b—a

Eseguendo l'operazione di passaggio al limite per n — 400, i.e. per 9§, — 0, si ha:

1 b

n—-+oo b—a

[ (x) dz,

a
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TIn

S S S H
0 10 20 30 40 50

Figura 3.29: Andamento della media aritmetica 7, = %Zz;é f (zx11) per f (z) = 22, confrontato con
5 _2
1

_ xTr=Ssx
= "7
cosicche
n= lim 7n,,
n—-+oo

per cui 7 e il limite per n — 400 della media aritmetica 7,,. Ad esempio, nel caso della funzione
[ (x) = 2?, utilizzando Mathematica possiamo graficare 'andamento della successione {7, },cn_ (0}
come riportato in fig. 3.29.

Kokok

Il teorema della media ¢ un caso particolare del seguente teorema:

Teorema 134 Siano f,g : [a,b] — R continue in [a,b].

b b
g € non negativa = 3¢ € [a, b] | / f(x)g(zx)de=f (5)/ g(x)dx (3.75)

Dimostrazione. Se g ¢ identicamente nulla, la (3.75) si riduce all'identita 0 = 0. Diversamente,
ponendo m = minyy f, M = maxy f, si ha:

mg (x) < f(z) g (z) < Mg (z),

onde per il teorema 131
b b
fa)g (@) < Mg (@) = [ f@)gle)dn < [g(a)ds

b b
mg(:t)§f(as)g(a:)=>m/g(w)dx§/f(a:)g(:z:)da:
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Cioe
[ @@ f(@)g(2)de
m < S— <M= 3ne€m M]|n=""—
g () dx /g(x)dw
f(z)g(z)de
= J € [a, 0] | [(§) ==
/g(w)d:v
n

Se nella (3.75) si pone g (z) = 1, si ottiene il teorema della media.
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Capitolo 4

Integrazione delle funzioni reali di una
variabile reale

4.1 Funzioni primitive

Assegnata una funzione f : (a,b) — R derivabile in (a,b), 'operazione di derivazione puo essere
interpretata attraverso ’applicazione di un operatore di derivazione D. In simboli:

D:f—f (4.1)
Ci proponiamo di studiare I'invertibilita dell’'operazione (4.1) che simbolicamente si scrive:
D' = = f (4.2)

Pitt in generale, assegnata una funzione f, ci proponiamo di determinare una funzione F' tale che

F =f.

Definizione 135 Se f : (a,b) — R, dicesi funzione primitiva di f o semplicemente primitiva,
una funzione F : (a,b) — R tale che F' (z) = f (x).

Proposizione 136 Se f : (a,b) — R ammette una primitiva, ne ammette infinite.

Dimostrazione. Sia F' una primitiva di f, per cui

Sia
G(x)=F(x)+¢, VceR,
cioe G (z) differisce da F' (x) per una arbitraria costante additiva. Derivando:

G (z) = F'(x),

onde l'asserto. m

Dalla proposizione appena dimostrata segue che la primitiva di f ¢ determinata a meno di una
costante additiva.

Cio premesso, sia f : [a,b] — R continua in [a,b] e non negativa. Per un assegnato & € [a,b] ¢
univocamente determinato il rettangoloide T¢ di base [a, £] relativo a f:

T ={(z,y) ER*|a<a <& 0<y< f(a)}
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Per quanto visto nel paragrafo 3.4 I'area di T ¢:

Sia
F:la,b] = R (4.3)

In altri termini, la funzione F' associa ad ogni § € [a,b] I'area del rettangoloide T;. Se A{ > 0 € un
incremento tale che (£ + A¢) € [a, b], il corrispondente incremento di F' &:

AF = F (£+ Af) —

_ /a£+Ag Vda / ‘o

= pt (Terne) — pn(Te),
cioe AF & I'area del rettangoloide di base[¢, £ + AE], relativo a f, come mostrato in fig. 4.1.

AF :/1(T§+:A§)—ﬂ(T§)
|

|
|
|
|
|
|
|
|
T |
|
|
|
|
'\

|
|
|
|
|
|
|
|
‘s

3 E+AE

Figura 4.1: L’incremento della funzione (4.3) corrispondente all'incremento A&, ¢ larea del
rettangoloide di base [£, £ + A¢] relativo alla funzione f.

Per ipotesi & f continua in [a, b], onde & dotata di minimo e massimo assoluti:

m =min f, M = max f,

[a,b] [a,b]
riuscendo:
F(§+ AL — F(§)
mAf§F(§+A§)—F(§)<MA§@)m< Y: <M
Per la continuita di f:
PO = FO _ rerong, (0<o<) (4.4

AL
E facile persuadersi che la (4.4) ¢ valida anche per A¢ < 0. Ridefinendo ¢ in z:

F(x+ Ax) — F (2)
Az

= f(z+0Az), (0<60<1)
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Inoltre F Az) — F ()
. T+ Ax) — X .
Algilo Ax - Algilo f (.’L' + 9A$) fe co_ntinua f (fl?) ’

cioe
F'(z)=f(x), Vz€la,b],

onde F' & una primitiva di f. Ne consegue che 1'area del rettangoloide di base [a, z] & una primitiva
di f.

Tale risultato si generalizza a una funzione non negativa evidenziando, in tal modo, un legame tra
il problema della ricerca di una primitiva di una funzione f continua e quello della misura dell’area
del rettangoloide relativo a f. Storicamente il problema della misura di un insieme di punti del piano
determino lo sviluppo del calcolo integrale.

4.2 L’integrale di Mengoli-Cauchy e il teorema di Torricelli-
Barrow

La nozione di integrale definito sviluppata nel capitolo precedente, permette di risolvere il problema
della ricerca della primitiva di una funzione continua in un intervallo chiuso e limitato. Premettiamo
la seguente definizione:

Definizione 137 Se f : [a,b] — R ¢ una funzione continua in |a,b] C R, lintegrale definito di f
esteso all’intervallo chiuso e limitato [a,b] si dice integrale di Mengoli-Cauchy della funzione f:

/abf (x)dx = (lsii% oD, (4.5)

dove op = X770 f (&) (zr1 — k) € una somma integrale relativa a f.

Ci si puo chiedere se sia possibile estendere la definizione (4.5) a funzioni dotate di punti di
discontinuita nell’intervallo di integrazione. Ad esempio, assegnata la funzione:

efl/z
fla)=—3 (4.6)
chiediamoci
1 _—-1/x
Ha senso l’integrale/ —dx? (4.7)
0 X

La domanda (4.7) € ben posta, giacche la funzione integranda non ¢ definita in x = 0. Tuttavia:

. e—l/w 0 ) t2
lim =— — lim — =0
z—0+ 12 0 ¢=1 t—+oo et
x

_l’_
)

onde x = 0 ¢ un punto di discontinuita eliminabile. Infatti, prolungando f per continuita:

o ={ 7Lt 48)

0, sex=0

— /Olf (x)dx = /Olg (x) dx (4.9)

Il secondo membro della (4.9) ha senso in virtu della continuita della funzione (4.6). Ne consegue che
'estensione della definizione (4.5) a funzioni dotate di punti di discontinuita eliminabili, non presenta
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CAPITOLO 4. INTEGRAZIONE DELLE FUNZIONI REALI DI UNA VARIABILE REALE

alcun problema. Viceversa, i casi piu critici sono quelli in cui la funzione integranda presenta uno o
piu punti di discontinuita di seconda specie nell'intervallo di integrazione. Ad esempio:

Inz

fla)=——= (4.10)

X

Poniamoci la questione:

!
Ha senso l’integrale/ ( n:r) dx? (4.11)
0

xz

f ¢ definita in X = (0, +00), risultando non negativa in (0, 1]. Studiamo il suo comportamento in
un intorno destro di z = 0:
In0* (—o0) o0

Jm f@) = =y T T

onde x = 0 & un punto di discontinuita di seconda specie per f. In fig. 4.2 riportiamo il grafico della
funzione in [0, 1].

y
25r

|

10}

:O+\ L L 1 L L L 1 L L L | L I T | X
0.2 0.4 06 08 10

Figura 4.2: La funzione f (z) = —22 diverge positivamente per z — 0.

A questo punto, proviamo a calcolare le somme integrali dopo aver “equipartizionato” (cfr. §
3.5.1) l'intervallo [0, 1]:

k
= — k=0,1,2, ...
Tk TL’ ( 07 ) 4y 7n)
Abbiamo:

o ( Zf (‘”’“*%) (wr41 — ) Zf <2k i 1) , (4.12)

dove - per migliorare la Vlsuahzzazmne grafica dell’andamento del termine n-esimo della succes-
sione {op},,cn_ o - abbiamo preso & pari alla media aritmetica degli estremi del k-esimo intervallo
[k, Tk11]. Ad esempio, per n = 15 otteniamo 'andamento riportato in fig. 4.3.

Per n = 250 otteniamo il grafico di fig. 4.4.

Questi risultati suggeriscono la seguente risposta alla domanda (4.11):

/01 (_1%3;) dx = +o0, (4.13)
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0p

L L L L 1 L L L 1 L L L 1 L L L 1 L L L 1 L L L 1 L L n
2 4 6 8 10 12 14

Inz

Figura 4.3: Andamento della somma integrale op relativa alla funzione f (r) = —=* e allintervallo

[0,1]. Il numero di punti della decomposizione ¢ n = 15.

0p
25;
20;
15

10- F

L 1 L L L L 1 L L L L 1 L L L L 1 L L L L 1 n
50 100 150 200 250

Figura 4.4: Andamento della somma integrale op relativa alla funzione f (x) = —“‘TI e all'intervallo

[0,1]. 1l numero di punti della decomposizione & n = 250.
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che ¢ un risultato ragionevole, giacche il rettangoloide
|
T={(Jf7y)€R2|0<x§1, Ogyg_ﬂ}’
T

e un insieme illimitato. Tuttavia, osserviamo che tale circostanza non e una condizione sufficiente
per la divergenza dell’integrale. Consideriamo, ad esempio, la funzione:

fx)=— (4.14)

e riformuliamo la domanda:

1
d
Ha senso l’integrale/O \/—9; ? (4.15)

Anche in questo caso la funzione integranda diverge positivamente per z — 07, come illustrato nel
grafico di fig. 4.5.

:0+ <~ , , , | , , , | , , , | ! T
0.2 0.4 0.6 0.8 10

X

Figura 4.5: La funzione f (x) = \/LE diverge positivamente per z — 0.

Utilizzando la (4.12) otteniamo per n = 15 il grafico di fig. 4.6.
Per n = 250 otteniamo il grafico di fig. 4.7.
Questi risultati suggeriscono la seguente risposta alla domanda (4.11):

/01% 9, (4.16)

bl — — — \/E

un insieme illimitato. In ultimo, notiamo che non sempre e possibile rappresentare graficamente un
rettangoloide. Ad esempio, consideriamo la seguente funzione:

1 1
f(z) = 2zsin ~ oo, (4.17)

che & non regolare in x = 0, giacche Alim,_ f (x). 1l grafico di f compie infinite oscillazioni che non
si smorzano in ogni intorno di z = 0, come possiamo vedere dalla fig. 4.8.
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0p
30r

25+

20F

>

2 4 6 8 10 12 14

Figura 4.6: Andamento della somma integrale op relativa alla funzione f(x) = \/LE e all’intervallo

[0, 1]. Il numero di punti della decomposizione ¢ n = 15.

Op

196}
194
192F

190 /

1.88

1.86

L 1 L L L L 1 L L L L 1 L L L L 1 L L L L 1 n
50 100 150 200 250

Figura 4.7: Andamento della somma integrale op relativa alla funzione f(z) = \/LE e all’intervallo

[0,1]. Il numero di punti della decomposizione ¢ n = 250.
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N

NN

Figura 4.8: Andamento del grafico della funzione f (z) = 2z sin% — COS% nell’intervallo [

_2 2}
Tl

Figura 4.9: Tentativo di visualizzazione del rettangoloide di base [—
f(z) =2xsint — cos.

2 2

=, W} relativo alla funzione
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L’impossibilita di tracciare il grafico in un intorno di x = 0, rende altrettanto impossibile visualiz-
zare il rettangoloide relativo a f, la cui base contiene il punto di discontinuita x = 0, come mostrato
in fig. 4.9.

Possiamo tuttavia tentare il calcolo delle somme integrali, eseguendo 1'operazione di passaggio
al limite per 6 — 0. Procedendo al solito modo otteniamo I’andamento riportato in fig. 4.10 che
mostra la convergenza verso il valore 8/72, per cui:

2/m 1 1 8
/ (2:vsin——cos—) dr = —
—2/m xXr xXr Vs

T, 1(T)

()= =

Figura 4.10: Andamento della somma integrale op relativa alla funzione f(x) = 2z sin% — cos% e

all’intervallo [—%, 7%} Il limite della somma integrale ¢ %.

Dagli esempi visti vediamo che nel caso di funzioni con punti di discontinuita di seconda specie
nell'intervallo di integrazione [a, b], non sempre le somme integrali risultano convergenti per 6 — 0,
essendo § la norma di una arbitraria decomposizione di [a, b]. Tale problema fu affrontato e risolto
da Riemann per una particolare classe di funzioni, i.e. le funzioni integrabili secondo Riemann.
L’integrale di tali particolari funzioni si chiama integrale di Riemann. Successivamente Lebesgue
generalizzo ulteriormente ’estensione della nozione di integrale. Ci occuperemo di cio in un capitolo
successivo.

Dopo questa lunga premessa, dimostriamo il teorema:

Teorema 138 (Teorema di Torricelli-Barrow)

Hp. f: X — R ¢ continua nell’intervallo X C R.

Th. f ¢ dotata di funzioni primitive. Preso ad arbitrio il punto xo € X, le primitive di f sono
tutte e sole le funzioni:

Fla)=c+ /If (1) dt, (4.18)

al variare della costante ¢ in R.

Dimostrazione. Il teorema ¢ dimostrato se riusciamo a provare che F’ (z) = f (z). A tale scopo
determiniamo l'incremento della funzione F' in corrispondenza dell’incremento Ax della variabile
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indipendente con Az tale che (z + Az) € X.

z+Ax
AF:F(x+Ax)—F(I):c+/

:/x:+mf(t)dt—/g:f(t)dt
:/x:+mf(t)dt+/;of(t)dt

o z+Az
. f(t)dt+/+ F(6)dt

_ /:;+Azf " "

Nell'ultimo passaggio abbiamo applicato la proprieta additiva dell’integrale definito. Per il teorema
della media:

f(t)dt—c—/xf(t)dt

o Zo

r+Ax
3¢ € [z, 2 + Ax] Aix/ f@)dt=f(€)
Cioe:
1 z+Ax
E/ ft)dt=f(x+0Az), (0<0<1)
Quindi:
% = f(x 4+ 0Ax)

Eseguendo l'operazione di passaggio al limite per Ax — 0:

jm o= lim f(z+0Az) = f(2),

onde l’asserto. m

Osservazione 139 La (4.18) ¢é indipendente dalla scelta del punto xy € X. Infatti per ogni x| €
X — {(L’(]}

c—l—/:f(t)dt:c—l—/:of(t)dt—l—/QJ:f(t)dt:c’—l—/z:f(t)dt,

avendo incorporato in ¢ integrale f;}o f(t)dt che é una costante.

Zo
d défc+/ ft)dt
o

Per quanto precede, le primitive di f sono determinate a meno di una costante additiva. Sussiste
la seguente definizione:

Definizione 140 La funzione
Flz) = / £ () dt, (4.19)
xo

ottenuta dalla (4.18) per ¢ = 0, si chiama funzione integrale della funzione f, di punto iniziale
Zo-

Dal teorema di Torricelli-Barrow segue il corollario:
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Corollario 141 Una primitiva di una funzione continua f : X — R é univocamente determinata
dal suo valore assunto in un punto xy € X.

Gm:G@@+/f@ﬁ (4.20)
xo
Dimostrazione. Se G (z) ¢ una primitiva di f, essa ¢ un elemento della famiglia (4.18), onde

376R|G($):7+/xf(t)dt

Riesce:

xo
Gan) =y + [ fleydt=n,
zo
=0
da cui la (4.20). m
La formula (4.20) & estremamente efficace, giacché permette di determinare l'integrale fab f(z)dz
senza ricorrere al limite delle somme integrali. Infatti I'integrale fff (x) dz si ottiene dalla (4.20)

ponendo zg = a, x = b: .
l/f@Mx:Gw%%H@, (4.21)

da cui vediamo che e possibile determinare l'integrale conoscendo una qualunque primitiva di f.
A questo punto osserviamo che mentre il teorema di Torricelli-Barrow fornisce una soluzione al
problema dell’esistenza della primitiva di una funzione continua, la formula risolutiva (4.21) permette
di calcolare I'integrale definito della suddetta funzione f attraverso una qualunque primitiva di f.
E per questo che il teorema di Torricelli-Barrow € noto anche come teorema fondamentale del
calcolo integrale e la (4.21) come formula fondamentale del calcolo integrale. Denotando
con F' una qualunque primitiva di f, sussistono le seguenti notazioni equivalenti:

vawx—wwm
[ rwar=re

4.3 Integrali indefiniti

Per quanto visto nel paragrafo precedente, la pitt generale primitiva di una funzione f continua
nellintervallo X (limitato o non) é:

F(x):c+/xf(t)dt

Definizione 142 Dicesi integrale indefinito di f, una sua qualunque primitiva e si denota con il
simbolo

/ [ (@) da (4.22)

FEvidentemente:

/f (x)dx =F (z)+c¢ (4.23)

La primitiva F (z) é una determinazione dell’integrale indefinito (4.22), mentre ¢ é una costante
di integrazione.
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Per definizione di funzione primitiva, deve aversi:

/f’(I)dl’—f(x)Jrc, Ve e R

Il simbolo [ denota l'operazione di integrazione indefinita, che risulta essere I'operazione inversa
dell’operazione di derivazione. In simboli:

Dif—f
[ir1

4.3.1 Integrali indefiniti fondamentali

Dalla conoscenza delle derivate delle funzioni elementari, si ottengono gli integrali indefiniti delle
funzioni elementari. Ad esempio, nel caso della funzione potenza di esponente reale:

g
/x’\dx =131 te (A #£ —1) (4.24)
Per A = —1:
ci_x =Ilnz+c (4.25)

Osserviamo che nella (4.25) la funzione integranda ¢ definita in R — {0}, mentre la funzione a secondo
membro, cioe Inz, ¢ definita in (0, +00). Tuttavia, osservando che % In|z| = 1, si perviene

d
e lz| + ¢, (4.26)
x
valida per x € R — {0}. Integrali fondamentali di funzioni trigonometriche:
/cos xdr =sinz + ¢, /sin xrdr = —cosx + ¢ (4.27)

dx dx
5 = tanz + ¢, —— = —cotx +c¢
COs* T sin” x

Integrali fondamentali di funzioni iperboliche:

/cosh xdx = sinhz + ¢, /sinh xdx = coshx + ¢ (4.28)

/ v _ bt / du tha +
———— =tanhx + ¢, ———— =cothz +¢
cosh? z sinh? z

Per le funzioni trigonometriche inverse, ricordiamo che:

d ) 1 d 1
—arcsin ¥ = ———, —— arCCoOST = ———=—=
dx V1—22 dx V1 — a2
per cui:
dx . /
———— = arcsinx + ¢ = —arccosx + ¢
V1—a?
Cio implica:
Vo € [-1,1], arcsinz + ¢ = —arccosz + ¢ = arcsinx + arccosx = ¢’ — ¢
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In virtu della relazione fondamentale

. T
arcsi r + arccosr = 5

si ha:
d=c4+ 2
2

Quindi [ \/% si esprime:

/ dr inz + te4 2 (4.29)
——— = alCSIn ¥’ C = —aIrccosx C — .
V1—2? 2

Passiamo alle funzioni arctan x e arccot x:

— arctany = ——, ——arccotx = —
dx 1+ 22" dx 1+ 22

Percio

dx ,
= arctanx + c = — arccotx + ¢
1+ 22

Ricordando la relazione fondamentale arctan x + arccot x = 5

d
/ . _,_22 = arctanx + ¢ = —arccot x + ¢ + g (4.30)

4.3.2 Funzioni primitive e valore assoluto. Integrali fondamentali di

funzioni iperboliche

Una questione spesso trascurata ¢ la generalizzazione dell’espressione della primitiva di una assegnata
funzione f : X — R. In realta abbiamo gia trattato tale problema nella ricerca di una primitiva di
x~!. Siamo infatti portati a scrivere:

d
Y lmr+C, (4.31)

Xz

giacche % Inz = % E chiaro che la (4.31) ha senso solo per z € (0,+00). D’altra parte:

In |z| = Inx, >0
| In(-z), <0

Distinguiamo i due casi:

e x>0

d
%ln|x|:—1nx:—
st d d 1 1
iy | — Zln(—2) = (=1) = =
o nfel = ——In(~2) (_x)( )=
Cioe ;
%ln|a:| =—, Vae (—o00,0)U(0,+00)
Quindi:
d
/% =In|z|+C (4.32)
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Si noti che a differenza della (4.31), la (4.32) ha senso per z € (—o0,0) U (0, +00). Ne consegue che

la famiglia delle primitive di 271 &

F={ln|z| +C | C R} (4.33)

Notiamo incidentalmente che In|z| & una funzione pari, onde il suo grafico ¢ simmetrico rispetto
all’asse y, come mostrato in fig. 4.11. In fig. 4.12 vediamo, invece, il grafico di alcune primitive di

x L.

y
X
Figura 4.11: Diagramma cartesiano della funzione In |x|.
y
5
— =\,
— -2 , 2 /]
I
I
[
Al
|
|
=10

Figura 4.12: Diagramma cartesiano di alcune primitive di %

Vediamo ora altri integrali che coinvolgono valori assoluti. Ad esempio:

/\/SQ—LH:1H(H\/T+1)+C (4.34)
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Infatti:

d 1 T

—In(lz+vVa2+1) = (1+ )

dx ( ) T4 Va2 +1 Va2 +1
1 r+vVar+1

r+Ve2+1 Va?+1
1

241

Osserviamo che x + V22 4+ 1 > 0, Vo € R, per cui possiamo omettere il valore assoluto. Inoltre,
sappiamo che In (a: +Va? + 1) =arcsinhz, quindi 'integrale (4.34) si puo anche esprimere come

dx
——— = arcsinhxz + C' 4.35
| = (4.35)
Ora dimostriamo che

dx

Non dobbiamo fare altro che calcolare la derivata del secondo membro. Per svincolarci dal valore
assoluto, studiamo il segno del suo argomento:

T+VI2-1>0<=Va2-1> o< z>1
r+Vr—-1<0<z< -1,

onde
ln($+\/x2 ) sex>1
A/ 2 _ — ) =
ln‘x—i— v ‘ { - (z+ Va2 -1)], sex< -1
oz >1
d d
—1n‘x—|—\/1‘2—1‘:—ln<x+\/x2—1>
dx dx
= )
Va2 -1 Vi —1
1
RV
o < —1

d

ﬁlnij\/T‘——ln[ <x+m>}

W%””'(“%)

2 —1

)

da cui la (4.36) che possiamo riscrivere precisandone il campo di validita:

dx
—_— :ln‘x—l— x2—1)+C’, x € (—o0,—1)U (1, +00
| == v (~o0,~1) U (1, +00)
Se x € (1,400) ¢ x + Va2 —1 > 0, per cui possiamo omettere il valore assoluto. D’altra parte
In (:1: +Va? — 1) =arccoshz, quindi:

/\/% = arccoshz + C, z € (1,4+00) (4.37)
x —_—
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/ dx 1 14+
=—In
1—a22 2 1—=z

che si dimostra derivando il secondo membro. Per z € (—1,1) &

Un altro integrale notevole é:

+C, (4.38)

14+

1= > 0, quindi possiamo omettere

il valore assoluto, e ricordando che %ln }J_r—i =arctanhx, si ha:

d
/1 x2:arctanhx+0, re(—1,1)
—x

Concludiamo determinando gli integrali fondamentali delle funzioni iperboliche:

/sinhxdm = 1/idx = 1 (/ e“dr — /e“’”dx)
2 2 2

Calcoliamo a parte il secondo integrale nell’ultimo membro dell’equazione precedente:
/e‘xdx = —/e_xd(—x) =—e"4+Cy VCOeR
Quindi
1
/sinhxdm =3 (ex +Ci+e "+ Cg) ;

giacche [ e"dz = e*+Cy, VC, € R. Ponendo C =1 (Cy + (Cy), si ha [sinhadz =1 (e" +e77) + C.
Cioe:

/sinh xdr = coshx + C (4.39)

Allo stesso modo si dimostra

/cosh xdx = sinhx 4+ C (4.40)

Passiamo alla ricerca delle primitive di tanh x:

inh h
/tanhxdx:/sm xdas:/m
cosh x coshz

= In |coshz| + C
Ma |cosh z| = cosh z, per cui
/tanh xdxr =Incoshx + C (4.41)
Segnaliamo infine:
/ cojl? o= tanh x + ¢, / siriilz; = cothx + ¢ (4.42)

Di seguito la tabella degli integrali fondamentali.
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/x’\dx— /\+1 (A #£—1) \/%:arcsinx%—C:—arccosx%—C’
/%:ln|x\+(] /11‘22 = arctanz + C' = — arccot x + C’
/””dx—m%—c (a>0) /sinhmdm—coshx+0
/exda::eerC /coshxda::sinhx+0
/sin xdr = cosx + C /Cog}?m = tanh
/cosxdx:—sin:v+6’ /Sind}j%m:—coth:c—i-(?
/Co‘fgz =tanx + C J;Q%:ln ($+M)+C:arcsinhx+0
/siﬁ% =—cotz+C /ﬁ { iﬁ;oihf/;o Te - +oo1),1)
[ arctanhz, z € (-1,1)
/m—{ sn 2], =z (-1,1)
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Capitolo 5

Spazi metrici

Nel paragrafo ?? considerando il caso particolare dello spazio vettoriale C' ([a, b]), abbiamo introdotto
la nozione di prodotto scalare e norma, per poi definire gli spazi metrici. In realta, si tratta di
una procedura imprecisa!, poiche gli spazi metrici vengono definiti indipendentemente dal prodotto
scalare e dalla norma. In questa sezione forniremo un’assiomatizzazione di tali nozioni nel senso
dell’ Analisi funzionale, dando per scontata la nozione di spazio topologico per la quale rimandiamo
a [1]. La straordinaria efficacia dell’Analisi funzionale nasce dalla generalizzazione del concetto di
spazio. Mentre in Analisi matematica e in Geometria, lo spazio ¢ un insieme di punti (si pensi, ad
esempio, allo spazio euclideo R™), in Analisi funzionale uno spazio € un insieme di funzioni. In altri
termini, le singole funzioni svolgono il ruolo di “punti”. In ?? abbiamo esaminato lo spazio C' (|a, b])
delle funzioni reali continue in [a, b] che possiamo generalizzare come segue:

C([a,b]) ={f :[a,b] = K| f & continua in [a,b]}, (5.1)

dove K = R, C. Per quanto precede, ogni funzione f € C'([a,b]) ¢ un “punto” dello spazio C' ([a, b]).
Negli spazi per cosi dire, usuali, possiamo introdurre una distanza, ovvero una funzione di coppie di
punti che verifica gli assiomi della coincidenza, della simmetria e del triangolo (cfr. paragrafo 77).
Nel caso di uno spazio funzionale, la metrica ¢ una “distanza” tra una qualunque coppia di funzioni.
Cioe:
p(f.9)

Si badi che p non & una funzione della variabile x, cioé non & un oggetto del tipo p [f (x),g (z)], =€
la,b] , ma una funzione delle due funzioni f, g € C (|a,b]). Supponiamo, ad esempio, che sia:

p(f.9) =sup|f (z) —g ()], (5.2)

[a,b]

che dipende da f,g € C([a,b]) e non da z. E facile persuadersi che la funzione (5.2) verifica gli
assiomi della coincidenza, della simmetria e del triangolo, per cui definisce una metrica in C' ([a, b]).
Anche la funzione?:

p(f.9) I%%If(ﬂf) —g ()], (5.3)

verifica gli assiomi 1,2,3, onde definisce un’altra metrica nel medesimo spazio vettoriale. Risulta
difficile, se non impossibile, “visualizzare” uno spazio i cui elementi sono funzioni anziche punti,
intesi nel senso geometrico del termine. Possiamo, tuttavia, tentare una visualizzazione, utilizzando

IPil che imprecisa, intuitiva, nel senso che abbiamo generalizzato al continuo il prodotto scalare standard in R,
per poi defnire una norma e quindi una metrica.
2Risulta:
Vf.g€C([a,b]), (f —g) € C([ab]) = 31[13ab>](|f(fc) —g ()]
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il procedimento sviluppato in ??. Precisamente, dopo aver eseguito una decomposizione di [a, b], si
costruisce il vettore di R dato dalla (??) che qui riscriviamo.

f=(f1, fo, o, fn) ERY,

onde f ¢ il vettore posizione di un punto dello spazio euclideo RY. Nel limite per N — +oo (passaggio
al continuo), tale vettore acquisisce un numero di componenti infinito non numerabile. Ne consegue
che dim C ([a, b]) = +00 e, per quanto detto, si tratta di una dimensione infinita non numerabile. Ed
e proprio tale non numerabilita che impedisce una visualizzazione di tale spazio.

Dal momento che la metrica p(f,g) ¢ una funzione delle funzioni f,g € C([a,b]), possiamo
utilizzare il sistema di computer algebra Mathematica che, come € noto, riesce a “manipolare” funzioni
che agiscono su altre funzioni. Usando il comando FindMaximum[] nel caso di C ([0, 1]):

F[f_,g_,x]:=Piecewise[{{f - g, f >=g}, {g - £, £ < g}}]

rho[f_, g ] := FindMaximum[F[f, g, x], {x, 0.5}]1[[1]]

Ad esempio:

p (sinh (z 4+ 1), 2") ~ 2.63032

Kokosk

In Analisi matematica un ruolo fondamentale ¢ svolto dalle successioni reali, ovvero successioni
di elementi di R, denotate con il simbolo
{yn}

Ricordiamo che {y,} & convergente a [ € R e si scrive:

li n — la
nrtoo”

se
Ve>0, . eN|n>v. = |y, — | <¢

Esempio 143 La successione il cui termine n-esimo e:

1 (=1
yn - + 2 I
n n
¢ infinitesima. Infatti:
1 1 1 -nH" 1 1 2
Lol gt B 112 (5.4)
n — n? n n? n n? - n
Per un assegnato € > 0 ¢ % <epern>v,= %, onde:
2 1 -1 1 -H" 2
Ve > 0, 37/5:—|n>1/€:>‘—+% :——i—( 2) < —-<g,
€ n n n n n
cioe
lim y, =0

n—-400

Piu precisamente, tende a 07 in quanto dalla (5.4) vediamo che {y,} é non negativa.
Definizione 144 La successione reale {y,} ¢ una successione di Cauchy?, se:
Ve>0, . e N|n,m >v. = |y — Ym| <€

Di particolare importanza e il seguente criterio:

3Le successioni di Cauchy sono anche dette successioni fondamentali o successioni convergenti in sé.

102



CAPITOLO 5. SPAZI METRICI

Criterio 145 (Criterio di convergenza di Cauchy)
Condizione necessaria e sufficiente affinché {y,} sia convergente, é che {y,} sia una successione
di Cauchy

Tali nozioni sono definite nello spazio euclideo R!, per cui una successione {y,} ¢ una successione
di punti di R'. Ci proponiamo di estendere tali nozioni allo spazio C' ([a, b]), considerando successioni
{u,} di elementi di C ([a,b]), ovvero di funzioni. In altri termini, mentre nel caso di R! {y,} ¢ una
successione di numeri reali, in C' ([a, b]) abbiamo successioni di funzioni (reali o complesse).

Definizione 146 (Convergenza puntiforme)
La successione {u,} di elementi di C ([a,b]) converge puntiformemente a una funzione f (z)
se, assegnato xq € |a,b|, si ha:

Ve >0, dv. e N|n>v. = |u, (x9) — [ (x0)] < & (5.5)

Si noti che, in generale, I'indice v, dipende oltre che da e, dal punto zq € [a, b]. Svincoliamoci da
T, fissando € > 0 cosicche v, € N. C N, Va € [a,b]. In altre parole, teniamo fisso € > 0 e facciamo
variare x in [a, b]; in tal modo Iindice v, descrive un insieme N. C N. Possono verificarsi due casi:

1. N. ¢ limitato superiormente: sup N; = v. g < +00
2. N. non ¢ limitato superiormente: sup N, = +o0.

Nel caso 1 si ha:
n>v.g = |u, () — f(x)] <e, Va€la,b

ovvero esiste un indice v. o indipendente dal punto zq € [a,b]. Viceversa, nel caso 2 risultera:
Ve >0, v (z0) € N|n > v (v9) = |un (z0) — [ (x0)] <€

In altri termini, nel caso 2 non & possibile svincolarsi da xy € [a,b]. Tale conclusione giustifica la
locuzione “convergenza puntiforme”. Per contro, nel caso 1 si ha una convergenza uniforme a f. Piu
precisamente:

Definizione 147 (Convergenza uniforme)
La successione {u,} converge uniformemente a f se:

Ve>0, Jv. e N|n>v. = |u, (z) — f(2)| <e, Vx€]a,l], (5.6)
dove l'indice v. non dipende da x € [a,b].
Precisiamo che questa circostanza di solito non si verifica, come mostra ’esempio seguente:
Esempio 148 Sia data la successione di elementi di C ([0, 1]):
u, (r) = Yz, neN-{0} (5.7)

Per un assegnato o € (0,1]:

Ve>0, . e N|n>v. =

T/ 1’ <e (5.8)

Risulta

1/n In zg
In(l1+4¢)’

1/n
Lo

= n > v (x9) =

1‘<6 = 120> (1+¢)
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onde:
€ (0,1], Ve >0, Jv. (xo) In 2o | n > v () =
x el
0 P ) ’ e \40 In (1 n 5) e \+0
Quindi in un assegnato xy € (0, 1] la successione { /x} converge a 1. Per stabilire la natura (uniforme
o puntiforme) della convergenza, fissiamo ¢ > 0 e facciamo variare zo in [0, 1], cosiccheé

Vs(l’o)GNEZ{[

xé/”—1’ <e

In zg
In(1+¢)

‘O<$0§1},

avendo denotato con [.] la parte intera. Avendosi sup N. = +00  si ha una convergenza puntiforme
Vz € (0,1]. Nel punto xo = 0 abbiamo:

Ve>0, . >0|n>v.=0— f(x)] <e

e cio é verificato se e solo se f(x) = 0. Ne concludiamo che {/x} converge puntiformemente alla

funzione:
1, se0<ax <1

0, sex=0 (5.9)

ro={

La convergenza puntiforme di {/x} alla funzione (5.9) ¢ illustrata in fig.

y

Figura 5.1: La successione di funzioni continue {{/}, _ [0y 11 [0, 1], converge puntiformemente alla
funzione (5.9) che presenta una discontinuita di prima specie nel punto x = 0.

Osservazione 149 La funzione (5.9) ha una discontinuita di prima specie in x = 0, per cui é

f ¢ C([0,1]) pur essendo {/x} C C (]0,1]).
L’esempio seguente mostra, invece, una convergenza uniforme.

Esempio 150 Sia data la successione di elementi di C ([0, 1]):

uy, (z) = 2% + - (5.10)
Per un assegnato o € [0, 1]
9 Xo Xo Zo
w(zo)—2 =12 = D<e=n>=,
o) =] = || 5 T e >
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onde: T
Ve >0, Jv. (zg) = ?0 | n > v (z0) = ’Un (o) — $3| <&,

Quindi la successione {u,} converge a f (z) = 2. Ora fissiamo € > 0 e facciamo variare z in [0,1].
Risulta v, € N., dove:

No={[f]l0<z<1}en (5.11)
€
L’insieme N_ ¢ limitato superiormente, risultando sup N, = E] Quindi:
1
Ve > 0, E|V€:g|n>ysz>|un(x)—f(x)\ <e, Vrel0,1],

per cui la successione {u,} converge uniformemente a f € C ([0,1]). In fig. 5.2 riportiamo il grafico
di alcune funzioni u, (x) e della funzione f (z).

y

|
1

X

Figura 5.2: Convergenza uniforme della successione {u,} alla funzione f (z) = z?.

Nell’esempio 148 vediamo che {u,} C C (]a, b]) converge puntiformemente a f ¢ C ([a, b]). Nell’e-
sempio 150 vediamo, invece, che {u,} C C ([a,b]) converge uniformemente a f € C([a,b]). Possiamo
allora congetturare che affinche sia lim, o u, () = f(z) con f € C(]a,b]) & necessario che la
convergenza sia uniforme. L’esempio seguente conferma tale congettura.

Esempio 151 Sia data la successione di elementi di C ([0, 1]):
Uy () = 2" (5.12)
Per un assegnato xq € [0, 1] dobbiamo stabilire ’esistenza di una funzione f (x) tale che:
Ve >0, dv. e N|n>v. = |z — f(z0)] <€
Osservando che
rel0,1)= lim 2"=0

n—-+00

r=1= lim 2" =1,

n—-+4o0o
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seque che {x"} converge a f ¢ C ([a,b]):

0, se0<x<1
f(m)—{ 1, sex=1 (5-13)

Per stabilire la natura della convergenza, scriviamo per xo € [0,1):

Ve >0, dJv. e N|n> v (z9) = |z; — 0] < ¢,

cioé xy < e, da cuin > llrf‘;o = (x) per 0 < e < 1. Quindi:
Inn n
VeE(O,l),EIVE(xO)zl |n > v (z9) = |zf — 0| <e
7o

e cio conferma il risultato precedente. Ora teniamo fisso € € (0,1) e facciamo variare v, (xo) che

Inn
Inzg

descrivera l'insieme N, = { [ ] |0 <z < 1} ed é sup N, = +00. Ne conseque che la convergenza

¢ puntiforme. In fig. 5.3 riportiamo il grafico di alcune funzioni u, (x) e della funzione f(x).

y

Figura 5.3: La successione di funzioni continue {z"} in [0, 1], converge puntiformemente alla funzione
(5.13) che presenta una discontinuita di prima specie nel punto z = 1.

Ne concludiamo che {z"} C C (]0,1]) converge puntiformemente a f ¢ C ([0, 1]).
La congettura formulata precedentemente e, in realta, un teorema:

Teorema 152 (Teorema della continuita)
Se {u,} C C([a,b]) é uniformemente convergente a f (), necessariamente é f € C ([a,b]).

In forza di tale teorema, segue che la convergenza uniforme ¢ una condizione piu forte della
convergenza puntiforme, in quanto conserva la continuita. Inoltre, dalla definizione di convergenza
uniforme si ha:

Ve >0, dv. e N|n>v. = sup|u, () — f(2)] <e¢,
[a,b]
cioe
lim sup [uy (x) = f (2)] = 0

O Ja ]

Tenendo conto della (5.2) possiamo formulare la definizione di convergenza di una successione {u,, }
di elementi di C ([a, b)):
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Definizione 153 La successione {u,} C C ([a,b]) é convergente se:
Ve >0, dJv. e N|n>v. = p(un, f) <e, (5.14)

0 cio che ¢ lo stesso:
i p (un, f) = 0

n—-+00

Definizione 154 Tale definizione puo essere formulata in termini della metrica (5.3).
La definizione di convergenza si estende a un qualunque spazio metrico X :

Definizione 155 Sia X uno spazio metrico.
{z,} C X ¢é convergente) <= 3¢ € X | liIJP (2n,&) =0
Clioe se:
Ve>0, v. e N|n>v. = p(x,,§) <¢

Anche la definizione di successione di Cauchy si estende dallo spazio euclideo R a un qualunque
spazio metrico X.

Definizione 156 Sia X uno spazio metrico.
La successione {x,} C X é una successione di Cauchy, se:

lim p(zp,2,) =0
n—-+o00
m—-+00

Cioe se:
Ve >0, dJv. e N|n,m>v. = p(x,,x,) <€
Proposizione 157 Sia X uno spazio metrico.

{z,} ¢é convergente = {x,} € una successione di Cauchy

Dimostrazione. Per ipotesi {z,} & convergente, onde:
e X | lim p(2,,§) =0

Cioe: -
e >0, 3V5€N|n>l/a:>,0(l"n,§)<§

Assegnato un qualunque intero m > 1., per la disuguaglianza triangolare:

e €
p(xn, ) < p(,,)+p&en) <=4 = =c¢,

:p(xm 15)

da cui 'asserto. m
Si osservi che non e, in generale, vero il viceversa:

{z,} & una successione di Cauchy # {z,} & convergente

In altri termini, I’essere una successione di Cauchy ¢ condizione necessaria ma non sufficiente per
la convergenza. Notiamo, dunque, una deviazione dal comportamento euclideo, nel senso che per le
successioni reali abbiamo visto che la convergenza in se ¢ condizione necessaria e sufficiente per la
convergenza. Diamo, allora, la seguente definizione:
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Definizione 158 Uno spazio metrico X ¢ completo se ogni successione di Cauchy é convergente.

In altri termini, diciamo “completo” uno spazio metrico in cui ¢ valido il criterio di convergenza
)
di Cauchy 145.

Criterio 159 Sia X wuno spazio metrico completo.

Condizione necessaria e sufficiente affincheé {x,} sia convergente, é che {x,} sia una successione
di Cauchy

In simboli, assegnata una qualunque successione {x,} di elementi di X :

e X | lm p(en,§) =0 lim p(r,zm) =0

m—+00
Ne consegue che lo spazio euclideo R! & uno spazio metrico completo.
Proposizione 160 Lo spazio metrico C ([a,b]) é completo.
Dimostrazione. Sia {u,} una successione di Cauchy. Assumendo come metrica la funzione (5.3):

Ve >0, Jv. e N|n,m > v. = |u, (¢) — up, (z)| < r{lzﬁc\un () —um (z)] < e (5.15)
Se fissiamo g € |[a,b], {u, (¢)} € una successione di elementi di R (o di C), e per il criterio di
convergenza di Cauchy per le successioni numeriche, {u,, (o)} converge. Cioe:

liril up, (29) = v (x9) € R (0 a C) (5.16)
Al variare di z in [a,b] la (5.16) definisce una funzione vy (z) in [a,b]. Dobbiamo dimostrare: 1)

)
vy € C ([a,b]); 2) la convergenza della successione di funzioni {u, ()} verso vy (z) avviene secondo
la metrica di C ([a, b]), cioe:

i) =0

Dalla (5.15): (o) -
Up (2) — U, (2)| < €

Per m — +o00 e per un noto criterio di confronto:

lim |u, () —up ()] < lim e=¢

m—-+oo m—-400
Cioe:
jun () —vo ()] <&
Quindi:
Ve >0, dv. e N|n>v, = |u, () — v (2)| < I{lalﬁ(]un () —vo ()] = p (Un, v9) <&,
onde:

nl—l>r—iI-100 p (un7 UO) =0

Cio dimostra che {u,} converge uniformemente a v, secondo la metrica di C' ([a,b]). Trattandosi di
una convergenza uniforme, segue per un noto teorema, la continuita di vy (z), i.e. vo € C' ([a,b]). =

Osservazione 161 La proposizione appena dimostrata si generalizza a C” ([a,b]), quale spazio met-
rico i cui elementi sono le funzioni (reali o complesse) definite in [a,b] e ivi continue assieme alle
derivate fino all’ordine r. La metrica é:

T

p(f.g) =" max|f® (z) — g ()

o b] ,  con f(O) () = f(x), g(O) (z) = g (2)
o la,

Concludiamo questo paragrafo osservando che abbiamo esteso la nozione di convergenza di una
successione {u,} a un qualunque spazio metrico X. Tale estensione permette di introdurre negli
spazi metrici i potenti strumenti dell’Analisi matematica.
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5.1 Spazi vettoriali normati. Spazi di Banach

In § 7?7 abbiamo definito la norma mediante il prodotto scalare. In questo paragrafo daremo una
definizione piu generale.

Sia E uno spazio vettoriale (di dimensione finita o infinita) su un campo K. Consideriamo lo
spazio vettoriale Hom (E,K), ovvero 'insieme degli omomorfismi:

¢:£E—K (5.17)

X*Mb(x), vx

dove K viene considerato come spazio vettoriale in s¢ (dimK = 1). In altri termini, ¢ & un’appli-
cazione lineare che associa a un vettore x uno scalare? ¢ (x). Risulta: dim Hom (E,K) = (dim E) -
(dimK) = dim E.

Cio premesso, sussiste la seguente definizione:

Definizione 162 ¢ € Hom (E,K) ¢ una forma lineare algebrica o semplicemente, forma lin-
eare o funzionale lineare.

Definizione 163 Dicesi norma una forma lineare non negativa ¢ € Hom (E,R) | ¢ : x € E —

o (x) wf ||x|| > 0 che verifica gli assiomi:

I ||x||=0<=x=0
2. |Ixx|| = |Al|x]|, VA €K, Vx € E (omogeneita della norma)

3 |lx+yll <%+ |lyll, Vx,y € E (disuguaglianza triangolare)

Definizione 164 Con ['introduzione della forma lineare ¢ (X) = ||x|| che verifica gli assiomi 1,2,3,
lo spazio vettoriale E assume la struttura di spazio vettoriale normato.

Proposizione 165 Uno spazio vettoriale normato € metrizzabile mediante una metrica generata
dalla norma.

Dimostrazione. Sia E uno spazio vettoriale normato. La funzione:

p(X7Y):||X_Y||a \V/X,YGE,
verifica gli assiomi della coincidenza, della simmetria e del triangolo. Infatti:

ﬂ(x7y)=0<:>||X—Y||=0pr(mﬁalx—y:0<:>x:y

p(y,x)=lly —x[[=|x-yll=pxy)
pxy)=lx—-yll=llx—2)+z-y)l| < |x-zl+|z-yl=prx2) +p(zy)

proprieta 3

Esempio 166 Nello spazio vettoriale C ([a, b)) consideriamo la forma lineare:

¢:feC(ab]) —|fll = I[rﬁflf(xﬂ (5.18)

E facile verificare che ¢ é una norma, e a sua volta, induce la metrica (5.3).

Kokook

20vvero un “vettore” di K.
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Siano E e I spazi vettoriali normati.
Definizione 167
Ue Hom (E,F) ¢ una isometria lineare) <= Vx € E, ||U (x)|| = ||x||
In altri termini, una isometria lineare ¢ un’applicazione lineare che conserva la norma dei vettori.

Definizione 168 Gli spazi vettoriali normati E e F' si dicono linearmente isometrici <= JU €
Hom (E,F) | U ¢ una isometria lineare.

Esiste un legame tra la nozione di isometria lineare ed isomorfismo. Ricordiamo che quest’ultimo
e una qualunque applicazione lineare biiettiva 2 : F — F. 1l suddetto legame e espresso dalla
seguente proposizione:

Proposizione 169 Spazi linearmente isometrici sono isomorfi.

Dimostrazione. Dobbiamo dimostrare 'esistenza di un isomorfismo €2 : £ — F. Mostriamo che
2 = U, essendo U una qualunque isometria lineare tra F ed F. Riesce:
x,ye F|U(x)=U — Ux—y)=0=||U (x — =110|]|=0
yEE|UK=UG),_— Ulx-y) I (<~ Il = llol
— Ix—y||l=0—=x—-y=0=x=y,
U & una isometria

cioe l'isometria U & iniettiva. Dimostriamo la suriettivita. A tale scopo ricordiamo che dicesi
immagine di ' mediante U l'insieme:

U(E)={U(x) |z € E},
ed ¢ un sottospazio vettoriale di F. L’applicazione U & suriettiva se e solo se U (E) = F'. Risulta:
VyeF, IxeE||yll=Ix=y=U(x)
Quindi:
VyeF, yeU(E))

onde

U(E)=F

da cui la suriettivita di U. Ne consegue che U ¢ un’applicazione biiettiva, i.e. un isomorfismo. m
La proposizione appena dimostrata non e invertibile, per cui I'isomorfismo tra due spazi vettoriali
¢ una condizione necessaria ma non sufficiente per I'isometria lineare. Scriviamo:

N . .. - N .
U € Hom (E, F) ¢ una isometria lineare) - U ¢ un isomorfismo

In altri termini, I'isometria lineare ¢ una condizione piu forte dell’isomorfismo. Detto ancora in un
altro modo, un’isometria lineare e un caso particolare di isomorfismo. Infine, per un noto teorema
secondo cui due spazi vettoriali sono isomorfi se e solo se sono isodimensionali, si ha che due spazi
vettoriali linearmente isometrici, sono isodimensionali.

Per la proposizione 165 si ha che uno spazio vettoriale normato ¢ metrizzabile, per cui ci si pone
la questione della completezza. In altri termini, uno spazio vettoriale normato e un particolare spazio
metrico. Se poi e completo, diremo che e uno spazio di Banach. Pertanto:

Definizione 170 Uno spazio di Banach (0 B-spazio) ¢ uno spazio vettoriale normato completo.
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Esempio 171 C ([a,b]) ¢ un B-spazio. Infatti, si tratta di uno spazio vettoriale in cui possiamo
definire la norma (5.18) e, quindi, la metrica (5.3). Per la proposizione (160) tale spazio metrico é
completo. Ne concludiamo che C ([a,b]) € uno spazio vettoriale normato completo, cioé uno spazio
di Banach.

Le definizione di successione di Cauchy in termini di metrica si traduce automaticamente in
termini di norma.

Definizione 172 Sia X uno spazio vettoriale normato.
La successione {x,} C X é una successione di Cauchy, se:

lim ||z, —x,|]|=0
n——+0o00
m—-+00

Choé se:
Ve >0, v. e N|jnm>v. = ||z, — x| <e¢

Il criterio 145:
Criterio 173 Sia X un B-spazio. Assegnata una qualunque successione {x,} di elementi di X :
3¢ e X | lirf ||z, —¢|| =0 <= lirf ||Zn — Zm|| =0

m—-+00

5.2 Spazi unitari. Spazi di Hilbert

Sia H uno spazio vettoriale sul campo complesso C. Consideriamo la seguente applicazione:

R HxH—-C (5.19)

(x,y)—n(x,y), Y(xy)

che verifica le proprieta:
1. Simmetria coniugata
n(xy)=n(y,x), V(x,y) € HxH, (5.20)
avendo denotato con * l'operazione di coniugazione complessa.
2. Bilinearita:
n(AX] + pXo,y) = M\ (x1,y) + un (X2, 8), Vx1,Xo,y € H, VA, pneC, (5.21)
che implica:

1 (% Ay1+ py2) =17 (A1 + py2, x) = (M (y1,%)]" + [ (y2, %))
= A7 (v, %) + 10 (y2, %)
Tenendo conto della (5.20):
n (%, Ay1+ py2) = A'n(x,y1) + ' n(x,y2), VX, y1,y2 € H, VA, peC (5.22)
Le (5.21)-(5.22) esprimono la bilinearita della forma 7 (x,y).

3. Condizione di non degenerazione:
VxeH, n(xy)=0)=y=0
en(x,x) >0, VxeH
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La forma bilineare simmetrica e non degenere 7 (x,y), dicesi prodotto scalare (o interno o
hermitiano) e lo denotiamo con (x,y).

Osservazione 174 La (5.20) implica che (x,x) € R, per cui ha senso la seconda parte dell’assioma
3.

Definizione 175 L’introduzione del prodotto scalare (5.19) conferisce allo spazio vettoriale H la
struttura di spazio con prodotto scalare.

Dagli assiomi precedenti derivano alcune proprieta:
0,y) =(x,0) =0, Vx,y€eH

Infatti:

—~

07y> = <0X7Y> :0<X7Y> =0

—~

x,0) =(x,0-y) =0(x,y) =0
Proposizione 176 (Disuguaglianza di Cauchy-Bunjakoskij)

[(x.¥)” < (x,x) (y,y), VxyeH (5.23)
Dimostrazione.

0 < (x4 Ay, x+Ay) = (x,x) + (x, \y) + (A\y,x) + (\y, Ay)
= (x,x) + X (x,y) + My, x) + A’ (y,y), VAeC

Quindi:
YAEC, (x,x) + N (X,y) + Ay, x) + A (y,y) >0

Se y = 0 la disuguaglianza ¢ banale:
(x,x) >0, VxeH

Per y #0 ¢ (y,y) > 0 e in forza dell’arbitrarieta di A, prendiamo:

. (xy)
A )
onde:
X)) I Y
(x, %) 5.y (x,y) 5.y (y,x) + 5y (y.y) >0
P P )]
= (o) (v.y) &y (y,y)? vy 20,

(x,x) {y,y) = [{x, )" > 0,

da cui l'asserto. m
Riconsiderando lo spazio vettoriale C' ([a, b]) delle funzioni continue in [a, b] e a valori su C, si ha
che tale insieme assume la struttura di spazio vettoriale con prodotto scalare, definendo:

b

(f.9) = / f(@)g" () dz, Vf.geC (ab) (5.24)

a
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Infatti, ¢ facile persuadersi che la (5.24) definisce una forma bilineare coniugatamente simmetrica e
non degenere, i.e. un prodotto scalare.
In un qualunque spazio con prodotto scalare possiamo definire la forma lineare non negativa
¢ € Hom (H,R):
p:xeEH— ¢ (x) =+ (x,%) (5.25)

Proposizione 177 La forma lineare (5.25) definisce una norma in H.

Dimostrazione. E manifestamente ¢ (0) = 0, per cui ¢ verificato ’assioma 1. Per 'omogeneita:

= +/(Ax, Ax) AP (x,x) = X (x), VxeH

Dimostriamo la disuguaglianza triangolare.

6 (x+y)° = (x+y.x+y)
= [(x,x) + (x,y) + (¥, x) + (v, ¥)|
< (x,x) +2[{x,¥)| + (¥, ¥)
= ¢ (x)* +2[(x,y)| + ¢ (v)*

Per la disuguaglianza di Cauchy-Bunjakoskij (5.23):

(9 < (%) (v,y) = [(x, )| <0 (x) 6 (y)
Quindi:
(6 (x+y)]* < 6 (%) +20(x) 6 (y) + 6 (v)°
=[o(x) + ¢ (y)
Cioe:
P(x+y)<o(x)+o(y),

onde 'asserto. m
In forza della proposizione appena dimostrata, poniamo:

I|x]| = +1/(x,%x), ¥x€H (5.26)

Osservazione 178 Dalla disuguaglianza di Cauchy-Bunjakoskij seque la disuguaglianza di Schwarz:
[y < x| -[lyll, vxy€eH (5.27)

Definizione 179 L’introduzione della norma (5.26) conferisce allo spazio H la struttura di spazio
unitario o pre-hilbertiano.

In altri termini, uno spazio unitario ¢ uno spazio vettoriale complesso con prodotto scalare e con
norma definita a partire dal prodotto scalare. Come nel caso degli spazi vettoriali normati, anche
qui ci si pone la questione della completezza, poiche uno spazio unitario e metrizzabile. Infatti, la
funzione:

p<X7Y> = ||X_Y||7 VX,y S H7

definisce una metrica in H. Pertanto, uno spazio unitario ¢ un particolare spazio metrico (per essere
piu precisi, € un particolare spazio vettoriale normato). Se poi ¢ completo, diremo che & uno spazio
di Hilbert.

Definizione 180 Uno spazio di Hilbert ¢ uno spazio unitario completo.
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Siccome uno spazio unitario ¢ un particolare spazio vettoriale normato, ne consegue che gli spazi di
Hilbert sono particolari spazi di Banach (precisamente, sono spazi di Banach sul campo complesso in
cui la norma & definita mediante un prodotto scalare). Introduciamo la seguente notazione simbolica:

Y insieme degli spazi topologici
Yy insieme degli spazi metrici

Y yo: insieme degli spazi metrici completi

Yy n: insieme degli spazi vettoriali normati
Y p: insieme degli spazi di Banach
Yy: insieme degli spazi unitari
Y insieme degli spazi di Hilbert,

risulta:
Yr DYy D Yne, Yvy C Xy, Xp=2XZycNXyn, Yy CYyy, Xg =Xy Nig,

come rappresentato schematicamente in fig. 5.4

Figura 5.4: Raffigurazione schematica per visualizzare la gerarchia degli spazi.

Definizione 181 Gli elementi x,y € H si dicono ortogonali e si scrive x Ly se risulta (x,y) = 0.

Da tale definizione segue che il vettore nullo e ortogonale a ogni vettore di H e che x 1y — y 1 x,
giacche (x,y) = 0= (y,x) = (x,y)" = 0. Se V & un sottospazio vettoriale di H, denotiamo con
VL T'insieme dei vettori di H ortogonali a ogni vettore di H:

Vi={yceH|xy =0, V¥xecV}CH
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Proposizione 182 V* ¢ un sottospazio vettoriale di H.

Dimostrazione. x,y € V+ = (x,z) = (y,z) =0, Vz€V

Quindi:
(x+y,2)=(x2)=(y,2) =0= (x+y) € V" (5.28)
Inoltre:
YaeC, vxe V™t xy)=Axy) =0, YyeV
Cioe:

(Ax) e V* (5.29)
Dalle (5.28)-(5.29) segue 'asserto. m

Definizione 183 V+* si chiama supplementare ortogonale di V in H.
Teorema 184 Sia H uno spazio di Hilbert.
VCH= 3V | H=VaVt

Dimostrazione. Rimandiamo a [1]. m
Per una nota proprieta della somma diretta, segue I'unicita della decomposizione di un qualunque
elemento x € H nella somma xy + Xy-1

x €H=(xy,xy1) €V XV |x=xy +xp1 (5.30)

Inoltre, la somma diretta V@V + = H individua univocamente un sistema di endomorfismi {ISV, pvJ_

denominati proiettori od operatori di proiezione , definiti a partire dalla (5.30). Precisamente:

H=VaoVt=13 {PV, PVL} C End(H) |VxeH, Py(x)=xy, Pyr(x)=xyr  (5.31)

Riesce: K K
Py(H)=V, Py (H)=V"* (5.32)
Inoltre: R
VXGVJ_, Pv(X):O,
onde: )
ker P,y = V+ (5.33)
Allo stesso modo: K
ker Py. =V (5.34)

Definizione 185 xy si dice proiezione di x sul sottospazio vettoriale V.. Quest’ultimo si chiama
schermo d: PV, mentre ker Py ¢ la direzione di proiezione .

Ne conseque che xy 1 ¢ la proiezione ortogonale di x sul sottospazio V* (schermo di ij_) nella
direzione ker pvj_.

Dalla (5.33):
Vtker Py =V +V*+

MaV =Py (H)eV+Vi=VaVE per cui
H = Py (H) @ ker Py, (5.35)
In maniera simile la (5.34) porta alla seguente decomposizione:

H = Py (H) ®ker Py, (5.36)
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da cui discende che i proiettori decompongono lo spazio H nella somma diretta dell'immagine di ‘H
e del kernel di singolo proiettore®.

Uno spazio di Hilbert ¢ la naturale generalizzazione dello spazio euclideo, giacche la sua “geome-
tria” ¢ piu vicina, che non nel caso di uno spazio di Banach. Gli spazi di Hilbert hanno proprieta
non possedute dagli spazi di Banach, come ad esempio:

Proposizione 186
2 2 2
X+ yII" + [lx = yl|I" = 2 ([[x|[ + [ly])

5Tali proprieta sono verificate in un qualunque spazio vettoriale. Inoltre, non necessariamente dai proiettori, ma
da un qualunque operatore idempotente.
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Appendice A

Note e complementi

A.1 Traslazione del grafico di una funzione

Assegnata la funzione f : [a,b] — R e, quindi, la curva piana I' : y = f(x), denotiamo con 'y la
curva I traslata di kA, con k € Z — {0}, nella direzione positiva dell’asse x se k < 0, negativa per
k > 0. E facile persuadersi che I'ya : y = f (z + kA). Ad esempio, supponiamo che sia:

f(z)=2% Vzel|-mn], (A.1)

per cui I' : y = f(x) ¢ 'arco di parabola di estremi A (—7,7%), B (m,7%). La curva I traslata di
A = 27 nella direzione positiva dell’asse z € I'a; 1y = f(x — 27), mentre I' o, 1y = f(x+27) e[
traslata di 27 nella direzione negativa dell’asse x, come riportato in fig. A.1. In tal caso diremo che
la funzione (A.1) & prolungata per periodicita su tutto I'asse reale.

Y

L L x
-3 -2 - T 27 3n

Figura A.1: La traslazione di I' di ampiezza x + 2km, genera il grafico di una funzione periodica di
periodo 27, la cui restrizione a [—m, 7] & la funzione (A.1)
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