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1 Teoria delle curve piane

Definition 1.1. Sia data una funzione f(z,y): X — R, XCR? X # 0.
Una curva piana nel senso della geometria €’ il seguente insieme:

v={(z,y) € X | f(z,y) =0}

Definition 1.2. Siano date due funzioni f(x,v,2),g(z,y,2) : Y — R, YCR3 Y #
(), una curva sghemba nel senso della geometria e’ il seguente insieme:

I'={(z,y,2) €Y | f(z,9,2) = g(z,y,2) = 0}

Definition 1.3. Data le seguenti funzioni reali z(t),y(t),z(t) : (a,b) — R,
una curva piana nel senso dell’analisi e’ il seguente insieme:

7 = {(2(t),y(t)) € R | £ € (a,b)}

Possiamo rappresentare parametricamente -y:

x = z(t)
{y —y) 'S (@)

(a,b) € chiamato intervallo base Una curva sghemba nel senso dell’analisi €’
invece il seguente insieme:

I = {(af 2(t)) €R* [t € (a,b)}

Da ora in poi, con curva piana intenderemo la curva piana nel senso analitico.
La rappresentazione parametrica di +v non e’ unica, infatti, vale la seguente
proposizione.

Proposition 1.4.
LET: 1. La curva vy, definita dalle funzioni x(t),y(t) : (a,b) — R

2. o(t): (o, ) — R: Ime = (a,b)
3. W(r) = 2(p(7)), k(1) = ylp(r)) V7 € (. B)

4. ' la curva piana definita da h(7), k(7).
allora, v =+'.

Proof:
(1)1. Dim vCv/
Sia (T,7) € v, allora 3t € (a,b) : (T,7) = (x(t),y(t)).
Poiche’ t € (a,b) e Imp = (a,b), si ha che 31 € (o, B8) : ¢(7) =t. Allora,
(@, 9) = (z(t),y(t) = (z(p(7)), y(p(7))) = (h(7), k(7)) = (Z,9) €
(1)2. Dim v'Cx
Sia (z*,y*) € v/, allora A7 € (o, ) : (z*,y*)
delle ipotesi:



Example 1.5. Le seguenti rappresentazioni definiscono la stessa curva (una
circonferenza):

= t
{x OB e 0, 2q]
Yy =sint

T =cos2m —t
. ,t € [0,27]
y=sin27 —t

Definition 1.6. Sia 7 una curva piana nel senso dell’analisi,

v €’ continua < ammette una rappresentazione parametrica del tipo

x = z(t) . '
{y — y(t) .t € [a,b], x(t),y(t) continue in [a,b]

Proposition 1.7. Ogni curva piana continua e’ un insieme chiuso e limitato.

Proof:
(1)1. Dim. la limitatezza:
1. Sia v la nostra curva continua.
2. costruiamo f che da’ la distanza dall’origine a un qualsiasi punto della
curva. f e’ continua.
3. sia § maggiore del massimo di f
4. 1((0,0),8) contiene la curva
Sia f(t) : [a,b] — R, f(t) = \/x(t)? + y(t)?. Poiche’ v €’ continua, x(t), y(t)
sono continue in [a,b]. f € pure continua in [a,b] perche’ composizione di
funzioni continue. Quindi per il thm di Weiestrass (vedi [AILS.34,pg.89]),
ammette sia minimo che massimo M. Sia § > M. Sia (z(t),y(t)) € 7,

d((2(t),y(1)), (0,0)) = \/a(t)” +y()* < M < § Vt € [a,b]

= 7<1((0,0),9)
(1)2. Dim. la chiusura



Dobbiamo dimostrare che D (v)C~. Sia (Z,7) € D (7).

(z,9) € D (v) =
prop. [AILS8.15,pg.78]
T{(@ (), y(ta)} 7 (@(t0), y(8)) # (2(tm), Y(tm)) Y £ m tic. (2(tn), y(tn)) ~— (,7)
tn € [a,b] Vo € N= {t,} ¢ limitata = 3{ti,} : tx, S
Al

{x(t), y(t) continue in [a,b] = continue in t* N {x(tkn) B, x(t*)

(1) oA e W) = y(E*)

= () (b)) 2 @) y() (2)

(2,3) = (@)y) ==y 4)
unicita’limite
m = reli=lay o
prop. [AIL,8.14,pg.77] = (.17, y) €y
(4) def. di ~

Definition 1.8. Sia 7 una curva piana.

v €’ una curva continua semplice < ammette almeno una rappresentazione del tipo
= x(t
r=20
y=y(t)
1. z(t),y(t) continue in [a, b]
2.V £t efab] (a(t'),y(t)) # (2(t"),y(t"))

La seconda condizione stabilisce una corrispondenza biunivoca tra [a,b] e 7,
ovvero la funzione g

g:la,b] —
g9(t) = (2(t), y(t))
e’ biettival.
Definition 1.9. Sia 7 una curva piana.

v €’ una curva continua, semplice e chiusa < ammette almeno una rappresentazione del tipo
{:v = () t € la,b]
y=y(t)
1(continua). z(t),y(t) continue in [a, b]
2(semplice). Vt' #t" € [a, b (x(t),y(t")) # (2(t"), y(t"))
3(chiusa). (x(a),y(a)) = (z(b),y(b)) ovvero, i pt. terminali della curva coincidono

le’ chiaramente surriettiva, perche’ preso (x,y) € v, per def. di v esiste t € [a.b] : ¢g(t) =
(z,y)



Definition 1.10. Sia 7 una curva piana.

v €’ una regolare < ammette almeno una rappresentazione del tipo
=x(t

=20y
y=y(t)

L z(t),y(t) € C'([a,b])

2 W A€ ab (a(t),y(t) £ (2(t),y(t"))

3. 27 (t) + 7 (t) > 0 Yt € [a,b]

Remark 1.1. La terza condizione equivale a dire che z/(t) 20V y/(t) A0 Vt €

[a,b]. Nei calcoli pero’ €’ generalmente piu’ semplice controllare che a’ 2(t) +
/2
Yy’ (t) > 0.

Definition 1.11.

v €’ generalmente regolare < ammette almeno una rappresentazione del tipo

{II@ t € [a,b]

y=y(t)
1. z(t),y(t) continua in [a, ]
2. Jto, t1], [t1,ta], -+, [tn1,tn], cona =1y <1 <--- <t, =b, tale che

x = x(t) ,
Vi = t € [ti—1,t;] e regolare
y=y(t)

ovvero, v €’ regolare in ogni intervallino

Ovviamente,

regolare = generalmente regolare = continua
Theorem 1.12.

y(x) € C([a,b]) = il grafico di y(x) e’ una curva regolare.

non vale il viceversa

Proof:
(1)1. Dim =
Intanto osserviamo che G, €’ una curva piana nel senso dell’analisi:
r=z

Gy ={(@y) €R|x € lab) y=y)} = {y = y(x)

E’ regolare, infatti, per Hp z,y(x) € C*([a,b]), inoltre, V¢',t" € [a,b],t’ #
(' y(t) # @, y(t")).
Infine, 2’ =1, y(z) € C'([a,b]) = Jy/'(z) e quindi 2”2+ (z)? = 1+¢/(x)? >
0Vz € [a,b)].

(1)2. Dim <
Consideriamo la funzione y(z) = V1 — 22, = € [—1,1]. Il suo grafico G, ¢’ la
semicirconferenza. y(z) ¢ C*([—1,1]) perche’ non e’ derivabile agli estremi.
G, e’ pero’ regolare, basta infatti considerare questa sua rappresentazione:

= t
{x OB e 0, 2q]
y =sint

t € [a,b]



Definition 1.13.

v e di classe C' & ammette almeno una rappresentazione del tipo
=x(t
=2l ¢ 0
y=y()
e tale che
L. z(t),y(t) € C'([a,b])
2. V', 1" € fa,b]  (2(t'),y(t)) # ("), y(t"))
oppure

Loa(t),y(t) € C'([a, b))
2. V't € [a,b]  (x(t'),y(

t) # (2(t"),y(t"))
3. (z(a),y(a)) = (x(b),y(b))

1.1 Esempi di curve
1. Arco di cicloide

€ 10,2
y =r(l—cost) 0, 2n]

{m = r(t —sint)

conr >0
I(y) =8r

2. Elica cilindrica

T =rcost
y=rsint t€[0,2n]
z=0bt

conr >0
I(y) = 2nv/a? + b2
3. Spirale logaritmica

f6)=e:00,27] — R
con k>0

4. Cardiode

f(0) =a(l+cosh):[0,71] — R
cona >0
I(v) = 4a



1.2 Lunghezza di una curva

Sia 7y una curva continua-semplice o continua-semplice-chiusa, e sia

{”” =20 ¢ )

y=y(t)

una sua rappresentazione da cui si deduce che e’ continua-semplice(-chiusa).
Sia P = {¢o,t1,...,t,} una partizione di [a, b], ovvero

a=ty<t1 <---<tp,=b
Definiamo i seguenti punti:
P, = (x(t;),y(t;)), i=0,1,....n

Troviamo cosi’ la seguente poligonale:

L= J PP
i=1
Definiamo la lunghezza (o perimetro) della poligonale:
p(Sp) =Y dg2(Pio1, P)
i=1

Al variare di P, nasce il seguente insieme di numeri reali non negativi:

P = {p(ZIP’)}]}D

Se P e’ superiormente limitato, allora v si dira’ rettificabile, e sup P sara’ la
sua lunghezza:

l(y) =supP

Lemma 1.14. Date due funzioni f(t),g(t) : [o, 8] — R, continue in [, 0] si
ha

( f(t)dt> +</ g(t)dt) < / VIO T g2 dt
[, 8] [a, 8] [, 8]

Proof: Poiche’ f, g sono continue in [«, 3] i loro integrali estesi ad [« 3] esistono.

Se - -
) dv z)dr] =0
({aﬂ]f() ) +</[aﬂ]g<> )

allora la tesi sarebbe vera, perche’ \/ f(x)? + g(z)? > 0 Vx € [a,b] e quindi per
le prop. degli integrali estesi, anche

V(@) +g(x)? de >0

[a7ﬁ]



. Supponiamo allora che il I membro sia # 0.
Consideriamo la diseguaglianza di Cauchy-Schwartz ([AIL8.1,pg.62]):

be Va;, b; € R

i=1 i=1

e riscriviamola con n = 2:

arb; + asby < \/a% —&—a%\/b% —|—b% Yai,a1,b1,b2 € R

fissato t € [a, B],b1 := f(t), ba := g(t)

arf(t) + azg(t) <1/a? + a3/ f(t)? + g(t)? Yai,a1 € Rt € [a, B

consideriamo il I e il IT membro funzioni in ¢. Esse sono continue e quindi integrabili sec. R.

per la prop. [AIL1.20,pg.16] segue:

/ a1 f(t) + azg(t) dtg/ \Ja? + a3/ f(t)2+g(t)? dt Yai, a1 € Rt € [o, B

[a,f] [, 8]

t) dt < \/a%—l—a%/ V)2 +g(t)? Vai,a1 € Rt € [, ]
[a’/@]

ay := f@) de, as:= / g(t) dt
[, 3] [, 8]

</ £(0) ) (/ g(t)dt> <J< f(t)dt> +</ g(t)dt> NIGEETIGE
[, 8] [, 8] [, 8] [, 8]

) dt dt—I—/ g(t) dt g/ ()2 +g(t)?
[,] [,]

Nota per I’ultimo passaggio, abbiamo usato le seguenti operazioni:

ai f(t) dt + as /

[a‘,ﬁ] [a’ﬁ]

ko kVk Vi
Vi ViVE
Nota anche che vk # 0 per ipotesi. O

Theorem 1.15.
v e’ di classe C' = ~ e’ rettificabile, e inoltre

:/ VIO + Y02 dt
[a,b]
Tr = $(t) 5 . . . s 7. 1
dove ) t € [a,b] e’ una rappresentazione di vy da cui si riconosce che e’ di classe C
y=1y

Proof:
(1)1. Dim. che ~ €’ rettificabile
Presa una partizione P, cosi’ come abbiamo fatto in [1.2,pg.6], consideriamo

ZdRz i—1, P Z\/ 1)+ (y(t) —y(tin)® (1)




Per la formula fondamentale del calcolo integrale e per il fatto che z(t), y(t) €
C1([a, b]), valgono le seguenti proposizioni:

x(ti)—x(ti_l):/i (1) dt

ti—1

y(ts) — y(ti1) = /t Y (1) dt

quindi, sostituendo in (1) e utilizzando le prop. di additivita’ degli integrali

definiti:
ti 2 ti 2
Zdw (Pi_1,P)) Z (/ ' (t) dt) +</ Yy (t) dt)
ti—1 ti—1

1=1 g
<
~—

/ Va'(t)?2+y/(t)? dt = / V()2 +y'(t)? dt
lemma [1.14,pg. 6]

Per l'arbitrarieta’ di P si avra

p(Sp) < / V' ()2 + /()2 dt VP (
quindi P €’ un insieme limitato, e per01o v e rettlﬁcablle
(1)2. Dimostriamo che supP = fa V()2 +y/ ()% di
Sia T = [* /7' ()2 + y'(1)? dt.

Dobbiamo dimostrare le due proprieta’ del sup. La prima e’ stata gia’ di-
mostrata con la (1). La seconda e’:

Ve >03p(Ep) €P: p(Zp) >T —c=T—p(Zp) <ce (3)

(2)1. MaggmrlamoT p(Ep)

Sia H(t) = \/2'(t)2 + ¢/'(t)? Vt € [a,b].

Per deﬁnlzmne d1 1ntegrale deﬁnlto ed esteso

b
T= / H(t)dt = H(t) dt < S(H,P) VP partizione di [a, b]
@ ~~ [a,b]
Fissiamo una generica partizione P di [a, b], cosi’ come abbiamo fatto in [1.2,pg.6]

T<SHP) = sup H(t) | (t; —ti— = ( max Ht>ti—ti
( ) ; <t6[til7ti] ( )> ( 1) H(t) C\C/C-)/ntlnuaZ te[ti—1,ts] ( ) ( 1)

sia t; un punto di massimo in [t;—1,t;], allora ,
T < S(H,P) ZH (i — ti1)
Sottraendo membro a membro p(Xp) ci riavviciniamo alla (3):

—p(3p) < ZH(ﬁ)(ti —tio1) —p(Ep) (3.1)

ZdRz Py, P) Z¢ )+ (y(t) — y(ti)® (4)

(3)1. Utlhzmamo Lagrange per avere z(t;) — x(ti—1) = ' (&) (t: — ti1)
Dato che z(t),y(t) € C'([ti—1,t]) i = 1,2,---,,n si ha per il thm di



Lagrange:
3 €ltin, til: a(t) —x(tiog) = 2" (&)t — tio1)
I €ltimr, il y(t) — y(tioa) =y () (6 — ti1)
Possiamo allora riscrivere la (4), cosi’:

Xp) = Z V(€2 (i — ti1)? 4y ()2 (8 — ti1)? = Z(ti —ti—) V' (&) +y'(m)? (41)

=1

)

=1
La (3.1) diventa:
n

T = p(2e) € 3 HE) (= tiot) = p(Se) = 3 (0= ten D (H(E) =V @7 +ym)?) =

=1

—Zt—tll (\/ 2 4y (t7)2 Jﬁ)

(3 )2. Con la II diseguaglianza triangolare, si ha \/:13 t5)2 + y'(t7)? \/x 249/ (n;)? <

V(@ (t7) = 2'(&))2 + (v (t7) — v/ (m)?
(vedi [AIL8.3,pg.65])
d(.’E,Z) - d(zvy) < |d($,2) - d(Z,y)| < d(xay) V:E,y,z es

Che in R? diventa:
Vr1,T2,Y1,Y2,21,22 € R
V(@1 — 212 + (22 — 22)2 — /(21 — 11)2 + (22 — 12)2 < V(21 — 1) + (22 — 92)?

x1 =2'(tf), 21 =0

Ponendo ¢ zo = y/(t}), 22 =10 otteniamo

v =2"(&), y2 =y'(m)

2 (152 + 4/ ()2 — V(€2 + v/ (n 2<¢ (1) — @' (€))2 + (' (t5) — o/ ()2

Possiamo allora maggiorare la (3 2) cosi’”:

T—p(Se) <Y (ti— tz‘—l)\/(l”’(t;“) —@'(&))* + (' (7) — y'(m))* (3.3)
i=1
(2)2. x(t),y(t) uniformemente continue
Dalle Hp abbiamo che z(t),y(t) € C*([a,b]), quindi per il cor di Cantor-
Heine ([AILS8.33,pg.89]), «'(t),y'(t) sono uniformemente continue in [a, b],
ovVVvero
Ve>038 >0: |2/(t') —2'(t")| <e V', t" €la,b]: |t/ —t"| <&
Ve>038">0: |y{t')—y'(t") <e V', t" €a,b] : |t/ —t"| <5
Fissato € > 0 e prendendo § = min ', §” segue che
|2’ (t") —2'(t")| < e, Y ({)—y' (") <e V', t" €a,b]:
(2)3. Fissiamo P: |P| < ¢
Nella (3.3) abbiamo usato un IP generico. Consideriamo adessounP: |P| <
4, avremo

ti—ti_1 <6 V1:1,2,...,TL

t'—t"| < 4§ (5)

t*e[ti 1,t'] " s )
{52 ety el Gl < tz—1|<5\:,;,x(ti> 7€) < e

analogamente per y : |y (t5) —y'(n:)] < e (6)



Utilizzando la (6), maggioriamo la (3.3):

T p(%e) < 3 (1~ 1) W/ (E) = o/ (€60)2 + (0 (8) =y m)? <Dt — i)

(6) =t

—Zt —t 15\[—6\[215 —ti_1) =eV2(b—a) (3.4)

Fin qu1 abblamo usato un € generlco Fissiamo allora
€
gi=——2>0

V2(b— a)

avremo cosi’ dalla (3.4) che

T — p(Zp) < V2(b—a)=¢

€
V2(b - a)
T— p(z]p) <e
che ¢’ proprio la (3).
O

Corollary 1.16. Se v e’ una curva regolare, allora vale la tesi del teorema
[1.15,pg.7]. Inoltre, se abbiamo una funzione y(x) € C([a,b]), si avra’

b
l(Gy) :/ V1+y'(x)? do

Proof:
Una curva v regolare e’ anche di classe C!, quindi per lei vale il hm [1.15,pg.7].
Per il thm [1.12,pg.4], sappiamo che
y(z) € C*([a,b]) = G, ¢ una curva regolare.
e una rappresentazione parametrica di G, da cui si evince che e’ regolare e’:

{y —y@) " o8

quindi, per il thm [1.15,pg.7], abbiamo:

UGy) = /[ VPTG i /[ VTGP s

Corollary 1.17. Data la funzione polare f(0) : [6o,61] — R], si ha

£(6) >0 Y0 € [0, 0]
f e C([6o, 61]) = Gy e’ regolare e l(Gy) =
F1(0)>0 V0 € [60,01] v F/(6) <0 V€ [0, 0]

Una sua rappresentazione parametrica da cui si evince che e’ regolare e’:

{x = f(0) cos(0) 9

y=r@sinp) 00

Nota: lultima ipotesi equivale a dire che f e’ strettamente crescente, o decres-
cente, in tutto [0y, 01].

Proof:

10

P+ Er =

\/ )2+ f(0)2 do



f,cos € C*([6o,01]) = f(0) cos(8) € C* ([, 01])
z'(t) = f'(0) cosf — f(6)sinb
y'(t) = f'(0)sin@ + f(6) cos

H(9) = \/f’(é’)2 cos20 + f(0)2sin? 0 + f/(0)2sin® 0 + f(0)2 cos? 0 =

= \/f’(9)2(0052 0 +sin®) + £(0)2(sin? 6 + cos2 0) = /f'(0)2 + £(6)?

F(0)?

>
~—~
per la I

0 VO € [0p,01] = f(0)*+ f(6)> >0 VO € [0, 0]
Hp

Supponiamo per assurdo che non valga la semplicita’, ovvero che

360',0" € [0o,641], 0’ #£60" . (x(6'),y(0") = (z(0"),y(0"))

che equivale al sistema:

y(0") = y(0")

-

(0")sin(8’) = f(0")sin(0")

w(0) =2(0") _ [10)cos(0') = £(6") cos(6”)
F(0')sin(@') = £
)

f(9/)2 COS(G/)Q — f(e// 2008(0”)2
F(0))2sin(0)2 = £(0")? sin(0")?

= f(0")2 cos(0)? + £(0')?sin(0')* = f(0")* cos(0”) + f(0")?sin(0")?
S fO) =10 & f0O)=F0") 2

£(6)=0 Vo

Per la IT Hp e per il IIT cor di Lagrange f e’ strettamente crescente in [y, 61],
quindi la (2) e’ assurda.

Con cio’ che abbiamo visto fin’ora, possiamo concludere che v e’ regolare, e
quindi per il cor [1.15,pg.7] si ha

01

01
)= [ @) o= [ T T0F o

090 00
0

Example 1.18. Consideriamo f(z) = 22, = € [-1,1]. f € C'([-1,1]), per-
cio’ non abbiamo problemi a calcolare la lunghezza di Gy, ovvero del ramo di
parabola tra [—1, 1]:

1(Gy) :/ VT (@) dx:/l I+ 422 da
[~1,1] 1

1 1
z=3 sinht dz = 3 cosht t = arsinh(2x)

/\/1+4x2dm: !

()

2

422 +1+

1 1
/cosh2 t= I (coshtsinht +t) = 1 (22 cosh(arsinh(2z)) + arsinh(2z)) =

arcsinh 2x

4

1 . 1 .
h2 h2 1
/ \/1+4x2dx:[x 41+ T | = VB et = Vo S log(2+ V)
1

2 4 2

(*) Per controllare che cosh(arsinh(2z)) = v/422 + 1, basta prendere la derivata

11



in ambo 1 membri:

€T xZ

ey (422 + 1)

Sono uguali. Quindi per Lagrange le due funzioni differiscono per una costante

k:

cosh(arsinh(2z)) = V422 + 1+ k Va
Calcolando in z = 0, si vede che tale k = 0.

Example 1.19. Calcoliamo la lunghezza di una circonferenza ~:

T =rcost
{ t €0, 27]
Yy =rcost

dove r €’ il suo raggio.
~ €’ di classe C', infatti,
x(t) = acost,y(t) = beost € C([0,27])
Negli intervalli [0, 7], [, 27], cos t risulta biunivoca, e quindi:
vi' t" e [0,7] :t' £t cost’ # cost” = (x(t'),y(t')) # ("), y(t"))
vi' t" e [m2n[ t £t cost’ # cost” = (x(t'),y(t')) # (x(t"),y(t"))
Nel caso in cui ¢’ € [0,7],t" €], 2n[ si ha sint’ > 0, sint” < 0, per cui: (z(t'),y(t')) # (z(t"),y(t"))
infine, 2’(t)? + 3/ (t) = (—sint)? 4 (cost)* > 0 Vt € [0, 27]

Possiamo percio’ applicare il thm [1.15,pg.7]:

27 2
I(v) = V/(=rsint)? + (rcost)? = r/ 1=7r[z]2" = 2nr
0 0

Example 1.20. di una curva semplice, continua, ma non rettificabile.

=0 =t t=20
v . t=0 v . , t€]0,1]
y=0 y=tcost 0<t<1

Supponiamo per assurdo che sia rettificabile e sia L = ().

12



Consideriamo la seguente partizione:

11 ) (1 (—1)")

—,=cosmn | = | —, ——

n n n n

):(1<—1>> Vi=0,1,2,...n—1
n—1 n—1

HQ. Qo) =y 5+ L= V2
d(Qi, Qit1) = \/(n_t_ 1 n—i)2+ ((nl—)z—ill B (nlznii)Q B
s =
\/<n11 - nli)2+ (n11+n1i>2:

2 n 2 S 1 + 1 (1.2)
(n—i—1)2  (n—1)?2 < n—i—1 n-—i

eleva per verificare

Per definizione di lunghezza si ha

L > p(Sp) = d(Q, Qo) + d( Z (Qi+1,Qi) = d(Q1,Q0) + d(Q2, Q1) + -+ + d(Qn-1,Qn2)

> l—i— l—I— + ! + ! + + 14-1 =
~~ n n n-—1 n—1 n-—2 2 1)

(1.1),(1.2)
—1+1+1+1+1++1+1—2+2+2++2
T n n n-—1 n—1 n-—2 2 1) n n—-1 n-2

1 1

> —+
n

@

quest’ultimo membro e’ la somma parziale della serie armonica. Poiche’ la serie
armonica diverge a 400, quell’ultimo membro e’ definitivamente piu’ grande di
qualsiasi R fissato, e in questo caso di L. Quindi abbiamo che definitivamente
L<?t +77+ -+ 1. Assurdo.

n—1n—-2
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1.3 Retta tangente ad una curva

Sia v una curva regolare e

y=y(t)
una sua rappresentazione parametrica da cui si evince che e’ regolare.
Sia to,t € [a,0] : to #t, Po = (z(to),y(to)), P = (x(t),y(t)).
La retta tangente a v nel suo punto F, e’
x = x(ty) + o' (to)T
{y = y(to) + ' (to)7
o equivalentemente, se z'(tg) # 0,y (to) # 0:
z—a(to) _ y—ylto)
' (to) y'(to)

Se v fosse una curva a tre dimensioni, avremmo:

{x =) ey

con 7 € R

x=x(tg) + ' (to)T
y =y(to) +y'(to)T
z = z(to) + 2/ (to)T
o equivalentemente, se x'(tg) # 0,y (to) # 0,2’ (to) # O:
x—x(to) _y—ylto) _ z—2z(t)
' (to) y'(to) #'(to)
Nota: possiamo sempre scrivere la seconda forma dell’equazione, adoperando

la seguente convenzione: se x’(tg) = 0 allora la scrittura dell’equazione equivale
al sistema

y=y(to) _ z—z(to)
y'(to) —  2'(to)

{x —z(tg) =0

. Analogamente per 3/, 2’.

Proof:
Innanzitutto
~ regolare, tg #t = Py # P
Sia s la retta secante passate per Py P, orientata da Py a P se tg < t, orientata
da P a P se t < tg. Calcoliamo i suoi coseni direttori in entrambi i casi:
CASE: tg <t

e _ D) —alte) _ 2(t) — (to)

d(Fo, P) V(@(t) — (to))? + (y(t) — y(to))?
z(t)=z(to) z(t)—z(to)
_ t—to _ t—to
V@) =2 (t0)) >+ (y (1)~ y(t0))? (02N (D) (o) \ 2
e ( ( Lto( o)) n (J( Li’o( o))
R y()—y(to)
siny'’s = L=t

2 2
x(t)—x(t t)—y(t
\/( e

Nota: t — ty > 0, questo ha permesso di portare ¢t — ¢y dentro la radice.

14



CASE: t <t
Con lo stesso procedimento di prima:
csT S = 733@0) —olt)
d(P07 P)

a(to)—a(t)
to—t

2 2
(to)—z(t) (to)—y(t)
() (=)

—(z(t)=x(to))

_ —(t—to) _
\/(—<x<t>—x<to))>2 n (—(y(t)—y(to)))2
7(t7t0) 7(15715())
2(t)—x(to)
t—to

\/(m<t>—m<to>)2 N (y<t)—y<to>)2

t—to t—to

Quindi anche in questo caso, otteniamo lo stesso coseno direttore di prima.
Lo stesso vale per il seno:

y()=y(to)
t—to

2 2
(t)—=z(to) ) —y(to)
()’ ()
Per definizione la retta r tangente a v in Py e’ la secante s con il punto P
che tende a Py. Quindi, considerando t — t,
_x(t) —x(to)
lim ——= =2'(¢
i=te  t—to @ (to)
y(t) — y(to) ’
m S g
P t—to y'(to)
questi limiti esistono perche’ z(t), y(t) € C*([a,b]), essendo {x = z(t),y = y(t)} t €
[a, b] la rappresentazione parametrica di v da cui si evince che e’ regolare.
Otteniamo cosi’ i coseni direttori della tangente:

.=
siny s =

= -T/(t0>
COS T s =
z'(t0)? +v'(t0)?
== Z/(to)
siny s =

;C/(to)Q +y’(t0)2
E’ immediato verificare che
cos’ TS +sin’yYs =1
infatti,
7 regolare = z'(tg)% + 9/ (to)? > 0 = (V/2'(to)? + v/ (t0)2)? = 2/ (to)? + ¥/ (to)?
/ 2 / 2
22— .2 —ts 7' (to) y'(to)
cos” T § +sin s = =1
Yy ()2 +y'(t0)2 | #'(t0)2 + ¥ (to)2
Percio’ la retta tangente e’:
x = x(ty) + L) s
(to) S0 conteR, H(t) = /a/()2 +y'(t)? Vit € [a,b]
y=y(to) + H(to) "
Possiamo moltiplicare i numeri direttori per H(to) ottenendo sempre la stessa

retta:

conT€eR

x = x(tg) + ' (to)T
y=y(to) +y'(to)T

15



1.4 Superficie
Siano dati i seguenti oggetti:

XCR? X #0

z(u,v): X — R

y(u,v): X — R

z(u,v): X — R
come sinonimi delle tre funzioni a volte useremo

x1(u,v), x2(u,v), x3(u,v)

Definition 1.21. Chiameremo superficie il seguente insieme

S = {(x,y,z) eR? |z =xz(u,v), y =y(u,v), z=z(u,v), (u,v) GX}

Una sua rappresentazione parametrica e’:

Per immaginare cosa sia una superficie: fissa una v. Con la v fissata ritorniamo

al caso di una curva sghemba, quindi le tre funzioni “disegnano” una curva nello
spazio. Adesso fissa un’altra v, otterrai un’altra curva. Quindi al variare di v
ottieni diverse curve. L’unione di tutte queste curve descrive la superficie. Ad
esempio, una sfera e’ I'unione di circonferenze.

Diremo che Py = (x(ug,vo0), y(uo, vo), 2(ug, vo)) € un punto interno a S < (ug, vp) €
Xe.

Definition 1.22. Diremo che la superficie S e’ regolare < esiste almeno una
sua rappresentazione parametrica per cui vengono rispettate le seguenti con-
dizioni:
1. X €’ un dominio limitato e internamente connesso
2. x(u,v),y(u,v), 2(u,v) € CH(X)
Tu(U,v)  Yul(t,v)  2u(u,v)
3. M=("" M)=2 V(u,v) € X
() ) ) pan=2 v
4. deve essere semplice, ovvero:
2(u,v) # 2, o)
V(u,v) # (W', v') y(u,v) #y(u',v")
z(u,v) # z(u/,v)
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Lemma 1.23. Sia S una superficie regolare, e la sequente una sua rappresen-

tazione parametrica da cui st evince che e’ regolare:

Yu Zu
Yo 2y

B(u,v) = o7, +yu + 2,
F(u’ U) = TuZy + YuYv + ZuRy
G(u,v) =2} +y; + 2,

A(u,v) =

per brevita’ con x,, si intende z,(u,v).
Valgono le sequenti proposizioni ¥(u,v) € X,

A(u,v)? + B(u,v)? + C(u,v)? > 0

A(u,v)* + B(u,v)* + C(u,v)? = B(u,v)G(u,v) — F(u,v)* >0

Yu
Yo

N E(u,v) + 2\uF (u,v) + p2G(u,v) >0 YA, p e R: M+ pu? >0

Proof:
(1)1. Dim prop 1

Se per assurdo A(u,v)? + B(u,v)? 4+ C(u,v)? = 0, allora A(u,v) = B(u,v) =
C(u,v) = 0. Ma A, B, C sono tutti i minori di ordine 2 di M, quindi p(M) <

2, il che €’ assurdo perche’ S e’ regolare.
(1)2. Dim prop 2

17



Si tratta di fare un po’ di conti:
A(ua U)2 + B(ua U)2 + C(u7 U)Q = (yuzv - vau)2 + (xuzv - xvzu)g + (xuyv - xvyu)2 =
= (yrztzzz) + ygzi - 2yuzvyvzu) + (Iizg + I%ZZ - 2zuzvxvzu) + (ziy?, + xqz;yg - 2xuyvxvyu) =
= 2 (v + 73) + 23 (20 + vn) + (e + 20+

- (2yuz'uy'uzu + 2muzvxvzu + 2xuyvmvyu) =
= 2y(ya + s + 2y — 2) g (zg oy +an = ag) Fyn (el + 2n +yn - v+

- (ZZUquvau + 2xuzvxvzu + quyvxvyu) =
= 2, (B(u,v) — 23) + @3 (B(u,v) — 23) + Y2 (E(u, v) — i)+

- (2yuz1)y1)zu + 2qu1;xvzu + 2xuyvxvyu) =
= B(u,v)(z + 7, +y5)+

—— —
=G(u,v)

- (zgzg + xixi + ygyi + 2YuzoYoZu + 2Tu2oToZu + 2Tu Yo ToYu) =
= E(u,v)G(u,v)+

- (szu + Ty + yvyu)2 =
= B(u,v)G(u,v) — F(u,v)?
A(u,v)? + B(u,v)* + C(u,v)? = E(u,v)G(u,v) — F(u,v)?
A(u,v)? + B(u,v)* + C(u,v)? > 0 = E(u,v)G(u,v) — F(u,v)? >0

(1)3. Dim prop 3
Dobbiamo dimostrare che
N E(u,v) 4+ 2 \uF (u,v) + p2G(u,v) >0 YA\, p € R: A 4+ p2 >0

CAsE: p=0

In questo caso dobbiamo verificare:

N E(u,v) > 0
Per Hp abbiamo
=0, N +u>>0=1#0
E(u,v) € somma di quadrati, quindi al massimo sara’ nullo. Ma se per
assurdo fosse nullo:
BEuv)=022 +y2+22 =02, =y, =2,=0
questo implica che la prima riga della matrice M e’ nulla e quindi p(M) < 2,

che e’ assurdo perche’ S e’ per Hp regolare.
CASE: p#0

A\ A
N E(u,v) + 22\uF (u,v) + p?G(u,v) > 0_< () E(u,v) + 2—F(u,v) + G(u,v) >0
(u,v) + 2AuF (u, v) + p~G(u,v) > 0, % (u,v) u( )+ G(u,v)

u#0
Esaminiamo il A del trinomio nell’indeterminata %:
A
—=F _FE =—(E - F 2
1 (u,v) (u,v)G(u,v) = —(E(u,v)G(u,v) — F(u,v)%) < <0

prop 2
Inoltre E(u,v) # 0 (per quanto visto nel caso precedente).
Quindi, poiche’ A < 0 e E(u,v) > 0 si ha che il segno del trinomio ¢’
sempre positivo.

O
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Definition 1.24. Sia 7 una curva piana di rappresentazione parametrica:
T =u(t
& ®) , t€la,b)
y = v(t)
tale che yCX° < (u(t),v(t)) € X° Vt € [a,b]
Sia S una curva di rappresentazione parametrica:

x = z(u,v)
y =y(u,v)
z = z(u,v)

Definiamo le seguenti funzioni, che hanno senso poiche’ yC X°:

z(t) = x(u(t), v(t))

y(t) = y(u(t), v(t))

Z(t) = z(u(t), v(t))
vt € [a, D]

La seguente curva sghemba:
x =T(t)
r y=y(t) telab]

z=2(t)

si dice curva tracciata su S.
Theorem 1.25. Nelle ipotesi della definizione [1.24,pg.19], si ha
~ regolare, S regolare = T" regolare

Proof:
(1)1. Dim. 7,7,%z € C([a, b))

7,5,z € C°([a,0]) (1)
perche’ composizione di funzioni continue.

S regolare x,y,2 € CH(X)
~ regolare = q u,v € C'([a,])
(u(t),v(t)) € X° Vt € [a,b] (u(t),v(t)) € X° Vt € [a,b]
T'(t) = ' (u(t), v(t) = zu(u(t), v(t)w' (1) + o (u(t), v(t))' (1)
= 7'(t) = y'(u(t), v

= (u(t),v(t)) = yu(ut), v()w' () + yo(ut),v()0'(t)  VtE |a,
thm deriv. f. composte [AIL9.4,pg.97] | Z'(t) = 2/ (u(t),v(t)) = 2y (u(t), v(t))u' (t) + 2o (u(t), v(t))v'(t)
7',%',Z' sono continue in [a, b], perche’ composizione, somma e prod. di f. continue (2)
(1),(2) = 7,5,7 € C'([a, b))
(1)2. Dim che I' €’ semplice
Siano t,t' € [a,b] : t # 1.
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7 regolare = v semplice = (u(t),v(t)) # (u(t'),v(t)) (3)
z(u(t), v(t)) # x(u(t’), v(t'))
S regolare , (3) = { y(ult), v(t)) # y(u(t), o(t')) &
z2(u(t), v(t)) # 2(u(t), v(t))
#(1) # (1)
& U) #y(t)
Z(t) # Z(t)
(1)3. Dim che ' (t)*> + 7' (t)*> +Z'(t)? > 0 Vt € [a, b]
f/(t)z + g/(t)z + 2/(15)2 \:/ (xuu/ + xvvl)z + (yuu, + yvv/)2 + (Zuu/ + Zvv/)z -
passo (1)1

= (2 ya + 2z0) + V(20 yg + 20) 200 (@ + Yut + 2uz) =
= u?E(u,v) + v?G(u,v) + u'v'F(u,v) > 0 Vo', o' €R: w? +0? >0
lem [1.23,pg.16]
7 regolare = u' +v'? > 0 Vt € [a,b]
= u?E(u,v) + v"*G(u,v) + u'v'F(u,v) > OVt € [a, b]

Nota 2

Theorem 1.26. Sia f : X — R, XCR?, X # 0, allora

X e’ un dominio limitato e internamente connesso , f € C1(X)

= Gy ={(z,y, f(z,y)) | (z,y) € X} e’ una superficie regolare, con rappr. param:

r =X
y=y (z,y) € X
Z:f(x’y)

Proof:
Delle 4 condizioni per la regolarita’ di Gy, controlliamo solo la 3, le altre sono
immediate.

1 0

M:(l 0 fx(x,y))’ Lo

’zl:p(M):2

1.4.1 Piano tangente

Definition 1.27. Il piano tangente in un punto Py a una superficie S e’ il luogo
di tutte le rette tangenti in Py a curve tracciate su S passanti per Py.
Per chiarire:

« = piano tg a Sin Py = U r

reT,
T, ={rretta | Pyer, 3L €T,: r tangente a '}
Ty = {I curva tracciata su S | Py € '}

2per brevita’ abbiamo scritto u’ al posto di u/(t) e 2., al posto di @ (u,v)
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Theorem 1.28. Dato Py € S, dove S e’ una superficie regolare, allora

A(ug, vo)(x — x0) + B(uo,v0)(y — yo) + C(uo,v0)(z — 20) =0
con Py = (x0,y0, 20) = (x(uo,vo),y(uo,vo),z(uo,vo)), (onvo) €X®

e’ Uequazione del piano tangente a S in Py.

Proof:
Sia « il piano di equazione:
ot A(ug,vo)(x — x0) + B(uo, v0)(y — yo) + C(uo, vo)(z — z0) =0
Sia v = {(u(t),v(t)), t € [a,b]} una qualsiasi curva regolare passante per
(ug,vp). La sua traccia I" su S passera’ per Py:
(ug,v0) € v = Tty € [a,b] : (ug,vo) = (ulto),v(ts))
z =T(t) := z(u(t), v(t))
I qy=7(t) = y(u(t),v(t)) *te€lab]
2 =2(t) := 2(u(t), v(t))
@

to € [a,b] = (Z(t0),Y(t0), Z(t0)) € T

'3 (z(to),y(to), Z(to)) = (z(uo, vo), y(uo, vo), 2(to, v0)) = (2o, Yo, 20) = Fo
=P el

v, S regolare \:;/ T" regolare

thm[1.25,pg.19]
Consideriamo la retta r tangente alla curva I' in Py, che per il thm [1.3,pg.14]
ha equazione:
r—Z(to)  y—yto) 2z—Z(to)
7'(to) 7 (to) Z'(to)
Notiamo che Py € rNa, basta infatti sostituire le coordinate di Py, per vedere
che sia ’equazione di r che quella di « vengono soddisfatte. Allora, affinche’
rCa, basta verificare che r || a.
I1 vettore normale di direzione di o ha componenti A(ug, vo), B(uo, vo), C(ug, vo)-
Il vettore di direzione di  ha componenti Z'(to), ¥ (to),Z (to). o || r < 1iloro
vettori di direzione sono perpendicolari < il prod. scalare dei vett. e’ nullo
=

A(U(),U())T/(tg) —+ B(UO,’U()) (to) —+ C(’LLOJJ()) (to) =0

@fl(to) Yu  Zu _y/(to) Ty 2y —l—f/(to) Tu  Yu| _
v Rv Ty v v Yo
7' (to) 7' (to) Z'(to)
= |y (uo,v0)  Yuluo,v0) 2u(uo,v0)| =0 (1)
xv(uo,vo) yv(U'OvUO) Zv(anUO)

E ricordando dalla dimostrazione del thm [1.25,pg.19] che

T (to) = zu(u(to), v(to))u' (to) + o (u(to), v(to))v' (to)
7 (to) = yu(u(to), v(to))v (to) + yu(u(to), v(te))v' (to)
Z'(to) = zu(u(to), v(t 0)))“'@0) + 2y (u(to), v(to))v' (o)

si vede che la prlma riga della (1) €’ c.l. lineare delle altre due, e quindi il
determinante e’ 0.

O
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Corollary 1.29. Sia f : X — R, XCR?, X # 0, Py = (20, v0, f(z0,%0)) €
Gy, allora

X e’ un dominio limitato e internamente connesso , f € C1(X)

= 2 — f(z0,90) = fu(z0,90)(x — z0) + fy(w0,90)(y — Yo)
e’ lequazione del piano tg in Py a G

Proof:
Dal thm [1.26,pg.20] segue che G €’ una superficie regolare. Allora, dal thm
[1.28,pg.21], segue che il piano tg a Gy in Py €’

A(zo,y0)(z — 20) + B(2o,Y0)(y — yo) + C(z0,y0) (2 — 20) =0 (1)
dove zg = f(x0,Yo0)-
0 fo(zo,%0)

A(xo,yo) = ’1 fy(x07y0) = _fa:(iEOvy(])
Blaon) ==y £ = g0 Clann) =g | =1

(1) & — fa(zo,y0)(x — z0) — fy(To,90)(y — yo) + (2 —20) =0

(1) \ﬁ, z = f(xo,90) = fa(wo,90)(x — x0) + fy(z0,Y0)(y — yo)

z0=f(20,Y0)

1.4.2 Area di superficie

Nota: useremo dei concetti che verranno definiti in seguito (integrali multipli,
misura, etc...). Passa avanti e ritorna dopo.

Definition 1.30. Sia TCR? dominio limitato, misurabile e internamente con-
nesso. Sia inoltre

f:T—TR, feCHT)
Consideriamo la superficie S = Gy = {(z,y, f(z,y)) | (z,y) € T}. Sia P =
{Ty,..., Ty} una partizione® di 7. Sia scelto un P; € T;, i=1,...,m e sia m;
il piano tangente a S in P;. Consideriamo 'insieme

Di = {(ac,y,z) €™ | (:Evy) € E}

che si dimostra essere misurabile secondo Peano Jordan?, e sia

m
T = E mis D;
i=1
Poniamo infine:

def ..
arecaS= lim 7
|P|—0

3Per la definizione di partizione di un dominio limitato e misurabile, vedi [2.1,pg.41]
4vedi [2,pg.38]
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Proposition 1.31. Sia TCR? dominio limitato, misurabile e internamente con-
nesso. Sia inoltre

f:T—R, feCcT)

aeaGy = [[ 1+ £2le) + F(o) dody

Proof: Poniamoci nelle stesse condizioni della definizione [1.30,pg.22]. Sia
inoltre,

w(z,y) = [T+ f2(@,y) + fiz.y): T — R
Pi=(zi,y:) € Ty

Qi = (xiay%f(xiyyi)) € Gf
(1)1. Dim. che mis D; = mis T;w(z;, y;)
Sia n; la retta normale a m; passante per );. Si puo’ dimostrare che

. mis T;
mis D; = ———— (1)
cos(Zn;)
— ~ . .
dove z €’ 'asse 2. L’angolo zn; €’ cosi’ definito:
0 z=n;
Zn; = < angolo acuto tra z e n;  2zNn; # 0

angolo acuto tra z’ e n}  altrimenti

dove 2’,n sono le rette parallele a z,n; e incidenti
Calcoliamo allora cos(zn;):

- —
cos(#n;) = —
RN

dove 7 -, € il prodotto scalare tra un vettore di z e un vettore di n;
Un vettore di z e’ (0,0, 1). Per trovare n;, consideriamo I’equazione del piano
tg in @1, che dal cor [1.29,pg.22] ¢’

2= f(@i, i) = fo(wi, yi) (@ — 23) + fy (i yi) (Y — vi)
=n; = (= fe(®i,yi), — fy (i yi), 1)

allora
(0,0, 1) : (_fw(xi7yi)7 _fy(x’ia yl)v 1) =1
IZ]l =1
[l = 1+ F2i,w0) + f2(w0:) = wlwi, )
- —
cos(Zn;) = SO !
i) = ==
2 mell - w(zi, yi)
E quindi dalla (1)
T
mis D; = &Al = mis Tyw(z;, y;)
cos(Zn;)

(1)2. La tesi da provare equivale a:

Ve>036>0: |7— // w(z,y) dedy| < e VP partizione di T tale che |P| < §
T
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Fissiamo € > 0
Passiamo a maggiorare ‘T — [[rw(z,y)

preliminari

misT; = / dxdy = mis Tyw(x;, y;) = w(x;, y;) // dxdy = // w(z;,y;) dedy

T= imisDi = imisTiw(Jci,yi) = i// w(w;,y;) drvdy
1=1 i=1 i—1 /YT
}T - //Tw(fmy) dxdy‘ = ‘;//Tz w(w;,y;) dedy — ;//TL w(z,y) d;vdy‘ =

- ]i S, o =t doas] < 32| [ i) = i) | <
Z / [z, 1) — wle,y)| dudy (2)

2. 13,pg a7 "=
Studiamo la w,

w e’ continua in T’ . . .
= w ¢’ unif. continua in 7' <

, facendo prima alcuni calcoli

T €’ chiuso e limitato < T ¢’ seq. compatto ~
[AIL,R.32,pg.88]

& pere>030>0: |w@y) —w@,y) <e ¥(z,y) (@ y)eT: d(z,y).(2"y)) <d (3)
Ponendo ¢ = ¢’ e considerando P t.c. |P| < ¢, si ha che la (3) vale in tutto

un 71;:
(z,y), (2',y") € Ty = d((x,y), (2',y")) < diam T; < Pl <d=4¢

def. di ampiezza

lw(z,y) —w(z',y')| <e Y(z,y), («,y) €T;

= lw(z,y) —w(@',y")| dedy < // e dxdy = emisT; (4)
~— T T,
[2.12,pg.46]
Infine, ritornando alla ( abblamo
— dd‘< // i Vi dedy < isT; =¢ isT; = emisT
7‘ // w(z,y) dedy Z lw(z;, yi) (xy|xy(_¥m1 ;ml mi

allora, se come ¢ scegliamo 5—=—, abbiamo

5 €
- ) dedy| < 5 misT =
‘T //Tw(x y) dxdy < ST s 5 <€

e quindi la tesi.
O

Proposition 1.32. Ponendoci sempre nelle ipotesi della definizione [1.30,pg.22],
consideriamo una rappresentazione parametrica di S = Gy, da cui si evince che

e’ regolare’®

x = x(u,v)
S:ey=ylu,v) (u,v)€D
z = z(u,v)

dove D e’ un dominio regolare limitato ad un solo contorno

58 e regolare per il thm[1.26,pg.20]
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Si ha

area S = // VA2(u,v) + B2(u,v) + C%(u,v) dudv
D

dove
Yu(u,v) 2y (u,v) _|wul(u, ) z(u,v) W) = o (U, ) yu(u,v)
A(U,U) N yv(u,’l}) Zv(u,’U) B(U7U) N xv(u7v) Zv(u7 U) C( 7 ) .%‘U(U,U) yv(u’v)
Proof:
(1)1. Dim. che
[C(u, v) V(u,v) € D

w(z(u,v),y(u,v))  /A2(u,v) + B2(u,v) + C2(u,v)
Fissiamo (u,v) € D° e sia P = (x0,Y0,20) = (x(u,v),y(u,v),z(u,v)) € S.
Cosi’ come abbiamo fatto nella dimostrazione della prop [1.31,pg.23], si ha
che il piano o tangente a S in P e’:
a: z— f(2o,y0) = [o(0,Y0)(® — o) + fy (20, Y0) (¥ — ¥o)

Z - 1
da cui si ha cos(Zn;) = L = 1
519 = ] = wtro,0)
se pero’ ricaviamo « dalla rappr. param. di S, usando il thm [1.28,pg.21],
abbiamo
a: A(u,v)(z — xz0) + B(u,v)(y — yo) + Cu,v)(z — 29) =0
C
da cui cos(Zn;) = [Cu, vl (2)
VA2 (u,v) + B2(u,v) + C%(u, v)
nota® Allora, confrontanto la (1) e (2) abbiamo
1 1 Ofw,v) "

w(zo,y0)  wlx(u,v),y(u,v)) - VA2(u,v) + B2(u,v) + C%(u,v)
Supponiamo adesso che (v',v") € F(D), allora prendendo nella (3) il limite
per (u,v) — (u’,v"), e per la continuita’ delle funzioni, abbiamo
. . |C (u,v)]
lim = lim
(ww)—= () w(@(u, v),y(u,v)) @)= w) \/A2(u,v) + B2(u,v) + C2(u, v)
. 1 _ o, v)|
w(z(u,v'),y(u',v)  \JA2(W V) + B2/, v') + C2(u/,v)
In definitiva, la (3) vale per tutti i punti di D.

(1)2. Q.E.D.
Per la prop [1.31,pg.23] abbiamo

area S = areaGy = // w(z,y) dedy
T

=

)

6stiamo considerando il valore assoluto nel coseno, perche’ per definizione I’angolo #Zn; e
acuto, ovvero € [0, T
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effettuiamo il seguente cambio di variabili e utilizziamo il thm [2.39,pg.61]:

(100 o

y' =y(u,v)
Gl Gy b)) = Gefes) e =t
area S = areaGy = //T w(z,y) dedy = //D w(z(u,v),y(u,v))|C(u,v)| dudv =

NP, // VA2 (u,v) + B2(u,v) + C%(u, v) dudv

D
passo precedente

O

Proposition 1.33. Le proposizioni [1.51,pg.23], [1.32,p9.24], valgono analoga-

k . . . — 7
mente anche nel caso in cut Gy e’ il grafico di f normale all’asse ' o 7y,
ovvero:

normale a i
f(z,2): T — R, feCYT)
Gy =A{(z, f(z,2),2) | (x,2) € T}

area Gy = // V14 f2(z,2) + f2(x,2) dedz
T

areaGy = A2(u,v) + B?(u,v) + C?(u,v) dudv
f
D

dove A, B,C sono relativi a una rappr. param. di G5
normale a T

fly,2): T —R, feCYT)
Gf = {(f(y,z),y,z) | (y72) S T}

weaGy = [ U+ )+ 2002 dyas

area Gy = // VA2(u,v) + B2(u,v) + C%(u,v) dudv
D

dove A, B,C' sono relativi a una rappr. param. di Gy

Definition 1.34. Sia S una superficie regolare e sia

DCR? dominio regolare a uno o piu’ contorni

una sua rappr. parametrica da cui si evince che e’ regolare.
Per la prop [2.38,pg.61] si ha

P
D= U D; D;°ND,;° =0, D; dominio regolare a un solo contorno
i=1
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Siano definite le seguenti superfici:

x = z(u,v)
Sit Sy=y(u,v) (u,v)€ D
2=z

S; superficie regolare

tale che \S; €’ il grafico, normale a un asse coordinato, di una certa funzione, cioe’ S; = G¥y,, e tale che

Possiamo cosi’ porre

p
def
area S'= g area, S;

i=1

Interpretazione geometrica: Le proposizioni [1.31,pg.23] e [1.32,pg.24] per-
mettono di calcolare ’area di una superficie regolare che si puo’ esprimere come
grafico di una funzione f. Quest’ultima definizione permette di calcolare ’area
di una qualsiasi superficie regolare spezzandola in superficii regolari che sono
il grafico di qualche funzione.

Proposition 1.35. Nelle ipotesi della def. [1.34,pg.26], si ha

area S = // VA2(u,v) + B2(u,v) + C%(u,v) dudv
D

Proof: Per la prop [1.33,pg.26], possiamo scrivere:
area S; = // VA2 (u,v) + B2(u,v) + C%(u,v) dudv
D

Poiche’ {D;} formano una Zpartizione di D, possiamo sfruttare la prop di addi-
tivita’, ottenendo:

meaSzzZi:/y;‘V/Azuhv)+-320hv)+—020hv)dudv::/7;N/A2@hv)+-32@hv)+-02@hv)dudv
- 0

1.5 Ascisse curvilinee

Definition 1.36. Possiamo pensare una curva regolare v come se fosse una
ascissa.

Sia
{xzx@ £ € [ab)

y=y(t)

una sua rappresentazione parametrica da cui si evince che e’ regolare.
Fissiamo Py € «y e sia tg € [a,b] : (z(to),y(to)) = Po. Prendiamo un generico
—

punto P = (x(t),y(t)) € . Se scegliamo il verso delle t crescenti, il vettore Py P
sara’ positivo se t > tg.
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Possiamo associare a P un numero reale s(t), che chiameremo ascissa curvilinea

di P:

s(t) = H(t)dr: [a,b] — [s(a),s(b)]

to

s(t) non e’ nient’altro che la lunghezza dell’arco della curva « che ha per estremi
Py, P. Se P precede Py, ossia t < to, allora s(t) sara’ negativo (per la def. di
integrale definito). Nota’

Proprieta’ varie:

1.

§'(t) = H(t) Vt € [a,b]
Proof:

H(t) continua in [a,b], s(t) e’ una funzione integrale

= s'(t) = H(t) Vt € [a,b]
~~
thm di torricelli [AIL1.5.2,pg.21]

. s(t) € CY([a, b))

Proof:

s(t) e’ continua € [a,b], s'(t) = H(t) €’ continua in [a,b]

s'(t) >0 Vit € [a,b]
Proof:

v regolare = H(t) >0 Vt € [a, ]

s(t) € crescente in [a, b]
Proof:

s'(t) >0 Vt €la,b] = s(t) crescente
N

cor Lagrange

Im s(t) = [s(a), s(0)]
Proof: s(t) e continua in [a,b], quindi per Weiestrass ammette massimo
e minimo in [a, b], inoltre €’ crescente, quindi

min s(t) = s(a)

t€la,b]

t) = s(b
fél[%]s() s(b)

s(t) e’ invertibile poiche’ crescente.
Denotiamo la sua inversa con t(s) : [s(a), s(b)] — [a, b], che e’ anch’essa
continua e crescente poiche’ inversa di funzione continua e crescente.

"nel caso in cui il verso fissato sia quello delle ¢ decrescenti, poniamo

aw=["HE
t
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7. t(s) = 7H(t1(s))
Proof: Immediata conseguenza del teorema di derivazione della funzione

inversa ([AI11.3,pg.44])

z = a(tls)) s € [s(a),s
{yy<t<s>> = =)

e’ un’altra rappresentazione parametrica di v da cui si evince che v €’
regolare.
Proof: Poiche’ dom s(t) = Im t(s), per la proposizione [1.4,pg.1], z = x(t(s))y = y(t(s))
e’ una rappresentazione parametrica alternativa.

1.6 Curve geometriche e analitiche
. ACR?, A #0, aperto
f@y): A—R
(ffo,yo) € A7 f(x()vyo) =0
4. T={(z,y) € Al f(z,y) =0} CA
ovviamente (xg,yo) € I'. Poiche’ I' puo’ essere un qualsiasi sottoinsieme di
A, e quindi non per forza coincide con una curva piana regolare o continua o

semplice, il problema che ci poniamo e’ quello di trovare un conveniente intorno
A di (zg,y0) t.c. ANT risulta essere il grafico di un funzione, ovvero

LET:

Badii

F?6€R: A=[rg—0,x0+3] X [yo— 0,y + 6], ACA, AN =G,
dove y(z) : [x0 — 6,20 + 0] — [yo — &, %0 + I]

Il teorema di Dini ci dara’ una risposta.
Definition 1.37. Nelle seguenti ipotesi:
1. ACR?, A # (), aperto
2. fz,y): A—R
3. ¢(@): (o, 8) — R
diamo la seguente definizione:

©(x) € implicita rispetto all’equazione f(z,y) =0 < Vz € (o, ) (z,y(z)) € AN f(z,y(z)) =0
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Theorem 1.38. di Dini.
LET: 1. ACR?, A#(, aperto

flz,y): A— R, continua in A
(5507210) € A7 f(x()ayo) =0

- Afy(,y), Y(z,y) € A

. fy(z,y) continua in (zo,yo)

- fy(®0,90) # 0

allora si ha

S oo e

1. 30, k>0: A=[zg— 6,20+ x[yo—k,yo+ k] CA
2. fylz,y) #0 Y(z,y) € A
3. 3! funzione y : [xg — 0,9 + 0] — [yo — k, yo + k] tale che
(a) y(x) e’ implicita rispetto a f(z,y) =0, ovvero
(x,y(x)) € A, f(z,y(z)) =0 Vz € [xg — §,20 + I
(b) y(z) e’ continua in [xo — J,x¢ + 0]

Proof:
(1)1. Troviamo A
Per 'Hp 6, possiamo supporre che f,(zo,yo) > 0.

0 < v 5)CA
fy($07?{0) >' = 30>0: fy(z,y) >0 V(x,y) € I((%0,%0),0)CA (1)
fy continua in (z0,Y0) RS .
perm segno

(2)1. Nota su I((zg,90),0)CA

A aperto & A= A°

—=/

(z0,y0) € A= A° = 35+ I((wo,y0),8 )CA

quindi se la permanenza del segno ci da’ un raggio E, bastera’ scegliere
0 = min{J, Sl} per avere la (1). B
Sicuramente esiste il seguente rettangolino dentro il cerchio I((zo,yo),0):

3hk>0: A" =[x —h,x0+ h] x [yo — k,y0 + k] CI((w0,0),0)CA

(1) = fy(x,y) >0 V(z,y) € A'CI((x0,50),0)CA (1.1)
(2)2. Vediamo che f(zo,y0 — k) <0, f(ro,yo+k) >0
Consideriamo la funzione f(zo,v) : [vo — k,y0 + k] — R,
F(@o,y) = fy(wo,y) > 0 ¥y € [yo — k,yo + k]
(1.1)
f(z,y) continua in A = f(xg,y) continua in [yo — k, yo + k|

= f(xo,y) € crescente in[yo — k, yo + k|

cor Lagrange

f(zo,y) >0 Yy €]yo, yo + K]

f(zo,y0) =0, f(xg,y) e crescente =
oo o0) (70:9) F(ao,5) < 0 ¥y € [yo — k.ol
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f continua in A = f continua in (zg,yo — k), (X0, Yo + k)
(2) = f(zo,y0 — k) <0, f(zo,y0+k) >0

N 30" >0: f(z,y) <0 ¥(x,y) € I((z0,y0 — k),0")CA (3.1)
—
perm segno

sia §>0: 6 <min{h,8,6"}, A=lxg— 0,20+ X[yo—k,yo+ k]

d<h=ACA =V(x,y) €A f,(z,y) >0 (3.3)
(1)2. Definiamo y(x)
Fissiamo una T € [zg — §, zg + d], e consideriamo la funzione f(Z,y) : [yo — &k, yo + k]

36" >0: flx,y) >0 V(z,y) € I((zo,y0 + k),8")CA (3.2)

f continua in A = f(T,y) continua in [yo — k, yo + k|

(57 Yo — k) S I(($O7y0 - k)?(sl)s/f(f7 Yo — k) <0
(3.1)
(57 Yo + k) € I(($07y0 + k)aé/l>3f(fa Yo + k) >0
(3.1)
= (@) € [yo —kyo + k= f(T,y(T) =0

~—
esistenza zeri[AIL_8.38,pg.91]

f'@y) =f@y) > 0 Vyely—Fky+kl =  f(Ty) crescente in [yo — k,yo + k]
(3.3) cor Lagrange

= 3y(@) € [yo — k,yo + k= f(T,y(@) =0
Nasce cosi’ la funzione ben definita y(z) : [vo — d, 2o + d] — [yo — k, yo + K]
che ad ogni z € [rg — J, zo + J] associa 'unico valore y(z) € [yo — k,yo + K]
t.c. f(z,y(z)) =0.
(1)3. Dimostriamo 'unicita’ di y(z)
Supponiamo che esista un’altra g(x) : [zg — 6,z + 0] — [yo — k, yo + k] tale
che f(z,y(z)) = 0.
Fissiamo una € [xg — d, g + d]. Come abbiamo visto prima, Iy* € [yo — k, yo + ] :
f(@,y*) = 0, quindi necessariamente si ha
y(z) =y* =y(2)
(1)4. Dimostriamo che y(x) €’ continua
Fissiamo T € [xg — d,20 + d]. Supponiamo per assurdo che y(z) non sia
continua in Z, ovvero:
non e’ vero che Ve > 030 > 0: |y(z) — y(T)| <& Vz € [0 — 8,20 + 6] N]T —

o
SJFE>0:Vo>03z" €lzg—0,z0+0|NT—0,T+0]: |y(z*)—y@)| >¢

Poiche’ o e’ arbitrario, scegliamo o = 1. Avremo quindi,

S |
F#>0: ¥neNdzx, € [xo—&xo—kd]ﬂ]f—;,f—«—ﬁ[: ly(zn) —y(@T)| > €
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Allora, notiamo la successione {z, }

r-tzilles-Llan <74 = =7 (4)
T, €T — =, T+ — T——<z T+ = Tn — X
n n’ n n = n — n ~—~ n

H/;/ H/;/thm del confronto

—T —T

y(z,) € [yo — koyo + k] = {y(z,)} ¢ limitata = 3{y(zr,)}: ylaw,) —— 7 (4.1)

7 "k E = [yo — k k(4.2
7] € o — k,yo + k] = [yo — k,yo + k] (4.2)

[AIL8.14,pg.77]

(4) =z, — 7 (4.3)

2

(42),(43) = (ko) — @5) (44)

[AH,N. 1 7,pg.7§}]
f continua in A e -
{(4 4) = Sk y(a,)) — f(@,7)
) [AILS8.31,pg.87]

y funz. implicita = f(xg,,y(zr,)) =0 Yn € N= f(zp, ,y(xg,)) o= f@,g)=0
Per l'unicita’ dello zero y* : f(x,y*) =0, vista in (1)2, si ha:

7=y =y@ = ylr,) — y@ e Ve >0 eN: ¥n>v y(ar,) —y(@)| <e
(4.1)
il che’ e’ assurdo contro la (x)

O

Corollary 1.39. Nel contesto del thm di Dini ([1.38,pg.30]), supponendo che
f sia differenziabile in tutto A, si ha che

J(x) Ay (z) = m Vo € [xg — d,xo + 0]

Proof:
Non dimostriamo che 3y’ (x).

Ponendo (z(t),y(t)) = (z,y(x)), tutte le ipotesi del thm di derivazione di
funzioni composte sono verificate (vedi [AI1,9.4,pg.97]), quindi

fa,y(@) = folz, y(@)) + fylz, y(2))y ()

f(z,y(z)) =0 Vz € [xg — §,20 + 8] & f(x,y(z)) € la funzione identicamente nulla = D[f(z,y(z))] =0
0= fulz,y(2)) + fy(z,y(2))y (x)

Y (z) = _fx(x,y(x))

Nota: il thm di Dini ci assicura che fy,(z,y(z)) #0 Vz € [zg — J, x0 + J].

O
Definition 1.40. Sia

1. f:A— R, ACR? A #0,A aperto
2. feCl(A)
3. I={(z,y) e A| f(z,y) = 0}
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allora, (z0,y0) € I si dira’ punto regolare per I' & fi(x0,y0) # 0V fy(2o,%0) #

0= fe(zo,90)* + fy(xo,50)* > 0.
Un punto € I" non regolare, si dira’ singolare.

Corollary 1.41. Sia
1. f:A— R, ACR? A +#0,A aperto
2. feCl(A)
3. I'={(z,y) € A f(z,y) =0}
4. (x0,90) € T un punto regolare

allora

36,k >0: A=[rg— 0830+ x[yo—k,yo + k] CA

I'nA = Gy e’ una curva regolare

dove Gy e’ il grafico di y(x) : [xo — 0,20 + 6] — [yo — k, Yo + K],
che e’ la funzione implicita data dal thm di Dini

y(70) = Yo

In altre parole, questo teorema dice che se (xg,yo) e’ un punto regolare di una
curva geometrica I, allora si potra’ trovare un suo conveniente intorno, in cui
T' e’ una curva regolare.

Proof:

fecta) f differenziabile in A

=
~—
thmdif f.totale[All9.3,pg.96]

(w0,90) €T & f(20,%0) =0

(z0,90) € un pt. regolare < fi(zo,y0) # 0V fy(zo,y0) # 0

Supponiamo fy(xo, yo) # 0.
Tutte le ipotesi del thm di Dini ([1.38,pg.30]) sono rispettate, e quindi abbi-
amo:
1.36,k>0: A= [.’L’O —(5,3?04—(5] X [y()) —k7y0) +k‘] CA
2. fy(z,y) #0 Y(z,y) € A
3. 3! funzione y : [zg — §, 0 + 0] — [yo) — k, yo) + k] tale che

a. y(z) € implicita rispetto a f(z,y) = 0, ovvero

(z,y(x)) € A, f(z,y(x)) =0 Vo € [xg — 0,20 + I]

b. y(x) € continua in [zg — 8, z¢ + J]

Inoltre, per il cor [1.39,pg.32], si ha

() A o (z) = —m YV € [zg — 6, x¢ + J]

(2)1. Verifichiamo che G, e’ una curva regolare
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f € CY(A) = f., f, continue in A
fa(z,y(x)), fy(x, y(x)) sono funz. continue, perche’ composizione di f continue
fa(z, y(z))
/
Y () = -5
MU RERTE)

e’ una funzione continua (1)

3.(b

{(1() ) = y(z) € C'([xo — §,20 + 0]) = G, € una curva regolare
thm[1.12,pg.4]

(2)2. Dimostriamo che ANI' = Gy,

ANC = ([zo — 6,20 + 0] X [yo) — k,y0) + k) N{(z,y) € A[ f(z,y) =0} = {(z,y) € A| f(z,y) =0}
ACA
Poiche’ y(z) e’ la funzione implicita per f(z,y) = 0, abbiamo
f(a,y(x)) =0 Vo € [vo — 6,20 + 0] & flz,y(z)) = 0V(z,y(x)) € G,CA
(z,y(x)) € Gy = (z,y(x)) €{(z,y) € A f(z,y) =0}
G,CANI
D’altronde, se (z,y) € {(z,y) € A | f(z,y) = 0}, per I'unicita’ di y(x), si
ha che y = y(z), e quindi (z,y) € G,.
O
Definition 1.42. Nelle ipotesi del cor [1.41,pg.33], definiamo la tangente a
I' in (20,%0) € I', punto regolare, come la tangente alla curva regolare G, in
(w0, 90) = (z0,y(20))-

Proposition 1.43. L’equazione della tangente a T in (zg,y0) € T €’
fa(@o, yo) (@ — xo) + fy(z0,y0)(y — y0) =0
Proof:

Come sappiamo dall’analisi I, la tangente a G in (z0,%0) = (@0, y(z0)) €

Y —yo =y (x0)(x — x0) \<:/>_, y—yo——m T —xp) &

cor[1.39,pg.32]
fm($07y0)
SY—Yo=—F7" (T —To) &
fy(anyO)( )

< fy(xo,90)(y — yo) + fo(wo,yo)(x — 20) =0

Example 1.44. Troviamo la retta tangente a una ellisse in un suo punto.
La nostra f(x,y) =0¢’
2 2
_Zz Yy
f(x,y) = 2 e
Troviamo prima di tutto i suoi punti singolari:

fm(xvy):(] :{(2;200

—1 Y(x,y) € R?

(z,y) € singolare < {f (z.) = 0 ; B < (z,y) = (0,0)
y T Y) =

quindi (0,0) €’ I'unico punto singolare e inoltre

(O,O)éF:{(m,y)eR2|22+Z2:1}

b2 T
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Allora, possiamo applicare la prop [1.43,pg.34], prendendo (zg, o) € I':

7 fe(®0,y0)(® — 20) + fy(20,%0) (¥ — v0) = 0 &
2z 2y
< 720(35—550)‘*‘720(?/—90) <
T Y
©£($—$0)+Fg(y—yo)@

ToT yoy_xj_ij _ -1
a2 2 a2 2 o~

(z0,y0)€l
In definitiva:
Lol Yoy _ 1
2 o

1.7 Massimo e minimo vincolato

Definition 1.45. Data f : X — R, XCR?, edata o : X — R, con I' =
{(z,y) € X | p(z,y) = 0}, diremo che

(z0,y0) € ' ¢’ un punto di max relativo con vincolo ¢(z,y) =0 <

< 30>0: flx,y) < f(xo,yo) Y(z,y) € I((xmyo),5)ﬂXﬂF\:/I((xo7y0),§)ﬂ1"
rcx

< 30>0: f(xay) < f(anyO) V(x,y) € I(<x0;y0)’5)mX : <P(37,y) =0

E’ da notare che senza l’aggiunta del vincolo ¢(z,y) = 0, avremmo la definizione
di max relativo data in Analisi II. In sostanza, il vincolo ci dice che (zg, yo) deve
essere un massimo relativo, solo per i punti di 'CX.

Equivalentemente possiamo dire che (xg,yo) €’ un punto di massimo relativo
con vincolo p(z,y) = 0 sse € un punto di massimo relativo per f/r, cioe’ per
la restrizione di f a T.

Proposition 1.46. (x0,y0) € X punto di maz relativo = (zg,y0) €’ un punto
di maz relativo con vincolo p(x,y) = 0. Non vale il viceversa

Proof:
(1)1. Dim =
Per definizione di max rel:
36 >0: f(x,y) < f(x()vyO) V(Qj’y) € I((Io,yo),5)0Xﬂrél((zo,yo),5>0X
rcx
e quindi a maggior ragione
36 >0: f(x,y) < f(xo,%0) V(v,y) € I((Io,y0)75)0Xﬂrf/1(($o,yo)v5)mXﬂr
rcx
(1)2. Dim <
Portiamo un controesempio
X =R?
f(%y) = yx2
p(z,y) =y +a
F:{(x,y)eX|g0(x,y):0<:)y:—x2} (z0,y0) = (0,0)
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(2)1. (z0,yo) € un punto di max rel con vincolo ¢(z,y) = 0, anzi ¢’ un punto
di max assoluto con vincolo
Infatti,
f(x,y) = ya? < f(xo,50) = 0V(z,y) €T & V(z,y) 1y = —2?
& — 2P <0z eR
che e’ certamente vera.
(2)2. (w0, yo) non € un punto di max
Se per assurdo lo fosse, si dovrebbe avere:
36>0: ny <0 V(x,y) € I((l’o,yo),é)ﬂX = I((l’o,yo),é)
ma basta prendere un punto (z,y) € I((xo,y0),0) : y > 0,z # 0 che si ha
I’assurdo.
O

Theorem 1.47. Teorema fondamentale sui massimi e minimsi vincolati.
Sia

~

. XCR2, X £0
Cfip: X —R
. f,p € CHX°)
- Lo ={(z,y) € X° | p(x,y) = 0}

(0,90) € Ty punto regolare per Ty

S N S

6. (z0,y0) punto di mazx o min rel per f(x,y) vincolato a o(x,y) =0

allora

JNER fw<$0,y0)+)\%0w(3307y0) =0
fy(x()v yO) + /\<Py(3307 yO) =0
Inoltre, A = — Lulzovo)
w0y (T0,y0)
Proof:
Poiche’ (zo,y0) € T'o € punto regolare per I'g, possiamo supporre che @, (o, o) #

0. Supponiamo inoltre che (zg, yo) sia di max rel. vincolato per f(z,y), ovvero
che

Jo>0: f(x,y) < f(xo’yo) V(‘Tvy) € I((l’o,yo),d) : (p(xay) =0 (0)
poiche’ (zg,yo) € X°, possiamo scegliere o in modo da avere I((xg,yo),0)CX°.
Applichiamo il thm di Dini e il cor [1.39,pg.32] alla restrizione di ¢ a X°, ot-
tenendo:
1.36,k>0: A= [x0—5,a:0+5] X [yo—k,y0+k]§X°
2. py(2,y) #0 ¥(z,y) €A
3. 3! funzione y : [xg — , 9 + 0] — [yo — k, yo + k] tale che
a. y(z) € implicita rispetto a ¢(z,y) = 0, ovvero
(x,y(z)) € X°, p(z,y(z)) =0 Vo € [xg — b, 20 + 0]

b. y(x) € continua in [zg — , ¢ + J]
c.

:—y) Yz € [o — 6,20 + 0]



Consideriamo la funzione F(z) = f(z,y(z)) : [xg — §,20 + ] — R. Essa ¢
ben definita perche’ (z,y(z)) € G,CA.

(2)1. z¢ € un punto di massimo per F(z)
PROOF SKETCH: Sfruttiamo la (0): avviciniamo (z,y(z)) a (zo,¥yo), in
modo da rientrare nell’intorno della (0).

Consideriamo la distanza tra (z,y(x)) e (2o, yo)
de> ((z,y(2)), (2o, y0)) = /(z — 20)2 + (y(z) — yo)? € una funz. continua, perche’ comp. di f continue
i drz((2,y(2)), (20, 90)) = drz((0,y(20)), (z0,%0)) = dr2((0,%0), (z0,40)) =0 <o
y(z0)=v0
= 301 > 0: dr2((z,y(x)), (x0,v0)) < 0o Vz € [x — 01,2 + 61]C[x — J, 2 + I

perm del segno

e quindi
(z,y(z)) € I((x0,Y0),0) Vx € [z — 01,24 01] (4)
allora,
(4)3 (Sa)éf(l',y(l')) < f(x07y0) Vo € [.’E - 51,% + 51}
(0)
e poiche’ "

[l y(2)) < f(@o,y0) & F(x) < F(xo)
abbiamo dimostrato che x¢ €’ un punto di massimo per F(x).
(2)2. Utilizziamo il teorema di Fermat su F(x)

feCH(X®) = f differenz. in X°
[AIL9.3,pg.96]
Jy'(x) Vo € [z — d,x + 0]
= @) = folzy(@) + fy(e,y(@)y'(x) Vo€ lo—6,2+6] (5)
[AIL,9.4,pg.97]
xo €]z — 6,z + [
xo pt. di max rel per F(x)
IF'(z) Vz € [z — 6,z + 6]
= Fl(zg) =0«
thmdiFermat[Al12.1,pg.50]

& fo(zo,y(20)) + fy(zo,y(20))y (20) = fo(xo,y0) + fy(x0,Y0)y (20) =0

A questo punto, per la (3c), possiamo espandere y’(x)
Pz (To, Y
fa (20, 90) + fy (0, 90)y (x0) = fu(xo,y0) — Mfy(-anyO)
Py(T0,Yo0)
(2)3. Q.E.D.
Ponendo
N= — fy(@05 o)
Py(T0,Yo)
otteniamo

fw(x07 ?JO) + A@w(l‘()) yO) =0
che ¢’ un punto della tesi. Verifichiamo anche il secondo:

Jy(@o,y0) + Ay (2o, v0) = 0 & fy(xo,y0) — Mwy(m, Yo) = fy(zo,y0) — fy(xo,40) =0
‘Py(anyO)
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Dimostriamo che A e’ unico:

Jia, e R: | o(@080) + Argu (o, yo) =0
Jy(@o,y0) + A1y (20, 90) =0
_ __fy(zo.p) _
fy(x07y0)+A180y($07y0)_0 \j, Al - Soy(x()vyo) =A

Py (170 ,yo)750

Theorem 1.48. Metodo dei moltiplicatori di Lagrange. Sia
1. XCR?, X #0
2. f,p: X —R
3. fipeCHX°)
4 To=A{(z,y) € X° [ p(z,y) = 0}

st ha

(z0,y0) € un punto di estremo rel per f(x,y) vincolato a p(z,y) =0
= (20,Y0) € Y1UY2UY3

dove

Y1 ={(z,y) € F(X)NX | p(x,y) = 0}

Yo = {(z,y) € To | (z,y) singolare per Ty & ¢.(z,y) = ¢y(z,y) =0}

fo(z,y) + Apa(z,y) =0
Ys = ¢ (x,y) €To | (z,y,\) soluzione di § f,(z,y) + Apy(z,y) =0 , con (x,y) regolare per o, A € R

o(x,y) =0

Proof:
Analizziamo tutti i casi che si possono verificare.
(z0,Yyo) € un punto di estremo rel per f(z,y) vincolato a p(z,y) =0 = o(z0,y0) =0
per definizione
CASE: (x9,y0) € F(X)
allora (xg,yo) € Y7.
CASE: (z9,y0) ¢ F(X)

(z0,90) ¢ F(X), (v0,50) € X N (z0,90) € X°

X\F(X)CX°
CASE: (z0,yo) singolare
allora (xg,yo) € Y
CASE: (xg,yo) regolare
Per il thm [1.47,pg.36] si ha che (zo,y0) € Y3
O

Example 1.49. Un’utile applicazione del thm dei moltiplicatori e’ lo studio dei
massimi e minimi di f/x,. Dove X3 = F(X), ¢ 'insieme che si usa durante lo
studio dei massimi e minimi assoluti (vedi Analisi II).
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2 Misurabilita’ secondo Jordan

Definition 2.1. Un rettangolo chiuso di R, di vertici principali a = (a1, ag, . ..,a,),b =
(b1,b2,...,b,) € R™ ¢’ un insieme del tipo:
A = [ay, by] % [ag, bo] X ... X [an, bn] = [ ] ai, bi]
i=1
a; <bi i1=1,2,....n

Il punto

a; + b;
c=(c1,c0...,cn) ER": ¢; = Z;_ L i=1,2,...,n

viene chiamato centro di A.
Con R indichiamo I'insieme di tutti i rettangoli chiusi di R™.
Definiamo la misura di A, come

n
mis A = Hb, — a;
i=1

Per n =1, mis A €’ la lunghezza del segmento A,
per n = 2, mis A e’ I'area del rettangolo A,
per n = 3, mis A €’ il volume del parallelepipedo A,

Definition 2.2. Un polirettangolo di R™ e’ un insieme del tipo

P
™ = LJAz
i=1
A;eR i=1,2,...,p
APNA;° =0 peri#j

Con P indichiamo l'insieme di tutti i polirettangoli di R"™.
Definiamo la misura di 7:

n
mismT = E mis A,
i=1

questa definizione non dipende dalla particolare scelta dei rettangolini.

Proposition 2.3. Proprieta’:
1. 7,7 € P, 7Cn’ = misw < mis7’
2. VIgn(x*,r) A, A € R: ACIgn(x*,r), A'DIgn(z*,7)
3. YA €R dicentroc Fr,r’ >0: I(c,r)CA, I(c,r)DA

Proof:
(1)1. Dim 1.
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nCr’ = 7’ = 7U(n'\7)
mis7’ = mis7T + mis(7'\7) = mis7’ > mis7
Ry
(*) per questa uguaglianza si dovrebbe dimostrare che 7'\ ¢’ un polirettan-
golo, e che quindi ha senso prendere la sua misura.
(1)2. Dim 2.
(2)1. Dim per A
Fissiamo Ign (x*, 7).
Consideriamo il seguente rettangolo A di centro ¢ = x*:

A= H —6,¢; + 6],

con5>0: Svn<r (1)

Prendiamo un y € A, e dimostriamo che y € Ign(z*, 7).

YyEAS Yy €lci—0,¢i+0] & |y —ci| <0 (2)

d(c,y) = | D (i —w)? < 252 =dvn < r
1=1 (2) 1=1 (1)
dlc,y) <r =1y € Ign(c,r) = Ign(x*,7)
(2)2. Dim per A’
Fissiamo Ign (z*, 7).
Consideriamo il seguente rettangolo A di centro ¢ = x*:

A= H —8,¢i+ 9],

con 5 2 r (1)
Prendiamo un y € Ign (2*,7), e dimostriamo che y € A’.

le; yj|\§/
*) (1)
le; —yjl <6 j=1,2,....neye A
(*) per verificare, basta elevare al quadrato.
(1)3. Dim 3.
(2)1. Dim C
Fissiamo A € R di centro c:

Azﬁ[ci—5i,ci+5i},

cond; >0 1=1,2,...,n
Sia0<r<min{d; |i=1,2,...,n}
Prendiamo un y € I(c,r) e dimostriamo che y € A.
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yel(ler)edey) <r<e Z(cl —y)<r
i=1

Z(ci—yi)2<r<min{6i|i=1,2,...,n}§5j j=1,2,...,n
i=1

lej —yj| <

le; —y;| <d; j=1,2,...,neyeA
(2)2. Dim D
Fissiamo A € R di centro c:

A:H[Ci_5i70i+5i]a
i=1
cond; >0 1=1,2,...,n

Sia v’ > 3" | 4,
Prendiamo un y € A e dimostriamo che y € I(c,r’).

y€A<:>|ijyj|§5j 7=12,...,n (1)

d(c,y) <r' =y eller)
(*) per verificare, basta elevare al quadrato.

Definition 2.4. A questo punto diamo le stesse definizioni di misurabilita’ date
in Analisi IT (vedi [AIL2.1,pg.24]), con queste uniche differenze:

1. Stiamo lavorando in R", ovvero X CR"

2. Stiamo lavorando con polirettangoli e non con poligoni regolari: P rapp-
resenta 'insieme dei polirettangoli di R"

3. La possibilita’ di trovare un polirettangolo inscritto, o circoscritto a un
intorno I(z,r) € data dalle osservazioni viste in prop. [2.3,pg.39]

Proposition 2.5. Varranno anche le stesse proprieta’ della misura di Jordan
(vedi [AIL2.0.5,pg.25]), con Uaggiunta della sequente proprieta’:

TCR"™, dominio, limitato e misurabile ,6 > 0

= 3{T; | T; dominio limitato e misurabile , diamT; < 6, i=1,2,...,p} tale che

p
UE:T, T,°NT;° =0 peri # j

i=1

In altre parole, se T e’ un dominio limitato e misurabile, possiamo partizionario
in p dominii, la cui unione da’ tutto T' e che non hanno punti interni in comune

(al massimo si incontrano nelle loro frontiere).
(Nota ®)

8diam T; e’ il diametro dell’insieme T} (vedi [AIL,8.5,pg.66])
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2.1 Integrale multiplo

A questo punto possiamo definire 'integrale multiplo secondo Riemann, riper-
correndo i passi di Analisi II.

Sia f(z) : T — R una funzione limitata in 7', dove TCR"™ ¢’ un dominio limi-
tato e misurabile (0 < misT < +00)

Una partizione di T si indica con P:

P = {T; | T; dominio, limitato, misurabile , : = 1,2,...,p} tale che

P
Uzi=7, T.°nT;° =0 peri#;j

i=1
Nota: f(x) limitata in T vuol dire che esistono h,k € R: h < f(z) < kVx € T.
|P| = ampiezza di P = max {diamT;, i =1,2,...,p}

Il massimo esiste: T; e’ un dominio limitato, quindi e’ un insieme con punti
interni e limitato, allora 0 < misT; < +o00.
Poiche’ f ¢’ limitata in T', lo sara’ pure in T}, cioe’ anche f /7, €’ limitata, quindi:

3 finito m; = inf f/1, = xlél%f(x) =inf{f(z) |z € T;}

3 finito M; = sup f /7, = sup f(z) =sup{f(z) |z €T}

Definiamo la somma inferiore e la somma superiore:
P P
s(FP) =Y mimisTi  S(f,P)=_ M;misT;
i=1 i=1

Al variare di P, partizione di T', nascono i seguenti insiemi numerici:
A=A{s(f,P)}p  B={S(/,P)}p
A €’ 'insieme numerico delle somme inferiori, e B quello delle somme superiori.
Theorem 2.6. Dato T dominio limitato e misurabile,
f:T — R, limitata in T = A, B sono separati
Essere separati vuol dire che
Ve A, yeB x<y

Definition 2.7. Dato TCR™ dominio limitato e misurabile, f : T — R limi-
tata in T'

f ¢’ integrabile secondo Riemann in T' < A, B sono separati e contigui
Essere contigui vuol dire che:

Ve>0 dJxre A, yeB: y—x<e
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L’integrale secondo Riemann e’ I'elemento di separazione di A, B, e si indica
con

/f(x) dx := sup A =inf B
T

Se n = 2, si puo’ usare questo simbolo:

//Tf(xl,xz) d:cldxgz/Tf(x) dx

dove z = (x1,x2).

Theorem 2.8.
Dato TCR"™ dominio limitato e misurabile, f : T — R, continua in T, allora

1. f e’ limitata in T
2. f e’ integrabile secondo Riemann in T

Proof:
(1)1. Dim la 1
La f €’ continua in T.
T dominio =T chiuso
T e’ un chiuso limitato di R™, quindi per il cor del teorema di Weierstrass
(vedi [AIL,8.35,pg.90]) f ammette minimo e massimo assoluto:
Im = min f(T), IM = max f(T)
Quindi f e’ limitata.

(1)2. Dim la 2
f € continua in T', allora per il teorema di Cantor-Heine (vedi [AIL,8.32,pg.88])
e’ anche uniformemente continua, cioe’
Ve>030>0:|f(x)— fly)<e Vz,yeT: dlz,y) <
fissiamo € > 0 e consideriamo —=— (che possiamo fare dato che mis7" > 0):

5 €
%T>035>0.|f(m) ( | < =T Ve,yeT: d(z,y) <46 ()

mis _ _
Adesso prendiamo una partizione P di T in modo tale che |P| < §, |P| e

l'ampiezza della partizione, cioe’:
|P| = max {diamT;, i=1,...,n} <dé = diamT; <dVi=1,...,n
Consideriamo questa differenza:
= inf f/Tz
=min f/7, [per la continuita’ di f e per il thm di Weierstrass]
= f(nl)v ni €1y
M; = sup f/r,
=max f/r, = f(&), & €T

1i, &; sono punti di minimo e di massimo

=T
)

S(f,P)—s(f,P ZM mis T; — ZmzmlsT Z (M; — m;) misT;

zp: 7;)) mis T; i f(ni)| misT;

{H

F(&)—

~

(m:)>0"
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Cerchiamo adesso di sfruttare la diseguaglianza dell’uniforme continuita’:
ni,& €T; CT
d(&,n;) < diamT; [dato che & e n; sono dentro T;]

diamT; < § [per quello che avevamo visto primal

d(&i,mi) <0
quindi &; e n; rispettano le condizioni della (x), percio’
3 .
(&) = fm)l < ——7 ¥i=1,2,....p
maggioriamo adesso la differenza che avevamo prima considerato:

P p
S(f,P)—s(f,P)= Z|f(§1) — f(n:)|misT; < Z%ﬂmisﬂém;TmisT =c
i=1 i=1

)

S(f,P)—s(f,P)<e

(**) >°F_, misT; = mis T per la proprieta’ di finita additivita’ (vedi [2.5,pg.41]).

Quindi Ve > 0, riusciamo a trovare due partizioni P, = P, = P tali che

S(f,P)—s(f,P) < e. Questo vuol dire che {S(f, P)}p, {s(f,P)}p sono due
O

insiemi contigui, percio’, in definitiva, f e’ integrabile secondo Riemann.
Example 2.9. Dato TCR" dominio limitato e misurabile, consideriamo una

funzione costante:
f:T—R

F(T) =A{c}
f essendo costante, e’ continua in 7', percio’ per il thm precedente e’ integrabile

secondo Riemann.
Per ogni partizione P di p elementi, e Vi = 1,2,...,p, si ha

m; = inf f‘Tz =cC
M; =sup fir, = c
p p
s(f,P) = ZmimisTi = chisTi =cmisT

i=1 =1

p p
S(f,P) =Y M;misT; =c» misT; = cmisT

=1 =1

quindi

sup A =inf B = / f(z)dx =cmisT
T

2.1.1 Proprieta’
Date f,g : T — R, integrabili secondo Riemann in T'CR", dominio, limitato e

misurabile. Presi «, 8 € R, valgono le seguenti proprieta’
1. Proprieta’ distributiva dell’integrale esteso:

af(x) + Bg(x) : T — R €’ integrabile secondo Riemann
Jraf(x)+ Bg(x) de = o [, f(x) de + 3 [, g(x) dx
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2. Proprieta’ di additivita’: data la partizione P = {T1,T5,...,T,} di T, si
ha

f €’ integrabile in T7,T5,...,T,
fT f(x) dx = le f(x) do + sz f(x) do + . ..pr f(x) dx

2.1.2 Teorema della media

Theorem 2.10. Dato TCR"™ dominio, limitato, misurabile, data f : T — R,
integrabile secondo Riemann, e posto

m=inf f/r M=supf/r

st ha

mmisT < / fl@)de < MmisT
T

Se inoltre f e’ continua, e T e’ connesso, si ha

¥eT: /f(x)dx:f(f)misT
T

Proof:
(2)1. Prima parte
Per Hp f € integrabile = f e’ limitata = 3 finito M = sup f(T'), 3 finito m =
inf f(T). Inoltre
[ #@) dz = sup {s(£.P)}, = int (S(F. P},

. . T
e quindi

S(f, Pr) < / f(x) < S(f, P2) VPy, Py part. di T
T ~
Consideriamo allora Py = P, = P = {T'} (la part. banale). Abbiamo che
S(1.P) < [ f(@) do < 5. P)
T

Poiche’ P ¢’ la part. banale, abbiamo che sia la somma inferiore sia quella
superiore sono formate da un solo elemento:
s(fyP)=mimisT = mmisT
~—

m=mi

S(f,P) = M;misT

allora
mmisT < / f(z) < MmisT

Questo completa la prima parte dgfla dim.
(2)2. Seconda parte: supponiamo adesso che f sia continua e che T sia con-
nesso.
Poiche’ T' €’ chiuso e limitato, per il cor del thm di Weierstrass ([AILS.35,pg.90])
M =sup f(T) = max f(T), m = inf f(T) = min f(T)
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Consideriamo
mmisT < / f@) < MmisT < min f(T) misT < / f(z) <max f(T)misT
T T

1
i < <
min f(T) < T /Tf(x) < max f(T)
1
sia 7= — / fx) [che si chiama media integrale]
misT Jr

{TQ]R” ¢’ chiuso e connesso

f continua in T

= f assume tutti i valori compresi tra il min e il max (xx)
cor [AILS.40,pg.92]
min f(T) <~ <max f(T 1 .
I =a=med® S ager: j© == oip [ 10) 5 [ 1@ = st
(%) misT Jp T
O

Corollary 2.11. Dato TCR"™ dominio, limitato, misurabile, data f : T — R,
integrabile secondo Riemann,

VeeT f(x) >0 = /f(x)deO
T

VeeT flx) <0 = /f(x)dxg()
T

Proof:
(1)1. Dim. la1

Poiche’ almeno 0 €’ un minorante di f(7')

f(x) >0 Vz €la,b] = m=inf f(T)>0
allora per il thm della media:
mmisT < / f(x) dzx
T
ma poiche’ T ha punti interni ed e’ limitato, mis7T > 0 e m > 0, quindi
0<mmisT < / f(x) dzx
T
O

Corollary 2.12. Dato TCR"™ dominio, limitato, misurabile. Date f,g:T —
R, integrabili secondo Riemann in T,

f@ <y veet = [ @< [ g do

Proof:
Consideriamo p(z) = f(z) — g(z) < 0. Per le proprieta’ [2.1.1,pg.44],
[ @) =1@) ~ o) do = [ fla) do [ g(a) o

T T T
per il corollario [2.11,pg.46],

/Tgo(a:)d:cSO & /Tf(z)dzf/Tg(:c)d:cgo = /Tf(a:)de/Tg(x)dx
O
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Corollary 2.13. Dato TCR"™ dominio, limitato e misurabile. Data f :

integrabile secondo Riemann, valgono queste due proposizioni:

1. |f(z)] : T — R e’ integrabile secondo Riemann

sﬂmmm

x) dx

Proof:
(1)1. Dimostriamo solo la 2
Per le proprieta’ del valore assoluto:

—|f(x)| < fz) < |f(z)], VeeT

allora integrando ogni membro, e usando il corollario [2.12,pg.46],

| Ar@as< [ j@ar< [ 1@l

T
che per la proprieta’ distributiva:

- [@lar< [ f@ o< [ 1) i

e per la proproprieta’ del valore assoluto

)/f da:‘</|f )| dz

2.2 Cilindroidi a tre dimensioni

Le definizioni, i teoremi e le dimostrazioni dei cilindroidi di R® sono ’analogo

dei rettangoloidi di R? (vedi [AIL,2.1,pg.26]).

Definition 2.14. Dato TCR?, dominio, misurabile, limitato. Data f : T — R,
limitata in 7', con f(x,y) > 0 V(x,y) € T, definiamo il cilindroide di f relativo

alla base T

C(f)={(z,y,2) eR® | (x,9) € T, 0< 2 < f(x,9)}

In sostanza, C(f) €’ la porzione dello spazio che sta’ sotto il grafico di f(z,y).

Nota che f(z,y) >

Proposition 2.15. C(f) e’ limitato.

Proof: T e’ limitato, quindi possiamo trovare un rettangolo A’ di R? che lo
contenga. Allora, basta considerare il parallelepipedo che ha per base A’ e

altezza M > sup fir (il sup e’ finito perche’ f e’ limitata.):
A = A'x[0, M]

Si verifica subito che ADC(f). Poiche’ il parallelepipedo corrisponde ad un
rettangolo di R3, per le prop. dei rettangoli (vedi [2.3,pg.39]) esiste un intorno

I di R3. Quindi

IDADC(f) = C(f) € limitato
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Theorem 2.16.

C(f) e’ misumbile
mis C(f) = [[, f(x,y) dx dy

TCR?, dominio, misurabile, limitato
f:T — R, continua {

flz,y) >0V(z,y) €T

2.3 Insieme normale

Definition 2.17. Dato TCR2, dominio, misurabile, limitato. Data f : T — R
eg: T — R, con g(z,y) > f(z,y) ¥(z,y) € T. Definiamo ’insieme normale
di f, g rispetto al piano z = 0:

C(f,9) = {(z,y,2) eR* | (z,9) € T, flw,y) <z < g(x,y)}
In altre parole, C(f,g) ¢’ linsieme dei punti compresi tra il grafico di g (che

sta’ sopra) e il grafico di f.

Definiamo 1’insieme normale di f, g rispetto al piano x = 0:

C(f.9) ={(z,y,2) eR®| (z,y) € T, f(y,2) <z < gly,2)}

Lemma 2.18. Sia dato TCR?, dominio limitato e misurabile.
Indicando con Gy il grafico della funzione f: T — R, continua in T':

Gr={(z,y,2) eR’ | (z,y) € T, 2 = f(z,9)}
valgono le sequenti proposizioni:
1. Gy =10
2. Gy e’ misurabile secondo Jordan e misGy = 0

Theorem 2.19.

1. C(f,g) e misurabile

,g:T R continue in T
f9: T — 2. misC(f,9) = [[r9(z,y) — f(x,y) dz dy

g(x,y) > flz,y) V(z,y) €T

Proof:
(1)1. Dimostriamo il thm nel caso in cui f(z,y) > 0V(x,y) € T
Osserviamo che

9(z,y) > f(x,y) ¥(
= misC(f

)
9(z,y) > f(z,y) =

TCR?, dominio, limitato e misurabile. {

z,y)eT = C(f) S Cg) (1)
< misC(g) [propr. di isotonia, vedi [2.5,pg.41]]
0V(z,y) €T (2)

Clf,9) =[C@\CNHIUGy (3)
G¢° =0 [peril lemma [2.18,pg.48]|

misGy =0 [per lo stesso lemmal]
Per la (2) e per la continuita’ di f, g, applichiamo il thm [2.16,pg.48] su f, g:

wisC(f) = [ / f(z,y) dudy

mis C(g / / (z,y) dzdy
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C(f),C(g) sono misurabili, allora dalla (1) e (3) e per le varie proprieta’ della
misura (vedi [2.5,pg.41]), si ha:

mis C(f, 9) = mis[C(g) \ C(f)] U Gy = mis[C(g) \ C(f)] + mis Gy = mis C(g) — mis C()
\w_/

// g(z,y) dxdyf//fxy dxdy—// g(z,y) — f(z,y) dzdy

(1)2. Dimostriamo il caso f(z,y) < 0 per qualche (z,y) € T
Trasliamo f, g in modo da avere Gy, G4 > 0, per poi applicare il thm [2.16,pg.48]:
m = min f(T) [che esiste perche’ f e’ continua|
f(z,y) <0 per qualche (z,y) €T = m <0
fi(@,y) = flz,y) -
gi(z,y) = g(z,y) -
m< f(z,y)V(z,y) €T = f(z,y) —m=0V(z,y) €T
9(@,y) > fx,y) V(z,y) €T = glz,y) —m > f(z,y) —m > 0V(z,y) €T
A questo punto possiamo applicare i risultati del passo (1)1: T(f1,91) e
misurabile, e inoltre

mis T(f1,91) = // g1(z,y) — fi(z,y) dedy =

// g(z,y) —m — f(z,y) —I—mdxdy—// g(x,y) — f(x,y) dedy

Poiche’ T'(f1,¢1) €’ una traslazione di C(f,g), per la quinta proprieta’ della
misura (vedi [2.5,pg.41]), si ha:

mis C(f,g) = misT(f1,91)
O

Theorem 2.20.

T, T'CR? domini limitati e misurabili
T'CT

flz,y): T — R continua in T
flx,y) 20 V(z,y) €T

> [ sewisay< [[ f doay

si puo’ provare che questo teorema vale anche in R™

Proof:
Siano C,C’ i cilindrodi relativi a f rispetto alla base T, T’
T'CT = C'CC = mis C' < mis C / flz,y) dxdy</ f(x,y) dz dy
~~ T

prop. di isotonia thm|2. 16,pg 48]

2.4 Formule di riduzione

Proposition 2.21. Formula di riduzione per integrali doppi

Siano a(x), B(x) : [a,b] — R funzioni continue in [a,b] con a(z) < B(x) Va €
la,b[. Questa ipotesi assicura che a(a) < (a), a(b) < B(b) (nota?)

9 infatti, basta prendere limite per x — at e poi per x — b~ nella disuguaglianza a(z) <

B(z) Vx €la,bl.
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Sia
T=T(a,5) = {(x,y) € R? |z € [a,b], a(z) <y< ﬁ(m)}

ovvero, T e’ linsieme normale di o, 8 rispetto all’asse delle x e di base [a, b
(vedi analisi II).

Si dimostra che T e’ un dominio limitato e misurabile di R?.

Allora, data la funzione

f(z,y): T — R continua in T

vale la sequente formula:

/Tf(:zz,y) dz dydef/ab (/jj)f(x,y) dy> d:cdef/abdz /::)f(x

dove

B(x)
H(l’)/( : f(z,y) dy

H(x):[a,b] — R

e’ una funzione reale continua definita nel sequente modo:

fﬁ(x)f (Z,y) dy T €]a, b|
a(a) = fla) _
H() = { 5(;”) f@y)dy ol <pa) " e H@) = { o
ab)=p0) __, "
ff(f)) f(@y) dy  a(b) < B(b)

Nota: T rappresenta la © fissata. f(T,y) e’ quindi una funzione nella y definita
in [o(T), B(T)].

Nei casi in cui a(a) = B(a) (o a(b) = B(b)), abbiamo che f(T,y) resta definita
solo nel punto a(a) (o a(b)). Ecco perche’ non possiamo piu’ considerare il suo
integrale definito e poniamo H(a) =0 (o H(b) =0).

Interpretazione geometrica: supponiamo che o(z), 5(x), f(z,y) > 0 nei
loro intervalli di definizione. Fissiamo un T € [a,b]. H(Z) e’ l’area del trape-
zoide che risulta essere l’intersezione del piano tridimensionale x = T con il
cilindroide C(f). Variando le T € [a,b] stiamo percio’ sezionando C(f) con i
piani x = T. Di ogni sezione, stiamo calcolando 'area. A questo punto sommi-
amo tutte queste infinite aree con lultimo integrale in [a, b].

Analogamente, se T e’ un insieme normale rispetto all’asse y:

a(y),By) : [e,d] — R
T(a,B)={(z,y) €R* |y € [c,d], aly) <=

INA
=
S
—

abbiamo
def b B(y) def b B(y)
/ f(z,y) dwdy:/ / f(z,y) dx dy:/ dy/ f(x,y) dx
T a a(y) a a(y)
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Lemma 2.22. Sia XCR? dominio limitato, allora

3 finito M =sup{y e R | (z,y) € X}
XCR? dominio limitato = { 3 finito m = inf {y € R | (z,y) € X}
m < M

Vale un risultato analogo per X CR™.

Proof:
(1)1. X limitato = 3 finito m, M

X limitato = JA =[a1,bi]x]ag,b2] : XCA
[2.3,pg.39]

3 finito M =sup{y € R| (z,y) € X} < bs
J finito m =inf{y e R| (z,y) € X} > as
(1)2. Xdominio = 3P = (x0,yo) € X°

X dominio = X #0, XCD(X°)
allora se prendiamo un x € XCD(X?), per la def. di derivato abbiamo:
Vr >0 I(z,r)NnX°\{z}#0 = 3FJPeX
fissato r
(1)3. Dimostriamo che (z,m) € X = (x,m) € F(X)
Per la prop [TOP,1.8,pg.18] vista in topologia, abbiamo:
X dominio = X chiuso = X = F(X)ux°
—~~
[TOP,1.8,pg. 18]
(x,m)e X = (x,m) € F(X)V (z,m) € X°
Se per assurdo (z,m) € X°, si ha
(x,m)e X°=3Ir>0: I((z,m),r)CX
Siae: 0 < e <r, allora si ha
(x,m—e)eI((z,m),r)CX = inf{y | (z,y) eX}<m—-eem<m-ec&0>¢
Assurdo. Quindi (z,m) € F(X).
(1)4. Q.E.D.

P = (z0,y0) € X°CX

Se per assurdo yg = m, allora, per quanto abbiamo visto nel passo precedente,
avremo:

(l‘o,yo) S F(X)
ma questo e’ assurdo, perche F(X)NX° = (.
Quindi yo # m.
Allora,

m=inf{y eR| (x,y) € X} =>m§yo\:/>/m<yo
Yo#Am
e in definitiva:
m<y<M=>m<M
O

Proposition 2.23. Formula di riduzione per integrali tripli per sezione
Consideriamo XCR3 dominio limitato e misurabile e la funzione

flz,y,2) : X — R continua in X
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Per il thm [2.8,pg.43],

EI///X flx,y,2) dxdydz

Inoltre, per il lemma [2.22,pg.51] si ha

3 finito M =sup{z € R | (z,y,2) € X}
3 finito m =inf{z € R | (z,y,2) € X}
m< M
possiamo percio’ considerare lintervallo [m, M].
Preso zZ € [m, M] definiamo la sezione di X di piede z:
Xz = {(z,y) eR? | (2,9,7) € X} = m(azNX)
con a, = {(2,y,2) €R® | z =z}
il altre parole X5 e’ la proiezione della sezione di X tramite il piano z = Z.
Supponiamo che
1. Vz €lm, M| X, e’ un dominio misurabile
2. X, € un dominio misurabile V X, = {(z,y)}
3. X e’ un dominio misurabile V Xy = {(2',y")}
Poiche’ f e’ continua in X, la funzione di due variabili f(x,y,Z), e’ continua
in Xz, Z €]m, M|, inoltre Xz e’ un dominio misurabile , per lipotesi (1.), ed

e’ anche limitato in quanto proiezione di un sottoinsieme di X. Quindi, per il

thm [2.8,pg.43]
3 dxd
/ zf(:v,y,z) xdy (2)

Analogamente, se Z=m e X,, ¢’ un dominio misurabile, si ha la (2).
Definiamo la sequente funzione:

ffX?f(xvyaE> d(Edy EE]m,M[
0 Xm:{(l‘,y)} T —=m
p(z) = fme f(z,y,m) dxdy X,, dominio misurabile
0 Xy ={(z,9)} I

[x,, f(@,y, M) dedy X dominio misurabile
¢(z):[m,M] — R

se @ e’ continua, si puo’ dimostrare che

///X flz,y,2) dedydz = /mM o(z) dz
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Per convenzione si usano i sequenti simboli:

/ f(2,y,7) dedy™p(z) vz € [m, M]

Xz
/mM dz/X f(z,y,2) d:vdyd:ef/mM (/X fz,y, 2) dxdy> dz

Quindi possiamo scrivere:

//Xf(a:,y,z) dxddeZ/mM dz/Xz flx,y, 2) dedy

Valgono formule analoghe per il sezionamento con il piano y =7y oppure t = T:

///x @y 2) dxdydz:/:fl dx//x, fx,y,2) dydz
//Xf(x,y,z) da:ddeZ/mAf” dy/Xy fl,y,2) dedz

Proposition 2.24. Formula di riduzione per proiezione per integrali
tripli

Sia TCR? dominio limitato e misurabile,

alz,y),B(z,y) : T — R continue in T e a(z,y) < B(z,y) V(z,y) € T°.

Queste ipotesi garantiscono che a(x,y) < B(x,y) V(x,y) € F(T) (nota *°).
Sia

oppure

X =T(a, ) dominio normale rispetto all’asse z, di base T
X =T(a,0) = {(z.y.2) eR* | (z,y) € T a(z,y) <z < Bz,y)}

Supponiamo f(x,y,z): X — R continua in X.
Allora, sia definita la funzione

H(z,7) = (7:0) = 5(3)
Y fﬁ & y) Z) dz altriments
(= y)
H(z,y): T —R

questa definizione ha senso perche’

a(@y) # 8(7.9) = oT.y) < B(T,9) = a(@,79), 6(7,7)]
per Hp

f continua in X

(z,9)eT

B(Z,7)
= f(Z,7,2) : [a(Z,7), B(T,7)] — R continua = 3/
a(z,y)

Si puo’ dimostrare che H(Z,7) e’ continua in T e che

B(z,y)
// flz,y, 2 dxdydz—/ H(z,y) dacdy // dxdy/ flz,y,2) dz

(z,y)

Obasta infatti prendere il limite per (z,y) — (o, yo) nella disuglianza di prima, per ogni
(zo,y0) € F(T)
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Questa e’ la formula di riduzione per proiezione rispetto al piano z = 0.
Analogamente valgono le formule rispetto agli altri piani:

B(y,2)

// f(z,y, 2z) dedydz = // dydz/ f(z,y, 2) dz
! a(y,z)
B(,2)

// flx,y, 2) dedydz = // d:z:dz/ (z,9,2) dy

2.5 Solido di rotazione

Proposition 2.25. Sia data una funzione f : [a,b] — R, continua in [a,b].
Facendo ruotare Gy attorno all’asse T otteniamo un dominio limitato e mis-
urabile di rotazione:

T={(#,9,2) € B | d((2,9,2), T) < |f@)], 7€ [ab]} = {(@,0,2) R | ViZ+ 2 < |f(@)l, # € [o,8]}

Il volume di tale dominio e’

b
misT = 7r/ f(z)? dz

Proof: Procediamo per sezione'':
Tr = m(TN{(2,y,2) € R’ |2 =7}) = {(y,2) € R? | y* +2° < f(7)?}

mis T, = 7 f(x)> T, € un cerchio di raggio f(x)

wis? = [[[ d:cdydz—/ d:zc// dydz—/aﬂf x—w/f

2.6 Baricentro e momento
Definition 2.26. Dato 7 dominio di R? limitato e misurabile, si definisce il
suo baricentro Py:

Py = (z0,0) € R?

:ffodxdy yO:fnydxdy

Zo n "
misT ' misT

Definition 2.27. Dato X dominio di R? limitato e misurabile, si definisce il
suo baricentro Py:
Py = (0,0, %0) € R?

x dr dy dz y dx dy dz zdr dy dz
X Yo = X T2 20 = gee X =

To = —— < < . 5
mis X ’ mis X ’ mis X

Se consideriamo la densita’ di massa variabile, espressa dalla funzione

ﬂ(%yaz) X —R

117"($7 Y, Z) = (yv Z)
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avremo

PO = (Io,yo,ZO) € RS

dx dy dz

fffXxu(x,y,z) dx dy dz yO:ffny,u(x,y,z) dx dy dz ZOiffszu(x,y,z)

Tog = M )

M= /// w(x,y, z) dedydz massa totale
X

Se u(X) = {1}, si ricava la definizione data prima.

M ’ N M

Proposition 2.28. Sia X dominio diR™. Se X e’ simmetrico rispetto all’iperpiano
coordinato {x; = 0}, ovvero

(W1, Y25 Yim 15 Yis Yit1s -5 Yn) € X = (W1, Y25+ s Yie1s —Yir Yig1- -, Yn) € X

allora P; = 0, dove P e’ il baricentro di X

Proof: Diamo la dimostrazione per n = 2, supponendo che X sia simmetrico
rispetto all’asse {x = 0}.

Si ha

X =X1UXo ={(z,y) € X |z >0} U{(—z,y) € X [ (z,y) € X1}
X1 X2

XlomXQO :@

Py — ffX T dx

mis X

//X:cdx://Xlscd:c—l—//xzxdx://Xlxdx—f—//X2—(—x)dx://Xl;gEC]lx+//Xl_xdx:0

Definition 2.29. Dato X dominio di R? limitato e misurabile, si definisce il
suo momento di inerzia I rispetto ad una retta r, o ad un punto @ detto polo,
il seguente numero reale non negativo:

I—// 6(x,y, 2) dedydz
P)=d(P,Q): X — R VvV §(P)=d(P,r): X —R
Se consideriamo la densita’ di massa variabile, espressa dalla funzione

,U(l',y,Z) X —R

= // 8% (z,y, 2)u(2,y, 2) dedydz
X

Example 2.30. In particolare il momento di inerzia rispetto all’asse = e’:

d((@,y,2), T) = Vy? + 22

Iz = /// y? + 22 dadydz
X

avremo
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rispetto agli altri assi:

17:/// a® + 2% dwdydz

X

I?:/// y? + 2% dedydz
X

IO:/// 22 4 9% + 2% dedydz
X

Usando la prop. distributiva degli integrali, si ha:

rispetto all’origine:

1
Iozi(fy-l-fg-f-]?)

Example 2.31. Calcoliamo il baricentro (zo,yo, z0) della semisfera non nega-
tiva usando la formula di riduzione per proiezione rispetto al piano z = 0:

S:{(x,y,z)ERB|x2+y2+22§7"2, 220}

T = proiezione di S suz=0 = {(z,y) € R* | 2® +y*> < r?}
a(z,y) =0,0(z,y) = \/T—nyyET
S=X=T(a,p) di base T

In sostanza, fin qui, abbiamo scritto S come un dominio normale di R? rispetto
all’asse z, e di base T'. «, 3 sono continue in 7" e vale

(my)—0<ﬁmy V2 —a? —y? V(z,y) € T° = {(z,y) €R*|d((z,y),(0,0
alz,y) =0=Blz,y) = V/r? —a? —y? V(z,y) € F(T) = {(z,y) € R? | d((,y), (0

fffxa:dwdydz — fffxa:d:vdydz

(0)1. Calcoliamo z = X Tr3

f(xayvz):x:X—)R
Applichiamo la formula di riduzione:

<7°}

0)) =7}

/r2 g2 _y2
// f(z,y, z) dedydz = // dzdy / rdz = / /12 — 22 — 3?2 dady =
X T 0 T

~—
formula di cambiamento polare (vedi [2.40,pg.62])

D = [0, 27]x[0, 7]

2m T
= / dﬁ/o p2cosI/r2 — p2 dp =

formula di riduz. int. doppi

2w T 27
:/ cos ¥ d19/ p*\/1r2 — p? dp:k/ cost) =
0 0 0

=keR

/ p?cosI/12 — p? dddp =
D

= k[cos9])" =0

Nota: abbiamo potuto dire che l'integrale sottosegnato e’ uguale a un k € R
perche’ in esso figuravano solo variabili in p, e I'integrale era in dp.

Quindi g =0
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(0)2. Analogamente si vede che yo =0
(0)3. Calcoliamo zg

In questo caso
flz,y,z2)=2: X —R

TZ_J;Z_U
// flz,y, z dmdydz—// dxdy/ zdz—f//rfx —y? dady
// pdi?dp——z// —2p(r* — p?) dddp =

_[07277] [O’T]
[ e [ w5
== dy [ —2p(r°—p°)dp=—- dd =
1], ; p(r® —p7) 1], 5 ;

—1/2wr4d19—7r7"4
8/ 4

Quindi,

.4

Zr 3
2473 = —7r
ST 8

zZ0 = =
In definitiva
3
(Io, Yo, ZO) = (07 07 gﬂ"/‘)
Example 2.32. Calcoliamo il momento di inerzia della sfera rispetto all’origine.

X:{(x,y,z)€R3\x2+y2+z2§r}

IO:/// 22 +y? + 22 dadydz
X
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Utilizziamo la formula di passaggio a coordinate sferiche vedi [2.46,pg.69]:

f(x yz) =2 +y° +2°
= [0, 27] x [0, 7] x [0, 7]

/// f(z,y, z) dedydz = /// f(pcosdsin g, psindsin p, pcos ) p?|sin ¢| dddpdp =
/// (pcos¥sin p)? + (psin ¥ sin@)? + (pcos <p)2) p?| sin | d¥dpdp =

= / dp// p*(cos? ¥ sin? ¢ + sin® ¥ sin® ¢ 4 cos? )| sin | d¥dp =
, ~~ 0 D,
formula [2.23,pg.51]

cos? ¥ sin? ¢ + sin? ¥sin? ¢ = sin? p(cos? ¥ + sin® ¥) = sin? @
¢ €[0,7] = sinp = |siny)|
D, = sezione di piede p = [0,27] x [0,7] = A Vp € [0,7]

/ p dp// sin? ¢ 4 cos? ) sin ¢ dddp = / p dp// sin pdddp =
27
:/ ot dp/ d19/ sin df =
27
/ P dp/ [ cosplg =

Q/pdp v =
0 0

T o Arx
w/op T 57

Example 2.33. Calcoliamo il momento di inerzia della sfera rispetto all’asse
=
x:

X:{(x,y,z)€R3\x2+y2+22§7“}

Iz = /// y* + 2% dadydz
X

Come nell’esempio precedente, utilizziamo la formula di passaggio a coordinate
sferiche vedi [2.46,pg.69]:

/// y? + 22 dxdydz—/// (psin psin®)? 4 p? cos go)p sinp =

2m
/ dp/ d19/ (sin® psin? 9 + sin @ cos? @) dp =

2
:/ ot dp/ dﬁ/ sin® @ sin? ¥ + sin p cos® ¢ dp (1)
0 0 0
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Calcoliamo 1'ultimo integrale:

T

/ sin® psin? 9 + sin p cos? ¢ dp = /
0 0
s _ 3 ™ 2
/ sin ¢ cos® ¢ dy = [COSSD] =- (%)
0 3 0 3
/ sin® psin? 9 = sin? 19/ sin® ¢ dp =
0 0

/ sin?’godgo:/ sincp(l—cosQ<p) dap:/ singodgo—/ sin ¢ cos? ¢ dgp
0 0 0 0

s
sin® psin? 9 do + / sin p cos? p dp =
0

T 2 4
= /0 smgadgonfogfg
4.9
= —si ’19
3 5in
4 2
:gsin219+§

Ritorniamo all’integrale principale:
r 2
4 2
(1):/p4dp/ —sin? 9 + = dv
0 0o 3 3
2m

27 27
4 50 2 4 . / 2

- Y+ = di=- 9 dv —dy =
/0 3sm —|—3 3/0 sin + A 3

4 (27 4
:f/ sin?d d + —m =
3 /o 3

27 1
/ sin? 9 dY = 50— sind cos 0] =
0

_8_
-3
8 "y 8
=— dp=—1r°
3" /0 AT
Quindi
8
I = —¢b
AT
analogamente si vede che
8
I =1z =1z = —r°
15

Example 2.34. Rassicuriamoci sull’esattezza dei calcoli usando la formula vista
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in [2.30,pg.55]:

Yy
dr
IO = = ?'I"
[2.32,pg.57]
8 5
Iy =Iz=Iz = —r

2.7 Domini regolari

Theorem 2.35. Teorema di Jordan.

Sia v una curva generalmente regolare, semplice e chiusa

= 3ldominio TCR? limitato e internamente connesso tale che F(T) =~y

Questo teorema e’ facilmente intuibile ma difficilmente dimostrabile: il teo-
rema dice che se disegnamo nel piano una curva chiusa, che non si interseca,
e che sia continua, allora la curva delimita quella porzione del piano T, che si
trova “dentro” la curva.

Definition 2.36. Il dominio T associato a <y si chiama dominio regolare ad un
solo contorno di .

~ si chiama contorno di T'

I punti di T° si dicono punti interni a ~

I punti di ext T si dicono punti esterni a ~

Remark 2.1. T(«, 3) € un dominio regolare ad un solo contorno. Dove T'(«, ()
¢’ il dominio normale rispetto all’asse delle x o delle y, definito in [2.4,pg.49]

Remark 2.2. Dato TCR? dominio limitato e intern. connesso,
F(T) = v curva gen. reg. semp. e chiusa = T ¢’ il dominio regolare di v
infatti, per il thm di Jordan,
AT" dominio limit. intern. connesso tale che F(T") = v

ma un tale dominio e’ proprio T', quindi per I'unicita’ di 7" si ha T =T’. E
poiche’ T' ¢ per def. un dominio regolare, anche T lo e’.

Definition 2.37. Siano date vg,71,...,7n, curve generalmente regolari, sem-
plici e chiuse tali che

V1,725 - - - »Yn SONO interne a 7o
Y2 €’ esterna a y;
3 €’ esterna a 2,7

Yo € esterna a Yn—1, Yn-2,---,71
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dove con “interno” ed “esterno” sono usati secondo la definizione [2.36,pg.60].
Il dominio T dei punti del piano non esterni a g e non interni a 1,2, ..., Vs
si chiama dominio piano regolare ad n 4+ 1 contorni.

o si dice contorno esterno.

In poche parole, stiamo delimitando con la curva 7y una porzione del piano,
e questa porzione del piano la stiamo “bucando”, ovvero la stiamo privando dei
punti del piano interni alle varie curve vy, 7va, ..., Vn-

Proposition 2.38. Dato T dominio piano regolare ad uno o piu’ contorni,
allora

1. T e’ internamente connesso

2.
m
T:Un
=1

T°NT;° =0 Vi# j

dove m € N e ogni T; e’ un dominio regolare a un solo contorno, normale,
rispetto all’asse x o all’asse y.

3. T e’ misurabile secondo Jordan.

Theorem 2.39.

1. D dominio piano regolare ad un solo contorno
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o(u,v),Y(u,v) : D — R

@, € CY(D)
{ e ,zﬂ(wﬁé”“” €D
{ Eg;z;] o (ijgzg iZEZZD chiamata matrice Jacobiana

T= {($7y) € RQ | Tr = SO(’LL,U), y= 1/J(U»U) (U,’U) € D}
flz,y): T — R continua in T
la relazione (x,y) = (¢(u,v), ¥ (u,v)) stabilisce una relazione biunivoca fra F(T) e F(D)

allora

1. T e’ un dominio regolare a un solo contorno

2.(/)£‘f(x,y) dxdy::./);.f(w(u7v);w(u,v))‘det[ggi:zg}(mv)’dudv

questa e’ la cosidetta formula di cambio di variabili per integrali doppi.

O

Proposition 2.40. Siano r,R € R, 0 < r < R, allora in ognuno dei sequenti

Corona circolare non negativa di centro (0,0) e raggi r, R

T:{(x7y)€R2|r2§:62+y2§R2, yZO}, D:{(H,p)€R2\O§9§7T, rgpgR}

Corona circolare non positiva di centro (0,0) e raggi r, R

T:{(x,y)eR2|r2§x2—|—y2§R2, ng}, D:{(G,p)ERZ\WSHSQW, rSpSR}

Corona circolare di centro (0,0) e raggi r, R

T={(z,y) eR? | <2’ +y*<R*}, D={(0,p)eR*|0<0<2m, r<p<R}

Cerchio non negativo di centro (0,0) e raggio R

T:{(x7y)eR2|m2+y2§R2, y20}, D:{(G,p)€R2|O§9§7T, nggR}

Cerchio non positivo di centro (0,0) e raggio R

T:{(x,y)eR2|x2+y2§R2, ySO}, D:{(O,p)ER2|7r§0§27r, OSpSR}

Cerchio di centro (0,0) e raggio R

T={(z,y) eR?*|2> +y* <R*}, D={(0,p) eR*|r<6<2m, 0<p<R}

Cerchio di centro (0, R) e raggio R

T:ﬁaweW|®—Rf+f§Rﬂ,D:“&MGW\—I<9<

5 < _g, O§p§2RCOSH}

vale la sequente formula:

//Tf(x,y) dmdyZ//Df(pcos&psinH)p dédp

dove f(z,y): T — R e’ una funzione continua in T
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0O o Pi 2Pi

Figure 1: Corona circolare di centro O = (0,0) e raggi r, R. 0 ¢’ 'angolo POP’,
mentre p €’ la distanza OP. T ¢’ la corona circolare, mentre D e’ il dominio che
viene usato nella formula.

Proof:
(WL T={(z,y) eR* [P <a®+y* <R? y>0}, D={(0,p) eR*|0<O<7, r<p<R}
Cerchiamo di applicare il teorema [2.39,pg.61].
Usiamo le coordinate polari:
T = pcost
y = psinf
Definendo le funzioni
p(0,p) =pcosh: D — R
¥(0,p) = psinh: D — R
possiamo intendere T come:

T ={(#(0,p),%(6,p)) €R | (6,p) € D}
D lo possiamo intendere come il rettangolo

D = [0, 7]x[r, R]
e da qui si capisce facilmente che €’ un dominio piano regolare ad un solo
contorno (vedi figura [2,pg.64]).

@, 9 € CH(D).
Calcolai?m(zb %l determinante dzella ;natricée J za)ucobiana:
@, wo(0,p) », 9,p> (—psin@ cos@) 9 2
det = det = det ) - _ 0+ 9) = —
IR P (wo(ﬂ,p) Gp(0.)) =9 peose  sing) = AL O+ cosTO) = =p

e poiche’ p € [r, R], ed r > 0, il determinante e’ # 0.

Grazie alla (%), esiste una corrispondenza biunivoca tra F(T'), F(D), infatti:
F(D) e composta dai segmenti del rettangolo
al segmento {0} x [r, R] di F(D) corrisponde il segmento di F(T) giacente
sull’asse x positiva.
al segmento {7} x [r, R] di D corrisponde il segmento di F(T') giacente sull’asse
x negativa.
al segmento [0, 7] x {r} di D corrisponde ’arco piu’ piccolo di F(T).
al segmento [0, 7] x {R} di D corrisponde 'arco piu’ grande di F(T).
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|o o| Pi
Figure 2: Corona non negativa di centro (0, 0)

Allora, tutte le ipotesi del teorema [2.39,pg.61] sono rispettate e quindi
/ flz,y) dedy = // f(pcosO, psinf)p dbdp

(2. T = {(z,y) €R2|r <z?+y?<R? y<0}, D={(,p)eR?*|r<O<2m, r<p<R}
Si procede come nel passo precedente, la differenza sostanziale risiede in
D = [m,27] x[r, R]
(3. T={(z,y) eR? | r2 <a?+y> < R?}, D={(0,p)cR*|0<0<2r, r<p<R}
In questo caso non possiamo applicare direttamente il teorema [2.39,pg.61]
perche’ non vi e’ piu’ corrispondenza biunivoca tra F(T) e F(D): come
prima al segmento {0} x [r, R] di F(D) corrisponde il segmento di T gia-
cente sull’asse x positiva, quest’ultimo segmento pero’ non e’ piu’ contenuto
in F(T).

Poniamo allora
T'=Tn{y >0}, D' =[0,7]x[r,R]
T"=TNn[y <0], D" =[m,2x|x[r,R]
Ovvero T" €’ la corona non negativa vista prima e D’ €’ il suo dominio relativo
T" e’ la corona non positiva vista prima e D" ¢’ il suo dominio relativo.
E’ chiaro che
T°NT"° =0, T'UT" =T
D'°nD"° =0, D'UD" =D
e quindi per le proprieta’ degli integrali (vedi [2.1.1,pg.44]), abbiamo

//Tf(:c,y) da:dyZ//T/ f(z,y) dmdy—i—//TH f(z,y) dxdy

/ f(pcosb, psinf)p dep:/ f(pcosB, psind)p d@dp—i—/ f(pcosb,psind)p dodp
D/ D//

D
Su T”, T" possiamo applicare quanto visto prima, e quindi

// f(z,y) dxdy:/ f(pcosb,psin@)p dodp
T D’

/ fz,y) dwdy:/ f(pcosB, psinf)p didp
T// D//

In conclusione,

J[ ) awts= [[ swn) asty+ [[ s dody -

/ f(pcosb,psinf)p d9dp+/ f(pcosB, psin®)p d@dp—// f(pcosb,psin®)p dbdp
D/ D//

21. T={(z,y) eR?* | 2> +y> < R* y>0}, D={(,p)eR?|0<f<m 0<p<R}
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In questo caso, poiche’ 0 < p < R, il determinante Jacobiano e’ zero quando
p = 0, quindi non possiamo applicare direttamente il teorema [2.39,pg.61].

(3)1. Consideriamo allora il cerchio come una corona circolare il cui raggio
interno tende a 0 e dimostriamo cosi’ la formula.
Sia
T, = {2® +y* <r*}, D.=10,7]x[0,r]
T = {7’2 <z?4y?< RQ}, D! = [0, 7] x][r, R
e’ chiaro che
T°NT)° =0, T\UT) =T

D.°nD!° =0, D.UD! =D
allora per la proprieta’ di additivita’ (vedi [2.1.1,pg.44]),

J[ sy awty= [[ s iy [[ st deay

// f(pcosO, psin@)p dbdp = / f(pcosB, psin)p d0dp—|—/ f(pcosB, psinf)p dodp (2)
DI

D//
poiche’ T/ €’ una semicorona circolare non negativa, possiamo apphcare
ad esso la formula:
f(z,y) dedy = / f(pcosO, psinf)p dbdp
TV D
allora

f(z,y) dmdy:/ f(pcosb,psind)p dodp

T7/‘/ D//

/ f(pcosO, psinb)p didp — -/D’ f(pcosO, psinb)p dbdp

//fxy dxdy*/ f(z,y) d:vder/ fz,y) dedy =
TI/

:/ f(pcosB, psinf)p d@dp+/ flz,y) dxdy—/ f(pcosO, psinf)p dbdp (3)
D T DI,

(4)1. Dimostriamo che per 7 — 0T anche [[,, f(pcosb, psin6)p dfdp —
0 !
T/ € un dominio limitato e misurabile, allora per la prop [2.13,pg.47],
e per il thm della media, segue:

/T7< flz,y) dxdy‘ < /T7{ |f(z,y)| dedy

2
mis7, max |f(z,y)| < ™ max |f(z,y)]

<
~—~ (z,y)€T. N~ 2 (zy)eT
(o (00)

2
o< |[[ s dedy| < T max |fwy)

0<

=

prendendo il limite per r — O+, per il thm del confronto

/ flz,y) dxdy‘ =0< lim f(z,y) dedy =0
! T/

r—0+t

lim
r—0+

(o) possiamo usare direttamente il max al posto del sup perche’ f ¢’
continua.

(00) Di certo max f/7, < max f/7. Essendo T, una semicirconferenza,
mis 7T, = ”77’2
(4)2. Dimostriamo che per r — 07 anche [[,, f(pcos, psinf)p dfdp
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Poniamo F(0, p) = f(pcosb, psinf)p.
Procedendo come nel passo precedente, abbiamo:

0<‘// F(b, dd0‘<// F(8,p)| dpdd < max F/p misD. < maxF
<| [ F@.0upis| < [[ 1710, doo < s g mis D] < e
(o

0< ‘/ F(Q,p)dpd@‘ < max F/prr
D,

prendendo il limite per r — 0T, per il thm del confronto

lim / F(o, p)dpd@‘ —0& lim F(0, p)dpdf = 0
r—0+ D’ r—0+t D!,
(00) mis D], = mr

Allora prendendo il limite nella (3) abbiamo

// f(z,y) dxdyf/ f(pcosO, psinf)p dbdp

(1)4. 11 caso del cerchio si dimostra analogamente a quello della corona: si
sfrutta la proprieta’ di additivita’ degli integrali

Example 2.41. Calcoliamo il volume della sfera.
Sia
S={(z,y,2) eR® [ 2® +y*> + 22 <r? 2>0}

la semisfera non negativa di raggio .
Esprimiamo S con una funzione: ricavandoci la z non negativa, abbiamo:

=r2—a22—y2: T —R
T = {(z,y) € R* | 2° +y* < r®} cerchio di raggio r e centro (0,0)
allora

S={(z,9,2) eR*|0< 2 < fla,y), (z.y9) €T} =C(f)
5=0C(f)

Poiche’ f e’ continua e non negativa in T'e T e’ un dominio limitato e misurabile,
allora per il thm [2.16,pg.48] si ha

misS =misC(f) = //T f(z,y) dzdy

Poiche’ T €’ un cerchio di raggio r e centro (0,0), possiamo usare la formula
[2.40,pg.62]:

= [0, 27| x
// f(z,y) da:dy—// f(pcosb,psin®)p dbdp

D ¢’ un dominio normale:
a(f) =0,6(0) =r V0 € [0, 27]
D ={(6,p) € R? | a(8) < p < B(6) 6 € [0,2r]}
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Allora, per la formula di riduzione [2.21,pg.49], abbiamo

2 T
// f(pcosB, psinf)p d@dp:/ de / f(pcosO, psinf)p dp =
D 0 0
2m r 2 r
:/ dﬂ/ p\/12 — (pcos )2 — (psin )2 dp:/ d@/ T2 —p? dp =
0 0 0 0
2 1 T ) 1
= /0 —3 d9/0 (=2p)(r" —p%)2 dp=

moltiplicando e dividendo per —2

2T 2 2\2 r 27 2
:/ . de % :/ 17‘3 do = 17’3/ 1 df= g7r7"3
0 2 5 o 3 3 0 3

0

e poiche’ questo €’ il volume della semisfera, quello della sfera e’:

4
—7r3

3

Definition 2.42. Dominio regolare di R? normale rispetto a z =0
Sia

1. TCR? dominio regolare

2. sta o, B(z,y): T — R, «a,B€ C*T)

3. afz,y) < B(x,y) Y(z,y) €T°

4. X =T(a,B) dibase T = {(z,y,2) € R? | (z,y) € T, a(z,y) < 2 < B(z,y)}

X viene chiamato dominio regolare di R® normale rispetto a z = 0
Analogamente si definiscono i domini regolari normali rispetto a y =0 e x = 0.

Definition 2.43.

n
.. def
XCR3 ¢’ un dominio regolare & X = U X;
i=1
con X; dominio regolare normale rispetto a un piano coordinato

Nota: X e’ un dominio limitato e misurabile perche’ unione di domini limitati
e misurabili.

Theorem 2.44.

1. DCR3 dominio regolare
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gOl(U,’U,lU),(IOQ(U,U,U)),QOP,(U,U,TU) :D—R
P1,P2,P3 € Cl(D)

0
det |: (9017 P2, @3):|

a(@lv Y2, 903) (u,'u,w)
{8@1,@2,@3)}

(1,025 03) | (uv,w)

X = {(wl(uavaw%@2(“7’0771])3903(“7”71”)) € Rd | (U,’U,’LU) € D}
f(z,y,2) : X — R continua in X

#0 Y(u,v,w) € D

matrice Jacobiana del terzo ordine

la relazione (x,y,z) = (p1(u, v, w), P2(u, v, w), p3(u,v,w)) e’ una relazione biunivoca fra F(X) e F(D
allora

1. X e’ un dominio regolare di R3, ed e’ quindi limitato e misurabile

2. ///X f(z,y, z) daxdydz

B 8(80179027903)
— ///D f(gal(u,v,w%<P2(u,v,w),803(u7v7w))’ det {3(%@2’@3)] (o)

‘ dudvdw
questa e’ la cosidetta formula di cambio di variabili per integrali tripli.
O
Proposition 2.45. Siano h > 0,0 < r < R, allora in ognuno dei sequenti casi:

Semicorona cilindrica di centro (0,0), raggi v, R e altezza h

X={(z,y,2) eR*[r* <a®+y* < R*> y>0, 0<z<h}, D=[0,7]x[r,R]x[0,h]
Corona cilindrica di centro (0,0), raggi r, R e altezza h

X ={(z,y,2) eR*|r* <2 +y* < R®, 0< z<h}, D=10,2n|x[r, R]x[0,4]
Cilindro di centro (0,0), raggio R e altezza h

X ={(z,y,2) ER* |2 +y* < R*, 0< z<h}, D=0,27]x[0, R]x[0, h]

vale la sequente formula:

///X f(@,y,2) dedydz = ///D f(pcosd, psind, z)p didpdz

dove f(z,y,z) : X — R e’ una funzione continua in X.

Proof:

1. X ={(z,y,2) eR¥ [P <a?+y? < R?, y>0, 0< 2z« h}
X puo’ essere visto come l'insieme di semicorone circolari ognuna ad altezza
0<2<h.
Adoperiamo le coordinate cilindriche:

T = pcosv
y=psind (%)
2=z
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che sono sostanzialmente le coordinate polari dotate di altezza.
Cerchiamo di applicare il teorema [2.44,pg.67], con

e1(p, ¥, 2) = pcosd
@Q(pvﬁvz):pSinﬁ (paﬂa Z)GD
e3(p,0,2) =z
D = [0, 7] x[r, R]x[0, h]
Abbiamo:
X ={(pcos?, psind, z) | (p,, z) € D}
©1, 92,3 € CI(D)

—psind cos? 0
pcos?d  sind 0l=—-p#0
0 0 1

La relazione () €’ biunivoca tra F(D) e F(X), infatti: F(D) € la superfi-
cie del parallelepipedo D. Ad ogni faccia di D corrisponde una faccia della
semicorona circolare X, ad esempio alla faccia [0, 7] x[r, R]x {0} corrisponde
la semicorona circolare che sta’ alla base di X.

Per il thm [2.44,pg.67] possiamo quindi affermare:

// f(z,y, z) dedydz = // f(pcos?, psind, z)p dddpdz

Proposition 2.46. Nei sequenti casi

Corona sferica intersecata con il primo ottante dello spazio e con lesterno del cono x2 + 3> = 2°

X:{r2§x2+y2§R2, z,Y,2 > 0, z2+y2222}

p=p3] <[ 5o

Corona sferica intersecata con il primo ottante dello spazio

D= [O, g} X {0, g] X [r, R)

Corona sferica

D =1[0,2x] x [0, 7] x [r, R]
Sfera

D =[0,2x] x [0, 7] x [0, R]

st ha

/// flz,y, 2) dedydz = /// f(pcosdsin g, psindsin p, pcos ) p?|sin @| dddedp
b's D

con f: X — R continua in X

Proof: Basta usare le coordinate sferiche:
T = psiny cos v
y = psinpsind

Z = pCcos¢y
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@ si chiama colatitudine P, mentre ¢ langitudine di P. p e’ il modulo del
vettore OP.

e procedere come nel precedente esempio applicando il thm [2.44,pg.67], osser-

vando che I’angolo del cono e’ 7 e quindi ¢ varia tra 7 e 7, e che il determinante

2 b
Jacobiano €’
— p’sing

3 Integrale improprio

Definition 3.1. Sia TCR", f(z) : T — R continua in T\ Ey, e non in Ej,
dove E¢CT e’ un insieme finito.

I punti di E si chiamano punti singolari

Diremo che f e’ generalmente continua in T’

Definition 3.2. Sia f : T — R generalmente continua in 7', con TCR"
dominio misurabile. Sia

F(T)={BCT\E; | dominio limitato e misurabile}

'insieme di tutti i domini di 7\ E'¢ limitati e misurabili.

f € impropriamente integrabile secondo Riemann in T’ 43 finito sup / |f(z)| dx
BeF(T)JB

Questa definizione e’ ben posta perche’ f essendo continua in T\ Ey, €’ anche
continua in ogni B € F(T) e quindi esiste il suo integrale di Riemann in B.

Theorem 3.3. Se
1. TCR" e’ un dominio e misurabile

2. f,g sono generalmente continue in T, con E = Ey = E,, ovvero hanno
gli stessi punti singolari

3. |g(@)] < |f(z)] Vo e T\E

4. f impropriamente integrabile in T
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allora

g e’ impropriamente integrabile in T

Proof:
sia B € F(T)
f, g generalmente continue in T = f, g continue in BCT\E = f, g integrabili in B
int bili in B

fa mtesrablt - / sl drs [1@ldr< sw [|@ld=k e R

l9(@)| < |f(2)va € BET\E B E BeF(T) )b fimpron, ntegs
/|g )| de < k VB e F(T) sup /\g )| < +o0

BeF(T)
O

Definition 3.4. Sia TCR"™ dominio misurabile e f : T — R generalmente
continua in 7'.
Supponiamo che f sia impropriamente integrabile in 7.

CASE: f e’ non negativa in T\ Ey, ovvero f(z) >0 Vo € T\E;

In questo caso, porremo:

[ @@t sup [ (1) ds
T BEF(T)

CASE: f €’ di segno variabile
Poniamo

[ 0@t [ iy [ 5@ = [ ORI 4y [UE@IZIE

dove gli integrali al secondo membro sono integrali i 1mpropr1

Proof:
(1)1. Dimostriamo che queste definizioni hanno senso
(2)1. f(x) non negativa
Poiche’ f €’ impropriamente integrabile in T', per definizione, il sup €’ finito,
quindi fT ) dz €’ un numero reale.
(2)2. f(z) di segno variabile
Siano date le seguenti funzioni:

o) = M+ 1)

f o) = LIS

definite in T\ Ey. Si ha che:
0 < fe(z) <[f(2)] Vo€ T\E; (1)

= max(f(x),0)
= —min(f(z),0)

infatti:
0< fi(z) & — f(z) <|f(x)| vera per le prop. del val. ass.

0<f(2) & flx) <|f(z)|
fr(x) < |f(@)] & flx) < |f(@)]
f(z) < |f(x)] & — f(x) < |f(2)]

(3)1. Dimostriamo che fi sono impropriamente integrabili in 7" sfruttando
il thm [3.3,pg.70]
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Poiche’ f(z) € impropr. integrabile in T', anche |f(z)| lo €’ (segue im-
mediatamente dalla definizione).
Vediamo che Ef, = Ey:
Sia P € Ey,, se per ass. P ¢ Ey = f continua in P =
= |f(x)| continua in P = fi continua in P = P ¢ E, assurdo

Sia P € Ey = P ¢ T\Ey = f+ non definita in P e quindi non continua in P = P € Ef,

Allora,
| f(x)| generalmente continua e improp. integrabile in T'
|fe(@)] < |f(z)| Vo e T\E = f+(z) improp. int. in T
Ey, = Ef thm([3.3,pg.70]

Poiche’ fi sono non negative, si applica la prima definizione, quindi ha

SENso Considerare:
/ filz) de e / f-(z) da
T T

Proposition 3.5. La definizione di integrale improprio in T e’ una generaliz-
zazione dell’integrale di Riemann, infatti, se f e’ continua in T e T e’ limitato,
allora le definizioni coincidono.

O

Proof: Supponiamo f continua in 7', ovvero f e’ generalmente continua in T" e
E¢ = (. Supponiamo che f sia impropriamente integrabile in T
CASE: f non negativa in T\E; =T

Per def di int. improp. si ha:

f continua = T\E; =T

{T dominio misurabile e limitato

TCT = T\E; :>T€.7:(T):>/Tf(m)dm§ sup /Bf(x)dx

BeF(T)
BCT
{f(x)ZOVxeT /f df”</f )dz VB € F(T) BZI;'-‘I()T/f dm</f

def —
/Tf(x) dx—ng?T)Lf(x) dx—/Tf(x) dx

CASE: f di segno variabile
[@dre [ 1@ ds
T T

Avevamo gia’ visto che

sono integrali impropri. Ma fi sono funzioni non negative e inoltre continue
in T, perche’ f,|f] sono continue in T. Allora, per quanto visto nel passo
precedente, i loro integrali impropri concidono con gli integrali. Ecco, che
possiamo usare la proprieta’ di additivita’:

/Tf( dacd—Ef/er dm—/f ) dx =
/|f z)| + f(z /|f z)| - f /\f z)| + f(= |f(D)|+f /f

Definition 3.6. Sia TCR" un dominio misurabile e f : T' — R generalmente
continua in 7'.
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La successione {T,,} di domini limitati e misurabili t.c.

1. T,CT\E; Yne N< {T,} CF(T)
2. T,CTyhi1 VneN
3. HCR" chiuso e limitato , HCT\E; = Jv e N: HCT, Vn > v

la diremo successione di domini invadenti.
La proprieta’ 3. si chiama proprieta’ di invadenza. limitato.

Proposition 3.7. Nelle ipotesi della precedente definizione:

lim misT,, = misT
n—-+o0o

Theorem 3.8.

TCR"™ dominio misurabile

f:T — R generalmente continua in T

~ lim /Tnf(x) dxz/Tf(x) do

{T,} successione di domini invadenti n—+00

f impropriamente integrabile in T

Nota: gli integrali su T, sono degli integrali usuali, perche’ f e’ continua in
T, CT\Ey e T, e’ limitato. Invece, lintegrale al secondo membro e’ un integrale
1Mproprio.

Nota: Questo teorema e’ utile per calcolare effettivamente [’integrale improprio:
se f e’ impropriamente integrabile, basta trovare una opportuna successione
invadente e calcolare il limite.

Theorem 3.9. Teorema della media per integali impropri.

1. f e’ impropriamente integrabile in T

: T R l ¢ ti mT =
f — R generalmente continua in 9 mmisT < fT F(z) do < MmisT

f limitata in T\Ey

dove m = inf x), M = sup T
IGT\Eff( ) EGT\Eff( )

TCR"™ dominio misurabile {

Proof:
(1)1. Dim 1.
Be F(T)

f ¢’ impropriamente integrabile in T' = f continua in BCT\E; =

— |f(2)] ¢ continua in B = 3 / \f(2)] da
B

£ limitata in BCT\E; = |f(x)| < L Vo € B = / |f(x)\dz§/Lda::LmisB§
B B

< LmisT VBe F(T)
Nl
BCT

/|f )| de < LmisT ¥B € F(T) =  sup /|f(x)|dx§LmisT<+oo
B B

BEF(T)
e quindi f e’ impropriamente integrabile in T
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(1)2. Dim 2.
Consideriamo una successione di domini invadenti {T,}. Si ha
f continua in T\E; = = f continua in T;, (1)
T, CT\Ej

{ f continua in T,

T,, dominio limitato e misurabile

= EI/ f(z) dx
Tn

~—~—
thm della media [2.1.2,pg.45]

= my, mis T, < / f(z) de < M, misT,
T’Il

dove m,, = inf f(x), M, = sup f(x)
z€Ty, zeTy,

T,CT\ECT = my >m, M, <M = mmisT,, <m,misT, < / f(z) de < M, misT, < MmisT,
Ty

mmis T, < / f(z) de < MmisT,

Tn
allora, prendendo i limiti per n — +00, e usando la prop. [3.7,pg.73] e il thm
[3.8,pg.73], si ha:

mmisT < / f(@) de < MmisT
T

che ¢’ la tesi.

3.1 Integrale generalizzato

Studieremo l'integrabilita’ secondo Riemann per funzioni generalmente con-
tinue.

Definition 3.10. Sia TCR", dominio misurabile, e f : T — R

f € generalmente integrabile <

def | f € impropriamente integrabile
T ¢’ limitato

Poiche’ gli integrali generalizzati sono un caso particolare di quelli impropri,
tutti i teoremi degli integrali impropri valgono anche per quelli generalizzati.

Theorem 3.11. Condizione di integrabilita’.
Dato TCR™ dominio limitato e misurabile,
f generalmente continua in T, con E; = {Py}

~ Vo e T\{P}

dh,aeR: h>0, 0<a<n tale che |f(z)| < ————&%
|f(2)] @ )

= f e’ generalmente integrabile in T

Proof:
f(z) gen. cont. = |f(x)| gen. cont.
H(P) = W VP e T\ {Py}
|f(z)] < H(z) Vo € T\{P}
Allora, per il thm [3.3,pg.70], basta dimostrare che H(z) e’ generalmente
integrabile in T per ottenere la tesi.
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(2)1. Dimostriamo che H(x) e’ generalmente integrabile in 7'
PrROOF SKETCH:Quello che faremo e’ considerare un B € F(T),
trovare una corona circolare che includa B, in modo tale da poter usare
le formule per le coordinate polari nel calcolo di [, H(z) dx.
Fatto cio’, vedremo che [, H(x) dx ¢ minore di una certa costante
indipendente da B. Quindi il supger(p) [ H(x) dx sara’ finito, e la
tesi acquisita.

T limitato = 3R > 0: I(Py, R)2T
B € F(T) = B dominio = B chiuso

B chiuso
{Po}ZEf:>P0§éB
= Py € B assurdo
~~
[CI1,3.2,pg.37]
d(B,{Py}) >0=0<inf {d(b, P) | b€ B}

allora scelto 0 < r < inf {d(b, Py) | b € B}, si ha
I(Py,r)NB =10 (1)

= d(B,{Py}) > 0 ,infatti, se per ass. d(B,{Py}) =0

Infine notiamo che
BCTCI(Py,R)=r<R

infatti, se per assurdo r > R = I(Py,r)21(FPy, R)DT2B = I(FPy,r)NB = B assurdo contro (1)

Consideriamo allora la corona circolare di raggi r, R e centro FPy:
C={PeR"|r<d.(P,P) <R}

Si ha che BCC, infatti,
P e BCI(Py),R)=d(P,P) <R
(1)= P ¢ I(Po,r)=d(P,F) =r

allora, per le proprieta’ degli integrali (vedi [2.20,pg.49]), si ha

BCC = H(z) d:cg/ H(z) dx

C
thm[2.20,pg.49]

(3)1. Calcoliamo [, H(z) dx
Dimostriamo per n = 2, ovvero ci poniamo in R2.
Trasliamo gli assi cartesiani in modo tale che Py diventi 'origine, o in
altre parole, trasliamo C in O:
Sia Po = (l’o,yo)

rT—29g=2T rT=1
_ < _
{y—yozy {y:y
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Utilizziamo la formula di cambiamento di variabile (vedi [2.39,pg.61]):
{x =p(T,Y) =T+ 0o

y=v(T,9) =Y+
C' = la corona C traslata = {(Z,7) € R* | r < d.((z,7),(0,0)) < R}
0

Il det. Jacobiano €’ (1) 1= 1#0
/H(m,y) dedy= [ H(T+x0,y+yo) dzdy =, =2 H(@+wo,¥+yo) dady
¢ = C' e’ simmetrica Cl*
con C', = C'n {(z,y) € R? | y > 0}
2 H(ZT + z0,y + yo) dZdy = 2/ H(pcos® + xg, psind + yo)p dddp =
C+ formule polari [2.40,pg.62]

1
:2h/ =P d19dp=2h/ Pt dvdp =
D <\/(pcosﬁ+xo—x0)2+(psin19+yo—yo)2) D
™ R T pz,a R
= 2h/ dﬁ/ ptme dp:2h/ [ } dv =
0 r 0 2—-« r
D=[0,x] x[r,R]
2hm o a
:2—a(R2 - )
2hm 2hm
H dedy = —— (R*™@ —p27@ < 2-a _
/C (z,y) dxdy 2—a(R ) < 2—aR

r<R, a<2
Quindi abbiamo dimostrato che

VB e F(T) / H(z)dx < / H(z)dx <k
B el
dove k dipende solo da R, quindi non dipende da B. Percio’:

sup H(z)dx <k < +o00
BeF(T)JB

Theorem 3.12. Criterio di non integrabilita’.
Dato TCR™ dominio limitato e misurabile,
f generalmente continua in T, con E; = {Py}

h
Jh,a € R: h >0, a>n tale che |f(x)| > —————5 Vr € T\ {F,
@12 Gy (R}

= f non e’ generalmente integrabile in T

Proof:
Poniamo

hyper\ (R

HP) = (. )

(1)1. Dimostriamo per n = 2
CASE: a > 2
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Supponiamo per assurdo che f sia generalmente integrabile, allora

h
~ = =1 < |f(z, V(z,y) € T\E;
@.(P.B) P Ty) |f(z,y)| V(z,y) € T\Ey
= # e’ generalmente integrabile
—~~ (de(P, Py))* & &

thm[3.3,pg.70]
Poiche’ T' e’ un dominio, possiede punti interni. Supponiamo che Py € T°.
E’ allora lecito considerare un cerchio I(P,, R)CT.
Siar>0: I(Py,r) C I(Py,R—¢), dove € > 0 €’ tale che r < R —¢, e sia
infine C' la corona circolare di centro Py e raggi r, R:
C={PeR"|r<d.(P,P)<R-—¢}
ccT
Py ¢ C = C e F(T)

C' €’ un dominio limitato e misurabile

CeFT) = / H(z,y) dxdy < sup /H(x,y) dzxdy (1)
c BeF(T)/B

Calcoliamo allora f o H(z,y) drdy: ripercorrendo la stessa parte della di-
mostrazione del teorema [3.11,pg.74] che riguardava l'integrabilita’ di H(x)
(alla fine del passo <3>.1), arriviamo a:

/ H(z,y) dxdy = 2hm (R*~ —r*"*) =2k (
C 2—«

stavolta pero’ a > 2 e quindi

RQ*OL o 7,2704 c}72 _ R2—a
H =2 S — re=2 v
/C (z,y) dxdy h7r< oy ) h7r< - >

e prendendo i limiti per » — 0 abbiamo

2—«

R27a _ 7A2foc >

lim/ H(z,y) dxdy = +o0
0Jc

r—
e quindi prendendo i limiti nella (1) deduciamo che il sup non €’ finito, e
questo €’ in contrasto con l'ipotesi che H(x,y) sia integrabile: assurdo.
CASE: a =2
Procediamo come prima. In questo caso si arriva pero’ a:
R
H(z,y) dxdy = 2hrmlog —
T

e anche in questo caso prendendo il limite per » — 0 si arriva all’assurdo.
Resta solo da dimostrare il caso in cui Py € F(T). O

3.2 Integrale illimitato

Studieremo l'integrabilita’ secondo Riemann per funzioni continue definite in T’
non limitato.

Definition 3.13. Sia TCR", dominio misurabile, e f: T — R

f ¢ impropriamente integrabile
f ¢’ illimitatamente integrabile & [ € continua in T', ovvero E; = ()

T ¢’ non limitato
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Poiche’ gli integrali illimitati sono un caso particolare di quelli impropri, tutti
i teoremi degli integrali impropri valgono anche per quelli illimitati.

Theorem 3.14. Condizione di integrabilita’.
Dato TCR"™ dominio non limitato e misurabile,
f continua in T,

Jh,a,7 € R: h,7 >0, a > n, tale che
= Yz e T\I(O,T)

h
@l < G o

= f e’ illimitatamente integrabile in T

dove con O indichiamo origine di R™, ovvero (0,0,...,0), con d. la distanza
euclidea, e con I(O,r) un intorno di raggio r di O.

Proof:

Poniamo H(P) = W

(1)1. Dimostriamo il thm in R?, supponendo che 1(O,7) € T

Procediamo in modo analogo alla dimostrazione del thm [3.11,pg.74].

Consideriamo B € F(T'). Sia Py = O. Poiche’ O ¢ T, Py ¢ B.
Poiche’ B ¢’ limitato, 3R > 0: I(Fy, R)DB
Poiche’ B e’ chiuso, come visto nella dim. del thm [3.11,pg.74], Ir > 0 :
I(Po,r)ﬂB = @
Sia allora C' la corona circolare di centro Py con raggi r, R. C' contiene B.
Poiche’ o > 2, cosi’ come fatto nella dim del thm [3.12,pg.76], arriviamo a:

1 1
/ H(z,y) dzdy = 2hn <W>
C a—2
allora, prendendo i limiti per » — 7 e per R — 400, abbiamo:

. 1
THF,hRHi>+oo /c H(z,y) dedy = Zhﬂ'm =keR
k e indipendente da B.

BCC = / H(z,y) dedy < / H(z,y) daedy = / H(z,y) dedy < k
B ¢ prendendo i limiti
In conclusione, per 'arbitrarieta’ di B abbiamo dimostrato che

VB e F(T) / H(x,y) dedy <k
B

e quindi
sup / H(z,y) dedy < k
BeF(T)JB
quindi H(z,y) € illimitatamente integrabile in 7T
(1)2. Q.E.D.
< H(z)=|H VeeT
F(@)] . (:c) | (x)\ ve o = f €’ illimitatamente integrabile in T’
H(z) illimitatamente integrabile in T ~
thm[3.3,pg.70]
O

Theorem 3.15. Criterio di non integrabilita’.
Dato TCR"™ dominio non limitato e misurabile,
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f continua in T,
Jh,a, T €R: h,7 >0, 0 <a<n, tale che
h
> ———F Ve e T\I(O,T
@) > g Yo € TVIO.7)

= [ non e’ illimitatamente integrabile in T

4 Integrali curvilinei

Definition 4.1. In R? (ma analogamente in R"), sia

1. v una curva sghemba regolare

2.
x = z(t)
v: qy=y(t) telab]
z=2(t)

una sua rappresentazione parametrica da cui si evince che e’ regolare
3. f:v — R una funzione continua in vy
allora definiamo integrale curvilineo esteso alla curva regolare « della funzione

f:
/ g =) ds2 [ pat), ut), 2(0) H() dt

[a,b]
dove H(t) = \/z'(t)2 + ' (t)2 + 2/(1)2

L’integrale a IT membro esiste perche’ la funzione integranda e’ composizione
e prodotto di funzioni continue.

Si puo’ dimostrare che 'integrale a II membro e’ indipendete dalla scelta della
rappresentazione parametrica di 7.

Proposition 4.2. Valgono alcune proprieta’ degli integrali estesi. Sia

x = z(t)
viqu=yt) telab]
z=z(t)

di rappresentazione parametrica regolare e sia f : v — R una funzione con-
tinua n 7.

1. Prop. di additivita’: preso un c €]a,b[ e considerando le curve

M (2(t),y(t), 2(1)) t € a,d]
Y2 (2(t),y(t), 2(1) t € [c,b]

la cui unione e’ vy, si ha

Y, 2) ds = Y, 2) ds + Y, 2) d
Lf(zyz) s /%myz) s L2f(zyZ) s
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2. Prop. distributiva:

/ af(2,y,2) + Bg(x,y,2) ds = a /
:

~

f(@,y,2) ds + 8 / oy, =) ds

~

dove f,g: v — R sono continue in ~y.

3. Teorema della media:

mi(y) < /f(x,y,Z) ds < Ml(v)

dove

7

I(v) e’ la lunghezza di 7y, che essendo regolare, per il thm [1.15,pg.7] e

I(y) = H(t) dt = V' ()2 +y (62 + 2/ ()2 dt
[a,b] [a,b]

m =min f(y), M =max f(7)

Proof: Le prime due proprieta’ si dimostrano immediatamente rifacendosi alla
definizione e alle proprieta’ degli integrali estesi.
Dimostriamo il teorema della media.
Per definizione di m e M abbiamo

m < f(z(t),y(t),2(t)) < M

mH(t) < f(z(t),y(t), 2(t))H(t) < MH(t) Vt € [a,b]
da cui usando la proprieta’ [AII,1.20,pg.16] degli integrali estesi, che deriva dal
thm della media degli integrali estesi, si ha:

mH(t) dt < /[ OO HO < | MHE d

[a,b] [a,b]

m [ HE) dtg/f(x,y,z) ds< M [ H(@)dt
[a,b] v [a,b]

mi(y) < /f(w,%z) ds < MI(7)

Definition 4.3. In R? (ma analogamente in R"), sia

1. v una curva sghemba generalmente regolare, oppure generalmente regolare
e chiusa

x(t)
y(t) te€la,b]
z(t)

V1,72, - - -, Yn curve regolari t.c.

n
U%‘ =7
i=1

iy €{Ci—1,C;,Cj_1,C;} peri#j ovvero, v;,7y; hanno in comune al piu’ i loro estremi

T
TENY
z

C;_1,C; sono gli estremi di ~;

Cj—1,C; sono gli estremi di vy;

80



una sua rappresentazione parametrica da cui si evince che e’ gen. reg.
oppure gen. reg. chiusa. Poiche’ v €’ gen. reg., le varie +; esistono per
definizione.

3. f:v — R una funzione continua in =y

allora definiamo 1'integrale curvilineo esteso alla curva generalmente regolare
della funzione f:

Ly, 2) ds ,,dd:efn Ly, 2) d
Lf(xyz)s if(zyZ)s > [ sz as

1=1 K

Questo integrale appena definito si chiama anche circuitazione di f su ~y. Si
puo’ dimostrare che e’ indipendente dalla particolare scelta delle varie +;.

Proposition 4.4. Valgono le stesse proprieta’ viste in [4.2,pg.79]

4.1 Baricentro e momento curvilinei

Definition 4.5. Data I curva sghemba, generalmente regolare semplice oppure
generalmente regolare semplice e chiusa, si definisce il suo baricentro Pjy:

Py = (%0, Y0, 20) € R?

f,y x dr dy

rg="2L—=
1(7)

B fv y dx dy
)

fy z dx dy

2p="2——"
L(v)

dove I(y) e’ la lunghezza di 7 che esiste perche’ essa e’ rettificabile.
Se consideriamo la densita’ di massa variabile, espressa dalla funzione

plx,y,z): X — R
avremo
Py = (20,90, 20) € R?

fv zp(x,y, z) de dy dz

o =

M
~ Lyn(a,y,2) de dy dz

Yo = i
f,y zp(w,y, 2) do dy dz

Yo = Vi

M = /u(m,y,z) drdydz massa totale
¥

Se u(X) = {1}, si ricava la definizione data prima.
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Definition 4.6. Data I" curva sghemba, generalmente regolare semplice oppure
generalmente regolare semplice e chiusa, si definisce il suo momento di inerzia
rispetto ad una retta r, o ad un punto @ detto polo, il seguente numero reale

non negativo:
I= / 82(x,y, 2) dedydz
y
§(P)=d(P,Q): X — R V §(P)=d(P,r): X — R
Se consideriamo la densita’ di massa variabile, espressa dalla funzione

pla,y,2): X — R
avremo

I=/52(x7y72)u(%y72) dadydz
.

Example 4.7. In particolare il momento di inerzia rispetto all’asse T e’:

d((:(:, Y, Z)’ ?) =y + 22

I = /y2 + 2% dedydz
2l

rispetto agli altri assi:

Y

I+ = /a:2 + 2% dadydz
¥
I3 = /y2 + 22 dzdydz
¥
rispetto all’origine:
Io = /x2 +y? + 2% dadydz
gl
Usando la prop. distributiva degli integrali curvilinei, si ha:

(Iz + I + I7)

N~

Io =

5 Forme differenziali lineari

Definition 5.1. Sia QCR?, Q # (), aperto.
La seguente espressione,

X(z,y,2z)dx + Y (x,y,2)dy + Z(x,y,2)dz

che indichiamo brevemente con w, si chiama forma differenziale lineare in 2,
nelle variabili XY, Z. Dove XY, Z sono le seguenti funzioni:

X(.’L‘,y,Z),Y(.T7y,Z)7 Z(CE,y,Z) Q2 —R
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Stabiliamo che

w e di classe C*(Q) ¥ X,V Z € C*(Q)

e infine

(2, y,2) = X(2,9,2)
w e’ esatta o integrabile &f JF(z,y,2) : Q@ — R t.c. ¢ IF(z,y,2) =Y (z,y,2)
IF.(2,y,2) = Z(x,y,2)

F' si chiama primitiva della forma differenziale w.

Analogamente si possono ridare queste definizioni in R™.

Proposition 5.2. Sia w una forma differenziale lineare esatta in ). Si ha

F(z,y,2):Q R e’ imativa di S .
{ (@,9,2) : @ — R e’ una primitive di w = G, F sono primitive di w in

deeR: G(z,y,2) = F(z,y,2) + ¢
o equivalentemente
F(z,y,2z): Q@ — R e’ una primitiva di w = F(z,y,z) + ¢ e’ una primitiva di w

1l viceversa vale pero’ sotto opportune ipotesi.

Proof:

(1)1. La proposizione e’ diretta conseguenza della definizione e delle proprieta’
di derivazione: D, [F(z,y,z)+c| = Fy(z,y, z). Diamo percio’ un controe-
sempio per vedere che il viceversa non vale .

Sia
Q= {(z,y) eR? |y >0}
Oy = {(x,y) ceR? |y < 0}
Q= QU0
Consideriamo la funzione .
F(z,y)==—:T —R
e consideriamola come la primitiva d?iJ una forma differenziale w: calcoliamo

quindi le sue derivate parziali per trovare X (z,y),Y (z,y):

1
X(z,y) = Fy(z,y)=—:T —R
)

Y(z,y) = Fy(z,y) = —y% T — R
Un’altra primitiva di w e’ la funzione
Glay) = {F(az,w +1 (2,y) €™
F(z,y)+2 (x,y) € Qo
G e F non differiscono di una costante, infatti,
G(z,y) — F(z,y) =1 VY(z,y) €
G(z,y) — F(z,y) =2 Y(x,y) € Qo
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Proposition 5.3. Dato QCR3, Q # 0, Q aperto, e inoltre Q internamente
connesso, e data w forma differenziale lineare esatta in 2, si ha

F(z,y,2):Q R e’ imativa di o .
{ (@,9,2) : @ — R e’ una primitive di w & G, F sono primitive di w in

deeR: G(z,y,2) = F(z,y,2) + ¢

Quindi, in questo caso, l’insieme di tutte e’ sole le primitive di w e’:
/w = /X(sc, y,z2)dx + Y (z,y,2)dy + Z(z,y, z)dzd:ef{F(ac,y, z)+c|ceR}

dove F(x,y,2) e una qualsiasi primitiva di w.

Proof:
(1)1. L’implicazione = ¢’ stata gia’ vista nella prop. [5.2,pg.83]. Dimostriamo
il viceversa.

e (2,y,2) = X(2,y,2)
F primitiva di w in Q = { 3F,(z,y,2) =Y (z,y,2) V(z,y,2) € Q
3}72 (1‘7 y’ Z) = Z(x7 y7 Z)
d’altronde, le derivate di G(z,y, z) sono le stesse di F(z,y, z), ovvero G ed
F hanno lo stesso gradiente, allora

{gmdF(a@,y7 z) = gradG(zx,y, 2)V(z,y, z) € Q N Y eR: Fla,y.2)— Gy, 2) = cin Q

Q aperto non vuoto internamente connesso
cor [AIL9.9,pg.103]

O
Proposition 5.4. Sia Q un aperto e sia w una f.d.l esatta in ) e sia w di classe
C°(Q).
F e’ una primitiva di Q = F e’ differenziabile in Q
Proof:

Q di classe C°(Q) & X,Y,Z € C°(Q) (%)
Fp(2,y,2) = X(2,y,2)
F primitiva di w in Q = { 3F, (z,y,2) = Y (z,y,2) V(z,y,2) €Q = F,, F,, F. € C°(Q)
IF.(2,y,2) = Z(z,y, 2) (+)
= F ¢’ differenziabile in
~~
[AIL9.3,pg.96]

Example 5.5.

z Y 1

Example 5.6. Esempio di forma differenziale lineare non esatta.

w = ydx + 0dy, Q =R>
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Supponiamo per assurdo che F'(z,y) sia una primitiva di w, allora
Fo(r,y) =y [ Fay(z,y) =1
Fy(z,y)=0 Fy(z,y)=0

Ma per il thm sull’invertibilita’ dell’ordine di derivazione di Schwartz (vedi
[AIL9.1,pg.93]), si ha:

Foy(z,y) = Fyo(z,y) ©1=0

assurdo. O

5.1 Integrale curvilineo della f.d.l.
Sia QCR3, Q # 0, aperto, e siano X,Y, Z le seguenti funzioni:
X($, Y, Z)a Y(IL’, Y, Z)v Z(Iv Y, Z) 2 —R

continue in §, ovvero X,Y,Z € C°().
La forma diff. lin. w

e’ quindi di classe C°(Q).
Definition 5.7. v regolare

Sia
= z(t)
Vi qu=ylt) telab]
z = z(t)

la rappresentazione parametrica da cui si evince che v e’ una curva sghemba
regolare. Supponiamo inoltre che yC(2, allora poniamo

B B
(’y)/A w = (7)/A X(z,y,2)dx + Y (x,y,2)dy + Z(x,y,2)dz

b
def / X (), y(0), ()2’ (1) + Y (2(t), y(0), ()5 (1) + Z(a(t),y(8), =(0)'(8)] de
dove A = (x(a),y(a), 2(a)). B = (2(b),y(b). 2(b)) sono gli estremi di ¥

Definition 5.8. v generalmente regolare semplice
Sia
= x(t)
vi Sy=uy(t) te€la,b
z = 2(t)
la rappresentazione parametrica da cui si evince che v e’ una curva sghemba

generalmente regolare e semplice. Supponiamo che yCf).
Essendo v generalmente regolare, esistono 71, ...,7, curve regolari tali che

r
= U%‘
i=1
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allora poniamo

B def . <

'y/ w= %/ w

o, =)

dove A = (z(a),y(a), z(a)), B = (z(b),y(b), z(b)) sono gli estremi di v
Ci—1, C; sono gli estremi di ;

Definition 5.9. v generalmente regolare semplice chiusa
Sia

v qy=yt) telab

la rappresentazione parametrica da cui si evince che v ¢’ una curva sghemba
generalmente regolare semplice e chiusa. Supponiamo che vCQ.
Essendo ~ generalmente regolare, esistono 7, ...,7, curve regolari tali che

r
v = U%‘
i=1

Stavolta pero” A = B. Scegliamo allora un verso di percorrenza, ad esempio
quello delle t crescenti, e poniamo

r c;

| o= [ X+ Yy dy+ 26y a2y 0w
+y +v =1 JCim

. - ) .o, . .
dove il vettore C;_1C; € positivo secondo il verso fissato su 7y

CO =C,

Proposition 5.10. Proprieta’ di additivita’.
Nelle ipotesi della definizione [5.8,pg.85], o della [5.9,p9.86], preso un punto
C = (z(c),y(c),2(c)), c€la,b|, si ha

(7)/AB w = (71)/Acw + (72)/CBW

dove v = {(2(1),y(t), 2(1)) | t € [a, ]}, 72 = {(=(t),y(t), 2(2)) | ¢ € [¢,0]}

Proposition 5.11. Sia w una forma diff. lin. in Q, nei coefficienti X,Y, Z. Si
ha

w di classe C°(Q) B

w esatta = (’y)/ w=F(B)—-F(A)

YCQ curva gen. reg. semp. di estremi A, B
dove F(x,y,z) : Q@ — R e’ una qualsiasi primitiva di w.

Proof:
(1)1. Supponiamo inizialmente che ~y si regolare
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Sia v = {(z(t),y(¢t), 2(t)) | t € [a,b]} una rappr. param. da cui si evince che

v €’ regolare. Quindi

B = (2(b),y(b),2(b)), A = (z(a),y(a), 2(a))

z,y, 2 € C*([a,b]) = ,y,z sono derivabili in [a,b] (1)
A, (z,y,2) = X(2,9, 2)

w esatta = JF(x,y,2) : @ — R primitiva di w = { 3F,(z,y,2) = Y(2,y,2) V(z,y,2) € Q (2)
A (2, y,2) = Z(2,y, 2)

=  F differenziabile in Q (3)
-~

[5.4,pg.84]

B b
) 0= [ X @090 2020 + Y (0,500 20 () + Z(a(t) 9(6),20)2'()] dt =
b

{w di classe C°(Q)

w esatta

[
[Fx(x(t)v y(t)7 Z(t))x,(t) +eeet Fz(x(t)v y(t)v Z(t))z/(t)] dt =

a

—
(2

Il
|
—~
=
—~
=
~
<
—
(=)
~
N
—~
=
~—~
~—
I
|
—
8
—
S
~—
<
—
]
~—
IS
—
S
~—
~
Il
|
—~
%
~
|
|
—~
b
~—

)
b
= [ DIFaO.y0.0) @
()

(*) Per il thm di derivazione di funzioni composte (vedi [AIIl,9.4,pg.97]). Per
la (1) e (3) e poiche’ yCf), le ipotesi sono rispettate.
(1)2. Supponiamo adesso che 7y sia gen. reg. semp.
Essendo v generalmente regolare, esistono =1, ...,7, curve regolari tali che
-

Y= U Vi
i=1
Siano C;_1,C};, gli estremi di ogni curva ~y;, dove Co = A, C,. = B
w esatta = JF primitiva di w in

B r C; L
) w= Zm/c e o YRO)-FCL) o FC) - F(C) = F(B) - F(4)

passo prec. =1 somma telescopica
O

Theorem 5.12. Criterio I per l’esattezza di w
Sia QCR3, non vuoto, aperto e internamente connesso.
Sia w una forma diff. lin. nei coefficienti X,Y,Z e di classe C°(Q). Si ha
w e’ esatta in Q &

Py

SVP),PLeQ:Py# P, dkeR: (’y)/ w =k VyCQ curva gen. reg. semplice di estremi Py, P

Py
Proof:
(1)1. Dim =

w esatta = JF primitiva di w in

Py

(72/190 w = F(P)—-F(P)=keR
prop [5.11,pg.86]

e ovviamente k non dipende da 7.

Nota: l'esistenza di v €’ garantita dal fatto che §2 sia internamente connesso:
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infatti, esiste almeno una poligonale di punti terminali Py, P;.

(1)2. Dim <«
Dobbiamo dimostrare che w e’ esatta, ovvero dobbiamo trovare una sua prim-
itiva. Sia fissato Py = (o, Yo, 20) € 2 e sia definita la seguente funzione

0 Pl:PO'Q—>R

(v }i’?w Pi# Py

F(P) =

dove vCf2 curva gen. reg. semplice di estremi Py, P;
Per Hp F(P;) non dipende dalla particolare scelta di 7.
Dimostriamo che F' €’ la primitiva cercata, ovvero dimostriamo che
AF,(P) = X(Py)
AF.(P) = Z(P)
Distinguiamo due casi
CASE: Py =P,
Dimostriamo la (%) solo per F.

=0
F F F F(P, P
Fy(P) = lim L@yuz) = Flavyna) o F(@ige.%0) = () = lim L8
T—T Tr — T ~~ z—xg T — To ~ r—=%o L — 0
Po=P; P=(z,y0,20)#P1
P
w
= lim 7(7)[})0

N~ r—zo T — T

(%)

(**) Poiche’ stiamo considerando il limite, e’ lecito supporre P # P; = Py
e quindi x # xg.

Possiamo anche supporre che
Py € Q aperto = 359 > 0: I(FPp,00)C0
supponiamo x €|xg — dg, z¢ + do[ cosi’ da avere
P, Py € I(Po,00)CQ = PPycQ

—
fatto questo, come curva -y scegliamo proprio il segmento PPy, di rappre-
sentazione parametrica

=1
P———
y=PP: Sy=yy tE]a,b
zZ =20

a = min {zg,z}, b=max{zg,x} (1)
quindi dalla (x) abbiamo
(W, I X (t o, 20) dt X (€, 0, 20) (b — a)
Fo(P) = lim —2 " = iy Lo 2 IO - lim —>2Y0 -
z—x0 T — X T—x0 T — X ~~ T—x0 T — X
thm della media (**)

. X(& 90, 20)|r — 2ol .
= 1 =1 X 2
Jim. P Jim (&, 90, 20) (2)

1)
(**) X e’ continua perche’ w e’ di classe C%(Q).
Chiaramente per z — z( si ha che & — z, infatti, supponiamo per fissare
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le idee che = > x¢, allora [a, b] = [x0, 2], si ha
E€a, b =[zp, 2] =0 <<z = 1290< lim <zp=> lim =1
~~ T—T0 T—x0
per x—xo

Quindi, poiche’ X e’ continua, dalla (2) abbiamo
Fo(P) = IEH;OX(E’QO,ZO) = X (20,0, 20) = X (1)
CASE: Py 7é P

Py € Q aperto = 36) >0: I(Py,67)CQ
(51 = min {(5;,d(P1, Po)}
supponiamo x €|z — 01,21 + 01[\ {z1} cosi’ da avere
P=(x,y1,21), P, € [(P1,6,)CQ = s = PP,CQ (1)
Per la scelta di d; si ha che Py ¢ I(Py,61).

P P
F(xayhzl)_F(xhylaZl) (’Y/ypow_ (’yypolw

F,(Py) = lim

T—T1 r — X T—T1 r — I
Cerchiamo adesso di sfruttare la proprieta’ di additivita’ (vedi [5.10,pg.86])
per semplificare gli integrali al numeratore. Per Hp possiamo scegliere
liberamente sia 7’ sia ~, allora
sia 7/ = sUy

= lim

g . . .

dove s = PPy €’ il segmento di estremi P, P;

~ €’ una curva gen. reg. semplice di estremi PyP, tale che yNs = P, vCQ (2')
(1),(2") = +'CQ, 4 gen. reg. semplice di estremi P, P

=1
s:qy=y1 tE€lr,a]

=21
L’esistenza di 7y e’ assicurata dall’interna connessione di €.
Ritorniamo la rapporto incrementale:

P P P P

. (ry)fPol w+ (S)IPl W= (’Y)I‘Pol w . (S)fpl w . f;l X(t7 Y1, Zl) dt

F.(Py) = lim = lim ——— = lim
di [5\1/(;/ 86] r=n T =T =T T — X T—=T1 r—T
vedi [5.10,pg.86

A questo punto procediamo come nel passo precedente:

. X&) (e —x .
Fu(Pr) N, lim &y 21)( 1) = lim X(& y1,21) = X(21,91, 21)

1

Tr—xT1 €T — le r—x
thm della media

O

Proposition 5.13. Il teorema [5.12,pg.87] e’ utile per il calcolo dell’integrale
('y)f]])? w. Infatti, nelle Hp del thm, non importa piu’ chi sia 7y, e quindi possiamo
scegliere arbitrariamente una ', che sia gen. reg. semplice e di estremi Py, P;.
Owvviamente, sceglieremo quella piu’ semplice possibile. Fatto cio’, avremo:

W%:w=W%jw
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Da cio’ discende il sequente risultato:

sew e’ esatta e v €’ una curva gen. reg. semplice e di estremi Py, Py, si ha:

Py by ba b3
(’y)/ w = X (t, 90, 20) dt+/ Y (x1,t, 20) dtJr/

P[) al as

(%)
dove
Py = (20,90, 20), P = (z1,y1,21)
a1 = min{zg, z1}, by = max{xg, 1}
az = min{yo,y1}, b2 = max {yo,y1}
a3 = min{zg, 21}, by = max{zp, 21}

as

Y(Il, Y1, t) dt

—
Proof: Come curva 4/ possiamo prendere il segmento PyP;, oppure una qual-
siasi poligonale. Una poligonale che puo’ rivelarsi utile e’ v/ = s1UsyUsz, dove

S1, 82,83 sono i segmenti:

/ sl /
81:P0P0, SQZPOPI, 83:P1P0

P[; = ($1,y0,2’0), Pll = (3017?41,20)

Con questa scelta abbiamo:

Tl ol

e poiche’ le rappr. param. di si, S2, S3 sono
a; = min{zg, 21}, by = max{zg,z1}
az = min{yo,y1}, b2 = max{yo,y1}
as = min{zp, 21}, bs = max{zp, 21}

r=1t Tr=x
S1: y=1v0 tE€]la,bi], So y=t
Z =20 Z =20

90
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z=1
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per definizione avremo:

P, by
(81)/13 w= [ X(x(t),y(t), 2()2"(t) + Y(x(t), y(t), 2(£))y'(t) + Z(x(t), y(t), 2())2'(t) dt =
b1

= X(t7y0720) dt

ai
P! bo
(32)/ w= Y(x1,t,20) dt
0 a2
P
(53)//
0
Py b2 b3
('y'?/ w = X (t,v0, 20) dt+/ Y (z1,t,20) dt—l—/ Y (z1,y1,t) dt
P, ~~ a

(*) “ “

b3
w:/ Y(x1,y1,t) dt
as
by

O
Proposition 5.14. Nelle stesse ipotesi del thm [5.12,pg.87], e fissato Py € Q

st ha

0 P=P
P "0 —R e una primitiva di w
(’Y)fpow P%PO

dove yCQ curva gen. reg. semplice di estremi Py, P

w e’ esatta = F(P) = {

Proof: Segue dal thm [5.12,pg.87] e dalla dimostrazione del secondo passo dello
stesso thm.

Theorem 5.15. Criterio I’ per l’esattezza di w
Sia QCR3, non vuoto, aperto e internamente connesso.
Sia w una forma diff. lin. nei coefficienti X,Y,Z e di classe C°(Q). Si ha

w e’ esatta in Q2 < VyCQ / w=0
+v

dove v e’ una curva gen. reg. semplice chiusa

we’esattamQ@VEQQ/ w=0
43

dove ¥ e’ una poligonale semplice e chiusa

Osservazione: questo teorema e’ utile per dimostrare che una f.d.l e’ non esatta:
basta trovare una yCS) gen. reg. semplice chiusa tale che f+7w #0.

Proof:

(1)1. Dim =
Sia v una curva gen. reg. semplice chiusa. Fissiamo A # B € . Per la prop.
di additivita’ (vedi [5.10,pg.86]):

[omf e

dove v1Uy2 =, mMNy2 = {4, B}
1 di estremiA, B, 7» di estremi B, A

1,72 curve gen. reg. semplici
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Poiche’ w e’ esatta e poiche’ A, B € yCQ, e per il thm [5.12,pg.87]

(71)/:3‘" =k= (72)/ABW = —(72)/:w
[Mw = (71)[4300 + (’72)/BAW = (’)’1)/ABw — (%)/ABW =0

(1)2. Dim <= . Daremo solo uno schizzo di dimostrazione. I passi segnati con
() sono quelli che non sono stati dimostrati.
Dimostriamo che

Py
VPy,PLeQ:Py# P dkeR: (’y)/ w =k VyC curva gen. reg. semplice di estremi Py, P;
P

cosi’ dal thm [5.12,pg.87] seguira’ la ‘sesi.

Fissiamo Py, Pi, e siano 1, v2CS2 due curve gen. reg. semplici rispettivamente
) ) )

di estremi Py, Py e Py, Py, che esistono perche’ {2 ¢’ internamente connesso.

Distinguiamo due casi.

CASE: y1Nye = { Py, P1}, ovvero 71,72 hanno in comune al piu’ gli estremi
Se consideriamo vy = y;U~s, avremo una curva gen. reg. semplice e chiusa.
Infatti, e’ semplice perche’ 71,72 non hanno punti a comune oltre agli es-
tremi. E’ gen. regolare perche’ unione di curve gen. reg. Ed e’ chiusa

perche’ non esistono estremi.

F.

Allora, per Hp
w=0 (%)
+v
e per la proprieta’ di additivita’ (vedi [5.10,pg.86]:
Py Py
o = ) et ez
[F’Y —~ Py Py ~

additivita’ (%)

(m )/Pj w = —(72)/1:0 w = (72)/1:1

CASE: Y1My2 DO {P07P1}
In questo caso
¥y=mUy = IHU... UFjUSlLJ ... Sk
O]
dove I'; € una curva gen. reg. semplice e chiusa
Fi = (SiU5ZI-, con 6¢le, (Sig’m

d;, 0 curve gen. regolari semplici di estremi D;_1, D; e D;, D;_4



e s; sono segmenti e inoltre
1 =6U... U(SjUSlLJ .o Usg

d;, S) hanno al piu’ gli estremi in comune

Yo = 01U, USUs1U. .. Usy

8%, s, hanno al piu’ gli estremi in comune

f

e quindi per 'additivita’ (vedi [5.10,pg.86]) (!):
j k

(71)/1:1 w= g(éi)/;i w + Z(Si)/Si w

i—1 =1

<72>/1:w:i<6;/m “Zkl

)
D;
dove S;_1,S; sono gli estremi del segmento s;.

Si—1

e

Per quanto visto nel passo precedente abbiamo che

{51'051" ={D,_1,D;}

d;,0; gen. reg. semplici, contenute in 2

Ny (51)/

passo precedente Diaa
(6i)/ w= (5;?/ w
e quindi
J D; k S; J D; k S;
(6i)/ w+ (sl)/ W= (5;)/ w+ (sz)/ w s

Definition 5.16. Sia QCR3, non vuoto, aperto.
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Sia w una forma differenziale lineare in Q) nei coefficienti X,Y, Z.

. c e e 4. . def
w rispetta le condizioni di simmetria &

dove X, Y, Y., Z,, Z,, X, sono le varie derivate parziali prime. Analogamente,
se w €’ a due variabili X,Y:

EDe Y, (. ) en
w rispetta le condizioni di simmetria %% {X y(wgfy), (@,y) ¥(wy) €
y — fz

Infine,

we Q)

y . . def
w €’ chiusa in Q & L )
valgono le condizioni di simmetria per w

Theorem 5.17. Sia QCR3, non vuoto, aperto.
Sia w una forma diff. lin. nei coefficienti X,Y,Z e di classe C*(2). Si ha

w e’ esatta in Q = w e’ chiusa in

Non vale il viceversa.

Proof:
()1. Dim =
HFz(xvyaz):X((E»yvz) Fx:X
wesatta € Q= IF,(z,y,2) =Y (2,y,2) VY(r,9,2)€Q& {F,=Y
AF, (z,y,2) = Z(x,y, 2) F.=Z

w di classe C*(Q) = X,Y,Z € CY(Q) & F,,F,,F, € C*(Q)

= AFyy, Fye, Faz, Fow, Foy, Fy, € sono continue in Q

Fo=X F X

F,=Y =47 7 = Foy=Fype & X, =Y,
F.=27 Fye = Yo Schwartz [AIL9.1,pg.o:

. = chwartz ,9.1,pg.93]

analogamente si hanno le altre uguaglianze.
(1)2. Dimostriamo che non vale il viceversa

Consideriamo y .
- dx — d Q=R {(0,0
x2+y2 € x2+y2 Y \{( ’ )}
Y .
Y(x»y):WZQ—JR
22 — 2 )
Xy(z,y) = m =Yi(z,y) V(z,y) €R
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(2)1. w non €’ esatta
Cerchiamo di usare il thm [5.15,pg.91].

Scegliamo
= t
~ = circonferenza((0,0),1) : {a: C_OS t €0, 27]
Yy =sint

A=(0,1), B=(1,0)
Per la prop. di additivita’ (vedi [5.10,pg.86]):

[ omf wrnf

dove 71 = {(cost,sint) | t € [0,7]}, 72 = {(cost,sint) |t € [, 27]}

B ™
(7%/ w= / X(cost,sint)(—sint) + Y (cost,sint) cost dt =
A 0

T _gin?t —cos?t T
= / . 92 + ) dt = / —1dt=—m
o cos?t+sin“t cos?t+sin“t 0

B A
/ w= (’Yl)/ w+ (’72)/ w=-2r#0 = w e’ non esatta
+ A B ~
thm [5.15,pg.91]

O

Theorem 5.18. Sia QCR3, non vuoto, aperto.
Sia w una forma diff. lin. nei coefficienti X, Y, Z. Si ha
{w e’ chiusa in Q)

) = w e’ esatta in
Q e’ convesso rispetto ad un punto P € Q)

Questo e’ linverso del thm [5.17,pg.94], con Uaggiunta dell’ipotesi di conves-
sita™?

Nel caso in cui w e’ a due variabili X,Y , allora possiamo sostituire [’ipotesi
della convessita’ con quella della semplice connessione (che e’ piu’ debole):

w e’ chiusa in , ,
= w e’ esatta in

Q e’ semplicemente connesso

Proof:
(1)1. Dimostriamo solo il caso di due variabili
Poiche’
) semp. connesso = Q intern. connesso
~—
[AIL,8.2,pg.74]
Q aperto

w chiusa = w € C1(Q)CC(N)
possiamo usare il thm [5.15,pg.91]. Sia allora ¥C( una poligonale semplice
chiusa, dimostriamo che

[ o= [ X+ vy o
+5 +5

I2per la definizione di insieme convesso vedi [AI1,8.7.2,pg.75]

95



Consideriamo m, il poligono tale che F'(7) = 3. Poniamo
T=m
flz,y) =Y (z,y) V(z,y) €7
g(@,y) = —X(z,y) V(z,y) €
Si ha
w semp. conn. = wC
welC(Q)=X,YeCH Q) = X,YeCOl(n)= f,ge C(n)
TCQ
Possiamo allora applicare il thm di Stocks [5.21,pg.97], ottenendo:

//T fe(@,y) + gy (x,y) dady :/ —g(w,y)dz + (2, y)dy <

+F(T)
o / / Ya(e,y) — Xy (a,y) dedy = [ X(z,y)de + Y (z,y)dy &
T +X
w chiusa = X, =Y,

(:)//dedy:/ w & w =20
™ +3 +3

5.1.1 Integrale di frontiera

Definition 5.19. Sia TCR? un dominio regolare ad uno o piu’ contorni.
Definiamo il verso di percorrenza positivo su un contorno, come quello adottato
da un osservatore che si muove lungo il contorno e che lascia alla sua sinistra i
punti interni di 7.

Sia w una f.d.l. in due variabili X,Y in F(T), e w € C*(F(T)).
Se T' ¢’ ad un solo contorno, ovvero F(T) = ~y, curva piana gen. reg. semp.

chiusa, definiamo
/ def /
w= w
+5(T) +

Se invece, T e’ ad n+ 1 contorni, con g contorno esterno e 7y, .. .,7, contorni

interni, definiamo
/ def/
w= w —
+F(T) +70

Theorem 5.20. di Gauss. Sia TCR? dominio regolare ad uno o piu’ contorni.
Sia f(z,y): T — R

n

Z[mw

i=1

fa(z, ) Te
foloyy) Wmy) €T° = [[ sty dsay= [ odo+ fag)ay
Jg: T — R, continua in T tale che g/ro = fo (%) T +F(T)

{afy<x,y> Y(z,y) € T°

= ,y) dxdy = —f(z,y)dx + 0(z, y)d
dg: T — R, continua in T tale che g/7ro = fy //T Jul@,y) dedy /&-F(T) f(@,y)de (z,y)dy

Nota: la condizione (x) si enuncia dicendo che f, e’ continua in T.
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Theorem 5.21. di Stocks (o del flusso, o della divergenza).
Sia TCR? dominio regolare ad uno o piv’ contorni.
Sia f,g(z,y): T — R

fa(x,y) V(z,y) €T°
fz continua in T

=
3gy(z,y) V(x,y) € T° ~

thm di Gauss

/ fz($>y)+gy(xay> dwdy:/ —g(x,y)d:c-i-f(%y)dy
T +F(T)

gy continua in T

Proposition 5.22. Sia TCR? dominio regolare ad uno o piu’ contorni. Si ha
. 1
misT = = —ydx + xdy
+F(T)

Proof: Applichiamo il thm di Stocks [5.21,pg.97], usando
fly) ==

g(x,y) =y
abbiamo:

/1+1d3:dy:/ fydx+zdy<:>2// dxdy:/ —ydzx + zdy
T +F(T) T +F(T)

(:)2misT:/ —ydz + xdy
+F(T)

Example 5.23. Siano dati 0 < ¢y < 95 < 27, e sia

fi[t, 9] — R
f e CH([91,92))
F(9) >0 V9 € [0y, 0]

T:{x:pcf’sﬂ 9 € [91,92], 0<p< f(¥)
y = psind

T ={(pcos?d, psind) | 9 € [V1,02], 0<p < f(V)}
T in coordinate polari si esprime come:

T {O§p§ F9) 9 €[, 02)

Vale la seguente identita’:

1 [
misT = areaT = 3 f(9)* dv
91

Ad esempio, scegliendo la funzione costante f(¢#) = r, T diventa il settore
circolare di angolo ¥ — 9 e raggio r, la sua area e’:

1 [ 2(95 — 0
areaT:f/ r? dﬁzir( 2 )
2 /s 2

1

e infatti, scegliendo ¢, = 0, ¢ = 27, otteniamo ’area di tutto cerchio.
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Proof:
(1)1. Dimostriamo identita’
(2)1. T ¢ un dominio regolare a un solo contorno.
Bastera’ dimostrare che F(T) €’ una curva gen. reg. semplice chiusa.

CASE: Supponiamo intanto che 0 < 97 < 99 < 27.
Si ha che

@)

F(T) = s1UsaUy
dove s1, $o sono rispettivamente i segmenti OA, OB (vedi figura), ovvero:
T = pcosth

51 . p €0, f(V1)]
y = psindy
T = pcos s

59 : . p € [0, f(02)]
y = psindsy

v € invece la curva,
Jx=2(9) = f(I¥)cos?d
|y =w) = f(0)sind
Poiche’ s1, s sono segmenti, e quindi curve regolari, basta dimostrare
che pure 7 €’ una curva regolare.
(4)1. «y € una curva regolare
1. Poiche’ f € C*([91,2]), € chiaro che z(9),y(9) € C([91,9s]).
2.
22(9) + 2 (0) > 0 VI € [0y,0,] ?

9 e [191,’192]

2'(9) = f'(9) cos¥ — f(I9)sindd
y'(9) = f/(9)sind + f() cos
229) + 2 (0) = f2(9) cos® I + f2(9) sin® 9 — 2 (9) f(9) cos I sin 9+
+ f2(9)sin® 9 + f2(0) cos® 9 + 2 (9) £(1) cos 9 sin ) =
= f(9)(cos®> ¥ + sin?) + f2(9)(sin® 9 + cos?9) = f2(9) + F2(0) S 0 W0 € 9,0
f(9)>0 VoI
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3. Dimostriamo che e’ semplice, ovvero che la funzione
g:[01,92] — v
g(¥) = (pcos¥, psindd)

e’ iniettiva.
o f(9)cost = f(9") cos )’ F(9)%cos? 9 = f(9')? cos® ¥’
9(0) =9(9) = {f(ﬁ)sinﬂ — @) sind {f(ﬁ)QsinQﬁ — £(9")2 sin? O’
= f(¥9)%cos? I + f(9)?sin? 9 = f(9")2cos® 9 + f(I')?sin? 9 = f(9)? = f(I')? =
f(9)cost = f() cos v’ N {cosﬁ = cos ¥’
0

{f(ﬂ) sing = f(9)sind’ f(\ﬁ;:

= 9 =19
sin¥ = sin ¥’ ~~
196[61,192]@[0,271]

Quindi g €’ iniettiva.

Abbiamo visto che s1, sg, v sono curve regolari, e poiche’ F(T) = s1UsaU,

si verifica facilmente'® che F(T) e una curva gen. regolare semplice e

chiusa.

CASE: Supponiamo adesso che ¢; =0, ¥ =27

In questo caso non esistono i segmenti sy, so, quindi F(T) = ~.
Abbiamo cosi’ visto che T' ¢’ un dominio regolare ad un solo contorno. Allora,
possiamo applicare la proposizione [5.22,pg.97], ottenendo:

misT = areal = 1 —ydx + xdy
+F(T)

11 verso di percorrenza di F(T') €’ in questo caso quello antiorario, quindi

A B ]
/ —ydx + xdy = (51)/ —ydx + xdy + (’y)/ —ydx + xdy + (52)/ —ydx + xdy
+F(T) o A B
(2)2. Calcoliamo (s; )fé —ydx + xdy

A f(¥1)
(31)/ —ydr + xdy = / —psint D [pcost] + pcos D[psindy] dp =
o) 0

f(91) f(¥1)
:/ —psinﬂlcosﬁl—i—pcosq?lsinﬁl:/ 0=0
0 0
(2)3. Analogamente per s;
In questo caso bisogna pero’ fare attenzione al verso di percorrenza di ss.
La rappr. param. di s5 che abbiamo usato in precedenza e’:
S9

Tt el )

In questa rappresentazione, il verso di percorrenza e’ quello da O a B.
Noi pero’ dobbiamo calcolare (SQ)fE? —ydx + xdy che richiede il verso di
percorrenza opposto. Ma allora per le proprieta’ note:

o B
(82)/ —ydzr + xdy = —(82)/ —ydx + zdy
B o

Quindi possiamo calcolare (sz)fg usando la rappr. param. (*) e poi pren-

T = pcosiy

dendo I’opposto ricavare (SQ)fg .

In questo caso pero’ facendo i conti otteniamo comunque:

6)
(32)/ —ydzx + zdy = 0
B

13dalla figura e’ immediato
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Quindi, non importa se i segmenti sy, so esistano o meno.
(2)4. Calcoliamo (fy)ff —ydx + xdy

B 02
(7)/ —ydz + xdy = / —f(0)sinID[f(¥) cos V] + f(¥) cosID[f(9)sin¥] d =
A 0

Y2
:/19 —f(9)sind (f'(9) cosV — f(I9)sind) + f(I9)cosV (f'(9)sind + f(I)cosd) di

9o 92
= f2(9) (cos® 9 +sin® ) di = 2(9) dv

91 Y1
In definitiva:
1 1 [
misT = areaT = 7/ —ydx + xdy = = f20) dv
+F(T) 2 Y1

6 Equazioni differenziali ordinarie

Definition 6.1. Sia dato XCR"*2 conn > 1e
F(x,y,y’,y",...,y(")) : X —R
(@09 g™ e X
La formula
F(zy,y v y™) =0 (1)

indica un equazione ordinaria di ordine n > 1, nell’equazione incognita y(z).
Sia data y(z) : (o, 8) — R,

Jy (x), derivata i-esima di y(z) calcolata in x Vz € (o, 8) Vi=1,...

y(x) € una soluzione di (1) & (z,y(x),y'(x),...,y"M(z)) € X Vz € (a,p)

F(z,y(x), 9 (2), 4" (x),...,y™ (2)) =0 Vz € (o, 8)
L’integrale generale di (1) €’ insieme di tutte le sue soluzioni.
Risolvere ’equazione ordinaria (1) vuol dire trovare tutti gli elementi dell’integrale
generale.

Se

BCR™H!

X = BxR

f@yy,.. .y V) B—R

F(z,y, 9, y™) = fle, g,y .,y D) —y
allora, I’equazione (1)

gy, oy )y —y™ =0
si indica con
gy, ym) =y

e si chiama equazione ordinaria in forma normale.
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6.1 Problema di Cauchy

Definition 6.2. Sia data un’equazione ordinaria di ordine n in forma normale:

BCR™, (™ e R
f(xay;y/,...,y(nfl)) “B_SR
f(x7y7y/, . 7y(n—1)) — y(n) (2)

e sia (2o, 40, Y, - - 73/67171)) € B, chiamato punto iniziale.

11 problema di Cauchy consiste nel trovare soluzioni y(x) : (o, 3) — R di (2)
tali che

xo € (o, B)
y(wo) = w0, ¥'(x0) =9 --r ¥ Dlao) =y
e si indica con il simbolo:
fa,y gy ) =y
{yw o, Va0 = vy s YD) =y O

Theorem 6.3. Nelle ipotesi della def [6.2,pg.101], e sotto le sequenti ipotesi:
1. f continua in B
2. f e’ Lipschitziana, ovvero (vedi [AILS.11,pg.87]),
AL>0: |f(P) - £(Q) < Ld(P,Q) YP.Q € B

dove d(P,Q) e’ la distanza euclidea tra P, Q.
Anzi, al posto di quest’ultima ipotesi, si puo’ usare una ipotesi piu’ debole:

AL>0: [f(P) - f(Q) £ Ld(P,Q) VP,QeEB: Pr=Q
dove Py e’ la prima componente del vettore P.
st ha la sequente tesiV (a,3) : xo € (o, B) si ha
——
intervallo
y(x) : (a, B) — R soluzione del prob. di Cauchy (3) = y(x) e’ unica

Proof:

(1)1. Dimostriamo il thm nel caso n =1
Supponiamo per assurdo che
Fy1(x), y2(z) : (a, ) — R soluzioni del problema di Cauchy, tali che y1 # a2
Quindi

y1(w0) = Yo = y2(wo)
y1(2) = f(z, 51 (x)) Vo € (o, )
yé(m) = f(xva(x)) V‘:U € (aaﬁ)

Notiamo che
Y1 7 Yo

= Jxy £ xo: y1(r1) # y2(z1)
y1(zo) = ya(wo)
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Continuiamo il resto della dimostrazione supponendo x; > xg.
Per Hp f € continua in B, e quindi per la prop [6.7,pg.103], y1,y2 sono
soluzioni del problema di Volterra:

yi(2) = o + / " f by () de
Ya() —yo+/ftyz (t)) dt

e prendendo la differenza:
yi(z / ity () — f(t,y2(t)) dt
e prendendone il Valgre assoluto: .
() =) = [ [ f(t42(8) — f(£ u2(t)) dif S/x [f(ty1(8) = f(ty2(0))] dt (1)

xT
L’ipotesi di Lipschit;iamita7 e’
[f(@y) = e,y )| < L/ (y —y')? = Lly —y/| V(z,y),(z,y) € B
e poiche’ (z,y1(t)), (z,y=2(t)) € B (essendo soluzioni), possiamo maggiorare
la (1), ottenendo:

(@) — ga(a)] < / "Ly () - yo()] dt (L1)

Zo
Poiche’ 41 (t) — y2(t) € una funzione continua in [zg, 21], per il thm di Weies-
trass (vedi [AIL,8.34,pg.89]), esiste il suo massimo M:
IM = max yi(t) — y2(t)

t€lzo,x1]
Allora possiamo ancora maggiorare la (1.1) ottenendo
ly1(x) — yo(x)] < / LM dt = LM (x — x¢) (1.2) VY € [z, 21]
o

(2)1. Dimostriamo che

ly1(z) — y2(2)| < M(L(mzif”o))n Vn e N

Procediamo per induzione, la cui base e’ gia’ stata dimostrata con la (1.2).
Supponiamo che sia vera per n. Allora, usando la (1.1) abbiamo

@ -w@l< [ o -wola < [ aEmml

Hp induttiva
_ LM [(@—wo)™t ) (L@ —wo)"
n! n+1 (n+1)!

Percio’ abbiamo . .
0< n(x) — olo)] < IOy iy

Prendendo il limite per n — 0 (vedi [AIL(.3,pg.57]) e usando il thm del

confronto, otteniamo
ly1(2) = ya(2)| = 0 & (@

) = y2(x) Va € [0, 11
ma questo e’ assurdo perche y1(x1) # yao(z1).

O
Theorem 6.4. Nelle ipotesi della def [6.2,pg.101], e sotto le sequenti ipotesi:
1. f continua in B

st ha

36 >0 t.c. Fy(z):[zo— 5,20 + I — R soluzione del prodb. di Cauchy (3)
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Theorem 6.5. Nelle ipotesi della def [6.2,pg.101], e sotto le sequenti ipotesi:

1. (a,b)CR intervallo qualsiasi

2. B = (a,b)xR"

3. f continua in B

4. Ve,d]C(a,b) f e’ Lipschitziana in [c,d]xR™, ovvero

AL >0: |f(P)— f(Q)| < Ld(P,Q) VP,Q € [¢,d]xR"
in realta’, si puo’ usare un ipotesi piu’ debole:
AL >0: |f(P)— f(Q)| < Ld(P,Q) VYP,Q € [¢,d]xR": P, =@
si ha
Aly(x) : (a,b) — R soluzione del prob. di Cauchy (3)

Definition 6.6. Problema di Volterra..
Sia dato BCR?, B # 0, f(x,y) : B — R continua in B, con (x¢,yo) € B.
Data y(z) : (o, 8) — R

zo € (o, B)

c ’ conti I ;
y(x) €’ soluzione del problema di Volterra & y(x) €’ continua in (v, §)
G,CB & (z,y(z)) € B Vz € (a, 8)

y(@) =yo + [, F(t,y(1)) dt

Proposition 6.7. Se f e’ continua in B, allora l'integrale generale del problema
di Volterra coincide con quello del problema di Cauchy di ordine 1, con punto
iniziale (xo,Yo)-

Proof:
(1. Sia y(x) : (o, ) — R soluzione del problema di Cauchy, dimostriamo
che €’ soluzione del problema di Volterra.
Poiche’ y(z) e’ soluzione del problema di Cauchy, si ha

' (z) Vo e (o, 0)
(z,y(z)) € B Vo € (o, f) (1)
y'(2) = f(z,y(x)) Ve (a,B) (2)
zo € (o, B)
y(xo) =yo (3)
Essendo y derivabile in («, 3) €’ ivi continua.
G, CB deriva dalla (1).
Dalla (2), preso x € («, ) e integrando ambo i membri (operazione lecita
perche’ i due membri sono funzioni continue) otteniamo:

[ vwa— [ Pt y(t)) dt =

0
T

oy —yw) = [ fey@) dre, v =+ [ feyo) d

(3) o

103



(1)2. Sia adesso y(z) una soluzione di Volterra
Poiche’ y, f sono funzioni continue, f(z,y(x)) e’ continua in (a, 3), e quindi
per il thm di Torricelli,

/ f(ty(t)) dt
e’ una primitiva di f(¢,y(t)) ed s quindi derivabile in (a, ). Allora anche
y(x), che per Hp e’ tale che

T

y(x) =yo+ [ f(t,y(t)) dt

Zo
¢’ derivabile in (a, 8) e in particolare la sua derivata e’

y'(z) = f(z,y(x))

Infine,

o) =wn + [ " F(ty(0)) dt = o

6.2 Equazioni di ordine uno

Definition 6.8. Data f : B — R, BCR?, B # (), consideriamo l’equazione
differenziale ordinaria di ordine 1 in forma normale:

y' = flzy) (1)

Per n = 1, la definizione di soluzione di (1) si puo’ cosi’ esprimere: una funzione
y(x) : (a, f) — R &’ una soluzione <

1. G,CB
2. I (z) N Y (x) = flz,y(z)) Vo € (a,B)

dove Gy = {(z,y(z)) | x € (o, B)} €’ il grafico di y, e si chiama anche linea
integrale.

Il problema di Cauchy di ordine 1 e’ del tipo:
y' = f(z,y)
y(xo0) = yo

con (zg,yo) € B.

6.2.1 A variabili separate
Definition 6.9. Un’equazione differenziale di primo ordine del tipo
y' = flx,y) = X(@)Y(y)
con
X : (a,b) — R, continua in (a,b)
Y : (¢,d) — R, continua in (¢, d)
f:(a,b) x (¢,d) — R

si dice a variabili separate.
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Lemma 6.10. Data una funzione y(z) : (a, 8) — R continua in (o, §), si ha

0¢Imy= Imy>0V Imy<0

Nota: da ora in poi, useremo la sequente convenzione:
data la funzione y(z) : X — R, e preso k € R

Imy >k zl:e;Vx/GImy ¥ >kevVreX ylx)>k

Analogamente per >, <, <, =.

Proof: Se per assurdo Jzg,21 € (o, ) : y(zo)y(x1) < 0 allora poiche’ y €’
continua, per il thm dell’esistenza degli zeri, si avrebbe 3¢ € (a, 8) : y(§) = 0,
assurdo contro ipotesi.

Proposition 6.11. Le soluzioni dell’equazione a variabili separate si dividono
in tre classi:

Classe 1:
y:(a,b) —R
y(x) =h € (¢,d) Yz € (a,b)
tale che Yy(z) =Y (h) =0
Classe 2:
(a,8)C(a,b), y(x):(a,8) — R, Yy(x)#0 Vz € (o, B)
y(x) sara’ del tipo y(z) = H(F(x) + k) Vz € (o, 5)
G primitiva di 1 in Imy(x), H inversa di G, F primitiva di X (z) in («, 5)

Y (y)

Classe 3:

(a76)g(a’7b)7 y(l‘) : (Ol,ﬁ) — R, dzo,z1 € (0476) : Yy(l‘o) =0, Yy(xl) #0
y(z) sara’ del tipo :

y(x) _ yl(x) Vo € (alvﬁl)
yo(z) V€ (az,f2)
con B = aiq1
Yok : (Qak, Bor) — R soluzione di I classe

Yok+1 © (@11, Pok+1) — R soluzione di II classe

In pratica, y(x) risulta Uunione di soluzioni di I classe e soluzioni di I classe,
inoltre

lim Yy(z)=0V lim Yy(z)=0

T -
T—=Qyp 11 =B 11

Proof:
(1)1. Verifichiamo che le funzioni di classe 1 sono delle soluzioni
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Dobbiamo verificare che:
1. GyC(a,b)x(c,d)

2. (@) A y(2) = fla,y(x) = X(@)Y (y(z) Yz € (a,B)
La 1. e’ vera per costruzione di y(x). La 2.:
y'(z) =0 Vz € (o, B)
fla,y(x)) = X(2)Y (y(2)) = X (2)Y (h) = X(2)0 =0 Vz € (a, 5)
(1)2. Mostriamo che ogni soluzione di seconda classe €’ del tipo y(z) = H(F (z)+
k)
Supponiamo che y(z) : («a,3) — R sia una soluzione di seconda classe.
Ovvero, supponiamo che
1. GyC(a,b)x(c,d)
2. I (x) A y(2) = fla,y(e) = X(@)Y (y(z) Vo€ (a,B)

3. Y(y(z)) #0 Vr € (o, B)
allora

L. = (v,0) :=Imy(z)C(c,d) (1.1)
(1.1), 3.= Y (y) #0 Yy € (v,0)
S Y >0Vye(n,0) v Y(y) <0 Vye(y,9)
[6.10,pg.105)

y'(x) = T T (67

X (z) continua in (a, 8)C(a,b) = IF (z) primitiva di X (x) in («, 5)
d), (3.1) =

2.,3. =

Y (y) continua in (v, d)C(c,

1 1 1
= —— ¢’ continua e —— > 0¥y € (v,9) V —— < O0Vy € (v,9) (3.2)

Y(y) Y(y) Y(y)
= JG(y) primitiva di %y) in (v, 9)
Dley@) = L — x(2) = DIF(@)] vz € (a,5)

Y (y(x)) f/)

(
NP JdkeR: Gly(z)=F(x)+k Vze(a,0) (2.2)

cor Lagrange
e’ anche vero che

D[G(y)] = V) (3.2) = G(y) € tutta crescente o decrescente in (7, 9)

= G(y) € invertibile in (v, d)
Sia H(z) la sua inversa
(22) = H(G(y(z))) = H(F(z) + k) & y(x) = H(F(z) + k) Vz € (a, )
(1)3. Classe 3
Supponiamo che y(z) sia una soluzione di classe tre, ovvero y(z) e’ soluzione
dell’equazione differenziale, e inoltre:
(aaﬂ)g(avb)a y(.T) : (aaﬁ) I Ra Elﬂ?(],:l:l € (Oé,ﬁ), Y(y(xo)) = 0’ Y(y(xl)) # 0
Poiche’ xg # x1, esistono due casi: xg < x1, 1 < Zp.
CASE: xg < 11
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Consideriamo 'insieme
A={x € [zg,z1] | Yy(x) = 0} Clzo,z1[ = A limitato superiormente, sup A € [x¢, 1]
o EA=A#D
Sia 2o = sup A
CASE: Yy(z2) >0
Poiche’ Yy e’ composizione di funzioni continue, e’ una funzione continua,
quindi per la permanenza del segno:
30 >0: Yy(x) >0 Vx €]zy — 6,22 + 0]
o =SupA=>TTE€EA:02>T>x3—0=T€Jra— 22+ =Yy(@) >0
TcAeYyT =0
assurdo. Quindi questo caso non puo’ verificarsi.
CASE: Yy(z2) <0
Analogamente al precedente.
Quindi Yy(x3) = 0 €’ I'unico caso ammissibile.
2 € Ao Yy(za) =0
:>$27é$1 \:j/ To < T1
To=sup A
La restrizione di y(z) in |xo,x1], €’ continua in ]zg, z1] perche’ lo e’ y(x)
in (a, B) dato che €’ ivi derivabile.
lim Yy(e) = Yy(e2) =0 (+)
(E*’(E;—
notiamo anche che
x>z =supA=>2¢ A Yyx)#0
= Yy(z) #0 Vz €]z, x1]
quindi, y(z) €’ in effetti un prolungamento di una funzione di classe 2, che
rispetta la condizione ().
CASE: z1 < 29
Basta procedere in modo analogo a prima, considerando
B = {z €lx1,zo] | Yy(z) = 0}

I3 = inf B
e avremo
x3 € Ao Yy(rs) =0
y/[wl,ws[ — R
lim Yy(r) = Yy(zz) =0 ()
I‘).’Ea

r<zz=infB=zx¢ AcYy(r)#0

= Yy(z) #0 Vx € [x1, 23]
quindi, y(z) € un prolungamento di una funzione di classe 2, che rispetta
la condizione (k).

O

Example 6.12. Risolviamo la seguente equazione differenziale:

Y =yl
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che possiamo intendere come un’equazione differenziale a variabili separate:

y' = flz,y) = X(2)Y (y)

X(x)=1: R— R, continua in R
Y(y) =yl : R— R, continua in R
f('ray) : RQ — R

(1)1. Troviamo le soluzioni di classe 1
Cerchiamo i punti y in cui Y(y) = 0:
Y({y)=0&[yl=0y=0
allora la soluzione €’
y(x) =0
(1)2. Troviamo le soluzioni di classe 2
Supponiamo di aver trovato y(x). Poiche’ e’ di classe 2:
1. G,CR?

2. 3y(2) A y(2) = fla,y(@) = X(@)Y (y(2)) = ly(@)| Vo € (a, B)
3. Y(y(x)) #0 Va € (a, B)

allora
3.= |y(z)| #0Vzx € (o, B) & y(x) # 0V € (o, B)
= y(z) > 0Vz € (o, 8) Vy(z) < OVz € (o, 8) (3.1)

y €’ continua perche’ deriv.
Per quanto abbiamo visto in [6.11,pg.105], essa sara’ del tipo:
y(z) = H(F(z) + k) Vo € (o, )

G primitiva di ,H inversa di G , F primitiva di X (z)

1
Y(y)
F(x) e /X(z) dz:/ld:c::rJrc
scegliamo F(z) =z Vz € (a, )

1 1
Gy 6/—dy:/—dy:10gy+c
) Y(y) [yl i

G(y) :==logly| Vy € Imy(x)
a questo punto, per la (4.1) possiamo distiguere due casi:
CASE: y(z) < 0Vz € (a, 5)

ovvero

G(y) = log —y

allora,
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x+k

Fissiamo una k € R e verifichiamo che effettivamente —e e’ una soluzione:

1. G,CR?

2. ' (x) A Y(z) = fz,y(@) = X (@)Y (y(2) = ly(z)| Yo € (a,5)
y'(z) = —e"**
ly(z)| = e*t*
No!

quindi in questo caso non ci sono soluzioni.
CASE: y(z) > 0Vz € (a, 5)

allora,
y(x) = H(F(z) + k) = e"*: (a,0) — R

Fissiamo una k € R e verifichiamo che effettivamente e*t* e’ una soluzione:

1. G,CR?

2. 3 (2) A y(@) = fla,y(2) = X (@)Y (y(2)) = ly(@)] Vo € (o, 8)
y'(2) ="
ly(a)] = e

=y'(z) = f(z,y(2))
quindi in questo caso, per ogni k£ otteniamo una soluzione.
Poiche’ e*t* ¢’ definita in tutto R, possiamo possiamo porre (a,8) =R, e
otterremo effettivamente le soluzioni.
(1)3. Troviamo le soluzioni di classe 3
Se y(z) e una soluzione di classe 3 allora deve essere un prolungamento di

etk e si deve avere:
lim Yy(z) =0« lim [e"TF =0

ma questo e’ assurdo perche’ e*t* £ 0 Vz € R.

6.2.2 Omogenee
Data ¢g(t) : (a,b) — R, continua in (a,b),

y'=g (y) (1)

x
si dice equazione differenziale di tipo omogeneo di I ordine.

7

Proposition 6.13. L’integrale generale della (1) e

Iy ={y(x) : (a,8) — R | y(z) = 2(z) Vr € (o, B)}
dove z(z) : (a, B) — R e’ soluzione dell’eq. diff. a variabili separate

2= (g()—2) (1)
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Proof: Intanto la (1) si puo’ intendere come
v =[xy =g (g)
’ x
f:B—R
B={@y B [2#£0, L c(ab)}
La (1.1) si puo’ intendere come,
— 1
Y =T(,2) = 1 (o() - 2)
f:B—R
B ={(z,y) eR* |z #0, 2 € (a,b)} = R*x(a,b)
Dobbiamo dimostrare che I = I, dove I e’ I'insieme di tutte le soluzioni di (1).
(1)1. Prendiamo una y(z) € I e dimostriamo che y(z) € I,

Supponiamo che y(z) : (o, 8) — R.
Poiche’ y(z) €’ una soluzione, si ha

1. G,CB & (z,y(x)) € BVzx € (o, 8) & @ € (a,b), ©#0 Vz € (o, )
= 0¢ (o, )

2 3/(0) A ) = Fope) =g (U)o e 0,9)
Sia z(z) = v : (o, B) — R. E’ ben definita perche’ 0 ¢ (a,

)
o) = P (/) - y<§)> ()5

E poiche’
y(x) " _
- € (a,b), £ #£0 Vz € (o, 8) & G,CR*x(a,b) =

si ha che z(x) e’ una soluzione della (1.1)
(1)2. Prendiamo una y(z) € I, e dimostriamo che y(z) € I

y(e) : (@, 0) — R
y(x) € Iy & y(z) = zz(x) Vo € (o, B)
dove z(x) ¢’ soluzione di (1.1) <
1. G,CB' =R*x(a,b) & (z,2(x)) € R*x(a,b) Vz € (a,3)

S 0¢ () = <y<x>=m<x>:z<x>: y‘”) 3)

T

— 1
2. 3 (@) A 2(2) = flz,2(0) = —(9(=(2) - 2(2)) Yz € (a,5)
Poiche’ la (1.1) e’ un’equazione a variabili separate, possiamo trovare la
soluzione z(z) grazie alla prop. [6.11,pg.105].(nota 14)

M Qui stiamo sfruttando la continuita’ di g(t)
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Vogliamo dimostrare che y(z) €’ soluzione della (1.1),

5 (0) = Dlaa(a)] = o)+ 23'(a) _+(0) + & ( Hal(a) ~ o) ) =
= +(0) + g(a() — 20) = o0 g (U2) Vo (a5)
(3)
E poiche’
@ = z(z) € (a,b), x #0 Vz € (o, ) & G,CB

i

si ha che y(z) €’ una soluzione della (1).

6.2.3 Lineari

Date a(z), f(z) : (a,b) — R, continue in (a, b),
y'=—a(@)y+ f(z) (1)

e’ un’equazione differenziale lineare di primo ordine.

e’ un’equazione differenziale lineare omogenea di primo ordine.

Proposition 6.14. L’integrale generale della (2) e’
Iy = {y(2) : (0,5) — R | y(a) = ke A ke R Va € (o, H)C(a,h)

dove A(x) e’ una primitiva di a(z)

Proof: La (2) si puo’ intendere come
y' = fz,y) = X (@)Y (y) = —a(z)y
X(z): (a,b) — R, X(x)=—a(z)
Y(y):R—R, Y(y) =y
flz,y): B—R
B = (a,b)xR
ovvero €’ una equazione a variabili separate.
Sia I I'insieme di tutte le soluzioni di (2). Dimostriamo che I = I.
(1)1. ICI,
Sia y(z) € I, y(z): (o, 3) — R, ovvero
1. GyCB <z € (a,b) Yz € (o, 8) & (a, 5)C(a,b)
2. 3y/(2) = —a(@)y(x) Va € (o, B)
Se a(x) = 0 (a,b), allora, tutte e sole le soluzioni sono le funzioni
costanti.
Supponiamo a(z) # 0 per qualche x € (a,b).
Poiche’ la (2) e’ un’equazione a variabili separate, possiamo studiarla utiliz-
zando la prop. [6.11,pg.105].

(2)1. Troviamo le soluzioni di classe 1
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Cerchiamo i punti y in cui Y (y) = 0:
Y(y)=0y=0
allora la soluzione €’
y(z) =0
In questo caso y(x) € I, scegliendo k = 0.

(2)2. Troviamo le soluzioni di classe 2
Supponiamo che y(z) : («, 5) — R sia di classe 2, allora
Y(y(x)) =y(z) #0 Vo € (o, 8) (2.1)
Poiche’ y(x) €’ derivabile, e’ anche continua. Allora, y(z) e’ tutta positiva
o tutta negativa:

y(z) #0Vze € (o, f)

\:; y(z) > 0Vz € (o, B) Vy(z) < OVz € (o, B) (2.2)

y €’ continua perche’ deriv.
Per quanto abbiamo visto in [6.11,pg.105], essa sara’ del tipo:

(o, B)C(a,b), y(z): (o, ) — R, 2#0 Vo € (o, 8)
y(z) = H(F(z) + k) Vx € (o, 8)

1

G primitiva di = — in Imy(x),
Yy

Y(y)
H inversa di G in Imy(z), F primitiva di X(z) = —a(z) in (o, 8)
G(y) =logly|, F(z)=—A(z), con A(x) primitiva di a(z)

per la (2.2) dobbiamo distinguere due casi:

CASE: y(z) >0 Vz € (o, B)

G(y) = logly| = logy

H(z) =¢*

y(x) = H(F(z) + k) = e A@+e = = A@ee = pe4@) = y(z) € I,
k=e¢#0

CasE: y(z) <0 Vx € (o, 8)

G(y) = logy| = log —y

()=

(x) = H(F(z) +¢) = —e A@te = o= A@ee = fe=4@) o y(z) € I,
k=—e#0

s

Quindi in entrambi i casi y(z) € I,
(2)3. Non esistono soluzioni di classe 3
Se per assurdo esiste y(z) : (a, 3) — R soluzione di classe 3, allora si ha
y(z) : (o, B) € un prolugamento di una soluzione F(z) : (a1, 1) — R di classe 2 e inoltre
lim+ Yy(z) =0 v lim Yy(z) =0
z—)al xr— 1
Poiche’ 3y €’ di classe 2, sara’ del tipo:
7(x) = ke @) con k #0
allora
lim Y(7(z)) =0« lim ke 4@ =0

r—a] r—a]
ma questo e’ assurdo, perche’ A(x) e’ continua in (a,3) (essendo una
primitiva), e quindi non puo’ tendere a +o0, per  — af, e inoltre k # 0.
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Analogamente si vede che anche
lim Y(y(z)) # 0
z—0[1

quindi e’ assurdo che y(x) sia una soluzione di classe 3.
Concludendo: tutte le soluzioni di classe 1,2 sono contenute in I, soluzioni
di classe di 3 non esistono, quindi IC1,,.

(1)2. Dimostriamo che I,CI

Sia y(z) : (o, f) — R, un elemento di I, ovvero

y(w) = ke )

GyC(a, B)xRC(a,b)xR = B
' (z) =D [ke—A@)} — —a(a)ke= @) = _a(z)y(z)

quindi y(z) e effettivamente una soluzione di (2).

O
Proposition 6.15. L’integrale generale della (1) e’
e Al /eA(t)f(t) dt
tenendo presente che lintegrale indefinito e’ un insieme di primitive.
Proof:
(1)1. Utilizzando i teoremi che vedremo in seguito, si ha una immediata di-
mostrazione

Per la prop. [6.14,pg.111] e~ A ¢ una soluzione di (2). Il determinante
Wroskiano, di (2) e

W(z) = e 4@ | £0 Vz € (a,b)
Quindi, {e*A(w)} e’ un sist. fondamentale di soluzioni della (2). Allora, per
la prop. [6.25,pg.130],

I= {Y(:r) ke 4@ | ke R}
dove I ¢’ l'integrale generale della (1) e Y(z) €’ una soluzione della (1). Per
la prop. [6.26,pg.131], possiamo scegliere:

Y(2) = mn(2)y(z) = e /I% _ a:)/ f S dt = (x>/ F(H)eAD
Quindi ’

I= {eAm / f)eA® dt + ke @) | ke R} =

{A < f(t)e t>dt+k>|k€R}e “”)/f )et® at

(1)2. Dimostriamo, senza usare teoremi aggiuntivi, che l'integrale generale €’ il
seguente insieme:
= {Y(:z:)+ce A@ . (a,b) *>R|CER}
dove Y (z) : (a,b) — R €’ una particolare soluzione della (1). In altre
parole, una soluzione della (1) e’ la somma di una soluzione della (1) e di
una soluzione della (2).
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La (1) si puo’ intendere come
v = f(a,y) = —al)y + f(x)
f(z,y): B—R
B = (a,b)xR
(3)1. Dimostriamo che presa z(z) = Y (z) 4+ ce=4(®) ¢ I, allora z(x) € I'
Essendo Y (z) una soluzione della si ha

(1),
Y'(x) = —a(z)Y(x) + f(z) Yz € (a,b) (L.1)

G.CB
Z(x)=D [Y(gc) + ce_A(I)} =Y'(z) — a(x)ce ) = —a(2)Y (z) + f(z) — a(z)ce @) =

= —a(@) (Y (@) + 4@ + f(2) = —a(2)2(2) + f(2)
quindi z(z) €’ proprio una soluzione di (1).
(3)2. Dimostriamo il viceversa, ovvero:
2z) el = z(x) el & & FTeR: z(x) =Y(z)+ce A
Prendiamo una soluzione z(z).
La tesi equivale a dimostrare che

FeeR: z(z)-Y(z)=rce 4@ z(x) — Y (z) € soluzione della (2)

-~

~~
prop.[6.14,pg.111]
Poiche’ z(z),Y (x) sono soluzioni di (1), Vz € (a,b) abbiamo

7 (z) = —a(2)z(2) + [ (2)
. Y'(x) = —a(x)Y (z) + f(x)

Dz(z) =Y (2)] = 2'(z) = YV'(z) = —a(2)z(x) + f(z) + a(2)Y (z) — f(2) = —a(z) (2(z) - Y (2))
e quindi z(z) — Y(x) € una soluzione della (2).
(2)1. A questo punto troviamo una particolare Y (x) soluzione di (1)
Supponiamo che Y (z) = g(z)e~4(®) sia una soluzione della (1), dove g e’
derivabile in (a,b), allora da una parte
Y'(z) = —a(@)Y (2) + f(x) = —a(z)g(@)e=A@ + f(z)
e dall’altra
Y/(2) = D [gla)e @] = g/ ()™ — a(a)e@g(a)
quindi
- a(x)g( e 4@ 1 f(z) = ¢ (2)e= A — a()e4Pg(z) &

f@) =g @)e @ & g'(x) = A f(x)
Essendo g(x) derlvablle e quindi continua, in (a,b), per il teorema di
Torricelli

g(z) = /I AV f(t) dt +¢

0
con zg € (a,b), ¢ceR
Possiamo a questo punto chiederci se

Y(z) = g(z)e @) = =A@ (/r e f(t) dt+ c)

sia una soluzione della (1). In effetti, lo e’
Y'(2) = g'(@)e ) — a(a)e M Pg(e) = AP fla)e ) — a(a)e A Pg(x) =

= —a(x)e A Wg(z) + f(z) = —a(2)Y (z) + f()
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Al variare di ¢ € R otteniamo infinite soluzioni. Scegliamo allora quella

con ¢ =0: "
Y (2) = g(z)e ) = =A@ / ADf() di
x
(2)2. Q.E.D. ’

Abbiamo in precedenza visto che I'integrale generale della (1) e’:
/ —A(x) .
I = {Y(:E)+ce @) (a,b) —>R|06R}
adesso conosciamo anche una Y (z), quindi

I, = {eA(x) (/90 e £ () dt+c> i (a,b) — R |ce R}

che in forma compatta possiamo scrivere come:

e~ A) /eA(t)f(t) dt

O
6.2.4 Di Bernoulli
Date a(x), f(z) : (a,b) — R continue in (a,b), m € R, la seguente
y'=—a(z)y+ fx)y™ (1)
e’ ’equazione differenziale di Bernoulli.
Consideriamo 'equazione lineare!®
7 =1 -m)(—a(@)z+ f(z)) & ' = —ar(2)z + f1(2) (2)
ar(x) = (1 —m)a(x)
fi(z) = (1 —m)f(z)
Siano dati i seguenti insiemi
I = integrale generale di (1)
I>={y(x) eI Imy >0}, I, ={y(z)el|Imy>0}, I<, Ic
Z = integrale generale di (2)
Z>:{z( )€ Z|Imz>0}, Zs ={2(x) e Z| Imz >0}, Z<, Zc
= )€ R(@5) | Imy = 0} ovvero, l'insieme delle funzioni identicamente nulle

)€Z>}

1m|z €Z>}

z(z) € Z<}

o= ()
= Loy
2= {

I = {~(~2(x)) ==

Distinguiamo i seguenti casi:

CASE: m=0,1
Si ritorna ad un’equazione differenziale lineare, vedi [6.14,pg.111].
Case: m ¢ {0,1}

15 che sappiamo risolvere per quanto visto in [6.2.3,pg.111]
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CASE: m ¢ Z

CasE: 0<m<1

121Ul
Quindi, in questo caso, non conosciamo a priori tutto I, ovvero sappiamo
che le funzioni in IyUI; sono soluzioni, ma potrebbero essercene anche
altre. In particolare, poiche’ I = I, potrebbero esistere soluzioni y(z)
tali che 0 € Imy.
CaseE: m > 1

I = I,ul;
CASE: m <0

I=L=1I =1

CASE: me€Z

I == I>UI<UIO
CAsE: m dispari
Io=1p
CASE: m >3
I = I,ULUI,
CASE: m < —1
I =1Ul
CASE: m pari
I =13
CASE: m > 2
I = IyULUI;
CASE: m < —2
I =1UI;

Proof:
Case: m ¢ {0,1}
(2)1. Dim. che I. =1}
Sia y(z) € I, cioe’
y(a) : (@, 0) — R
y(z) >0 Va € (o, 0)
(3)1. Dimostriamo che y(x) € I
Poniamo z(z) = y(z)!™™ Vz € (a,B). E’ una posizione lecita perche’
y(x) e’ positiva, e quindi ha senso anche se 1 —m < 0.
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Si ha subito che
y(z) el = Imz>0
Poiche’ y(z) € soluzione della (1), abbiamo
G,CB
Fy'(z) = —a(@)y(z) + f(2)y()™ (*)
z(x) € derivabile perche’ composizione di funzioni derivabili:

) = (1= m)y(e) ™y () = (1 = m)y(x) " (~a(@)y(x) + f(@)y(e)") =
(%)
= — (1= m)a(x) y(@)' ™" + (1 = m) f(2) = ~a1()z(x) + fi(x)
—_——  —  —/

ai(z) z(z) Ji(z)
2(z) = —ai(z)z(x) + fi(z) = 2(x) € Z

Quindi
z(x)e Z, Imz>0= z(z) € Z>
Infine,
2(0) =y(@)' " & y(a) = 2(a) T

O]
(1) Operazione lecita perche’ y(z) e’ positiva.
Abbiamo cosi’ provato che y(z) € I;.
(3)2. Prendiamo y(z) € I e dimostriamo che y(x) € I

1

y(z) = z(z) ="
ylz) € h = {z(x) € Zs
Si ha quindi
Imy >0
Z(z) = —ai(z)z(z) + fi(z) Vo € (o, B) (+)

Calcoliamo y'(z):

Y (@)= =@ = (@) =
(%)
- - jmz@)lfm (ai@)z(@) + i) =
espandendo a1, f1
= - jmz(x)ﬁfl(fu —ma(z)z(z) + (1 =m)f(z)) =
moltiplicando
= —a(x)2(2) 77 + f(z)z(z) =7t =
= —a(2)2(x) "7 + f(z)2(x) T =
—a(z)y(x) Yy

y(z) €I, Imy > 0= y(z) € Is
che ¢’ quello che volevamo dimostrare.
(2)2. Lemma 1.
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Dimostriamo intanto che 0 ¢ Im y.

Se m < 0, si ha BC(a,b)xR\ {0}, perche’ m e’ negativo e quindi y™ non
sarebbe un operazione lecita: 0™ = o—% non avrebbe senso. Allora, Iy = ()
e inoltre

y(z) € I = G,CBC(a,b)xR\ {0} = ImyCR\ {0} = 0¢Imy

Supponiamo adesso m > 1 e sia y(x) € I\Ip, ovvero y(x) e’ una soluzione
non identicamente nulla di (1).
Supponiamo per assurdo che che 0 € Imy. Allora,
(%)
m AN m—
y(@) € I =y (z) = —a(a)y(z) + f(2)y(@)" ="y(@) (~alz) + f(2)y(@)" ") = —bi(x)y(x)

—b1 (ac)

quindi y(z) e’ soluzione della
y = —bi(a)y (3)
che e’ un’equazione differenziale lineare omogenea, quindi la y(x) per la
prop [6.14,pg.111] e’ del tipo
y(z) = ke B1@ ke R Yz € (a,)
k # 0 perche’ altrimenti y € I, contro ipotesi.

0cImy= Jxg: ke Br1(@0) =
assurdo.
Nota: abbiamo bisogno di suppore m > 1 perche’ se m < 1, alloram—1 < 0
e non avrebbe senso considerare y(z)™ ! = W dato che 0 € Imy.
Quindi non avremmo potuto mettere in evidenza in (xx)

Infine,
y(z) € I = 3y (z) Vz € (o, B) = y(x) € continua in («, )

y(x) continua in («, 3)
0¢Imy

e quindi y(z) € IsUI
Per l'arbitrarieta’ di y(x) si ha I\IpCI-UI. e poiche’ per definizione vale
la O, abbiamo cosi’ dimostrato 'uguaglianza.

(fine lemma)

= Imy >0V Imy<O0
—~~
[6.10,pg.105]

CASE: m ¢ Z

(3)1. Dim. che I =I5

L’insieme B di definizione della (1) €’
B = (a,b)x[0, +o00[
infatti dobbiamo tenere conto degli intervalli di definizione di a(z), f(x)
e del fatto che, essendo m non intero, y™ e’ definito solo per y non
negative.
Quindi, presa y(z) € I, si ha
y(z) € I = G,CB = (a,b)x[0,+00[ = y(x) € I>

Quindi ICI>, e poiche’ per definizione /DI si ha la tesi.

CaAsE: 0<m <1
(4)1. Dim. che IDI,UI

Per definizione.
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CAsE: m > 1
(4)1. Dim. che I = LU,
(5)1. Dim C
Sia y(x) € I. Se y(x) € Iy, non abbiamo nulla da dimostrare. Sup-
poniamo che y(z) ¢ Iy. Dimostriamo che y(z) € 1.

{mmefvo

m>1 ~

Lemma 1.

€ ILUI. (%)

Ma poiche’ I = I, si ha
y)el = I» =yr) ¢l

(5)2. Dim D
Per definizione.
CAsE: m <0
(4)1. Dim. che I =1,
I,CI €’ vero per definizione.
Siha che B = (a, b)x]0, +00[, ovvero stiamo escludendo lo zero, perche’
essendo m negativo, y™ =

Quindi non esistono soluzioni identicamente nulle, ovvero Iy = . In-

fine,

y(x) e I = G,CB = ImyCl0,+o0[= Imy >0=y(zx) el = I
mg{0,1}

CASE: m € Z
(3)1. Dim. che I = I.UI-UI,
L’inclusione O si ha per definizione. Si ha
meZ\{0,1} =m>2 VvV m<-1=m>1V m<0
Per il lemma 1. si ha quindi
m>1V m<0 o NI, CI Ul
lemma 1.
e quindi la tesi.
CASE: m dispari
(4)1. Dim. che I. = I,
Si procede analogamente alla dimostrazione Is = I;. Elenchiamo solo
le differenze: nel primo passo si ha le differenze del primo passo
m dispari = 1 —m pari (d.1)

{y(m) €l

2(z) = y(z) "

@) =y@) ™" S o) T = y(a)

= Imz>0
~—
d.1)

—

nel secondo passo si ha:
Imy <0

m

Y (@) = a(2)z(2) =7 — f(2)2(x) ™ =
= a(@)(~y(2)) — f(@)(~y(@)"

= =-al@)y(@)+ f)yl)"

m dispari
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CASE: m >3
<5>1 Dim. che I = I[,ULL1UI,

I\Z//I>UI<UIO \Z// LUIL,Ul,
mEZ m¢{0,1}, m dispari
CASE: m < —1
(5)1. Dim. che I = 1UI,
Poiche’ m e’ negativo, le funzioni nulle non sono soluzioni (al solito,
non avrebbe senso 0™), quindi Iy = (). Allora,
I\://I>UI<UIO\:,II>UI< NP, LUl
meZ Io=0 m¢{0,1}, m dispari
CASE: m pari
(4)1. Dim. che I = I3
Si procede analogamente alla dimostrazione I = I;. Elenchiamo solo
le differenze: nel primo passo si ha le differenze del primo passo
m pari = 1 —m dispari (p.1)

y(z) € I<
{z<x> = yfayr SN
Ar)=y@)' e —a@) = @) = (ye) = (@)

mdispari Im —y,Im —2>0

nel secondo passo si ha:

Iy <0, y(r) = —(~2(x) =7

Y (@) = alw)(=2(2) 77 + f(a)(—=(x)) 7 =

= a(@)(~y(2)) + f(2)(~y(@)" = = —alz)y(@)+ f(x)y(z)™

CASE: m > 2 e
<5>1 Dim. che I = IoLJIlUIg
I\:’/I>UI<UIO \:/ L UI3Ul
mEZ m¢{0,1}, m pari

CASE: m < —2
(5)1. Dim. che I = ;U3
Poiche’ m e’ negativo, le funzioni nulle non sono soluzioni (al solito,
non avrebbe senso 0™), quindi [y = (. Allora,
I\://I>UI<UIO\=’/I>UI< \:// ILUI3
meZ Io=0 m¢{0,1}, m pari
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6.3 Equazioni lineari

Definition 6.16. Sia data la seguente equazione differenziale:

y™ = fla,y, 9y yY)

dove
B = (a,b)xR"
f:B— R
fayy, oy ) = —ar(@)y" Y —ax(@)y" P = = an_1 (@)Y — an(z)y + g(2)

a1($)a G‘Q(x)a s 7a'n(x)7g : (a” b) — R
che possiamo indicare con
v+ ar @)y 4t an (@)Y + an(@)y = g(2) (1)

La (1) si chiama equazione differenziale lineare in (a,b), di ordine n, completa,
di coefficienti aq(x),...,a,(x) e termine noto g(x). L’equazione omogenea as-
sociata alla (1) €’

y(n) +ay (x)y(nil) o an1 (@)Y Fan(x)y =0 (2)

Proposition 6.17. Siano date le sequenti m > 1 equazioni diff. lineari in

(a,b):
y(”) + al(x)y("_l) +tan1(@)y +an(v)y=gi(x) i=1,2...,m (1)

Se y1,y2, -, Ym : (a,b) — R sono rispettivamente soluzioni delle equazioni
(1), allora la funzione

y(w) = kv (z) + kay2(z) + -+ + kY (2)

e’ soluzione dell’equazione differenziale

v +ar @)y 4t a1 (@)Y F an(@)y = kg (@) + kaga() + -+ + Emgm(z) (3)
e questo per ogni scelta di ki, ko, ... ky € R.

Proof: Procediamo per induzione.
(1)1. Base dell’induzione: m =1
Per m = 1 abbiamo y(x) = k1y1(z), e inoltre 'equazione (3) diventa:
g™+ ar(@)y" D 4t a1 (@)Y + an(@)y = kigi(z) (3.1)
Poiche’ _ ‘
y D (z) = klyij)(x) Vi=1,2,...,n
sostituendo y(z) nella (3.1), si ha:

k1y§n)(x) + klal(:ﬂ)yyb_l)(x) 4.4 klan,l(x)yg)(x) + kian(z)y1(z) = kg1 (2) &

Y™ (@) + ar @)y (@) + -+ ano @)yl (@) + an(@)yi (@) = 01 (@)

e quest’ultima uguaglianza e’ vera perche’ y;(z) €’ soluzione dell’equazione:
g™ 4 a1(x)y("_1) NI an_l(x)y(l) + an(2)y = g1(x) (3.2)
(1)2. Supponiamo la tesi vera per m — 1 e dimostriamo per m
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Poiche’ la tesi e’ vera per m — 1 si ha che la funzione
k1y1 () + kaya () + -+ + km—1Ym—1(z)
e’ soluzione dell’equazione differenziale
Y™ + a1 (2)y "D + o a1 (@)Y F an(2)y = kg1 () 4 kg2 () 4+ -+ - + km—1gm_1(2)
ovvero, si ha la seguente uguaglianza:

(Frof™ (@) + kol (@) + -+ 1yl () +

+an(@) (kg @) ko) - a0 @)
+...+

+ an(z) (kryi(z) + kaya(x) + - + km—1ym—1(z)) =

= k191(x) + k2g2(x) + -+ + km—19m-1(x) (%)
Poiche’, per quanto visto nel passo precedente, la funzione kp,ym,(z) e
soluzione della equazione con termine noto k;,g,,(x), si ha
ki (2) + ar(@)kmyin ™ (@) + - 4 an_1(@)knyl) (@) + an(@)knyin () = kngm(z) (+)
Allora sommando membro a membro la (*) con la (x*) si ha:

(kat™ (@) + ko™ (@) + - + k) () +
+ar(@) (k" (@) + "V @)+ gD (@) ) +

+ e +
+ an(z) (k1yi(z) + kayz(z) + - + Epym(x)) =
= k191(x) + k2go(x) + - + kmgm(z) (4)

i

E poiche’

DD[y(2)] = kryl? (@) + ks’ (2) + -+ + by ()
Per la (4) si ha che y(z) € soluzione dell’equazione
y(n) + al(aj‘)y(”—l) + GZ(]})y("—Q) 4+ a/n—l(x)y/ =+ an(x)y = /4?191 (J?) + kQQQ(Z‘) + 4 kmgm($)
O

Proposition 6.18. Sia data la sequente equazione diff. lineare omogenea in

(a,b):
v +ar @)y 4t an (@)Y + an(z)y =0 (2)
Se y1,Y2, .., Ym : (a,b) — R sono tutte soluzioni della (2), allora la funzione
y() = kry1(z) + kayo(x) + -+ - + kmym (2)
e’ ancora soluzione della (2), e questo per ogni scelta di k1, ka, ..., kn € R.

Proof: Basta applicare la prop [6.17,pg.121]. scegliendo g;(z) = 0 Vz €
(a,b) Yi=1,...,m. O

Lemma 6.19. Sia data la sequente funzione reale:

a11(x)  ara(z) ... ain(z)
M(z) = a1 (z) ax(z) ... ag(x) (a,b) — R
an.ll(.x) an2(x) ... app(x)
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dove a;;(x) sono tutte funzioni reali derivabili in (a,b). In altre parole M e’ il
determinante di una matrice formata da funzioni.

Si ha
ayi(z)  ala(x) ... ay, () a11(z) az(z) ... aip(x)
M (z) = an(z) axn(z) ... am(z) n ahy(x)  aby(z) ... ab,(z) L
an1 () an2(x) ... ann(2) anl(.x) an2(z) ... Gpn()
ayr(z) ap(z) ... ap(x)
+ a21($) azz(m) agn(gj)
ani(z) alo(x) ... ap,()

Proof: Procediamo per induzione su n
M1 n=1
M(z) = |a11($)| = a1 (2)
M'(z) = al(2)
quindi la base €’ vera.
(1)2. Supponiamo che la tesi sia vera per n — 1 e dimostriamola per n
Poniamo

ajr(z)  ajp(z) ... aj,(2)
M (z)) = a1 (x)  asa(r) ... ag,(x)
anl(x) anQ(x) a”ﬂ”l(‘x)
a11(x)  ara(x) a1n(x)
M)y [Ta@) ) L ab(o)
an1 (%) an2(z) nn ()
all(:c) alg(l') CLln(l’)
M (), = az () a(z) azn ()
d (@) (@) .. (@)

La tesi che dobbiamo dimostrare e’: N
M'(x) = M'(x);
i=1

Per il teorema di Laplace, sviluppand(; M (z) lungo la prima riga, abbiamo

n
M(z) =Y (1) ay;(2)Nyi(z)
i=1
dove Ny;(x) €’ il determinante del minore complementare di posto (1,%), ed
e’ quindi una matrice n — 1xn — 1. La derivata prima di M (z) e’ quindi

M'(z) = 3 (~1)"ial; (@) Nig(z) + (~1)"Fiay (@) N (z) =
=1
= > (D)l @)Nis(@) + 3 (=) Fani(@) M) (1)
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Sempre per Laplace si ha

i ayy(z) ap(z) ... ay,(z)
D O I B Y
=1 an1 (%) an2(x) ... ann(x)

Quindi sostituendo nella (1) abbiamo
M () = M'(x)1 + Y _(-1)"ay;(2)N;(z) (1.1)
i=1

Per definizione si ha

agiy () azi,(x) ... a4z, (2)
Nuslz) = aziy () asi,(z) ... asi,,(2)
Qn,iy (33) Qn iy (1‘) s Ongi, g (I)
. k k<i
con i = ,
k+1 k>1
Poiche’ Ny;(z) €’ una matrice n — 1xn — 1, per I'Hp induttiva abbiamo:
ay, (¥)  ay,(x) ... ab, (2) 0/211(96) G2iy () ... a/zz‘n_l(ﬂ?)
N (2) = azi, () azi,(x) ... azi,_,(z) + ay;, () ag,(x) ... ay (2) bt
Qn,iy (:L’) Qn,iy (1') S T Y (CU) Qn iy (x) Qn iy (:L') s anyin—l(x)
azi, (r)  azip(x) ... az, ,(2)
|l asnl@) e 9O N, 4 N+ N,
a;z,il () a;,iz () ... a%,i",l(x)

dove abbiamo posto

az;, () azi,(r) ... ag,_,(7)
azi, (v) azi,(r) ... azi,_,(7)
Ai_14 (x) Ai_1.4 (l‘) AQj—1.4, (l‘)
N () = |71 J— 12 J—Lin—1
i@ = @) @) .. d (@)
a1 () @ip1i(T) o @i, (T)
Qn,iq (1‘) Qniy (x) s Anin_1 (I)

Con queste posizioni abbiamo:
n n n

Z(—l)lJriali(x)N{i(I) = Z(—l)lﬂah‘(%)N{i(mb + Z(—l)lﬂau(ﬂ«")N{i(Jﬂ):s +ot
+ Z(—1)1+ia1i($)N{¢($)n (2)
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Consideriamo la prima sommatoria:
n

D (=) ay(@) Ny (x)2 =

i=1
ap(x) ags(x) ... ay,(w)
_ an(x) (132(1‘) CL33(SC) e agn(:r) +
an2(z) aps(x) ... app(x)
ay (x) ass(w) apy(w) ... ah,(x)
+ asa(z) az1(x) ass(z) asa(z) ... asp(z) T
an1(z)  an3(x) apa(z) ... apn(x)
ag (z) ahy(z) ... a/Z,n—l(x)
+ (@) as1(z) as2(z) ... azp_1(x)
an1(x) an2(z) ... app-1(x)
che e’ proprio lo sviluppo di Laplace, secondo la prima riga, del determinante:
ai1(z) aa(z) ... ap(x)
M (z)s = ayn () aj(x) ... ay,(w)
an1(z) apa(z) ... apnp(T)
e quindi
> (=D an (@) Ny (2)2 = M ()
i=1

procedendo analogamente si arriva a:
n

> (=) ani() N (x); = M'(z);, j=2,3,...,n
i=1
Allora sostituendo nella (2) abbiamo

D (D) (@) Nis(x) = M (2)y + M () + -+ M (@) (3)
i=1
Infine, dalla (1.1) arriviamo a:

M'(z) = M'(z): + Z(—l)l“au(w)N{i(x)\Z/M'(xh + M (x)2 + M'(z)3 + -+ M'(2)n

(3)
che e’ la tesi.

O

Proposition 6.20. Sia data la sequente equazione diff. lineare omogenea in
(a,b):
y™ +ar @)y 4t ana @)y + an(z)y =0 (2)

e siano yi, - .-, Yn : (a,b) — R sue soluzioni'S.

16pota: sono esattamente in numero n
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Definita la seguente funzione (a,b) — R™":

y1(z)
B vy (x)
W) =| 4 ()
(1) ()

e definita la funzione

ya(x)
ys ()
s ()

y ()

W(z) = det W(z) : (a,b) — R

chiamata determinante Wroskiano relativo a y1,. ..

W' ()

Se poi aq,..
xo € (a,b) , si ha

W (z)

s Yn- Si ha:

—ai(z)W(x) Vx € (a,b)

W (xo)e Jrpa®dt gy (a,b)

Quest’ultima viene chiamata formula di Liouville.

Proof:
(1)1. Dim 1.

., an Sono funzioni continue in (a,b), allora scelto un arbitrario

E’ chiaro che tutte le funzioni in W (z) sono derivabili in (a, b), allora usando
il lemma [6.19,pg.122], calcoliamo W (z):

» yéﬂ(m)
yb)(z) y%z) (z)
W)y (@)

g @)y V(@)

g ()

yi"j;(x) y%"*f(w)
W @) vy (@)

y V() y1() Yo ()
() )y ()
yP @) [+ v @) (@)
C oy V@) @) vV (@)
e yi(r) (o)
ys () vy ()
@) | | n@) @)
ygnfl)(x) y§n 2)(.’E) y(n72)($>
v @ e @)

i primi n — 1 addendi sono tutti nulli perche’ hanno due righe uguali, quindi

y1() Yo () Yn ()

vy () yo ()
W= | U@ @ @ | g

y§n72) (.’L‘) y§n72) (LL') yELn72) ((E)

yz) (@) ()

poiche’ y;(x) € soluzione della (2), si ha

g (z) =

—ay (:r)yl

(n—1)
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sostituendo in (3), abbiamo

yl(I)
iV (@)
W) i ()
" (x)
—ay(@)y{" V(@) = — an(@)yi(2)
1 () Yn ()

i (@) yo ()
P w@) |,
¥ (@) ¥ (@)

—ay (2)yy" " (x) —ar(@)y (@)

il secondo addendo e’ nullo perche’ 'ultima riga e’ combinazione lineare delle

prime n — 1 righe, quindi

RN
v () e y?g)(x)
W(z) = v (2) Yn ()
TG TG
~ar (@) (@) —ar (@) ()
(1)2. Dim 2.
Supponiamo adesso che aq, .
relazione

W' (x) = —ay(z)W(x)

mostra che W (z) e’ soluzione dell’equazione differenziale omogenea di primo

grado:
y'=—ai(x)y (%)

Per quanto abbiamo visto in [6.14,pg.111], 'integrale generale della (x) e
{4(@): (0,8) — R y(@) = ke @ ¥z € (a,9),

dove A;(x) €’ una primitiva di a; (x). Quindi, poiche’ W (x) €’ una soluzione,

appartiene all’integrale generale:
JkeR: W(z) = ke M@

a1(z) continua in (a,b) = Ai(z) = /

thm Torricelli
dove xy € un numero arbitrario in (a, b).

Concludendo: .
W(z) = ke oy ar(®) at

= —ay(7)

T
a1 (t

0

W (wo) = ke Joo 0% = 0 =,

W(z) = W(zo)e™ [ an(t) dt

Proposition 6.21. Sia data la sequente equazione diff. lineare omogenea in

(a,b):

) dt

g™ +ar @)y (@)Y +an(@)y =0 (2)
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keR}

y(n—2)
—ar @)y V(@) — - = an(@)ya(2)
yi (ZU) "
y§2’<x> y;;
v () y?
y%"‘z)(ﬁ) ; Yn
— 3 ai@)y Y (x)

S )
3 ai(@)y ) ()

prop. determ.

= —ay(z)W(x)



Con ay,...,a, funzioni continue in (a,b). Siano y1,...,yn : (a,b) — R sue
soluzioni. Sia W(zx) il determinante Wroskiano relativo ad esse. Si ha

1. Jzg € (a,b) : W(xg) 0 W(zx) A0 Vz € (a,b)

2. 3z € (a,b) : W(xg) =0< W(z) =0 Vz € (a,b)

Nel caso 1. diremo che le soluzioni yi, ..., Yy, sono indipendenti, e che l'insieme
{y1,.-.,Yn} €’ un sistema fondamentale di soluzioni della (2).

Proof:

(1)1. Dim 1.

Per la formula di Liouville [6.20,pg.125], si ha
W) #0 & Wag)elo % 20 & Wiwg)#0
>0 Va
O
Lemma 6.22. Siano a1(x),...,a,(z) : (a,b) — R funzioni continue in (a,b),
e sia (0,90, Yy - - yo ) € (a,b)xR", allora

3! soluzione del sequente problema di Cauchy

v +ar @)y 4t ana @)y + an(@)y =0
y(z0) = o, ¥ (o) =y ¥ (wo) =y, -,y V(@) =y

Proof: Cerchiamo di utilizzare il teorema [6.5,pg.103].
In questo caso abbiamo:
B = (a,b)xR"

f(xv Y, ylv s 7y(n—1)) = _al(‘r)y(n_l) - anfl(x)y/ - an(x)y
f € continua in (a,b) perche’ lo sono le funzioni a;(z).
Fissiamo un intervallo [c, d] C(a,b) e presi due punti

n—1 n—1 n
P:('Tay17ylla"'7y§ ))7Q:(x7y27yé7""y§ ))E[C7d]XR

consideriamo la differenza

A= |f(z g0 ) = (@ y2s sy
si ha ) )
A=]—a(@y" ™ = —an @)y — an(@)y + a1 @)y -t an (2)ya! + an(@)ys] =
= a1 (@) (" =y a1 (@) (g — 1) + an(@) (v — 31)| <
<Jar(@)lys" ™ =y A e @)y’ — v+ lan(@)lyz — ] (1)

Poiche’ a;(x) sono funzioni continue, e [¢,d] €’ chiuso e limitato, per il thm di
Weierstrass, si ha che

dM; = max a;(z) i=1,...,n
z€[c,d]
prendendo M = max My, ..., M,, possiamo continuare a maggiorare A:

A< MY — g e My — |+ Mlys — 1| =
n—1 n—1
= M(Jy" Y ="V e =y e — ) <

< VMV Y DR b (= (2~ ) = VAMA(P,Q)
(%)
(*) abbiamo applicato la diseguaglianza di Cauchy-Schwartz (vedi [AILS.1,pg.62]).
Ponendo L = /nM, per Parbitrarieta’ di P e @, le ipotesi del thm [6.5,pg.103]
sono verificate, e quindi si ha la tesi. O
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Proposition 6.23. Siano ai(x),...,an(z) : (a,b) — R funzioni continue in
(a,b), e sia data lequazione diff. lineare omogea

y ™ +ar @)y 4 an @)y +an(@)y =0 (2)
allora, esistono

yl(x)ayQ(x), ) yn(x) : (a,b) —R
soluzioni indipendenti di (2).

Proof: Fissiamo un arbitrario zg € (a,b), e poniamo

Yo,y - -,y Y) = (1,0,0,...,0)
Per il lemma [6.22,pg.128], si ha che esiste un’unica soluzione y; (x) : (a,b) — R
del problema di Cauchy:

{yw +ar(@)y" ) - apa(@)y +an()y =0

y(ao) =90 =1, o/(x0) =yp =0, y@ (o) =y =0, ...,y (wo) = y" ™"
Quindi y; (x) € anche soluzione dell’equazione (2).
In modo analogo, ponendo
(yOvy(/)a e 7y(n—1)) = (07 ]-7 07 R 0)
esiste un’unica soluzione ys(x) : (a,b) — R del problema di Cauchy:
y(n) + al(x)y(n_l) + e + anil(x)y’ _|_ an([[>y = 0
y(wo) =30 =0, y'(w) = vh =1, y@(xo) =y5” =0, ...y D(wg) = 5" "
Cosi’ procedendo troviamo yi(x), ..., yn(x) soluzioni di (2) in (a,b), tali che
1 n—1
(@), 9 (@), .oy V(@) = (1,0,0,...,0)
1 n—1
(y2(2), s (@), ..., 98" () = (0,1,0,...,0)

(yn(z), yD(), ...,y V(z)) = (0,0,0,...,1)

Allora, il determinante Wroskiano di ¥y, . .., ¥, €’ proprio il determinante della
matrice identica e quindi
W(z)=1%#0= y1,...,y, sono soluzioni indipendenti
O
Proposition 6.24. Siano ai(z),...,a,(x) : (a,b) — R funzioni continue in

(a,b), e sia data lequazione diff. lineare omogea
y(n) +ax (x)y(n_l) +ee an—l(x)y/ +an(z)y =0 (2)

Siano inoltre y1(x), ..., yn(x) sue soluzioni indipendenti.
Allora, il suo integrale generale e’ il sequente insieme:

{k1y1(z) + kaye(x) + - - + kpyn(2) @ (a,b) — R | ky, ... k, € R}

Proof: Denotiamo con I’ I'insieme della tesi e con I l'integrale generale della
(2).
(1)1. Dim. IDI'
Sia y(x) € I’, ovvero
y(x) = kiy1(x) + kaya(z) + -+ - + knyn(2)
allora per la prop. [6.18,pg.122] si ha che y(z) € T
(1)2. Dim. ICI’
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Sia y(z) € I e fissiamo xg € (a,b).
Consideriamo la funzione
o(x) = kyi(z) + - - + knyn(z) Vo € (a,b)
dove le costanti k; sono incognite che determiniamo in questo modo:
imponiamo che ga(”(xo) = y(J)(zo) Vji=0,...,n—1
k1yi(wo) + -+ + knyn(z0) = y(z0)
k(" (@o) + -+ + kaps (o) = yD (o)

< klygz)(zo) + -4 kny'SLQ) (z0) = y@(w0) (*)

k1y§n_1)($0) +oee o kY (w0) = 5 (a0)

la (%) e’ un sistema in n equazioni e n incognite, e la matrice dei coefficienti
e’ proprio il determinante Wroskiano. Allora, 7
Y1, ..., Yn indipendenti = W(z) # 0Vx € (a,b) = W(zg) #0 = 3! soluzione (kq, ...

Cramer

Per la prop. [6.18,pg.122], ¢(x) €’ ancora soluzione della (2).
Quindi, sia la ¢ che la y(z) sono soluzioni del problema di Cauchy
Y™ +ar()y" Y 4+ 4 an 1 (@)Y + an(z)y =0
y(@o) = y(wo), ¥ (z0) =y (o), yP(20) =y (wo), ...,y" (wo) =y (o)
Ma per il thm [6.5,pg.103], la soluzione a tale problema €’ unica, quindi
y(a) = p(z) = kiyi () + - + knyn(z) V2 € (a,b) = y(z) € I’

ol
3
S~—

O

Proposition 6.25. Siano a1(z),...,an(z), f(z) : (a,b) — R continue in (a,b)
e sia data la seqguente equazione differenziale completa in (a,b):

v+ ar @)y 4t an (@)Y + an(@)y = f() (1)
Se y1(x),...,yn(x) sono soluzioni indipendenti della sua omogenea
Y™+ ar @)y -t ana @)y Fan(2)y =0 (2)

e se Y(x): (a,b) — R e’ una soluzione della (1), allora Uintegrale generale
della (1) e’ il sequente insieme:

{Y(z) + kiy1(x) + - + kpyn(2) : (a,0) — R | ky,..., k, € R}

Proof: Detoniamo con I’ I'insieme della tesi e con I 'integrale generale della
(1).
(1)1. Dim. I'CI
Sia
o@) =Y (z)+ kiyi(z) + - + knyn(z) € I’
Sia 0(x) : (a,b) — R la funzione nulla. y;(z), y2(x), . .., yn(x) sono soluzioni
della (2) e quindi anche dell’equaz. diff.
Y™ +ay @)y D + -+ ap 1 @)y + an(@)y = 0(2)
Y (x) € soluzione della (1). Per la prop. [6.17,pg.121] si ha che la funzione
Y(x) 4+ kiyi(z) + - - - + knyn(z) € soluzione dell’equazione
y ™ ar(2)y Y 4t a1 ()Y 4 an(x)y = f(z) 4+ k10(x) + ko0(z) + - - - + kn0(z) = f(x)
ovvero €’ soluzione della (1). Quindi ¢(z) € I
(1)2. Dim ICI’
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)

Sia y(x) € I. Sempre per la prop. [6.18,pg.122], la funzione y(z) — Y (x) e
soluzione della (2), e quindi per il thm [6.24,pg.129] si ha
k1, ... kn €ER: y(x) = Y(x) = b1y (z) + kaya () + - - + yn ()
Quindi y(x) € I’
O

Proposition 6.26. Metodo di variazione delle costanti.
Siano a1(x),...,an(x), f(x) : (a,b) — R continue in (a,b) e sia data la
seguente equazione differenziale completa in (a,b):

y ™M+ ar @)y 4t an (@)Y + an(@)y = f() (1)
Se y1(x), ..., yn(x) sono soluzioni indipendenti della sua omogenea

y™ tar @)y 4t anaa @)y’ +an(@)y =0 (2)
Una particolare soluzione di (1) e’ la funzione
y(@) = n(@)yi () +r2(2)y2(z) + - + 1 (@)yn(2)

'yi(a:):/::Wdt—i—ci Yz € (a,b)

dove Wi (x) e’ il complemento algebrico di posto (n, i) della matrice Wroskiana
relativa alle soluzioni y1(x),ya2(x), ..., yn(x),
xo e’ un qualsiasi reale € (a,b) e infine ¢; e’ un qualsiasi reale € R.

17 18
Nota ", *°.

Proof: Poiche’ y;(x) €’ soluzione dell’omogenea, si ha

yl(n)($> +a (x)yl(”*l)(x) N an—l(l')yi/(f) + an(x)yi(x) =0 Vz € (a,b), Vi=1,...,n (3)

17]a funzione integrale ;(z) e ben definita perche’ a1, ..., an, f sono funzioni continue.
18]a prop. [6.25,pg.130] permette di conoscere tutte le altre soluzioni di (1).
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Inoltre,

y2(z) yn (@)
s () yo ()
F@) ()" | P () ) ()
L SOWa £ @) e
W= T W) -
0 yz(x) yn(:r)
0 i (x) s ()
0 P e (x)
0 §n72) (.Z‘) (n—2) .
_ @) 9@ V(@)
Laplace
y1() 0 y3() Yn ()
v oyl o (@)
a0 g e (@)
§n72§ (LII) 0 %n72; (.17) En72; .
Lo TOWe®) @) f@) u () V(@)
72 @) = Ty A= W(z)
y1(x) ya(x) Yn—1(2) 0
G I ) yi(x) 0
v () yPi(@) 0
yi"‘j;@c) y%”‘j(m) yfgifi@) 0
oo W@ V@) v @) L @) f)
(@) = gy = W)

Quindi v;'(x) € dato dal rapporto tra il determinante della matrice Wroskiana
in cui e’ stata sostituita la i-esima colonna con la colonna e W(zx)

0
0
C= :
0
f(x)
e questo Vz € (a,b). Inoltre, poiche’ y1,...,y, sono indipendenti, abbiamo

W(z) # 0. Allora, fissata una x, per la regola di Cramer, possiamo interpretare
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la colonna

71i(x)
v 72'(@
/()
come la soluzione del sistema
W(x)X =C
ovvero, si ha
Y1 (x ya(x) Yn() . 0
y@  we Ve | (o) !
W@y =C& | y?@) @) s () = =
, 0
W@ @) L @) O\ s
y1(@)71 () + g2 (272 (@) + - .+ Ya(@)7 (@) = 0
m(%)%’(r) +y (@) (@) + o+ i (@) () = 0
=
" 2>< (@) + 8 (@) (@) + -y P (@) (@) = 0
(@) (z) + yé” V(@' (@) + ...+ oy V(@) (@) = f(@)
zz 1%( o)y (z) =
S (@) '<>fo
= (%)

S @)l () = 0
S P @) (2) = fx)

Calcoliamo ora le derivate di y(: ):
=Y l@)uie)
i=1
=D Z%‘(l")yi(x)] = Z (v (2)yi(2) + vi(@)yi' () = Z%’/(@yi(x) + Z'Yi(x)yl ()
\/:/0 + Z’yi(a:)y/(x) = Z;%(x)y (z)

W =

v (@ [Zv v 1 Z%’ v (@) + > i)yl Z% )y
i=1

(*

D) [Z% 2 ]:i%"fﬁ%n 2) +Z% D Z%
=1

<»<>Z1

Y™ (z [Z% ] Z% z(n Y )"‘Z%‘(m)yfn) +Z%
i=1

( )
Calcoliamo il primo membro della ( ) sostituendo y(x) e le derivate appena
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trovate:
Y (@) + a1 (2)y " (@) + -+ an—1 (@)Y () + an(2)y(z) =

= (f(x) +Z%($)y§n)($)> + a1(z) <Z%($)y§n_l)($)> + ot an(a) (Z%(@%(@) =
i=1 i=1 i=1

= F@)+ Y3 %(@) (3 @) + e @™V @)+ an(@)i(e)) = F@) + Y u(@)0 = f()

1=1 (3) i=
& (@) + a1 (2)y" V(@) + -+ apa (@)Y (@) + an(2)y() = f(2)
e per Parbitrarieta’ di , abbiamo che y(x) e’ una soluzione della (1). O

6.3.1 Con coeff. costanti

Proposition 6.27. Sia data la sequente equazione differenziale lineare omoge-
nea

y ™ +ary™ Y+ a1y +ay =0 (2)
dove ay, . ..,a, sono funzioni reali costanti, definite in tutto R:
a;(z) =a; Yz eR
allora,
y(x) = e Vo € R e’ soluzione della (2') <
&\ e’ soluzione dell’equazione algebrica £" + a1€™ 1 + -+ + ap_1€ + an = 0 nell’incognita &

Quest’ultima equazione si chiama equazione caratteristica della (2').

Proof:
()1. Dim. &
Calcoliamo le derivate di y(z):
y(z) = e
Y (x) = A

y(2) (.13) — /\26)\95

y(n) (.CE) _ /\ne)\z
Supponiamo che y(z) sia soluzione, allora
y™ (@) + ary" (@) + -+ an 1y (2) + any(z) =0 &

S NN L NN 0, =0
SN N+ aN T o ta,) =06
& AN+ a A" 4t a, =0

e*>0 VzxeR
O]
Proposition 6.28. Consideriamo l'equazione (2') vista in [6.27,pg.134].
Se M, Ao, ..., A\n € R sono soluzioni reali e distinte dell’equazione (2'), allora

l’insieme
{e)‘””, et Mt R — R}

e’ un sistema fondamentale della (2').
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Proof: Abbiamo gia’ visto che e*:®

vedere se W(z) # 0.

ez\lac e)\zx
)\16/\11: )\2e>\2(L‘
W(z) =
)\1”71€>\1$ )\2n71€)\2z
1 1
= eMTM2T | An® M A2

)\ln—l )\Qn_l
quest’ultimo determinante si chiama determinante di Cauchy-Vandermonde ,

la cui risoluzione e’ nota, per cui

e’ soluzione della (2'). Resta quindi da

eAnm

)\nez\nz

)\nnfleknm

ey

1
An

—1
A

~—

A Aoz

mettiamo in evidenza e™1% e”2% ...

W (z) = Tzt 4An) H A — As

r>s

Poiche’ le radici sono a due a due distinte si ha che
Ar—As 0 Vr > s

e quindi, essendo l’esponenziale sempre positivo, si ha che W (x) # 0.

Proposition 6.29. Consideriamo l'equazione (2') vista in [6.27,pg.134].
Se A e’ una radice di molteplicita’ 2, allora le funzioni

sono soluzioni della (2).

Proof: Per quanto abbiamo visto nella prop. [6.27,pg.134], e’ e’ soluzione

della (27).

Az

xre

Calcoliamo le derivate dell’altra funzione:

D[zer] = e + \zel®

D® [2eM] = e + XeM® + A2ze’® = 20 + N2ze?®
D(3) [mekm] _ 2A26)\:C =+ +)\2€A$ + )\Sxe)\:c _ 3)\26Ax + )\3376)\:8

D(n) [Qf(i)\m] _ nAn—leAm + Anxe)\m

E sostituendo nella (2’) abbiamo

O

A
7671

z

nelle colonne

AT LM 4 A"z 4 qy ((n - 1))\”726)@ + )\”*lzem) 4+t ap_1 (e” + )\xe)‘w) + apze® =

= M (n)\"_l +ay(n—1DAN""2 4.4 an,l) + Mg ()\" N, A an) =

< o (Z N +JJZ/\> (3)

ponendo ap=1

Poiche’ X e’ una radice dell’equaz. caratteristica si ha

Nt X" g b a, =06 Y an A =0 (4)

membro dell’equazione. Si ha

i=0
Sia P(§) = 0 l'equazione caratteristica, ovvero P(£) €’ il polinomio a primo

A radice di molteplicita’ 2 di P(§) =0= P'(A\) =0
ovvero A ¢’ anche una radice di P’(¢) = 0. Quindi,

PN =0en\""Han—DAN"? 4+ tap 22 +an1 =06 > a, g\ =0 (5)
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Allora sostituendo (4), (5) in (3) si ha la tesi, ovvero xe*® e’ soluzione della (2')

in R. O
Theorem 6.30. Sia data la sequente equazione differenziale lineare omogenea
¥ a4 ey +ay =0 (2)

dove aq, . ..,a, sono funzioni reali costanti.

Sia
gn +a1§n—1 + - _|_ an_1§ _i'_a,n = O (eq)

la sua equazione caratteristica.
Siano

>\17>\23"'7)\r

sono tutte le soluzioni reali distinte di (eq), rispettivamente di molteplicita’

K1y 2y - ey Moy
e s1ano
ay £ify, asLtifs, ..., asEifs
ognuna di molteplicita’
P1,P25 -5 Ps

allora, il sequente insieme e’ un sistema fondamentale di soluzioni della (2'):

6)‘1“5, :ce)‘”’, xZeM?, ce x“l’le/\””,
e)‘ﬂ7 xe)‘ﬂ, m2e’\2$7 ey m’“_le’\”7
6)\7-267 256/\7'“:, 1’26/\7'93, o x”"71€A7'$,
e cos(B1x), e sin(frx), e ® cos(fix), xe® T sin(frz), x?e®® cos(frz), x2e*® sin(Bx),

x
ex2® cos(ﬂga:), €% sin(Bor), %2 cos(fax), 1e2® sin(Box), 222 cos(Bar), w2e™2% sin(Bax),

)
L, a1 le cos(By ), P Le% gin(B2),
)
, P2 le®2® cog(fBax), P2 Le®2® sin(fax),

e cos(Bsx), e¥Tsin(Bsx), e cos(Bsx), xe*T sin(Bsx), r2e®® cos(Bsx), x2eT sin(Bsx),

Ll e cos(Bex), 1P LeYs® sin(Byr)

Proof: Dimostriamo solo per n = 2. La (2') diventa
y@ + a1y’ +ay =0
I’equazione caratteristica e’
E+a+az=0
che e’ una equazione di secondo grado e il suo discriminante e’
A =a? — 4ay
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Case: A >0
Le uniche radici della (2') sono due radici reali distinte di molteplicita’ 1.

Allora, per quanto visto in [6.28,pg.134] si ha la tesi.

Case: A=0
Si ha un unica radice reale A di molteplicita’ 2. Quindi per quanto abbiamo
visto in [6.29,pg.135], e**, xe*® sono soluzioni. Dobbiamo pero’ controllare

che siano indipendenti:

6)\&0 xe)\m e 1 T .
W(x):)\e” M 4 Axe | T A 14+az| € #0 Vo eR
Case: A <0
Abbiamo due radici complesse coniugate fra loro:
atif

Notiamo che
atifeC=0(#0

(2)1. Verifichiamo che e®* cos Sz €’ soluzione della (2)

DI[e™* cos fzx] = ae™® cos Bz — [ sin fre™® = e (acos Sz — [ sin ()
D® [e?* cos fz] = ae™” (acos Sz — Bsin fz) + e (fa/é’ sin Bz — 32 cos ﬂx) =
=" (a2 cos Bx — 2a3sin Bz — 32 cos ﬁx)

E sostituendo nella (2') abbiamo:
e (a2 cos Bz — 2aBsin Bz — 32 cos 6:0) + a1 (e*” (acos Bx — [sin fx)) + age™® cos fr =

=" (a2 cos B — 2a3sin B — 32 cos Sz + ajaccos Bx — a1 sin Bz + as cos 6$) =

=" (cos bx (a2 - +aa+ (1,2)) —sin Bz 2a8 + a108) (*)

Poiche’ « + i3 e’ soluzione della della (2'), si ha

(a+ip)* +ai(a+iB)+ay=0<
2 2

9 5 ) o =B +aa+ay=0
S (o =F"+aa+az) +i(2a8+a =0&
(0> — B + @y + az) + (208 + 1) PR
E usando queste ultime due relazioni annulliamo la (x). Quindi, e** cos Sz

e’ una soluzione di (2).
(2)2. Analogamente si vede che e®* sin Sz €’ una soluzione di (2')

(2)3. Dimostriamo che e** cos Sz, e**sin Sz sono indipendenti.

W(z) = e** cos Bx e** sin Bx _
T |ae®® cos Bz — Bsin fxe®®  «e®® sin B + Bcos fre®t|
 oax cos Bx sin Bx _
o acosBr — BsinfBr  asin Bz + [BcosBx|
_ oqg | cOS Pz sin Bx 4 2o | €08 bx sin Bz |

acosfPxr asin fr —@BsinBxr [cosfx

=0+ e (ﬂ cos? Bz + (Bsin’ 5x) = Be?*® £ 0 VzeR
~—

B#0

O

Proposition 6.31. Sia data la sequente equazione completa a coeff. costanti:

Y +ary" Y+t an 1y +any = flz) (1)
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con f(x): (a,b) — R.
Sia

"+ ar ™+t ap1€+a, =0 (eq)

la sua equazione caratteristica.
Se

f(@) = e (Qu(x) cos(Bz) + Q2(x) sin(z)) Va € (a,b)

dove o, B € R e Q1(z), Q2(z) € Rlz], allora si ha
CASE: se a+if e’ una radice di (eq) di molteplicita’ u, allora

?

una soluzione particolare della (1) e
y(x) = x#e*(Py(z) cos fx + Pa(z) sin fz)
dove Py(x), P2(x) € R[z], tale che

deg Py (x) = deg Py(z) = max {deg Q1(x), deg Q2(x)}
(nota *?)

CASE: se a+ i non e’ una radice di (eq), allora

una soluzione particolare della (1) e’ la stessa di prima ma con p = 0, ovvero
y(z) = e (Py(x) cos fx + Pa(x) sin Bx)

Se B =0, allora la situazione si semplifica in:

f(z) =e*"Q1(x) Yz € (a,b)
a + i radice di (eq) = y(x) = a" e Py (x)
a+i8 non e’ radice di (eq) = y(x) = e Py (x)

6.3.2 Algoritmo risolutivo

Proposition 6.32. Siano a1(z),...,an(z), f(z) : (a,b) — R continue in (a,b)
e sia data la sequente equazione differenziale completa in (a,b):

y™ +ar(@)y "V 4t ana @)y + an(@)y = f(2) (1)
Per trovare il suo integrale generale si procede cosi’:

1. Consideriamo la sua omogenea associata

y™ +ar(@)y T 4 anoa @)y Fan(@)y =0 (2)

2. Si trovano le n soluzioni indipendenti y1(z), ..., yn(z) della (2)
(a) Seay(z),...,an(x) sono funzioni costanti, allora si considera l’equazione
caratteristica

£n+a1§n71+...+an_1§+anzo

e si applica il teorema [6.30,pg.136].

Ydeg F(x) indica il grado del polinomio F(z)
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(b) Altrimenti, non e’ ancora noto un algoritmo per trovare un sistema
fondamentale di soluzioni per (2).

3. Si trova una soluzione particolare Y () della (1)

(a) Se ai(x),...,an(x) sono funzioni costanti, allora si applica la prop.
[6.31,pg.137]

(b) Altrimenti si applica il metodo di variazione delle costanti: [6.26,pg.131]

7

4. Per la prop. [6.25,p9.130], Uintegrale generale della (1) e

{Y(z) + kwyi(x) + - + kpyn(z) : (a,0) — R | k1, ..., ky € R}
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curva
continua, 2
continua semplice, 3
continua semplice chiusa, 3
di classe C', 5
generalmente regolare, 4

piana, 1
regolare, 4
sghemba, 1

curva tracciata su S, 19
Curve geometriche e analitiche, 29

determinante Cauchy-Vandermonde,
134

determinante Wroskiano, 125

Di Bernoulli, 114

Domini regolari, 59

dominio regolare di Rtre, 66

dominio regolare normale di Rtre,
66

equazione caratteristica, 133
Equazioni di ordine uno, 103
Equazioni differenziali ordinarie, 99
Equazioni lineari, 120

Esempi di curve, 5

Forme differenziali lineari, 81
formula di Liouville, 125
Formule di riduzione, 49

insieme
normale, 48
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Insieme normale, 48

Integrale curvilineo della f.d.l., 84
Integrale di frontiera, 95
Integrale generalizzato, 73
Integrale illimitato, 76

Integrale improprio, 69

Integrale multiplo, 42

Integrali curvilinei, 78

isotonia, 41

linea integrale, 103

Lineari, 110

lunghezza curva, teorema, 7
Lunghezza di una curva, 6

Massimo e minimo vincolato, 35
Misurabilita’ secondo Jordan, 39
moltiplicatori di Lagrange, 38

Omogenee, 108

Piano tangente, 20
Problema di Cauchy, 100
problema di Volterra, 102
Proprieta’, 44

punto regolare, 32

punto singolare, 32

Retta tangente ad una curva, 14
rettangolo di Rn, 39
rettangoloide, 47

rettificabile, 6

Superficie, 16

tangente
curva, 14
punto regolare, 34
superficie, 20
Teorema della media, 45
teorema di Dini, 30
Teoria delle curve piane, 1
thm di gauss, 95
thm di Stocks, 96
thm fondamentale max-min vinco-
lati, 36
thmdidini, 30
trapezoide, 47
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