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1 Teoria dell’integrazione

1.1 Primitiva

Data f : (a,b) — Red F: (a,b) — R,

F(z) = primitiva di f(z) su (a,b) < {

. 2 . .o . . . . o, . .
Ad esempio, %- e’ una primitiva di z, sinx e’ una primitiva di cos z.

Proposition 1.1. Se F(z) e’ una primitiva di f(z) su (a,b), allora anche
F(z)4+c, ceRloe’

Proof :
Basta notare che D[F(z) 4+ c] = F'(x) + 0 = F'(z) = f(x), Vz € (a,b) O

Proposition 1.2.

F(z),G(x) primitive di f(z) su (a,b) = F(z) —G(z)=¢, ceR

Proof :
F'(x) = f(x) Vx € (a,b)
G'(x) = f(z) Yz € (a,b)
F'(r)=G'(z) = JceR: F(x)— G(z) =c [cor. di Lagrange]

O

Theorem 1.3. Dalle proposizioni [1.1,pg.1] e [1.2,pg.1] seque che se f(x) e
dotata di primitiva e se F(x) e’ una sua primitiva su (a,b), allora Uinsieme di
tutte le primitive di f(x) su (a,b) ¢’ {F(z) +¢, c € R}

Example 1.1. Ecco un esempio di una funzione che non ammette primitiva.

f(a:):{l x € [0, 4o00]

-1 z€]—-00,0[

ASSUME: 3F(z) primitiva di f(z) su ] — 0o, +00]
PrROVE: assurdo
Proof:



F'(z) = f(z) Vz € (a,b)
Nel caso in cui z € [0, 400[, si ha che:
Fl(z)=1
F'(z) =1= Dlx]
deeR: F(z) —x = c [cor. di Lagrange]
Nel caso in cui z €] — 00, 0], si ha che:
F'(z)=-1
F'(z) = -1 = D[—x]
3¢ €R: F'(z) +x = |[cor. di Lagrange]
allora:
Flz) - {x+c / z € [0, 400]
—x+d x€]—00,0]

poiche’ F(z) € deriv. in (a,b) € anche continua in (a, b):

hr%F(x) =F(0)=c
lin})F(x) = lim F(z)= lim —z+c =¢
T z—0~ z—0~
c=¢
quindi:

Flz) = z+ec x€[0,+o0]
—x+c x€l—00,0[
che equivale a: F(z) = |z|+¢  Vz € (a,b)
Poiche’ F(x) € derivabile in ogni punto, deve anche esserlo in o = 0, ma la
derivata di |z| in zg = 0 non esiste. Assurdo. O

Theorem 1.4. Data f: (a,b) — R
f = continua in (a,b) = [ ammette primitiva in (a,b)

Non wvale sempre il viceversa.
(0)1. Controesempio di questo thm

ASSUME:

2zcos +sint xR\ {0
flz) = z . o€ \ {0}

0 z=0
PROVE: f(x) non continua
Proof :
La primitiva di f(z) e’

Flz) = {x2cosi xz e R\ {0}
0 z=0
Infatti, abbiamo
1

1 1
vz e R\ {0} D |:.T2608:| = 22 cos — + sin —
x x x



€ poi
1
lim F'(z) = lim F'(z) = lim ? cos— =0=F'(0)=F_(0)=F'(0)

x—0— rz—0+ z—0 X
infinitesima ~~~"
limitata
pero’ f(x) non e’ continua, infatti,
. . 1 1 . 1 o1 o1
lim f(z) = lim 22 cos — + sin — = lim 2z cos — + lim sin — = lim sin —
x—0 x—0 x x x—0 x€x x—0 x x—0 xX
1

e il lim,_,gsin - non esiste. O

Theorem 1.5. Data f : (a,b) — R, dotata di primitiva in (a,b),
F: (a,b) — R, continua in xg

F(z) primitiva di f(z) in (a,z0] = F(x) primitiva di f(z) in (a,b)
F(zx) primitiva di f(x) in |xg, b)

(0)1. Dim

ASSUME: 1. G(z) primitiva di f(x) su (a,b)
2. F(x) primitiva di f(z) in (a,zo|
3. F(z) primitiva di f(x) in |xg,b)
4. F(x) continua in xg

Proof :



Per Hp 1:

G'(z) = f(x) Yz € (a,b)
Per Hp 2 e perVzx € (a,zo[:

Fl(z) = f(z) = G'(x)

F'(z)=G'(z) = JceR: F(z) — G(xz) =c [cor. di Lagrange]
Per Hp 3 e per Vx €]xg,b) :

Fl(z) = f(z) = G'(x)

F'(z)=G'(z) = 3 €eR: F(z) —G(x)=¢ [cor. di Lagrange]

Riassemblando:

Per Hp 4:
lim F(z) = F(xo)
r—xo
lim F(z)= lim F(z)= lim G(z)+c= G(xg) +¢
T—To =z T—To
lim F(z) = lim F(z)= lim G(z)+ ¢ = G(xg) + ¢
T—xg x_mar T—T0

lim F(z)= lim F(z) = G(x¢)+c =G(xg)+c = c=¢

T—xy T
lim F(z) = lim F(z) = F(x) =G(x0)+c
T—To Tz

e ritroviamo:
G(z)+c x € (a,zo]
Fz)=< Gx)+c =x€zrg,b) < F(z)=G(z)+cVx € (a,b)
G(zo)+c ==
e quindi F(x) e’ proprio la primitiva di f(x):
F'(z) =DI[G(z) + ] =G (z) = f(z) Yz € (a,b)
O

Example 1.2. Vediamo un’applicazione del precedente teorema. Troviamo
una primitiva di f(x) = |z|. (Per il thm [1.4,pg.2], dato che f(x) e’ continua, €’
sicuro che ammetta una primitiva.)

Se ci restringiamo a ]0, +o0o[, abbiamo f(z) = z e quindi F(x) = %2 Invece, in

] — 00, 0[ abbiamo f(z) = —z e quindi F(z) = —%. Allora, se consideriamo

2

& x€]0,+oof
F(z)= —% x €] — 00,0]

0 z=0

T

= \$|§

avremo che F(z) e’ continua in o = 0. Allora per il teorema precedente, F'(x)
e’ una primitiva di f(z) in R.



1.2 Integrale indefinito

L’integrale indefinito della f e’ I'insieme di tutte le primitive assegnate a f, si
denota con:

se non esistono primitive per f

/f(x)da? = {{F(x) +¢, ceR}  F(z) € una primitiva per f

f(x), posta dentro un’integrale, viene chiamata funzione integranda.

1.2.1 Integrali indefiniti immediati

) [a%de = = L4, a#-1,2>0,0€R

*) £ - )
(1) f[ (@) f'(2)dz = [ngl +c (2)
(*) [sinzde = —cosz + ¢ (*)
) )

a+1

J
i f/((;’))dx =log|f(z)| +¢
J

cosxdr = sinx + ¢

*) [etde =e" +c *) [0dz =c¢

3 fCOSdex—tanx—i—c (4) [ 5zde = —cotanz + ¢
(0) % e’ continua in | — 0o, 0[U]0, +00[ e quindi ammette primitiva. La sua prim-
itiva in | — 00, 0] €’ log —z, invece in ]0,+oo[ €’ logz, quindi in definitiva una

sua primitiva e’ sempre log |z

(1) con a # —1, f derivabile nel suo intervallo di definizione e f(z) > 0
(2) con f derivabile nel suo intervallo di definizione e f(x) # 0

(3) stiamo considerando le primitive in ogni (a,b) C R\ {Z +kr, k € Z}
(4) stiamo considerando le primitive in ogni (a,b) C R\ {nk, k € Z}

1.3 Metodi d’integrazione

Vedremo alcuni metodi che semplificano il calcolo di integrali.

1.3.1 Integrazione per decomposizione

Theorem 1.6. Sia f : (a,b) — R dotata di primitive in (a,b) e sia k € R\ {0}
allora valgono le sequenti proposizioni:

1. Anche kf(x) e’ dotata di primitive
2. [kf(x)de =k [ f(z)dz

dove k [ f(x)dz e’ un insieme definito in questo modo:

/f Ydz = {k(F(z) +¢), c € R| F(z) primitiva di f(z)}

(0)1. Dimostriamo la 1

Proof: Per Hp 3F(z) : F'(z) = f(z). Dimostriamo allora che kF(x) €’ una
primitiva di kf(x):

intanto kF(z) €’ derivabile perche’ prodotto di f. deriv.

D[kF(z)] = kF'(xz) = kf(x) = kF(r) e una primitiva di f(z)

(0)2. Dimostriamo la 2

Dobbiamo dimostrare I'inclusione tra i due insiemi.

dx = [z~ ldz = log|z| + ¢,

x#0



LET: 1. k#0
2. A= [kf(x)dx
3. B=k /[ f(x)dx
(1)1. Dimostriamo A C B
Proof:
LeT: H(z) € A
allora
H'(x) = kf(x)

Hz) = k (;H(:@) k40

1
Basta adesso provare che %H(x) ¢’ primitiva di f(z) :

D || = 1@ = phr) = £(2)

H(z)eB = ACB

(1)2. Dimostriamo B C A
Proof:
LET: kF(x) € B
allora D[kF(x)] = kF'(z) = kf(x), ovvero kF(x) ¢’ una primitiva di kf(z) e
quindi kF(z) € A

O
Osservazione: se k = 0 abbiamo
A:/de:{cER}
B ={k(F(z) +c¢), ce R} ={0}
e quindi A # B O

Theorem 1.7. Sia f,g : (a,b) — R dotate di primitive in (a,b), allora valgono
le sequenti proposizioni:

1. Anche f(z) + g(x) e’ dotata di primitive

2. [ f(x)+g(z)dae = [ f(z)dx + [ g(x)dx
dove [ f(x)dz + [ g(x)dz e’ un insieme definito in questo modo:

/f(z)d:c+/g(x)dx = {(F(z)+c)+(G(z)+c), ¢, € R| F,G primitive di f,g}

(0)3. Dim. 1

ASSUME: 1. 3F(x) primitiva di f(z)
2. 3G(x) primitiva di g(z)
Proof: Per Hp 3F(x) : F'(z) = f(x) e lo stesso per g(z), allora F(x) + G(x)
e’ una primitiva di f(z) + g(z), infatti
D[F(z) + G(z)] = F'(x) + G'(x) = f(x) + g(x)
O
(0)4. Dim. 2

LET: A= [ f(z)+ g(x)dx
B = [ f(z)dz + [ g(z)dx



(1)1. Dim. AC B
LET: H(z) € A

v e [ ()

Abbiamo che H(x ) ( )+[H (x)— F(x)], quindi basta mostrare che [H (x)—

F(x)] ¢’ la prim. di g(:]r)

D[H (z) — F(z)

(1)2. Dim. BC A
LET: F(z)+ G(z) € B

H'(z) = F'(x) = f(2) + g(x) - f(2) = g(x) .

D[F(2)+G(x)] = F'(2)+G'(x) = f(z)+g(z) = F(z)+G(x) prim. di f(z)+
O
O

Corollary 1.8. Come corollario dei due precedenti teoremi si ha subito che:

/klfl(x)+~~+knfn(:z:)dx:kl/fl(ar)derm+l<:n/fn(x)dx

dove k; #0 e f;(x) sono dotate di primitive nell’intervallo di definizione.
Possiamo riscrivere il II membro in questo modo:

b [ @)zt k[ fu(e)ds = (nF@) + 4+ haPae) +C, C € R)
dove F;(x) e’ una primitive di f;(z).

1.3.2 Integrazione per parti

Theorem 1.9. Siano f,g : (a,b) — R derivabili in (a,b). Se la funzione
f’(a:)g(x) : (a,b) — R e’ dotata di primitive, allora:

f(z)g' (x ) (a,b) — R e’ dotata di primitive

2. ff(m Ydr = f — [ f'(z)g(x)dz, ovvero
[ dfﬂ+ff dfv—f( )g(w),
dove f ff’ x)dx e’ Uinsieme delle funzioni che sono una

dzﬁerenza tm f( Yg(z ) e una primitiva di f'(z)g(x).
f(x) si chiama fattore finito e ¢'(x) fattore differenziale.

(1)1. Dimostriamo la 1
Per Hp esiste H(z) primitiva di f'(z)g(x). Consideriamo G(z) = f(x)g(z) —
H(z) : (a,b) — R. G(z) ¢’ la primitiva di f(z)g¢'(z), infatti, ¢ derivabile in
(a,b) e abbiamo:
G'(x) = fl(x)g(x) + g'(x) f(x) = f'(z)g(x) = ¢'(z) f(x) Yz € (a,D)
(1)2. Dimostriamo la 2
Sia A = [ f(z)g'(x) ¢ B = f(2)g@) - [ '@
(2)1. Dimostriamo A C B
Sia H(z) € A, che possiamo scrivere come:
H(z) = f(z)g(x) — [f(2)g(x) — H(z)]
per vedere che H(z) € B dobbiamo quindi dimostrare che f(z)g(x) — H(x)
e’ una primitiva di f'(z)g(x). Intanto e’ derivabile in (a,b) perche’ lo era
pure H(z) e f, g, e inoltre:
DIf(@)g(x) — H(@)] = f'(@)g(x) + ¢'(2) f(z) — F(@)g' () = f'(@)g(x)
O

9()



(2)2. Dimostriamo B C A
Sia P(z) = f(z)g(x) — H(z) € B. P(x) € derivabile in (a,b) perche’ lo €’
pure H(z) e f,g. Inoltre la sua derivata e’:
Pl(x) = f'(x)g(x) + ¢'(2)f(2) — f'(2)g(x) = g'(x) f(x) Yz € (a,b)
quindi P(z) ¢ una primitiva di f(z)g¢’(x). In conclusione P(z) € A O

1.3.3 Integrazione per sostituzione

Theorem 1.10. Data f(z) : (o, 8) — R, dotata di primitiva in (c, 3)
¢ : (a,b) — R derivabile in (a,b), con cod(p) C (a, ), valgono queste due
PTOPOSIZIONL:

1. fle(x)¢' () : (a,b) — R e’ dotata di primitiva in (a,b).

[ stetane @aa = | [ swa]
y=p(x)

dove il secondo membro e’ un insieme che contiene funzioni del tipo F(p(x)),

con F(x) primitiva di f(y).

La 2 e’ chiamata prima formula d’integrazione per sostituzione.

Proof:
(1)1. Dim 1.
Sia F(x) la primitiva di f in (o, ), che esiste per Hp. Una primitiva di
fo(x))¢'(z) € la funzione composta F(p(x)), infatti,
D[F(p(2))] = F'(p(2)¢'(z) = fe(z))p(2)
(1)2. Dim 2.

Sia A= [ f(¢(2)¢'(x) dz, B=[[f(y)dy]
(2)1. Dim ACB
Sia H(z) una primitiva di f(p(z))¢’(z) in (a,b), e F(x) una primitiva di
f(x), allora
Flp(x)) € B
H'(z) = f(p(x))¢'(z) = D[F(p(x))] Vo € (a,b) = H(z) € B
(2)2. Dim BCA
Sia F(p(z)) € B, poiche’
D[F(¢(x))] = f(p(x))¢'(x) Vo € (a,b)
si ha che F(p(z)) € A

y=¢(z)

O

Theorem 1.11. Data f(z) : (o, 8) — R, dotata di primitiva in («, 3)
¢ : (a,b) — R derivabile e invertibile in (a,b), con cod(p) C (a, ), valgono
queste due proposizioni:

1. flp(@)¢'(x) : (a,b) — R e’ dotata di primitiva in (a,b)

[ 1@ = | [ o)l .

dove Y(x) : (a, B) — (a,b) e’ la funzione inversa di ¢

La 2 e’ chiamata seconda formula d’integrazione per sostituzione.



Proof:
(1)1. 11 punto 1. €’ stato gia’ dimostrato nel precedente thm. Dimostriamo il
punto 2.

Sia A = [ f(z)dz, [ff (y)d y]y (@)
(2)1. Dim ACB
Sia F'(x) una primitiva di f(z), allor

F(z) = F(e(y ())), y=v(x)
DI[F(e())] = fle®)¢'(y)
= F(x) €

(2)2. Dim BCA
Sia H(¢(x)) € B, allora

D[H(¥(x))] = H' ()¢ (z) = f(p(th(2))@ ()¢ () = f(2)¢ (¢ ()¢ (x)

o' (Y(x)) = m /ix) [thm di derivazione delle funz. inverse]
1 , _
= 1) ) = 1)

quindi H(y(z)) € A
O

Theorem 1.12. Data una f(t) e o(x), con codp C domf, e data 1(t), inversa
di p, vale la sequente uguaglianza:

[rewrae=|[rowvod]

Noi la chiameremo terza formula d’integrazione per sostituzione.

Proof:
Per il teorema di derivazione delle funzioni inverse, abbiamo che
1
V' (p(z)) =
¢’ (x)
allora

f s f s g
:/fcpr "(p(x)¢' (2)

poniamo h(t) = f(t)¢'(t)

- / h(p (@) (z)

per la prima formula di sost. abbiamo:

_ { / h(t) dt} T [ / FOW () dt} .



Example 1.3.

/ e +1
prranpraneil
e +e* +1

F0) = 5 () = € i) = logt

- [frewera]

_[ t+1 t}
R CCR o) R PR

da qui si procede risolvendo questo integrale razionale

1.3.4 Regola pratica di sostituzione

Una volta fatta una qualsiasi sostituzione di tipo t = f(x), basta considerare dx
come la derivata di z, dove x diventa f~1(t), alcuni esempi:

/f
o(t), t=1(x) [linversa di |, dx = D [p(t)] = ¢'(t)

()
/f [/ Flo(®)¢' (t) dt} [questa €’ la seconda formula di sost.]
t=1 ()

[thm. di deriv. funz. inversa]

!
()

dt} = [ / f@) dt] = [questa €’ la prima formula]
t=¢p t ‘P(x)

[/f
/}wm»m:

t=p(x), z=19(t), dz=D[)(t)] =)
= {/ Fw'(t) dt] [questa e’ la terza]
t=p(z)

1.4 Integrale di Riemann

Data f(z) : [a,b] — R limitata in [a, b], una partizione di [a, b] si indica con P:
P=A{xg,...,2n},nEN: zp=a<z <29<--<xp=>b

In altre parole stiamo suddividendo [a, b] in n intervallini di tipo [x;—1,z;].

Nota: f(z) limitata in [a, b] vuol dire che esistono h,k € R: h < f(z) < kVz €

10



[a, b].
|P| = ampiezza di P = max {(x; — x;-1), i1=1,2,...,n}

Poiche’ f ¢’ limitata in [a, b], lo sara’ pure in [z;_1, x;], quindi:

Im; = inf f(z) = € [zi1, 2]
IM; = sup f(z) x € [xi—1, x4

Definiamo la somma inferiore e la somma superiore:

s(f.P) = mi(zmi —2im1)  S(fP)=> Mz — zi)
i=1 1=1
Al variare di P di [a, b] nascono i seguenti insiemi numerici:
A={s(f.P)}p  B={S(f.P)}p
A €’ 'insieme numerico delle somme inferiori, e B quello delle somme superiori.
Theorem 1.13.
f:la,b] — R, limitata in [a,b] = A, B sono separati
Essere separati vuol dire che
Vre A,ye B <y
Definition 1.4.
f(z) € integrabile secondo Riemann <« A, B sono separati e contigui
Essere contigui vuol dire che:

Ve>0 dxeA,yeB: y—x<e¢

Definition 1.5. L’integrale secondo Riemann e’ ’elemento di separazione di

A, B, e si indica con
| s
[a,b]

e quindi, essendo '’elemento di separazione:

(z)dz =sup A =inf B
[a,b]

Theorem 1.14. Ogni funzione continua o monotona o generalmente continua
in [a,b] e’ integrabile secondo Riemann.

1.4.1 Esempi

Esempio 1
Data f(z) = k, vogliamo calcolare il suo integrale secondo Riemann in [a, b].
f €’ sicuramente limitata in [a, b] dato che e’ costante. Inoltre,

m; =inf f(z) =k, M;=supf(z)=k =€ [ri-1,7]
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Percio’,

n

S(f»P) = Zmz(% - $1—1) = mlz(x7 - xi—l) =

i=1
=mi(x1 —xo+x2— 21+ +Tp —Tp_1) =m(x, —29) =mi(b—a) =k(b—a)
S(f,P) =k(b—a) [per procedimento analogo a s(f,P)]

allora,
{s(f,P)}p ={k(b—a)}  {S(/,P)}p ={k(b—a)}
e in definitiva:

kdr = k(b —a)
[a,b]

Esempio 2
Esempio di funzione non integrabile secondo Riemann: la funzione di Dirichlet

)1 Yoz e[0,1]NnQ
f(x)_{o Ve e [0,1]\ Q

abbiamo che

m; =inf f(x) =0 z € [x;-1, 2]
M;=sup f(z)=1 x € [x;—1, 2]

s(f,P)= Zmz(ac2 —xi—1)=0
i=1

S(fiP)=Mi(x1 —zo+ 22— 21+ +Tp —Tp—1) = 1(Tn —29) =b—a=1-0=1
A= {S(fvp)}'P = {0} B = {S(f7p)}73 :{1}

e ovviamente A, B non sono contigui.

1.4.2 Condizioni di integrabilita’

Theorem 1.15. f: [a,b] — R, continua in [a,b] allora
1. f e’ limitata in [a, b]
2. f e’ integrabile secondo Riemann in [a, b]

Proof:
(1)1. Dim la 1

La f ¢ continua in [a, b], quindi per il teorema di Weierstrass

3m = min { ([, b))}, 3M = max {f([a, b))}
allora
m < f(z) < M Vz € [a, b

quindi f e’ limitata O
(1)2. Dim la 2

f €’ continua in [a, b], allora per il teorema di Cantor-Heine (vedi [8.32,pg.87])

e’ anche uniformemente continua, cioe’

Ve>030>0: Va,y € a,b], [x—y|<d = |f(z)—fly)l<e

12



fissiamo € > 0 e consideriamo ;=
() £>036>0: Vayefabl -yl <6 = [f2) - fy)l < ;=
Adesso prendiamo una partizione P di [a,b] in modo tale che |P| < §, |P| e
I'ampiezza della partizione, cioe’:
|P|=max{x; —xi—1, i=1,...,n} <0 = x;—x;1 <oVi=1,...,n
Consideriamo questa differenza:
m; =inf f(z) x € [z;_1, 2]
= min f([x;—1,;]) [per la continuita’ di f e per il thm di Weierstrass]
= f(m), i € [wi—1, 4]
M; =sup f(z) = € [x;-1, ]
= max f([z;—1,2]) = f(&), & € [wi-1,2i]

S(f,?)—s(f,i)—ZMi Ti — Tj— 1 Zmz Ti — Tj— 1 Z(Mi_mi)(xi_xifl)
i=1 =
-2

— i) Zm F )| (i = i)

Cerchiamo adesso di gfruttare la diseguaglianza dell’umforme continuita’:

i € [wi—1, 2] C [a,b] = m; € [a, 0]

& € [xi_l,xi] - [CL, b] = gz S [a,b}

|€& —mi| < x; — ;-1 [dato che & e n; sono nello stesso int. [z;_1, 2]

z; —xi—1 < 0 [per quello che avevamo visto primal

& —mil <0

quindi &; e n; rispettano le condizioni della (x), percio’
€
|f(&) — f(m)| < —a
maggioriamo adesso 1a differenza che avevamo prlma considerato:
€

S(f, P Z|f€z fmi)l(@i — i <Zb—a Ty = Ti-1) = p——(b—a)=¢
S(fa )—S(f, )

Quindi Ye > 0, riusciamo a trovare due partizioni P, = P, = P tali che

S(f,P)—s(f,P) < e. Questo vuol dire che {S(f, P)}p, {s(f,P)}p sono due
insiemi contigui, percio’, in definitiva, f €’ integrabile secondo Riemann, [

Theorem 1.16. f : [a,b] — R, monotona in [a,b] allora
1. f e’ limitata in [a, b
2. f e’ integrabile secondo Riemann in [a,b)

Proof: Dimostriamo solo il caso in cui la funzione e’ non decrescente. Tutti gli
altri casi sono analoghi.
(1)1. Dim la 1
Sia x € [a,b], allora a < x < b, poiche’ f €’ non decrescente f(a) < f(z) <
f(b), quindi f ¢’ limitata in [a, b] O
(1)2. Dim la 2
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Procedendo analogamente alla dimostrazione del teorema [1.15,pg.12], e con-
siderando § = W > ( arriviamo a
Pl=min{z; —x;_1, i=1,...,n} <=
| : I CEN O
Poiche’ f €’ non decrescente, abbiamo

M; = sup f([vi—1,2i]) = f(;)

m; = inf f([zi—1,2i]) = f(zi-1)
Allora considerando la solita differenza, arriviamo a

= xi—xi_1<(5Vi:1,...

S(f,P) = s(f,P) =D _(M; —my)(w; — w1) = Y _(f(:) = fl@i1)(@s — xim1)

i=1 i=1
< Do)~ fleia))d = Y ) g e =
5 - 5
__ f) - fla)
O @1
S(f,P)—s(f,P)<e
La dimostrazione e’ conclusa. O

Theorem 1.17. f: [a,b] — R, generalmente continua e limitata in [a,b] =
f e’ integrabile secondo Riemann.

Una funzione e’ generalmente continua in [a,b] quando e’ continua in [a, b]\
E, dove E ¢’ un sottoinsieme finito di [a,b]. Ovvero e’ generalmente continua,
se e’ continua in tutto [a,b], tranne un numero finito di punti.

1.4.3 Proprieta’

Date f,g : [a,b] — R, integrabili secondo Riemann in [a,b], e presi o, 5 € R,
valgono le seguenti proprieta’

1. Proprieta’ distributiva dell’integrale esteso:
af(x) + Bg(x) : [a,b] — R €’ integrabile secondo Riemann
{ Jiuy 0f (@) + Bg(a) da = a [, , (@) do+ B [, 9(a) do
2. Proprieta’ di additivita’:
V]e, B8] C [a,b] f e integrabile secondo Riemann in [, (]
{c €la, bl = f[a,b] f(z) do = f[a’c] f(z) dz+ f[c’b} f(z) dz
1.4.4 Teorema della media
Theorem 1.18. Data f : [a,b] — R, integrabile secondo Riemann, e posto
m = inf f([a,b]) M = sup f([a,b])

st ha

m(b—a) < (x) de < M(b— a)
[a,b]
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Se inoltre f e’ continua, si ha
3 € [a,b] - f(z) dz = f(§)(b—a)

Proof:
Per Hp f €’ int. sec. R. = ¢’ limitata = 3 finito M = sup f([a,b]), I finito m =
inf f([a,b]). Inoltre

f(x) dr = sup{s(f, P)}P = inf{S(f, P)}P

[a,0]
e quindi
s(f,P1) < f(x) < S(f, Py) VP, Py part. di [a,b]
[a, b]
Consideriamo allora P1 = {a,b} (la part. banale). Abbiamo che

/f ) < S(f,P)

Poiche’ P ¢’ la part. banale, abbiamo che sia la somma inferiore sia quella
superiore sono formate da un solo elemento:
s(f,P)=mi(b—a) = m(b—a)
m=mi

S(f,P)= M(b—a) M(b— a)

—
M=DM,
allora
m(b—a) < flz) < M(b—a)
[a,b]
Questo completa la prima parte della dim.
Supponiamo adesso che f sia continua, allora per il thm di Weierstrass
M = sup f([a, b]) = max f([a,b]), m = inf f([a, b]) = min f([a, b])
Consideriamo
m(b—a) < flx) < M(b—a)
[a,b]

1
< G [, TP

1
TS fy f(z)
(=] a) f[a 0] si chiama la media integrale. Per quanto detto
min f([a, b}) inf f([a,b]) = m <~ < M = sup f([a,b]) = max f([a, b))
poiche’ le funzioni continue assumono tutti i valori compresi tra il min e il
max, si avra’

Helad]: f(§)=7=

1
—a /W,] f@ = | J@=1&b=0

L]
Corollary 1.19. Data f : [a,b] — R, integrabile secondo Riemann,

Vo € [a,b] f(z)>0 = fl@)dz >0
[a,b]

V€ [a,b] f(z) <0 = f(z)dx <0
[a.,b]
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Proof:
(1)1. Dim. la'1

Poiche’ almeno 0 e’ un minorante di f([a, b])

f(z) >0 Vz € [a,b] = m =1inf f([a,b]) >0
allora per il thm della media:
m(b—a) < f(z) dzx
[a,b]
ma b—a>0em >0, quindi
0<mb—a)< f(z) dx
[a,b]

O
(1)2. Dim. la 2
Poiche’ almeno 0 e’ un maggiorante di f([a,b])
f(z) <0 Vz € [a,b] = M =sup f([a,b]) <0
allora per il thm della media:
f@)de < M(b—a)
[a,b]
mab—a>0e M <0, quindi
/ f(z)de < M(b—a)<0
[a,b]
O

Corollary 1.20. Date f,g: [a,b] — R, integrabili secondo Riemann in [a,],

f(z) < g(x) Vx € [a,b] = f(z) dx < / g(x) dzx
[a,b] [a,b]

Proof:
Consideriamo ¢(z) = f(z) — g(z) < 0. Per le proprieta’ [1.4.3,pg.14],

P = 1) gla) de = /w f() do — /{m o(x) da

per il corollario [1.19,pg.15],
/ p(z)de <0 & / fx) dx—/ g(z)dx <0 & f(z) de < / g(z) dx
[a,b] la,b] [a,b] [a,b]

(@]

Corollary 1.21. Data f : [a,b] — R, integrabile secondo Riemann,

Vz € [a,0] f(z) 20, [a,f]C [a,b] = fz) do > f(z) da
[a.b] (e8]

Proof:
Supponiamo che a < a < 3 < b, per la proprieta’ di additivita’

dx = d d d
@ /H sydes [ g ae /M f() de

Per il cor [1.19,pg.15] f[a ol fx)ydz >0e f[ﬂ b f(z) dz > 0, allora maggio-
rando:

f(z) de+ f(z) dx (z) de > 0+ f(z) dx+0 = f(z) dx
[a,0] [ov,5] (6.0] [, 5] [a,]
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Corollary 1.22. Data f : [a,b] — R, continua in [a, ],

Vz € [a,b] f(z) >0, 3xg € [a,b] flxg) >0 = flx)dz >0
[a,b]
Proof:

Essendo continua in [a, b], f € anche continua xg:

lim f(z) = f(z0) >0

T—XT0
Per il thm della permanenza del segno:

Ao, 8] € [a,0], @0 € [, 8]+ Vo € [o, 8] f(x) >0 (1)
Per il corollario precedente:
(z) dax > f(z) dzx
[a,b] [, 5]

Applichiamo il thm della media a f(x) ristretta a [a, 0]

agamm:/ f(z) dz = £(6)(6 — o)

(e, ]

(B—a)>0
poiche’ ¢ soddisfa la (1) si ha f(£) > 0, quindi
f@ o= [ fa)de =€) -a) >0

[a,b] [, ]
O

Corollary 1.23. Data f : [a,b] — R, integrabile secondo Riemann, valgono
queste due proposizioni:

1. |f(2)] : [a,b] — R e’ integrabile secondo Riemann
2.
(2) dzx

SAMVWHW

‘ [a.]

Proof:
(1)1. Dimostriamo solo nel caso in cui f sia continua
(2)1. Da f(z) continua, segue che |f(x)| e’ continua

xo € [a,b]
lim f(z)= f(zo) & Ye>035>0: |f(z) — f(zo)| < eVzx €]z —§,z + §[N[a, b]

e > |f(z) = flxo)| = [If ()] = | (o)l
Ve>068 =46: ||f(z)]—|f(z0)|| <&V €]z — 6§z +§[N[a,b]
o Jim (/)] = | (zo)
(2)2. Q.E.D.

Per le proprieta’ del valore assoluto:

—[f(@)] < fz) <[f(2)], Vo € la,b]

allora integrando ogni membro, e usando il corollario [1.20,pg.16],

— d d d
AM M@Hx<%¥ﬁ@)x<ﬂwvmﬂw

che per la proprieta’ distributiva:

— d d d
Aﬂvwnxgzéﬁu>xsﬁwum>x

)
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e per la proproprieta’ del valore assoluto

| W@ dr| < /W f(@)] de i

Example 1.6. Sia f(x) una funzione integrabile secondo Riemann in [a,b],
proviamo che data la funzione

F(e) = f(z)dx: [a,b] — R
[a,c]
si ha

lim F(c) = f(z) dzx
c—b— [a,b]

Proof: La tesi equivale a:

Ve>0:36>0: ]

f(z) de — () dw‘ < e Ve elb - 8,b[N[a, b]
|

[a,b]

la,c

se scegliamo ¢ €]0,b — a[, possiamo riscrivere 'ultima condizione direttamente
come: Ve €]b—6,0]
Per la proprieta’ di additivita’ possiamo scrivere:

f@)yde— [ flw)de| = |- /(@) dal

la,c] [a,b]

] flx) dx‘

[e,b N ‘ [e,b]

per il corollario di prima:

[ @< [ 1)

per il thm della media
M = sup |f([c,b])]

[ 1t@lds < a-0)
[c,0]

Sihac €]b—4§,b[= b—c < 4. Ponendo § €]0,b — a[: §M < &, abbiamo infine:
Mb—c)<Mb<e

1.5 Integrale definito

Sia data f : (a,b) — R, integrabile secondo Riemann in tutti gli intervalli
chiusi contenuti in (a,b). Siano «, 5 € (a,b)

5 f[aﬁ] flx)yde a<p
/ fl@x)de:=<0 a=p
“ _f[ﬂ,a] f(x)dz a>p

da questa definizione si ha questa immediata proprieta’:

/aﬁf(a:)dzz—/:f(x)dx
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Theorem 1.24. Proprieta’ distributiva dell’integrale definito:
Siano h, k € R. Data la funzione hf(x)+kg(z) : (a,b) — R, integrabile secondo
Riemann in tutti gli intervalli chiusi contenuti in (a,b), e dati o, 8 € (a,b), si

ha
B

[ " ht @) + kgle) do — h / ? ) di sk [ oty

Proof:
CASE: a<

B
/ hf(x) + kg(z) de = / hf(z) + kg(z) dx

[a’ﬁ]
=h flz)de + K g(x) dz [per la prop. distr. degli int. estesi.]
[, 8] [, 8]
CASE: a > (3
B
/ hf(x) + kg(z) de = —/ hf(x) + kg(z) dx
a [B,a]
=—h f(z) de — k/ g(z) dx [per la prop. distr. degli int. estesi.]
(8,0 (8,0
B B
=h | flx)de+k | g(z)dz
CASE: « *aﬁ “

O

Theorem 1.25. Proprieta’ di additivita’ per l'integrale definito:
Data la funzione f(x) : (a,b) — R, integrabile secondo Riemann in tutti gli
intervalli chiusi contenuti in (a,b), e dati o, 8,7 € (a,b), si ha

/jf(a:)dac:/;f(x)dx—kxfﬁg(m)dm

Proof:
CASE: a < 8
CASE: a<y<f

B
[ r@de= [ f@ds

= (z) de + (z) dz [prop. di additivita’ degli int. estesi]
o] [7,8]
CASE: a< <y
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)
[ t@dar= [ @
a [e,7]

= (z) dx + (z) dz [prop. di additivita’ degli int. estesi]
[, 5] [8:7]

B ¥
— [ f@des [ @) ds
e B

/jf(:r)dx:/;f(x)dx—/; f(z) dx

:/:f(x)daH—[Yﬁ (@) do

CASE: y<a<f

/f f(z) dx = /hm f(z) dx

= (x) dz + () dz [prop. di additivita’ degli int. estesi]
[v.0] [a.]

:Aaf(x)dx+Lﬁ f(z) dx

/jf(x)dxz[yﬁf(a:)dm—[ya f(x) dz
:/:f(:c)dw—k/j f(z) dx

CASE: < «
Si procede analogamente al caso precedente O

Theorem 1.26. Teorema della media per gli integrali definiti:
Data la funzione f(x) : (a,b) — R, continua, e o, B € (a,b) con oo # [ =

153
3t €0, / f(x) dz = F(6)(6 — o)

Proof:
CASE: a < 8
Per definizione

/j f(z) de = /[a,ﬁ] f(z) dzx

Poiche’ f €’ continua, e per il teorema della media degli integrali estesi:

3t € [0, ] - /[ @) dr= 7€) @)

/j flz) do = — /M f(z) dz

Poiche’ f e’ continua, e per il teorema della media degli integrali estesi:

3t € [8,0] - /[B Sa)de = f(©)a )

CASE: <«
Per definizione
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e quindi

B
/ f(z) do = — / f(@) dz = —f(€)(a— B) = £(E)(B - a)
e [B,a]

1.5.1 Funzione integrale

Data la funzione f(x) : (a,b) — R, integrabile secondo Riemann in tutti
gli intervalli chiusi contenuti in (a,b), e dato xg € (a,b), possiamo definire la
funzione integrale F'(x) : (a,b) — R:

x
Pla) = / () dt
xo
cioe’, associamo a ogni x € (a, b) il punto f;o flx)dx e R

1.5.2 Teorema di Torricelli

Data la funzione f(z) : (a,b) — R, continua in (a,bd), o € (a,b) e F(z) =
f;o f(t) dt, funzione integrale di f(x), valgono le seguenti proposizioni:

1. F(z) €’ derivabile in (a,b)
2. F'(z) = f(z) Vz € (a,b)

Proof:

()1. Dim. lalela2
Sia 2’ € (a,b). Per la genericita’ di 2/, e sufficiente provare che IF'(z') =
f(z"), cioe’

5P = f) & tim PO gy
& Ve>030>0: Vz € (a,b)N)z’ —6,2" + [\ {2’} siha F(wx) : f/(x’)

Poiche’ la f e’ continua:
lim f(z) = f(z') = in corrispondenza di ¢ si ha
r—x’

38" >0: Vr € (a,b) : |z —2a'| <& siha|f(z)— f(z")] <e (2)

(2)1. Dimostriamo che fissando § = §’ la (1) e’ soddisfatta
Fissiamo 6 = ¢’ e prendiamo una z che rispetti le condizioni della (1), cioe’
z € (a,b)N]z’ =&, 2" + '\ {z'} & z€ (a,b), |[v—2'| <, v#2

21



procediamo:

) — F(z' ¥ dt — ™ d
PO g < [ OT I OR g
(f F) dt+ [ f(2) dt) —[Z f) e o
B > 7 — f(2")| [per 'additivita’]
S LERIOL

3¢ e[/, 2] : /I f(t)dt = f(¢)(z —2') [thm della media per int. def.]

= ) ) = 15(6) — £)] nota che o #

Poiche’ € € [2/, 2], la £ rispetta la condizione della (2), quindi:

If() = fa)l <e

F(Jﬁ) —F(.I‘/) _ f(l‘/)

=[f(&) — @) <e

r—x

Proposition 1.27.
f:(a,b) — R, continua = [ ammette primitive, e una sua primitiva e’ la funzione integrale

Questo e’ proprio quello che afferma il teorema di Torricelli.

1.5.3 Formula fondamentale del calcolo integrale

Corollary 1.28. del teorema di Torricelli.
Data f(z) : (a,b) — R, continua e data G(x) primitiva di f(z) in (a,b), e
presi a, 3 € (a,b)si ha

15
/ f(z) dz = G(8) - G(a)

Per convenzione, si pone:

Proof:
Sia N
F(2): (a,b) — R, F(z)= / £(t) dt
la funzione integrale. "
Per il thm di Torricelli F(x) € una primitiva di f(z) in (a,b), quindi
JdeeR: G(z)=F(x)+c Yz € (a,b)
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Jé] a
G(B) - G(a) = F(8) - F(a) = / £(t) dt - / £(t) dt

B zo
= f@) dt+/ f(t) dt
B
:/ f(t) dt [prop. di additivita’]
° O
1.5.4 Formule di sostituzione per integrali definiti
Conseguenza della formula fondamentale del calcolo integrale:
b
[ #) da =
x=p(t), t=1(z) [linversa di @], dr = DIp(t)] = ¢'(t)
b ¥ (b) P (b)
~ [s@rac=| [reeneoa) = [ eop
a P(a) P(a)
b
[ #et@)e @) da =
1
t=o(@), v=v@1), dv=DRE)] =), ¢'(z)=¢ (Y1) = 0

©(b) @(b)
_ [/f(t) dt} :/ () dt
p(a) w(a)

/ F(p(x)) da =
(x), == (), dx=D(H)] =)

t=¢
_ [ [rww dt] ib)) _ / ((j) ¥ (1) di

2 Misurabilita’ secondo Jordan

Sia X C R?, con X° indichiamo I'interno di X (vedi gli appunti di topologia),
ovvero nella topologia euclidea:

x€X° & I(x,r): I(x,r) C X

dove con I(z,r) indichiamo il cerchio di raggio r > 0 e centro z.
Inoltre, diremo che

X ¢’ limitato < 3I(z,r): X C I(z,r)
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conzx € X,r > 0.
Useremo anche la seguente famiglia:

P = {r poligono elementare o unione di poligoni elementari}
Cioe’ 'insieme di tutti i poligoni.
Definition 2.1. Sia X C R? un insieme limitato e dotato di punti interni. E
siano
a={reP|rCX} B={r"eP|m2X}

ovvero, l'insieme dei poligono contenuti in X e quello dei poligoni che contengono
X. Infine, poniamo

A = {area 7 € a} B = {area 1’ € 3}

Diremo che X e’ misurabile secondo Peano Jordan se A e B sono separati e
contigui. E chiameremo mis X ’elemento di separazione, cioe’

mis X =supA =inf B >0
Proposition 2.1. In questo caso A # 0, B # 0 e inoltre A e B sono separati.

Proof:
Poiche’ X €’ dotato di punti interni 31 (z,r) : I(x,r) C X, allora se prendi-
amo un qualunque poligono 7 inscritto a I(x,r), abbiamo
7CIz,r)CX = 7CX => n€a = arear € A
Poiche’ X e’ limitato 3I(z,r) : I(z,r) 2 X, allora basta prendere un poligono
7’ circoscritto a I(x,r) e si ha:

7 2I(x,r)2X = 72X =7 € = arearn’ € B
Ovviamente, per costruzione, «, 8 sono separati, infatti, prendendo un qual-
siasi m € a, ' € f3, si ha:

TrCXCrn = nCqx
allora arean < arean’
O

Definition 2.2. Sia X C R? un insieme limitato, ma non dotato di punti
interni, cioe’ X° = (.
In questo caso avremo A = (). Allora diremo che

X misurabile secondo Jordan < inf B =0

e poniamo
mis X =inf B=0

Proof:
(1)1. Dimostriamo che A =0
Se per assurdo 37 € A, allora €’ possibile trovare un intorno I(z,r)Cw. Ma
allora
I(z,r)CrCX =2€ X°= X° £
assurdo.
O

Definition 2.3. Sia X C R?, non limitato. Diremo che X e’ misurabile secondo
Jordan se ogni X N, con m € P, € misurabile secondo definizione [2.1,pg.24],
[2.2,pg.24]. Poniamo

mis X =sup{misX N7 |7 € P} <+oco
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2.0.5 Proprieta’ della misura secondo Jordan
Dati X,Y C R?
1. X,Y misurabili = XNY,XUY,X\Y,Y \ X misurabili

2. Proprieta’ di isotonia.
X,Y misurabili, X CY = mis X <misY

3. Proprieta’ di additivita’ finita

is X, misY
{mls ymis ¥ < +00 = misXUY =mis X + misY

Xenye=90
4. misY <400, X CYV = misY \ X =misY —mis X
5. La misura e’ invariante per traslazione.
X misurabile, Y e’ una traslazione di X =- Y misurabile, mis X = misY
6. X #R? X # (), allora
X misurabile < F(X) ¢ misurabile

2.0.6 Esempi

Example 2.4. di insieme non limitato e misurabile secondo Jordan:
Consideriamo il primo quadrante in alto a destra e chiamiamolo X, cioe’

X ={(z,y) eR*|2>0, y >0}

Ovviamente X non e’ limitato.
Prendendo un poligono 7 qualsiasi, abbiamo questi casi:

TeP un altro poligono, che e’ quindi mis. secondo def [2.1,pg.
XA unione di un numero finito di segmenti questo e’ un poligono mis. secondo def [2.2,pg.24]
7T pr—
unione di un numero finito di punti e’ mis. secondo def [2.2,pg.24]
0

Quindi X e’ misurabile secondo Jordan.
Consideriamo adesso il seguente quadrato:

T, =[0,n] x [0,n] = {(z,y) eR?*|0<z<n, 0<y<n
ovviamente X N, = m,. Consideriamo allora
Y ={misX Nm,, n €N}, supY = +o0
Poiche’ Y C {mis X N7, m € P}, allora a maggior ragione

sup{mis X N7, 7 € P} =mis X = 400
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Example 2.5. di ins. non misurabile secondo Jordan.
Consideriamo il quadrato A = [0,1] x [0,1] e

X=A{(zy ecAlzycqQ}

cioe’ quadrato di lato 1 formato solo dai punti razionali.
Ovviamente e’ limitato, perche’ contenuto in un cerchio di centro O e raggio 2.

Proof:
(1)1. Dim che non contiene punti interni
Infatti, se per assurdo p = (¢, yo) € X fosse un punto interno, allora 31 (p, ) :

I(p,r) C X. Consideriamo py = (z¢ + %, Yo), conn € N : % < r. Si ha che

d(po,p) = \/(azo + g —20)? + (Yo — vo) = g <r

= poellpr)CX = ppeX

2
= x9+ £ € Q [assurdo]
n

Siamo nel caso di def. [2.2,pg.24], controlliamo quindi se inf B = 0:
B ={arear’ |7 € P, 7 D X}
E’ intuitivo il fatto che
72X = 7 DA = arean’ >areaA =1 Vr € P, 7' DOX
quindi, si ha
inf B > 1, anzi, poiche’ areaA € B, inf B=minB =1

ecco quindi che inf B = 1 # 0, percio’ secondo def [2.2,pg.24], X non e’ misura-
bile.

2.1 Trapezoide o rettangoloide

Definition 2.6. Data f : [a,b] — R, limitata in [a, b], con f(x) > 0 Vz € [a,b],
definiamo il trapezoide di f relativo all’intervallo chiuso [a, b]:

T(f) ={(z,y) eR* |z € [a,}], 0<y < f(2)}

In sostanza, T'(f) e’ la porzione del piano che sta’ sotto il grafico di f(x). Nota
che f(z) >0

Theorem 2.2.

f:a,b) — R, continua T(f) e’ misurabile
f(z) >0V € [a,b] misT(f) = f[a,b] f(x) dx

Proof:
(2)1. Vediamo che T'(f) €’ sia limitato che dotato di pt. interni
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Per semplicita’, supponiamo f(x) > 0. f €’ continua, quindi per Weier-
strass,
dmax f([a,b]) = M

Jmin f([a,b]) =n
Consideriamo questi due rettangoli:
A =[a,b] x [0, M] 2 T(f)
A" = [a’b] X [Ovm] - T(f)
(3Y1. T(f) € limitato
Esiste infatti un cerchio di centro I(O, r), di raggio » > max {d((0,0), (0, M)), d((0,0), (b, M))}
che contiene A e che quindi contiene T'(f)
(3)2. T(f) € dotato di punti interni
Infatti, esiste un cerchio I(c,r), dove ¢ €’ il centro del rettangolo A’ e
r < min{m — ¢y, ¢; —a}, che e’ contenuto in A’ e quindi in T'(f).
LET: A= {areaw |m € P, m CT(f)}
B = {arearn’ | 7" € P, n D T(f)}
(2)2. Dimostriamo che A, B sono contigui, utilizzando 'integrale esteso di
Riemann
Intanto osserviamo che
A, B contigui < Ve >0 Jareaw € A, arean’ € B: arean’ —arearw < ¢
Poiche’ f € continua, per il thm [1.15,pg.12], € integrabile secondo Rie-
mann. Nella dimostrazione del thm [1.15,pg.12] avevamo visto che
Ve > 036 > 0: VP, partizione di [a,b] : |P|<d = S(f,P)—s(f,P) <e (%)
Ricordandoci che .

S(faP)ZZmi(ﬂ?i—xi—l) S(ﬂP)ZZMi(%—m_ﬂ

m; = inf f([x;—1,24]) min f([z;—1,2;])

NigP;

f € continua

M; = sup f([xi—1,2i]) max f([zi-1,7i])

~—~—
f €’ continua
consideriamo ora
m= | lwim1, @] x [0,m]

i=1,...,n

= | lwic1 @] x [0,M]

i=1,...,n

Ovviamente 7 C T'(f), ' D T(f). Calcoliamo le loro aree:

areamw = Z(ml —xzi—1)m; (1)
i=1
areaw’ = Z(LDL — Ii—l)Mi (2)
i=1
= areaw = s(f, P), arear’ = S(f, P) (1)
quindi per la (x), abbiamo
S(f,P)—s(f,P)<e & aream’ —aream < ¢
ecco dimostrato che T'(f) e’ misurabile.
(2)3. Ultimo passo
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Poiche’ la f €’ integrabile secondo Riemann, f[a 0] f(z) dz € V’elemento di
separazione dei due insiemi

. {S(f,P)}P, {S(f,P)}P

U P) < (¢) dz < S(f,P') VP, P’
[a,b]
Fissiamo P =P’ = P:

s(f, P) < - f(z) dz < S(f, P) (2)
Per la (1) e per la definizione di mis X, abbiamo:
aream < mis X < arean’ & s(f,P) <misX < S(f,P) (3)
allora, dalla (2) e (3), per le proprieta’ del valore assoluto ! si ha:
|mis X = [ (@) de| < S(f.P) = s(f, P)
[a,b]
e sempre per la (x):
S(f7P)_S(f7P) <e
Quindi, abbiamo trovato che per ogni ¢,
}mist/ f(x) dx‘<5
[a,b]

e percio’

mis X — f(z)dxr =0 = misX = f(z) dx
[a,b] [a,b]

2.2 Insieme normale

Data f : [a,b] — R e g : [a,b] — R, con g(x) > f(z) Vz € [a,b]. Definiamo
I’insieme normale di f,g:

T(f.9) = {(z,y) €R* |z € [a,b], f(z) <y < g(2)}

In altre parole, T(f, g) ¢’ I'insieme dei punti compresi tra il grafico di g (che sta’
sopra) e il grafico di f.

Lemma 2.3. Indicando con Gy il grafico della funzione f : [a,b] — R, con-
tinua in [a,b]:
Gy={(z,y) eR? |z € [a,0], y = f(2)}

valgono le sequenti proposizioni:
1. Gfo =0
2. Gy e’ misurabile secondo Jordan e misGy =0

Proof:
(2)1. Gy €’ limitato
Considerando il rettangolo T = [a, b] x [0, max {f([a,b])}]. basta prendere
il cerchio C = I(O,r) che lo contenga, cosi’ che’:
COTDOG !
(2)2. G non ha punti interni

1vedi proprieta’ 12 del valore assoluto in analisil.pdf
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Sia P = (z, f(x)) € Gy, non sara’ mai possibile trovare un cerchio I(P,r) :
I(P,r) C Gy, infatti, se per assurdo esistesse, allora anche (z, f(z)+¢), € <
r dovrebbe appartenere a G¢, ma questo e’ assurdo.

(2)3. Rientriamo percio’ nel caso della def [2.2,pg.24]. Usando una cornice
che racchiude Gy, con l'altezza che tende a 0, si puo’ dimostrare che
inf B=misGy = 0.

Vogliamo dimostrare che inf B = 0, ovvero che

Vareaw € B, inf B < areanw < 0 < areaw

Ve > 0: Jaream € B: areamr <infB+e=¢
Poiche’ tutte le aree sono > 0, la prima condizione e’ gia’ provata.
Fissiamo €. Nella dimostrazione del thm [1.15,pg.12] avevamo visto che,
fissata la § >0

36 > 0: VP, partizione di [a,b] : |P|<d = S(f,P)—s(f,P) < % (%)
Fissando una determinata partizione, consideriamo allora questo poligono:
T = U[(Ei,hl'i] X [m“Ml + U]

m; = min{ f([z;—1, z;]), M; = max{f([zi-1,x:])

g €
~ 2(b—a)
la sua areane’: . . .
aream = Z(xl —xi_1)(M; + 0 —m;) = ZMZ(% —Ti_1) — Zmi(xi —xi_1)+ ZU(%‘ —Ti_1) =
i=1 i=1 i=1 i=1
:S(fap)is(fv ) O—(bia)
<gtolb-a)=5+5=¢c [perla ()]
5T a)=5+5=¢ [perla
O
Theorem 2.4. Data f : [a,b] — R e g : [a,b] — R, con g(z) > f(x) Vz €
[a, b].
) , 1. T(f,g) e misurabile
f,g continue in |a,b] = )
1= o misT(f,g) = [,y 9(0) — £(a) do
Proof:

(1)1. Dimostriamo il thm nel caso in cui f(z) > 0V € [a, ]
Osserviamo che

g9(x) = f(x) Vo € [a,b] = T(f) €T(9) (1)
= misT(f) <misT(g) [propr. di isotonia, vedi [2.0.5,pg.25]]
9(x) > f(z) 2 0Vz € [a,0] (2)

( =[T@\TNIVGEr (3)

=10 [per il lemma [2.3,pg.28]]

misGy =0 [per lo stesso lemmal]
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Per la (2) e per la continuita’ di f, g, applichiamo il thm [2.2,pg.26] su f, g:

misT(f):/[ b}f(m) dx

misT(g) = /[ ; g(z) dz

T(f),T(g) sono misurabili, allora dalla (1) e (3) e per le varie proprieta’ della
misura (vedi [2.0.5,pg.25]), si ha:
mis T(,g) = mis[T(g) \ T(/)] UGy = mis[T(g) \ T(f)] + mis G = mis T(g) — mis T()

=0

- /M oy do— [ 1) o= /[%b]g(w)—f(w) dx

(1)2. Dimostriamo il caso f(z) < 0 per qualche x € [a, ]
Trasliamo f, g in modo da avere Gy, G4 > 0, per poi applicare il thm [2.2,pg.26]:
m = min f([a,b]) [che esiste perche’ f e’ continual
f(z) <0 per qualche x € [a,b] = m <0
fi(z) = f(z) —m
gi(z) = g(z) —m
m < f(z) Ve € [a,b] = f(x) —m >0V € [a,b]
9(@) > f(@) Vo € [a,b] = g(z)—m > f(z) —m > 0Va € o,
A questo punto possiamo applicare i risultati del passo (1)1: T'(f1,91) €
misurabile, e inoltre
mis T(f1, 1) = /[ D)) dr = /[ gle) o) e d = /[ o)) da
a,b a,b a,b
Poiche’ T'(f1,91) € una traslazione di T'(f,g), per la quinta proprieta’ della
misura (vedi [2.0.5,pg.25]), si ha:

misT(f,g) = misT(f1,91)
]

3 Integrali impropri

3.1 Integrali generalizzati
Definition 3.1.
LET: f:[a,b] — R oppure f : [a,b]— R
f non limitata in un intorno di b
f integrabile secondo Riemann in tutti gli intervalli del tipo [a, c], ¢ €]a,b]

Diremo che f ¢’ integrabile in senso generalizzato in [a, b] se Ifinito lim, ;- [ e f (z) dx
e con

b
/ flz) dz = f(z) dz:= lim f(z) dzx
a [a,b]

¢=b" Jla,d]
indicheremo l'integrale generalizzato (o improprio).

Definition 3.2.
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LET: f:[a,b] — R oppure f :]a,b] — R

f non limitata in un intorno di a

f integrabile secondo Riemann in tutti gli intervalli del tipo [¢,b], ¢ €]a,b]
Diremo che f ¢’ integrabile in senso generalizzato in [a, b] se Ffinito lim,_, .+ f[c’b} f(x) dx
e con

b
/ f(z) dx := f(z) dx := lim f(z) dx
a la,b]

e=at Jleb]
indicheremo l'integrale generalizzato (o improprio).

Definition 3.3.

LET: ¢1,¢2,...,¢r €a,b]: a<ec1 <ca<---<c¢ <b
f :[a,b] — R oppure
fila, 8]\ {e1} — R oppure
7 [ab]\ {eroc2} — R oppure
fi[a, 0]\ {e1,c2,...,¢-} — R oppure
f non limitata in un intorno di ¢, di c¢s,..., di ¢,
P = {zo,...,z,} una partizione di [a,b], tale che [z;_1,z;] contiene un
solo ¢; in uno dei due estremi”
Diremo che f e’ integrabile in senso generalizzato, se e’ integrabile, secondo
le def [3.1,pg.30],[3.2,pg.30] o secondo Riemann, in ogni intervallino del tipo
[x;—1,x;], e porremo:

LTi—1,24

b n
) dr = ) dr = ) dr
| 1@ e ;[ @

Si puo’ dimostrare che quest’ultimo integrale e’ indipendente dalla scelta di P

3.1.1 Condizioni per I’integrabilita’
Theorem 3.1.

LET: f:[a,b] — R oppure [ : [a,b]— R
f mon limitata in un intorno di b
[ integrabile secondo Riemann in tutti gli intervalli del tipo [a, c], ¢ €]a,b|

JA, 0,0 >0: a<1,0<b—a: |f(x)|§W‘v’xe[b—5,b[
—x

= [ e’ integrabile in senso generalizzato in [a,b]

Theorem 3.2.

LET: f:[a,b] — R oppure f :]a,b) — R
f non limitata in un intorno di a
f integrabile secondo Riemann in tutti gli intervalli del tipo [c,b], ¢ €]a,b|

JA,0,0>0: a<1l,0<b—a: |f(x) < ~ Vz €]a,a + d]

A
(x —a)

= [ e’ integrabile in senso generalizzato in [a, b]

21 = c; XOR z; = ¢
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3.1.2 Condizioni per la non integrabilita’

Theorem 3.3.

LET: f: [a,b] — R oppure f : [a,b)]— R
f mon limitata in un intorno di b
f integrabile secondo Riemann in tutti gli intervalli del tipo [a, c], ¢ €]a,b|

JA,0,0>0: a>1,0<b—a: f(x)zﬁv:ne[b—é,b[
—x

= f non e’ integrabile in senso generalizzato in [a, b

Theorem 3.4.

LET: f:[a,b] — R oppure f :]a,b) — R
f mon limitata in un intorno di a
f integrabile secondo Riemann in tutti gli intervalli del tipo [c,b], ¢ €]a,b|

JA, 0,0 >0: a>1,0<b—a: f(z)> = Vx €]a,a + 4]

A
(z —a)
= f non e’ integrabile in senso generalizzato in [a, b]

3.1.3 Proprieta’

Proposition 3.5. Sia f : [a,b[— R, non limitata in un intorno sinistro di b,
ed integrabile in ogni intervallo [a, c] con ¢ €]a, b

Ef[a,b} f(x) dx

3 d
/[a,b] |f(x)‘ = ’f[a,b] f(-f) d-f‘ < f[a,b] |f(l‘)| dx

Nota?
Proof:
Poniamo
F(e) = / f(z) dzx
[a,c]
Hc) = /[ V@) e
Per Hp ’
3/ f(2)| < 3 finito lim [ |f(2)| da
[a,b] =07 Jla,c]

Per la cond. di Cauchy sulle funzioni:
Ve>038 >0: |H()—H(")| <e V¥, " €b—¥§,bN[a,b]
se scegliamo &’ €]0, b—a[, possiamo riscrivere I'ultima condizione direttamente
come: Yc', " €]b— ¢, b]

(2)1. Proviamo che vale la condizione di Cauchy per f(zx)

3f[a,b] f(x) dz € lintegrale generalizzato di f(z).
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La tesi e’

Ve > 036 €)0,b—al: |F()— F(")| <e V', " €b—4,b
Se supponiamo ¢’ = ¢”, allora la tesi e’ vera.
Se, invece, ¢’ < ¢”, per le prop. degli int. estesi abbiamo:

|F()—F(")|=|F(") - F()| = /[a,c”] f(z)dz — e f(z d:c = ‘/c » dx‘

< /[] ()] da = /[} 1f(2)] do — /[] )| de

per il cor [1.23,pg.17]
=|H(")—H()| <e V¥, " €lb—§,b]
Quindi abbiamo dimostrato la tesi con § = §’.
Analogamente si vede per ¢’ < .
(2)2. Q.E.D.
Adesso sappiamo che entrambi i limiti esistono e sono finiti, quindi per def
di integrale generalizzato:

|f(z)] dz < lim |f(x)| dx
[a,b] =07 Jla,c]

f(z) dx‘@ hm‘

c—b

‘ [a,b] la c]

Per il cor [1.23,pg.17):
‘ f(z) dm‘ < / |f ()] dz Ve €la, b
la,c] la,c]

Allora prendendo i limiti di ambo i membri con ¢ — b~, avremo la tesi.
O

Proposition 3.6. Siano f, g : [a,b[— R, non limitate in un intorno sinistro
di b, ed integrabili in ogni intervallo [a,c] con ¢ €]a, b

{If(w)l <glo)voelabl {ﬂf[a,b] | ()] dx
3 Jia 9(2) dz Sy @] dz < [, 4y 9(x) do

Proof:

Poniamo
PO = [ i@
GO = [ gla)do

[a,c]
Per Hp:
3/ g(z) < 3 finito lim g(z) dx
a,b] ¢=b" Jla,q

Per la cond. di Cauchy sulle funzioni:
Ve > 038 €]0,b—al: |G()—G(")| <e V', " €]b—48,b]
(2)1. Proviamo che vale la condizione di Cauchy per |f(z)|
La tesi e”:
Ve > 036 €)0,b—al: |F(d)—F(")| <e v, €b—6,b]
Se supponiamo ¢’ = ¢, la tesi e’ vera.
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Se, invece, ¢’ < ¢, per le prop. degli int. estesi abbiamo:

P P =P =R = | [ fwlde [ s -

!
| [ @l = [ @)
[CI,C//] [C/7c//]
< g:vdx:/ g:rd:rf/ g(x) dx =
= /[] @de= [ gyae [ o)

corollario[1.20,pg.16]
|H(")— H(c)| <e ¥, " €b—¥§,0b]
|F(") = F(d)| <e vV, " €]b—4d,b]
Quindi abbiamo dimostrato la tesi con § = §’.
Analogamente si vede per ¢’ < .
(2)2. Q.E.D.
Adesso sappiamo che entrambi i limiti esistono e sono finiti, quindi per def
di integrale generalizzato:
/ g(z) de = lim g(z) dz
[a,b]

c—b— la,c]

/[ = tim [ ) e

e=b" Ja,q

Per il cor [1.20,pg.16]:
|f(z)] dx < / g(x) dx Ve €la,b]

la,c] la,c]

Allora prendendo i limiti di ambo i membri con ¢ — b~, avremo la tesi.
O

3.2 Integrali illimitati
Definition 3.4.

LET: f:[a,+o0[— R

f integrabile secondo Riemann in tutti gli intervalli del tipo [a,b], b €

fa, +oo
Diremo che f €’ integrabile in senso generalizzato in [a, +00[ se Hinito limp_, 4 f[a’ b f(x) dzx
e con

[Tr@ e [ gwde= i [ g

[a,+00] b=+00 Jla,b]

indicheremo l'integrale generalizzato (o improprio).

Definition 3.5.

LET: f:]— 00,0 — R

/ integrabile secondo Riemann in tutti gli intervalli del tipo [a,b], a €

] ) b]
Diremo che f ¢’ integrabile in senso generalizzato in |—o0, b] se finito lim,—, o |; b () dx
e con

/_boo f(z) dx = /[_OOJ)] f(z) dz := lim f(z) dw

0 Jasb]
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indicheremo l'integrale generalizzato (o improprio).

Definition 3.6.

LET: f:] — oo, +00[— R
f integrabile secondo Riemann in tutti gli intervalli del tipo [a,b] : [a,b] C
] - o0, +OO[

Diremo che f ¢’ integrabile in senso generalizzato in | — oo, +00[ se fissato ad

arbitrio ¢ € R, si ha che 3 [©_ f(z) dw, 3 fjoo f(x) dx.
Con

/:O f() d = /[mw] J(x) da = /; f(@) dx+/c+oo f(2) da

indicheremo l'integrale generalizzato (o improprio).
Si puo’ dimostrare che quest’ultimo integrale e’ indipendente dalla scelta di c.

3.2.1 Condizioni per l’integrabilita’
Theorem 3.7.
LET: f: [a,+oo[— R

f integrabile secondo Riemann in tutti gli intervalli del tipo [a,b], b €
[a, +oo]

A
JA, 02" >0, a>1, 2" >a: |f(ac)|<WVx>x*
T

= f e’int. in senso generalizzato in [a,+o00[

Theorem 3.8.

LET: f:] —o0,b] — R
f integrabile secondo Riemann in tutti gli intervalli del tipo [a,b], a €
] ) b]

A

JA, 2" >0, a>1, 2" <b: |f(x)] < WVJ?S.I*
x

= f e int. in senso generalizzato in [a,4o00[

3.2.2 Condizioni per la non integrabilita’
Theorem 3.9.
LET: f:[a,+oo[— R
f integrabile secondo Riemann in tutti gli intervalli del tipo [a,b], b €
[a, +o0]
A
‘a

JA,a, 2" >0, a <1, 2" >a: f(q:)2|—v,r>w*
x

= f non e’ int. in senso generalizzato in [a, +00]

Theorem 3.10.

35



LET: f:] —o0,b] — R
f integrabile secondo Riemann in tutti gli intervalli del tipo [a,b],
| = o0,0]

JA, 2" >0, a <1, 2" <b: f(x) > Vo < z*

= f non e’ int. in senso generalizzato in [a,+0o0|

3.2.3 Proprieta’
Theorem 3.11.

LET: 1. f:]a,4oo[— R

2. f integrabile in ogni intervallo [a,b] con b > a
ad eR, a<d

f[a ,Fo0] f )
3 flz) dx =
/[a,+oo] ('T) ’ {f[a ,+o0] f f[a +00] f f[a a’]

3 ooy (@) do
3 d [a,F-oc]
/[al,m] Jle) do= {f[am f@)de= [, f@) de + [, f@) de

Proof:
(1)1. Dim. il primo caso
Per le prop degli integrali estesi

x) dmz/ f(x) dz — / f(z)dz ¥b>a (1)
[a’,b] [a,b] [a,a’]
Per Hp:
3 finito hm f(x) dx = / f(z) dzx
la,b] la,+o0]
Allora, passando al hmlte nella (1), otteniamo

lim flx) de = / f(x) dx — / f(z) dx
b=+00 Jia/ 5] [a,4o0] [a,a’]

che €’ la tesi.
Analogamente si vede per il secondo caso.

4 Successioni di funzioni

Definition 4.1. Una succesione di funzioni e’ una applicazione f : N

a €

—

R(@9)4 ovvero ¢’ una legge che associa a ogni numero naturale n una funzione,

che indicheremo con f,,, definita da (a,b) in R.

Per indicare una succesione di funzioni useremo le seguenti scritture equivalenti:

{fn}a {fla"'afn7"'}

Definition 4.2. Sia x € (a,b). Se la successione numerica { f1(z), f2(z),...

}

converge e ha come limite f(x) € R, diremo che la successione {f,,} ¢’ puntual-

mente convergente con limite f(x).

‘R ={f|f:(a,b) — R}
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Formalmente:

{fn} €p.conv.inz & Ve>03 v=w(e) e€N: |fulx)—f(ax)|<eVn>v
———

v dipende da ¢

Se Vx € (a,b), la successione {f,} ¢’ puntualmente convergente con limite f(x),
diremo allora che {f,} ¢’ puntualmente convergente in (a,b) con limite f, e
scriveremo:

lim f,(2) & f(z) in (a,b)

n—-+o0o
oppure

fn 2> fin (a,b)

Formalmente:

lim fo(z) Z f(z)in (a,b) © Yz e (a,b)¥e>03 wv=uw(e,z) €eN: |fu(z)—f(z) <eVn>wv
—_———

v dipende da € e da =

Definition 4.3.
Data la successione di funzioni {f,}, con f, : (a,b) — R Vn € N, diremo che
{fn} € uniformemente convergente con limite f : (a,b) — R <

Ve>03vw=uw(e) eN: |f,(z) — f(x)] <eVn>vVz e (a,b)

e scriveremo

lim fo(2) % f(x) in (a,b)

n—-+4oo
oppure

fn = fin (a,b)

In sostanza, la differenza dalla convergenza puntuale in (a,b) €’ che l'indice v
non dipende piu’ da x.

Proposition 4.1. Dalle stesse definizioni, seque immediatamente che se la suc-
cessione e’ uniformemente convergente a f(x) in (a,b), allora lo sara’ in qual-
siasi (a, 3)C(a, b), convergendo alla restrizione f/ (4, 5)(x)

Proposition 4.2. Ovviamente la uniforme convergenza implica la puntuale con-
vergenza. Non vale pero’ il viceversa.

Proof:
(1)1. Portiamo un controesempio
LET: Vn € NVz € [0,1] fo(z) = 2"

Case: z=0
{fn} ={0,0,...} = {fn} converge puntualmente a 0 in = 0.
CASE: z =1

{fn} ={1,1,...} = {f.} converge puntualmente a 1 in x = 1.
CasE: z €]0,1]

{fu} = {x,xl, cex L } = {fn} converge puntualmente a 0 in z €]0, 1.
In definitiva, posto
)0 ze0,1]
IOF {1 rel
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si ha lim,_ oo 2™ £ f(z) in [0,1], cioe’ {f,} ¢ puntualmente convergente in
[0,1] con limite f(z). Questa successione non e’ pero uniformemente conver-
gente.

Supponiamo per assurdo che lo sia, ovvero supponiamo che

Ve>03Fvw=uv(e)eN: 2" — f(z)| <eVn>vVze|0,1]
)

[
fissiamo & = e consideriamo le = € [0, 1], abbiamo percio’ f(z) = 0 Vz €

[0,1] e quindi
1 1
E=§>OHU=U(E)ENZxn<§V1’L>UV$€[071[ (1)

considerando n := v + 1, prendendo i limiti per x — 1~ si ha
1 1

JJU+1 _}17 N 5

per i teoremi sui limiti si ha
f(z) < g(x) Vo = lim f(2) < lim g(x)  (2)

r—c

quindi

DO =

1 1
(1) = 2" < Ve e0,1[= lim 2™ < lim ~ <1<
2 N~ -1 z—1— 2
(2)

il che’ €’ assurdo.
O

Example 4.4. Un esempio di funzione uniformemente convergente e’ f,(z) =
2 ¥n € NVz € [0,1].
Procedendo come prima si vede che

lim — Z f(z)in[0,1]

n—+oo n
dove f(z) =0 Vx € [0,1]. Dimostriamo che {£} ¢’ uniformemente convergente.
Considerando che f(z) = 0, vogliamo dimostrare che:

Ve>03v=uv(e) eN: |£| <eVn>wvVze[0,1]
n
Sappiamo che lim,,_, % = 0 ovvero

1
e>0F e<N:|=|<eVn >
n

inoltre € [0,1] = 0 < z < 1. Mettendo insieme queste informazioni,
ricaviamo che

T 1 1
—l=—-<—-=]-|<e =
n n n

X

n

|£|<5Vn>v’
n

ed ecco la tesi.

4.1 Criterio di convergenza uniforme di Cauchy
Data la successione {f,}, con f, : (a,b) — R Vn € N, si ha
{fn} € unif. conv. & Ve >03v=wv(e) e N: |fp(x)—fim(2)| <eVn,m >vVz € (a,b)
Proof:
(1)1. Dim =
Fissiamo § > 0, per I'Hp si ha:
HU:MQEN:MM@—f@H<§Vn>UW%J@M(D
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consideriamo n,m > v, e maggioriamo |f,(z) — fm(2)|:

(@) = fn(2)] = [fu(2) = f(2) + f(2) = f ()]
< |fn(@) = @) + [fm () = f(2)]

(1)2. Dim <
PROVE: f, - fin (a,b) & VYe>0N =v'(e) eN: |fu(2) — f()] <
eVn > v'Vx € (a,b)
Fissiamo § > 0 e x € (a,b), allora per Hp
Jo=0(e) EN: |ful@) — fm(2)] < % Yn,m > v (1)
Avendo fissato z, {f,(x)} diventa una serie numerica, che soddisfa la (1). La
(1) €’ proprio la condizione di Cauchy per le successioni numeriche, quindi
{fn(x)} converge a un certo limite f(x) € R. Poiche’ la = €’ stata scelta
arbitrariamente, possiamo dire che f, 2> f in (a,b).
(2)1. Dim f, == fin (a,b)
Fissiamon € N: n>wv ez € (a,b). Per la (1):
€
|fn($) - fm($)| < 5 Vm > v (2)

facendo tendere m — oo si ha che f,, RN fin (a,b) e che § — 5, allora,
5.

passando al limite in (2), si avra’:
€
ule) — @) < & <
per Parbitrarieta’ di x si ha infine:
|[fn(x) — f(z)] <eVn>vVx € (a,b)

che e’ quindi la tesi con v/ = v

4.2 Condizioni per le successioni di funzioni

Theorem 4.3. Condizione caratterizzante le successioni uniformemente con-
vergenti di funzioni limitate:
LET: {fn}, fn:(a,0) — RVReEN
f:(a,b) —R
Vn € N 3 finito sup,e(qp) [fn(z) — f(2)| = Ly (cioe’ tutte le f, sono
limitate in (a,b))

st ha:

fo == fin(a,b) & lim L, =0
Proof:
(1)1. Dim =

Notiamo innanzitutto che L, > 0 poiche’ €’ il sup di un insieme i cui elem.

sono tutti valori assoluti. Quello che dobbiamo provare e’:

ProvE: lim, oo L, =0 < Ve>0Jv=wv(e) eN: |L, -0/ <eVn>v
——

=L,
Per Hp, fissata § > 0:

F' =v'(e) EN: |fu(z) — f(2)] < % Vn > o' Vz € (a,b)

5Stiamo usando il teorema sui limiti che dice: f(z) < g(z) Yz = limg—. f(z) <
limg—c g(x)
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questo vuol dire che, fissato n > o', § e’ un maggiorante di {|f,.(z) — f(2)[},e(ap),
allora poiche’ L,, ¢’ il minimo dei maggioranti si ha:
€
Ln S 5 <e€

L,<e¥n>v

ovvero

che ¢’ la tesi con v = v’
(1)2. Dim <
Per Hp
lim L, =0 & Ve>03w=uw(e)eN: |L,—0]=L,= sup |fn(x)—f(z)|<eVn>wv
n—0o0 z€(a,b)
percio’ per def. di sup:

sup |fn(z) — f(x)| <eVn>v = |fu(z) — f(z)] <eVz € (a,b) Vn > v
z€(a,b)
e questa e’ proprio la tesi.

O

Example 4.5. Riconducendoci all’esempio visto in [4,pg.37], applichiamo quest’ultimo
teorema.

n ~Ja™ oz el0,1]
E f<x>|{0 vl

B ot f@ =1 = Ly=sup{a" — f@)l},qqy = 1¥n €N
lim L, =1%0

n—oo

quindi per il thm [4.3,pg.39], {z™} non €’ unif. convergente a f(x)

xz I’

Example 4.6. Riconducendoci all’esempio [4.4,pg.38] dimostriamo che ¥ e
unif. conv.

Fn = sup % - f(x”}xe[o,ﬂ o {%}xG[O,l] - e {%}xe[o,ﬂ B %

quindi per il thm [4.3,pg.39], {£} ¢’ unif. conv. a f(z).

Theorem 4.4. Teorema di continuita’ della funzione limite:
LET: {fn}, fn:(a,b) — R, continua in xq Vn € N
f:(a,b) —R
zo € (a,b)
si ha
o = fin(a,b) = f continua in xg

Osservazione: con f, — f in (a,b) il teorema non funziona.

Proof:
PrROVE: lim,_ .., f(z) = f(xg) © Ve > 030 : |f(z) — f(zo)] < € Vx €
(a,b)N)zo — 8, ¢ + 0]

Per Hp, fissato § > 0:

o =v(e) EN: |fulz) — f(2)] <§\m>v\me (a,b)
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Fissato n = v+ 1 € N abbiamo: c
|[for1(z) = f@)] < 5 Vo € (a,0) (1)
fissando x = xg:
[foiao) = Flao) < 5 ()
Per Hp di continuita’ di f, in zg abbiamo che
36" ¢ | forr (@) — fosn(z0)| < % Va € (a,b)Nzg — ', 20 + ' (3)
Maggioriamo |f(x) — f(xo)|:
|f(@) = f(zo)| = [(f(2) = fos1(2)) + (for1(z) = for1(20)) + (for1(20) — f(20))]
< |f(@) = forr (@) + [ for1 (@) = fogr (o) + | forr(20) — f(0)]

(@) = forr@)] = |fusa(@) = F(@)] < 5 per la (1)
[Foa (@) = Fora(w0)] < 5 per la (3)
[Fosa(wo) = Flao)| < 3 per la (2)

<t4iti=e
3 3 3

Quindi la tesi e’ provata con § = ¢’
(1)1. Dim. che usando I'Hp f,, =~ f in (a,b) il teorema non funziona

Consideriamo la successione dell’esempio [4,pg.37].
2" ¢ continua in 1 Vn € N, 2" 5 fin (a,b), dove
0 ze€l0,1]
xTr) =
f@)=9, . _4

f(z) non €’ continua in 1:
lim f(a) = Tim () =0 (1) = 1

Theorem 4.5. Teorema di derivazione della funzione limite:

LET: (a,b) limitato
{fn},s fn:(a,b) — R, deriv. in (a,b) ¥Yn € N
{fn} € conv. punt. in almeno un punto ¢, ovvero Ic € (a,b) : {fn(c)}
converge

=AM}
5 gin (a,b)
fi(a,b) —R

allora
1. fn = fin (a,b), dove f: (a,b) — R
2. 3f'(x) = g(x) Yz € (a,b)

ovvero,

D [ lim fn(x)] = nkrfoo fr(x) Vz € (a,b)

n—-+o0o

4.3 Limite sotto integrale

{/abfn(x)dx}, neN
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e’ una successione numerica, dove
fn ¢ (a,b) — R continua in [a, b]Vn € N
fn 25 fin [a, b] il problema che ci poniamo e’:

lim fn ) dz = / flz

n—oo

che equivale a scrivere:

n—oo

b b
lim fn( )dxz/ ’I‘LILII;O fn(x) dx

Example 4.7. Esempio di successione per cui vale il passaggio al limite sotto
il segno d’integrale.
Usiamo la successione di funzioni dell’esempio [4,pg.37]:

fo(r)=2":[0,1] — RV¥n €N

SN

1 n+1 1
lim fn dr = lim [x } = lim =0

n—oo Jq n—oo n+1 0

Calcoliamo, usando la definizione, f[o y [ (@) da
f(@) dz = sup {s(f, P)}p

[0.1]
Z m1 i Li— l

m; = 1nf f(z) =0Vi <n proprio per costruz. di f(z)

z€[wi—1,2]

s(f,P)=0VYP = sup{s(f,P)}, =0

= flx)dz=0
[0,1]

In definitiva

lim 1 fo(z) de=0= f(z) dx =
0

Example 4.8. Esempio di successione per cui non vale il passaggio al limite
sotto il segno d’integrale.

Consideriamo
An’x z €0, 5]
fn(z) = < 4n — 4n’x xe[% ﬂ
0 T € [% 1]

definita in [0, 1]. II suo grafico come quello di fig [1,pg.43].
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1/2n, 2n)
10,0 (1fn, 0y (L0}

Figure 1: Grafico di f,, per una particolare n € N

Calcoliamo i vari limiti.

1

1 = i 1
/ fn(z) dox = / 4n’x dr + / 4n — 4n’z dx + / 0dx =
0 0 1 1

2n n

273m 27w
= 4n? [x } +4n [w]%—n{x} +0=
2 0 2n ﬁ

Si ha:

lim f,,(1) =

n—oo

sia z €]0, 1]

1 1
lim —=0<2z = eN: Vn>v—<z (1)
n

n—oo N
1

= Vn>vaxe {,1] = VYn>v f,(z) =0
n

= lim f,(x)=0

fo 25 fin[0,1], f(z)=0Vze[0,1]

f(z)dx=0
[0,1]

La (1), intuitivamente, deriva dal fatto che man mano che n cresce, il punto
(%, 0) si sposta sulla sinistra, fino a che x viene “inglobato” nel terzo segmento
(vedi la fig. del grafico).

Riassumendo:

lim 1 falx)de =1 # 0= f(z) dx
0

e [0,1]

Nota: usando il thm [4.3,pg.39], si vede che f,, non e’ unif. conv. a f(z)
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Theorem 4.6. del passaggio al limite.
LET: fp:[a,b] — R, continua in [a,b], Vn € N

fn = fin[a,b] = nh—>Holo bfn(a:) dx= /b f(z) dx
Nota ©

Proof:
Prima di tutto osserviamo che f e’ continua per il thm [4.4,pg.40].
La tesi che dimostriamo e’:

b b
Ve>0: Jv=uv(e): ’/ fn(x)d:r—/ f(x)dx‘<5Vn>v
Per Hp, e fissato ;== >0 ‘ ‘
fn = finfa,b] = F =v'(e) €N: |fn—f(x)\<LVn>v’Vx€[a,b] (1)

b—a
Proviamo la tesi con v = v":

‘/abfn(x) dx—/abf(x) dac‘ - /abfn(m)—f(x) dx’ _

(&) — f(f)‘(b —a) thm della media

€
< (bfa)b_a

per la (1), con n > v’

=&

5 Serie di funzioni

Data la successione di funzioni {f,} con f, : (a,b) — R Vn € N definiamo la
serie di funzionsi:

Zfi(x):fl(x)+~-~+fn(x)+..., (1)

con z variabile in (a, b).
La somma parziale di posto n della serie (1) e’:

sn(x) = Zfz(x), x € (a,b)

nasce cosi’ {s,, }, ovvero la successione delle somme parziali della serie di funzioni
(1)

Definition 5.1. Fissato x € (a,b), la serie (1) converge puntualmente in x, con
somma f(z) € R < la serie numerica » .-, f;(z) ha per somma f(z), ovvero
se la successione numerica {s, (z)} converge con limite f(z) Scriveremo:

> i) E f@) ina

6se abbiamo solo ’'Hp fn RN f in [a,b], non possiamo affermare nulla sul passaggio al
limite, come dimostrano gli esempi [4.8,pg.42], [4.7,pg.42].
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che equivale a dire:

hIJIrl sp(z) & f(z)inx

Definition 5.2. La serie (1) converge puntualmente in (a,b), con funzione
somma f(z) : (a,b) — R, se Yz € (a,b) converge puntualmente in z, ovvero

oo

Zfz(m) L f(z)in (a,b) < Vz € (a,b) Zfz(x) L f(x)inz

i=1 i=1

che equivale a dire
Sn == fin (a,b)

Definition 5.3. La serie (1) converge uniformemente in (a,b), con funzione
somma f(z) : (a,b) — R, se 5, — f in (a,b):

> filw) = f(x)in (a,b) & s, —> fin (a,b)
i=1

Definition 5.4. Convergenza assoluta:

> file) & f(z)in (a,0) & Y |fi()| & f(z) in (a,b)
i=1 i=1
Definition 5.5. Convergenza totale:

Zfl(w) L f(z)in (a,b) & 3 ZL” , convergente e Yn € NL, >0 : |f,(z)| < L, Vn € NVz € (a,b)
i=1

n=1
——

serie num.

Proposition 5.1. Dalle stesse definizioni, seque immediatamente che se la serie
e’ uniformemente (o totalemente) convergente a f(x) in (a,b), allora lo sara’
in qualsiasi (o, 3)C(a,b), convergendo alla restrizione f/ (4. g) ()

Theorem 5.2. Criterio di Cauchy di convergenza uniforme di serie di funzioni.

> falz) & f(@) in (a,b) &

n=1

& Ve>0Tv=u0(e): |fori1(x)+ fap2(@) + -+ frap(z)| <eVn >vVp e NVz € (a,b)

Proof: Prima di tutto notiamo che

frt1(2) + frr2(@) + -+ fagp(T) = Snpp(®) — 50 (2)
dove s, (z) e’ la somma parziale di posto n.
(1)1. Dim =

an(:c) z f(@)in (a,b) & s, -5 fin (a,b)
n=1

S Ve> 0 =0'(e) €Nt sy (x) — sim(z)] <eVn',m > Vz € (a,b) [Cauchy per succ. di funz]
Fissato n > v’,p € N, poniamo v = v, n’ =n + p, m = n, ottenendo cosi’ la tesi:
180 () = $m(@)| = |$n4p (@) — $n(@)] = | frt1(z) + frago(x) + - + frap(@)| <eVn >0 Vp € NVzx € (a,b)
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(1)2. Dim <=
Dobbiamo dimostrare che vale la condizione di Cauchy per la successione di
funzioni s, (z), ovvero che
Ve>0Jv=uv(e) eN: |sp(z) — sm(x)| <eVn,m >vVz € (a,b)
Per Hp abbiamo:
Ve >0 =v'(e) 1 |spgp(x) — spr(x)] <eVn' >0 VpeNVz € (a,b) (1)
Allora, ponendo v = v’ e prendendo n,m > v’, abbiamo:
CASE: n=m

|sn(x) — sm(z)| =0< ¢
CASE: n>m

Snlx) — sSmlx <€perla 1), dove n' =m p=n—m
| () ()' ( ) )
CASE: n<m

|80 (2) — sm(2)| = |sm(z) — sp(z)| < eperla (1), doven’ =n, p=m —n
O

Corollary 5.3. Data la serie di funzioni { fn(x)}, con fy, : (a,b) — R, Vn € N,
la sequente e’ una condizione equivalente a quella di Cauchy:

Ve>0 Fv=uw(e) : |sp(x) —sm(z)| <e ¥Yn,m >v V€ (a,b) ()
——

indip. da x

Owvero, se con (j) indichiamo la condizione di cauchy, allora
(1) & ()

Proof:
()l. Dim =
Fissiamo € > 0, n > v, p € N* e m = n + p, allora
[5(2) = 0 (@)] < £ Vo € (a.b)
che equivalente a
|frt1(2) + frg2(z) + -+ fasp(@)| <€V € (a,b)
per Darbitrarieta’ di p, n, la tesi e’ acquisita.
(1)2. Dim <«
Per Hp:
Ve >0 Fv e N: |fop1(@)+frr2(@)+ -+ frip(@) <eVn>v VpeN Vz € (a,b)
Prendiamo un m > v e fissiamo ¢ > 0.
CASE: n=m

[sn(2) = sm(@)] = [sm(2) — sm(z)| =0 <e
O
CASE: n<m
Poniamo p = m — n, e avremo:
|[fot1(z) + fri2(@) + -+ fm(2)] <€ Vn>wv V€ (a,b)
che equivale a
|$m(x) — sp(z)| < e¥n > vV € (a,b)

O

CASE: m < n
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Poniamo p = n — m, e avremo:
| frt1(x) + frge() + -+ fu(z)| <e ¥Ym > v Va € (a,b)
che equivale a
|sn(x) — sm(z)| < e Vm > vV € (a,b)

Corollary 5.4.

n (a, ) Yooy fula) == in (a,b)
Z|fn | ( b) { ) Zn 1fn($)—) m(a7b)

Proof:

(1)1. Dim = 1)
Per definizione.

(1)2. Dim = 2)

Z |fn(2)] == in (a,b) < [criterio di Cauchy]

& Ve> 0 =0"(e) : ||[fag1(@)| + [fagre (@) 4+ + | frosp(@)]| <€ Vn > Vp e NVz € (a,b)
Sempre per il criterio di convergenza uniforme di Cauchy, la tesi equivale a
dire:
Ve > 00 = v(e) ¢ |fus1 (@)+Fura(@)+ +fusp(@)] < s ¥n > v ¥p € NVa € (a,b)
Per la proprieta’ del valore assoluto:
|frr1(2) + fat2(2) + -+ farp@)] < |frr1 (@) + [fas2(@)] + -+ [ faip(@)| =< e Ve >/
Quindi, in definitiva la tesi ¢’ provata con v = v’.

O]
Theorem 5.5.
Z = in(a,b) = D |fal@)] > in(a,b)
n=1 n=1
Proof:

an L in(a,b) & 3 ZL”’ convergente e Yn € NL, >0 : |f,(z)| <L, Vn € NVz € (a,b)

n=1
——

serie num.
Per il criterio di convergenza delle serie numeriche di Cauchy, dire che Y7 | L,

converge equivale a:
Ve > 03w =2'(e) EN: |Lyy1+ Lopso+ -+ Lyk| <eVn>v' VkeN
Per il criterio di convergenza uniforme di Cauchy per serie, la tesi equivale a:
Ve >03v=wv(e) : [[fnt1(@)|+]fnsa(@)+ +|fnip(@)|| <€Vn>vVpe NV e (a,b)
Allora, ponendo v = v":
|Lpy1 4 Lpyo + -+ Lnyk| = Lng1 + Lng2 + -+ + Lngx per V'Hp L, >0

| frni1 (@) + [ frr2(@)| + -+ [ foip(@)] < L1+ Lpg2 + -+ Lygx = [per VHp |fr(2)| < Ly

= |Ln+1 +Ln+2+"'+Ln+k| <e
O
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Theorem 5.6. Data una serie di funzioni

D fale) (1)

con fn i (a,b) — R, V¥n € N, walgono le sequenti implicazioni (relative
all’intervallo (a,b)):

totale conwv.

T~

unif. conv. ass. conv.

\/

puntuale conv.

totale conv. <= unif. conv. < puntuale conv.
totale conv. <= ass. conv. < puntuale conv.

asS. CONV. <£ UNi. CONV. <= ass. CONv.

Proof:
(1)1. Unif. conv = punt. conv

Deriva immediatamente dalla proposizione [4.2,pg.37]
(1)2. Ass. conv = punt. conv

sn(x) = (@) + [f2(2)] + - + [fn(2)|

sn(z) == f(z)in (a,b) per Hp

fissato = € (a,b) = {t,(x) = fi(x) + fo(x) + -+ fu(z)} € una serie num. ass. conv.
= {t,(x)} € una succ. conv. (vedi il thm ass.conv. = conv. negli appunti calcolo.pdf
= la serie (1) ¢’ punt. conv in z

x €’ arbitraria = la serie (1) ¢’ punt. conv in (a,b)
(1)3. Totale conv = unif. conv A ass. conv
Per il thm [5.5,pg.47} si ha:

an L in (a, b) Z'f" )| = in (a,b)

per il corollarlo [5 4,pg.47] si ha:

. in a, 1) 22021 fn(z) 25 in (a,b)
Zlfn ) (a,b) = {2> S e

Theorem 5.7.

{z:"_l fal@) ™ f(z) in (a,b)

} ) = f(x) continua in xg
vn € N f,, continua in xo € (a,b)

Proof:
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(1) an(x) Z f(x) in (a,b) = s, — fin (a,b)

(2) Vn eN f, continua in g = s,(z) € continua, in g, poiche’somma di funz. continue

(1),(2) = f(x) € continua, in g, per il thm [4.4,pg.40]
O

Theorem 5.8. di derivazione della funzione limite della serie.

LET: e (a,b) limitato
e {fu}, fu:(a,b) — R, deriv. in (a,b) Vn € N

e Jce (a,b): Y07, fu(x) converge puntualmente in c,
ovvero 3c € (a,b) : Yo7 fn(c) converge

o Yoy falz) = g(x) in (a,b)

allora

1. 3202 fa(2) = f() in (a,0),
dove f: (a,b) — R

2. Af'(z) Vx € (a,b),
f'(x) = g(x) Vz € (a,b), ovvero

3 (@) = filx)

Proof:
S°%° | fulc) converge = {s,(c)} converge = s, —= inc
Ponendo T, = f1(z) + -+ + f},(x), abbiamo

Zf,’l(x) £ g(x)in (a,b) = T, — g in (a,b)
n=1

Da tutte queste ipotesi, per il thm [4.5,pg.41] segue che
$n — fin (a,b) = Y00 fulz) = f(2) in (a,b)
f'(@) = g(z) Va € (a,b)

5.1 Serie sotto integrale

Theorem 5.9. dell’integrazione per serie.

LET: f, :[a,b] — R, continua in [a,b], Vn € N

> falz) £ f(@) ina,b] = Y fulz) do= f(x) dz
n=1 n=1 [a,b] [a,b]
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Questo teorema ci permette di scrivere

(z) £ f(x) inla,b 3 n(x) de= 3 n(x) dx
3 ) % f(0) i 1@7121/Mf<> /[ab]nzlf()

s

Proof:
Poniamo
T, = / fi(x) de+- -+ fn(z) de = fil@)+ -+ fu(x) de = / Sn(x) dx
la,b] [a,b] [a,b] [a,b]
la tesi che vogliamo dimostrare e’:
oo
Z fn(x) da= () dx & lim T, = f(z) dzx
=1 J[a,b] [a,b] n—+o0 [a,b]
Per Hp:
> falz) = f(x) in[a,0] = s, > fin[a,b]
n=1
Allora per il thm [4.6,pg.44], si ha
lim Sp(x) doe = f(z) dzx
=100 Jiq] [a,b]

6 Serie di potenze
Sia {a,} una successione di numeri reali e 2y € R,
ap + ay(x —x0) + ag(x —x0)> + - F an_1(x —x0)"  +... (1)

viene chiamata serie di potenze di centro xy. Compattamente si scrive come:

o0
Z Un1(z — 20)" !
n=1

Definiamo il raggio di convergenza della serie (1):
r=supH

dove
H= {h >0: Z |ap_ 1|t converge}
n=1

ovviamente 0 € H.

CASE: 0 <7 < +00

L’intervallo

I =]zg—r,z0+7]

viene chiamato intervallo di convergenza della serie (1)
CASE: 7 = +00

L’intervallo

I =] — o0, +00]
viene chiamato intervallo di convergenza della serie (1)

"nota che {Zz‘;l f[a,b] fn(x) dx} e’ una serie numerica
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CASE: =0
Non viene definito alcun intervallo di convergenza.

Example 6.1. Calcoliamo I'r di questa serie:
= 1 n—1
—

7;1 (n—1)!

allora,
H = {h >0: nE=1 7(71 — 1)!h converge}

usiamo il criterio del rapporto fissando h > 0:

1 n
. ol . h
lim ————= lim —=0<1 = converge
n4++m>(E:Tﬁhn_l n—+oon

quindi H = [0, 4+00] e in definitiva r = +o0.

Example 6.2. Consideriamo la serie geometrica:

00
E xn—l
n=1

che e’ una serie di potenze con a, =1Vn € Ne zg = 0.

H= {h >0: Zh”fl converge}

n=1

quest’ultima e’ ancora una serie geometrica, e si ha >~ | h"~1 converge
—1 < h <1, quindi

H=[0,1]
e in definitiva r = 1.

Theorem 6.1. Consideriamo la serie di potenze

Z Un_1(z —20)" "1 (1)
n=1

allora

1. La (1) e’ tot. conv. in ogni interv. [xg — d, T 6] C mel interv. di convergenza
0<r<+o0 = (1) g. ,[0 0+9] J
2. La (1) €’ ass. conv. nell’interv. di convergenza

Proof:
(1)1. Dim. per 0 < r < 400
In questo caso, U'interv. di convergenza e’ |xg — r, xo + r[.
Fissiamo [xg — d, zg + ] Clzg — 7, 20 + 7.
Dobbiamo provare che
oo

3 Z L,, convergente, a termini non neg. : |a,_1(z—x)" | < L, Vn € NVa € [x9—6, 2¢+0]

n=1
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r = sup H, per la sec. prop. del sup:

Ve>03dhe H: h>r—c¢
notando che [zg — 0,20 + 6] Clzg —rxo+7[= o+ d<xo+71r & 6 <,
fissiamo ¢ = r — § > 0, ottenendo:

dheH: h>90

poiche’ h € H, si ha che la serie numerica (a termini non negativi) Y o, [an—1|h" ™
converge. Proviamo la tesi con L,, = |a,_1| e per V& € [xg — 8, z¢ + 0]
|an—1(z —20)" | < |an—1|h""" & lap-1ll(@ = 20)|" ! < lana[B"T &

= |wfaco|"*1 < prt
r€[rg—8m0+0] = 2p—06<r<T0+6 & |x—20| <6 & | —w0|" <5
h>6 < hnt >t

|x_$0|n71 < 6n71 < hnfl = |J? _I0|n71 S hnfl
(1)2. Dim con r = +o00
In questo caso, I'intervallo di convergenza e’ | — 0o, +00].

r=supH =400 & Vk>0: dhe H: h>k
fissando k = §, abbiamo h > §. Allora procedendo esattamente come nel
precedente passo della dimostrazione, otteniamo la tesi.
(1)3. Dimostriamo il punto 2
Dimostriamo sia per il caso 0 < r < 400 che per r = +o00. Fissato z € I,
dove I €’ I'intervallo di convergenza.
CASE: 0 <r < +00

xel=lzg—r,xo+r[= |[xr—20| <7
CASE: r = 400

|z — zo] < r=+00
Scegliamo una § > 0: |z — x| < d <.
|z — 20| <6 & x € [zg— 6,20+ ]
d<r = [rg—0d,x0+0] C I
Per il passo precedente della dimostrazione, la (1) e’ totalmente convergente
in [xg — d,x0 + 0]. Per il thm [5.6,pg.48], ¢’ anche assolutamente convergente
in [z9 — d, 29 + d] e in particolar modo in z.
O

Corollary 6.2.

LET: Y 07 an—1(z —x0)" ' (1)
r raggio di convergenza di (1)
I intervallo di convergenza
st ha

0<r<+oo = laserie (1) - in ogni interv. di tipo [a,b] C I
Proof:

Sia [a,b] C I.
Alcuni casi che si possono presentare:
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x_0-r a b x_0 x_0+r
Poniamo 6 = max {xg — a,b — ¢}, che €’ in sostanza la lunghezza del seg-
mento piu’ lungo tra zga e zb.

(2)1. 6 >0
CASE: 29 > a

ro>asSryg—a>0=35>0
CASE: 29 > b

ro>b>a=>x90—a>0=06>0
CASE: 2p < a

ro<a<b=b—20>0=0>0
CASE: 2o < b

To<b=>b—20>0=6>0
CASE: g =a

ro=a<b=b—20>0=0>0
CASE: 29 =b

ro=b>a=x90—a>0=06>0
(2)2. [a,b]C[zo — b, 20 + 0]
CASE: § =29 —a

d=rg—a<a=x9—9
6>b—xzg=>b<d+x

a=x9— 90 <b<d+z9=[a,b]C[xg—d,x0+ ]
CASE: 6§ =b— xg

b=b—xgb=x29+96
d>xp—a=a>x9—0
o+ d=b>a>z9— 9= [a,b]C[xg — 5,x0+ I
(2)3. [zo — 8,20 + 8]CT
CASE: r = 400
E’ ovvio, perche’ I =] — 0o, 00|
CASE: 7 € RT
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= max{rg—a,b—xo} =06 <r

b<axog+r b—xog <r

[0,b] € T = [z0 — 0 + 7] = {aZa:o—r - {xo—aér
To+oSwotr = [xo — 8,20 + 8]C[xg — 7,20 + 7]
xg—0>x09—T
(2)4. Q.E.D.
Allora, per il thm [6.1,pg.51], la (1) € tot. conv in [xg — §, 29 + 6] e di
conseguenza, per la prop [5.1,pg.45], in [a, b]

O
Theorem 6.3.

LET: >0 an—1(z —zo)" ' (1)
r raggio di convergenza di (1), 0 <r < +oo
fissato x € R: |z —xo| > 71
= la serie (1) non converge in x

Proof:
(1)1. Dimostriamo per assurdo
Fissiamo 2’ € R: |2’ — xg| > r, e supponiamo che la serie numerica
an,1($/ . 1’0)”71
converga. Allora, per il thm sulle serie numeriche si ha
lim an,1(x’ — xo)"_l =0

n—-+oo

Poiche’ per le successioni numeriche la convergenza implica la limitatezza, la
successione

{an,1($/ _ {,C())n_l}
e’ limitata, ovvero
IM >0 |ap_1 (2 —20)" Y = |an_1||2’ —z0|" P < M Vn N (2)
Dalle Hp:
|' —xo| >0 & 2’ #29 r=0
 eR\[zg—r,zo+7r] 0<r<+oo
Scegliamo un h € R: |2/ — xo| > h > 7.
(2)1. Proviamo che h € H
Ovviamente A > 0 dato che h > r > 0. Proviamo allora che la serie

S fani ™ (3)

n=1

|z" — x| > 71 =

converge. Maggioriamo:

hnfl h n—1
—1 / —1 / —1
|an—1|R""" = |an—1|[z" — zol" |2/ — wo|n 1 = lan—1(z" — 20)" | (|x’ _ x0|>

h n—1
<M <x’—xo> Yn € N [per la (2)]

La serie ) .
o0 n— oo n—
h h
( !/ = M /
nzzl |x" — x| nzzl |x" — xo]
e’ la serie geometrica di ragione —"—. Poiche’,

|2’ —z0]

h
2" —xo| >h>r>0 = -1<0< ——— <1
|2 — o
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, essa converge. Per il teorema del confronto sulle serie (3), (4)%, la serie (3)

converge. In conclusione h € H.
(2)2. Q.E.D.

he H = h<supH-=r

h > r per Hp
assurdo.

Proposition 6.4. Rissumiamo i risultati dei thm [6.3,pg.54], [6.1,p9.51].
o 7 =0 = la (1) converge solo in xy (in altre T # xy non converge)
o r=+00 = la (1) converge assolutamente in | — 00, +00

e 0 <r < +oo = la(l) converge assolutamente in |xg — r,xo + [, nON
converge in R\ [xg — 1,20 + 7).
Negli estremi xg — r,xg + r, abbiamo un caso dubbio: potrebbe converge o
non convergere.

Theorem 6.5. di Abel

LET: Y 0 an—1(z —x0)" ' (1)
r raggio di convergenza di (1), 0 <r < +o0

(1) converge in xg —r,x0 +1 = (1) == in[xg — 7,20 + 7]
(1) converge in o — r ma non in xo+r =
(1) =5 in ogni interv. del tipo [xg —7,b] Vg — 7 < b < 2o + 7

(1) converge in xo + r ma non in xg —r =

(1) =5 in ogni interv. del tipo [a, o+ 7] Voo —r < a < xo + 7

Theorem 6.6. di Cauchy-Hadamad.
LET: Y07 an—1(z —x0)" ' (1)
r raggio di convergenza di (1)
3 limy, oo |an|m =1

allora
% 0<l<+o0
r=q+4+o00 [=0
0 | = +o0

Attenzione: a, non e’ il termine generale della serie, ma il coefficiente del
termine generale!

Proof:
(1)1. Dimostriamo solo il punto 1
La tesi e’ sup H = %, che equivale a provare

H=[0,3[vH=[07]

8che possiamo usare perche’ le serie sono a termini non negativi
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dove J e’ un qualsiasi insieme C H. Che equivale ancora a
i) 0<h<i, = heH
i) h>3 Vh<0 = h¢ H

OVVero . .
(2)1. Dim 1)
Avendo 0 < h < %, per far vedere che h € H €’ sufficiente dimostrare che
S fanoa B ()
n=1

converge. Per Hp
lim |a,
n—oo

= Ve>0 JveN: ||an|%—l\<€ Vn > v;

1
n

=, 0<l<+0

& l—5<|an|%<l+EVn>v (%)
SiakeR: h<k<i
1 1
E<- & —>1
<l k>
fissiamo € = % —1 >0, per la (%)

1 1
Jv e N: |an71L <l—|—5:%Vn>v & |an|<k7
S (%)n e’ la serie geom. di ragione (%) e poiche’ h < k = % < 1,

converge. Per il criterio del confronto, anche la (+) converge.
(1)2. Dim 41)
Per assurdo supponiamo che h € H, h > %, allora

oo
Z |an71 |hn—1
n=1
converge, e quindi
lim|a,_1|h"" ' =0 < lim|a,|h" =0 (a)
per Hp possiamo fissare ¢ = [ — % > 0, per la (*)

1
JveN: Zf€:E<|an%Vn>v

& 1<|ay|h”Vn>v = lim |ay|h™ >1
n—-+o0o

che e assurdo contro la (a).
Infine, per definizione, h < 0= h ¢ H.

Corollary 6.7.

LET: > 00 an—1(z —z0)" ! ,a, #0YneN (1)
r raggio di convergenza di (1)

3 limy, oo 19222] =
allora
% 0<l<+x
r=q+4+o00 [=0
0 l=+00
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Attenzione: a, non e’ il termine generale della serie, ma il coefficiente del
termine generale!

Proof:
Vale la seguente implicazione:
tim 19ty i jan® =
|an|

O

Example 6.3. Continuiamo dall’esempio [6.1,pg.51], ricavandoci con le nuove
teniche r:

a 1 . 1
1 [ 11] =1 (q) = lim — =0
n—oo |an| n— o0 ( 71)! n—oo N,
= r = +400
Quindi la serie converge assolutamente in | — 0o, +0o[. Da questo, possiamo

dedurre anche un limite notevole: sia x €] — 0o, 4o0[, abbiamo visto che la

. o0 I"—l . . . . . .
serie >, (n—Ty1 converge in z, allora per il criterio di convergenza delle serie
numeriche:

n—1 n
m—2— =0 = lim— =0Vz eR
(n—1)! n!

Example 6.4. Continuiamo dall’esempio [6.2,pg.51],

. An 41 .

lim 2 — lim 1=1
n—oo  Qp n—oo

= r=1

Quindi la serie converge assolutamente in |—1, +1[, non converge in R\ [—1, +1].
A priori non possiamo dire nulla per i punti —1, +1, pero’ si vede che:

oo
r=-1 = Z 2" e’ oscillante

n=1

(oo}
r=1 = Zx”_1=+oo
n=1
Theorem 6.8.
LET: e > an_1(z—z0)" ' (1)
e 7 raggio di convergenza di (1)

e > Dlay—1(z — z0)" '] la serie ottenuta dalla (1) derivando ogni
suo termine, ovvero

ay + 2az(x — x0) + 3az(x — x0)* + -+ nap(z —20)" " +... (1)
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allora le serie (1) e (1) hanno lo stesso raggio di convergenza.

Da questo risultato possiamo dedurre che la serie
o0
Z DF [an,l(m — xo)"_l]
n=1

con k € N, ha lo stesso raggio di convergenza della (1).

Theorem 6.9. sulla derivabilita’ della funzione somma di una serie di potenze.

LET: e 7 raggio di convergenza della serie di potenze (1), e sia r >0
o [ lintervallo di convergenza della (1)

o f(x) la funzione somma della (1)
allora

1. f(z) e’ derivabile in I

2. f'(z) =307 D[an—1(z — 20)" '] = a1 + 2az(x — 20) + 3az(x — x0)* +

n=1

ot nap(r —zo)" 4., Voel

Proof:
Per il thm [6.8,pg.57], la serie (1’) ha lo stesso raggio di convergenza di (1), e
quindi ha anche lo stesso intervallo di convergenza.

(2)1. Sia 2’ € I, proviamo la tesi per questo arbitrario punto x
Sia [a,b] C I : 2’ € [a,b], per il cor [6.2,pg.52], sia (1) sia (1’) convergono
totalmente in [a, b], e quindi anche uniformemente. Per il thm [5.8,pg.49],
si ha che

Af'(z) = i D [an—1(z — 20)" "] Vz € [a,b]
quindi a maggior ragiong -
3f'(2') = i D [an—1(z' — z0)" "]
n=1 -

Corollary 6.10. Sotto le ipotesi del teorema [6.9,p9.58] e applicandolo ripetu-
tamente, si ha

1. f(z) € C=(I), ovvero la f e’ derivabile infinite volte nell’intervallo I.

2. D*[f(z)] =307 D* [an—1(z — zo)" ]
E poiche’ ogni derivazione abbassa di un grado i termine, e le costanti
derivate sono pari a 0, si ha

D*[f(x)] = D* [ag(z — xo)k] +D" [aks1(z — J?o)kH] +...
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Theorem 6.11. sulla relazione tra i coefficienti della serie di potenze e la

funzione somma.
Sotto le ipotesi del thm [6.9,pg.58], si ha

1 (xo) 0 — I (x0) § D™ [f(zo)]

1 27 Ty SO T T

ag = f(%) a1 =

che equivale a dire

cloe B [es] Dn_l[f(ﬂf )] o
Proof:

Per il cor [6.10,pg.58], possiamo procedere in questo modo:
f(x) =ag+ai(x —zo) + ag(x — 20)® + -+ an_1(z —20)" 1 4...
() = ay + 2as(x — x0) + 3az(x — x0)> + -+ + nay(x —x0)" "' + ...
() =a1+0+0+-=ay
DF [f(z)] = DF [ak(m — xo)k] + DF [ak+1(x — xo)k“] + ...
Calcoliamo D¥ [ak(x  OME
D' [ak(z — z0) ] = agk(z — xo)
D? [ag(z — 20)"] = ark(k — 1)(z — 20)" 2
D3 [ak(z xo)k] arpk(k —1)(k — 2)(z — 20)F 3

k—1

D* lak(z — xo)k] =apk(k—=1)(k—=2)...(k— (k= 1)) (z —z0)" % = apk!
quindi

D’C[f( 0)] = D¥ [ak(z — 20)*] + 0+ 0+ - = apk! + 0+ 0+ - - - = ayk!
0)

D*[f(x0)]

ap = k"

7 Serie di Taylor e Mac-Laurin

7.1 Formula di Taylor

Data una funzione f : (a,b) — R e zg € (a,b), se la f ¢ derivabile n volte,
allora

YV € (a,b) \ {zo} 3 =&u(x) €T, dove T e’ I'int. aperto di estremi z, z
——

dip. da n,z
@) = flao) + Z52 0 o) 4 T @ gyt 2 0 )
Rn(m)
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R, (x) e’ chiamato il termine complementare n-esimo della formula di Taylor,
nella forma di Lagrange.
f(zp) € chiamato punto iniziale, e f(£) punto finale.

Osserviamo che se n = 1, allora

/(6

f(@) = flwo) + P2 (= w0) & f(@) = f(xo)

T — X9

= f'(¢)

e questo e’ proprio il teorema di Lagrange, applicato alla f ristretta all’intervallo

di estremi x, zq.

Per xy = 0 € (a,b), si ha la formula di Mac-Laurin:

f'(0) D" Hf(0)] oy D"f(E)] n
[T rr s R B P TR

f(z) = f(0)+

7.2 Serie di Taylor

Sia f : (a,b) — R, con zg € (a,b). Se ID" [f(zo)] Vn € N allora ha senso
definire la serie di Taylor:

(o) f" (o)

Flwo)+ 7 (w=m0)+ D [f(=zo)]

(n—1)!

(z—20)%+- -+ (x—z0)" ... (D)
Definition 7.1. Sia f: (a,b) — R, con f(z) € C*((a,b)), ¢ € (a,b).
Prendendo un T € (a,b), diremo che la f e’ sviluppabile in serie di Taylor in Z,
se la (t) converge puntualmente a f(z) in T, ovvero se

f(@) = f(wo) + fl(lfo) (T — o)+ + D"(; _[fl(;c!o)]

(f—l‘o)n_l + ...

Oss: dalla definizione segue immediatamente che f e’ sviluppabile in serie di
Taylor in xg, infatti

(o)
1

D" [f(o)]

1) (xo—0)" -+ = f(w0)+0+0+-- = f(o)

J(zo)+

(xo—m0)+- -+

Theorem 7.1. Sia f: (a,b) — R, con f(x) € C*((a,b)), xo € (a,b), allora

f e’ sviluppabile in x € (a,b) \ {zo} in serie di Taylor di centro xy < lim R, =0

n—+o0o
Proof:
(1)1. Dim &
tp & 1) = Jo0)+ L5 =) o I e
& lm su(2) = f(2), sa(z) = flzo) + f/(lxlo) (x —x0) + -+ + Dn(; [fl()xg())]
& lim (f(z) = sa(z)) =0

60



Per la formula di Taylor:

£(2) = flao) + L0

D™ [f(x0)]
(n—1)!

(x —xo)+---+ (z = 20)" " +Rn(x)

sn(2)
& f(@) = sn(z) = Ra(2)
quindi

lim (f(z) —snp(z)) =0 < lim R,(x)=0

n—-+oo n—-+o0o

Corollary 7.2.

LET: f:(a,b) — R, con f(z) € C*((a,b))
x, o € (a,b), T # xq
T lintervallo aperto di estremi x,xg
allora
IM = M(zg,z) >0: |[D*[f®)]| < MVneNVteT = f e sviluppabile in
x € (a,b) \ {xo} in serie di Taylor di centro xg

Proof:
Cerchiamo di usare il thm [7.1,pg.60], ovvero cerchiamo di dimostrare che
. _ o DS n_
Jm R = lim == (@ =) =0, £€T

Per Hp e ponendo t = £, abbiamo

Dn
0 D" (@) <M e 0 2L
Nell’esempio [6.3,pg.57] abbiamo visto che

a'I'L
lim —=0VaeR
n—+oo n!
ponendo a = |z — x| e otteniamo

M
|z — zo|” < — |z — 20| YR EN

(n)!

im £l
percio’:
ch —zo|" — 0
0—0
e per il criterio del confronto
D ()]

lim
quindi per il thm [7.1,pg.60], la tesi e’ dimostrata.

| —xo/" = lim R, =0
n—-+oo

O

Example 7.2. Proviamo che la funzione f(z) = e® €’ sviluppabile in serie di
Taylor di centro zy = 0, ovvero che

f(x):f(0)+fll(!())(x_o)+"'+W(w—o)"_l—k...
T xnfl
er:1+ﬁ+...+m+'” (1)

Abbiamo gia’ visto che la serie (1) converge.
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CasE: z=0
Allora, I'uguaglianza (1) e’ banalmente vera

CASE: >0
Ricordando che e* e’ crescente:
|D" [e'] | = €' < e’ Vit €]z, z[ Yn € N
~—~
nota che z e’ fissato
M =¢e"

per il corollario [7.2,pg.61], la f €’ qui sviluppabile in serie di T.
CASE: <0

D™ [e'] | =" < e’ =1Vt €]z, 29[ VR EN
M=1
per il corollario [7.2,pg.61], la f €’ qui sviluppabile in serie di T.

Example 7.3. E adesso espandiamo f(z) = sinz. Prendiamo sempre xg = 0,
e dimostriamo che

1) = (o) + 12

D" [£(0)] n-1

f'(x) = cosz f"(x) = —sinz D3 [f(x)] = — cosz D* [f(x)] = sinx
F/(0) =1 £"(0) = 0 D*[f(0)] = =1 D*[f(0)] = 0
3 $5 $7 (_1)n+1m2n—1

. xT x
Sln(ﬁ):0+i+0—§+0+§_?++w+ (].)

Per x =0, la (1) €’ verificata.

Per z # 0, osserviamo che D™ [f(t)] < 1Vn € NVt € R, quindi per il corollario
[7.2,pg.61], la f e’ qui sviluppabile in serie di T.

8 Spazi metrici

Per il concetto di spazio metrico vedi topolodia.pdf.

8.1 Spazio R a n dimensioni
Spazio (R™,d), dove
d:R" xR" — RT

d(($17x27 e ,,’En), (y17y27 e 7il/n)) =




e scegliendo (by, . ..

Proof:
Poniamo A = /Y . a?, B= />, b?
Supponiamo che esistano almeno una coppia di a;, b; # 0, altrimenti la dis-
eguaglianza risulta ovvia (0 < 0). Osserviamo che

1 1
< 2,24 282
- . aﬁ_Qa +2ﬁ
infatti,
0<(a—p)? & 0<a’+p2—-2a8 & 208 <a*+ 3

15 15
< Z —
af < 2a + 2ﬂ
Poniamo allora

e abbiamo , 2
a1 ar 1

< 1 4 71

AB — 2A2 + 282
ang a% b%

< 22 4 "2

AB =242 T ape

anbn < afL bfL
) AB — 24?2  2B2
sommiamo membro a membro ottenendo:

_A2 _B2

221%1 Z 2 2B2:AQZ2+ Zb2

Proposition 8.2. La funzione

d:R" xR" — R"

d((xlvx% cee 71'”)’ (ylvaa cee ,yn)) -

e’ una metrica.
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Proof:

(1)1. Dimostriamo che d e’ una metrica
Dimostriamo solo la diseguaglianza triangolare, le altre proprieta’ sono ovvie.
Dobbiamo dimostrare quindi che:

$Z($i—yi)2ﬁ\IZ(%—%)Q‘*‘JZ(%—%P

i=1 =1 =1
Procediamo:
n n n n n
2
Y (@i—y)? =) i —2) 4+ (zi—y)l =D (@i — 2>+ > (2 — )+ 2D (i — 2) (2 — vi)
=1 =1 =1 =1 1=1

Per la diseguaglianza di Cauchy-Schwartz:

D (@i—z)(z—y) < J > (@i Zi)2$ Z(Zi = ui)?

i=1 i=1 i=1
quindi
Z(xi —z) + Z(Zi —yi)? + 22(%‘ —zi)(zi — i)
=1 =1 =1
S (-Tz 21)2 + Z(zz - yz)2 + 2 Z(xl ZZ)Q Z(zl :%)2 -
1=1 =1 =1 1=1
2
Z(xz - Zi)2 + Z(zz - yz)2
=1 1=1
2
Z(Iz - yz)2 < \J Z(% - 22)2 + \l (Zl - yz)Q
=1 1=1 =1

8.2 Spazio di funzioni

Dato l'intervallo [a,b] C R, definiamo

C%a,b]) = {f : [a,b] — R | f ¢ continua in [a, b]}
d: C°%a,b])) x C°([a,b]) — RT
d(f,g9) = max [f(x) —g(z)]

z€la,b]

Per il thm di Weierstrass, la d e’ ben definita.

Proof:
(1)1. dimostriamo che d €’ una metrica
1. d(f,9)=0 < f=yg
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d(f,9) =0 = m[%lf( r) —g(z)| =0

0< (&) ~ 9(e)| < maxc |f(@) — (@) =0V € [a.b
F@) = g(@) =0 & f(z) = g(x) ¥ € [a,]

f=9 = df,9) = max |f(z) = g(2)| = 0=
(2)2. Diseguaglianza triangolare
La Ts e’
d(f,g) <d(f,h) +d(h,g)

max |f(z) — g(z)| < max [f(z) — h(z)| + max |h(z) — g(z)| Yz € [a,b]
z€[a,b] z€[a,b] z€[a,b]

[f(2) = g(@)] = [f(2) = h(z) + h(z) — g(x)| < |f(z) = h(2)] + |h(z) — g(2)] <

max [£(x) — h(@)| + max |h(a) — g(@)] Var € 0.1

M
quindi M e’ un maggiorante di {|f(z) — g(x)|}, poiche’ il suo massimo e’ il

minimo dei maggioranti si ha

rg[arg]If( z)—g(x)| <M= ax |f(x) = h(z )I+$Igg>§) |h(x) — g(z)]

d(f,g) < d(f,h)+d(h, g)

O
8.3 Seconda diseguaglianza triangolare
|d(z, 2) — d(z,y)| < d(z,y) < d(z,2) + d(z,9)
Proof:
()1, Dim |d(z, 2z) — d(z,y)| < d(z,y)
|d(z,2) —d(z,y)| < d(z,y) & —d(z,y) < d(z,z) —d(z,y) < d(z,y)
()1 Dim d(z, 2) — d(z,) < d(z,y)
Per la prima diseg. triangolare:
d(z,2) < d(z,y) +d(y, 2
d(SC, Z) - d(ya Z) < d($7 Yy
d(z,z) — d(z,y) < d(z,y
(2)2. Dim —d(z,y) < d(z,z) — d(z,y)
d(z,y) < d(z,x) + d(z,y)
d(Z,y) - d(Z, {E) < d(IE,y)
—d(z,y) < d(z,z) — d(z,y)
- d($7y) < d(.’l?, Z) - d(Z,y
O
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8.4 Insieme limitato

Siamo in uno spazio metrico (S, d), allora

I(z,r):={y e S|d(x,y) <r}
Clz,r):={y e S|dzy) <r}
L(z,r):={yeS|d(z,y) =r}
E’ ovvio che
{2} € I(a,r) C Cla,r) C Iz, +¢) Ve >0
Un insieme X C S si dice limitato < 3I(x,r) : X C I(z,r)
Valgono le seguenti prop.:
1. X limitato, Y C X = Y limitato
2. X limitato = X NY limitato

3. X limitato, Y limitato = X UY limitato

Proof: Per Hp
X CI(z,r)

Y C I(y,r")
consideriamo I(y,m), dove m = max {d(z,y) + r,7'}.
(1)1. Dim X UY C I(y,m)
y €Y =y € I(y,m) [poiche’ r' < m]
reX
d(z',x) <r, d(z',y) <d(z',z) +d(z,y) <r+d(z,y) <m
d(2',y) <m =2’ € I(y,m)

8.5 Diametro

Diametro di X C S, X # 0:
diam X = sup {d(z,y) | z,y € S}
si ha:
1. 0 < diam X < o

2. X ¢’ limitato & diam X < +oo

Proof:
(1)1. Dim =

Xlim = XCl(zr) = VeeXdx,z)<r
Ve,y € X d(z,2) <, dly,z) <r = d(z,z)+d(z,y) <2r = d(z,y) <2r =
d(z,y) < diam X < 2r < 4ooVz,y e X

—_————

il sup e’ il min dei magg.

(1)2. Dim <
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Basta prendere r = diam X, e si ha X C I(z,r + ¢) con  un qualsiasi
pt. e X ee>0:
yeX = d(x,y) <dlamX = yel(x,r+e¢)
O

8.6 Interno, esterno, frontiera, derivato, chiusura

Dato X,Y C S (nota ?)

x € interno a X < II(z,r) C X
X°={x€ X |z¢ interno a X }

x € esterno a X < 3I(xz,r) C S\ X
ext X = {z € X | z € esterno a X}

z € di frontiera per X < VI(z,r) I(z,r)NX #0, I(x,r)NS\ X #0
F(X)={z € X | z ¢ di frontiera per X}

z € di accumulazione per X < VI(z,r) g€ X, g#z: g€ I(z,r)NX
D(X) ={z € X | z ¢ di accumulazione per X}

X e discreto < D(X) =10
X € chiuso & D(X)CX
X ¢ aperto & X =X°

X e perfetto & D(X)=X

X = XUD(X) (chiusura)

zeisolatoper X & ze€X, 2¢D(X) & I(r,e)NX ==z
Proprieta’:

1. X° =extS\ X

2. ext X = (9\ X)°
F(X)=F(S\X)

-~ W

X ¢ perfetto = X €’ chiuso

5 X e'densoinY & Y CX

X #0
X € un dominio < ¢ X chiuso
X C D(X°)

9alcune dimostrazioni sono svolte negli appunti di topologia
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10.
11.

12.

13.

14.

Questo insieme mostrato in figura non e’ un dominio: @ non appar-
tiene al derivato dell’interno, ovvero  non e’ un punto di accumulazione
dell’interno: l’interno e’ il solo cerchio.

X ¢ connesso < AU,V chiusi: UNV =0, UUV =X
XUF(X)=XUD(X)=X

Gia’ dim. in topologia.

X chiuso & X =X

X chiuso & F(X)C X

X aperto & XNF(X)=10
Proof: Vedi “1.11.2 Proprieta’ della frontiera” in topologia.

X aperto e chiuso < F(X) =10

Proof:

(1)1. Dim =
X aperto = XNF(X) =0
X chiuso = F(X)C X = XNFX)=FX)
XNFX)=0 = F(X)=0

(1)2. Dim <

F(X)
F

) = F(X)CX = X ¢ chiuso
(X)=0=F

(X)NX =0 = X ¢ aperto

L’insieme O degli aperti e C, I'insieme dei chiusi, godono delle solite pro-
prieta’ viste in topologia.

x € D(X) < ogni intorno di « si incontra con X in infiniti punti

Proof:

(1)1. Dim I
S metrizzabile = S e’ normale = S e’ T7. Negli spazi T, vale proprio
questa proprieta’.

(1)2. Dim IT
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Se supp. per assurdo che
36> 0: I(z,0)NnX\{a} = {z1,22,...,2,}
allora prendiamo m = min{d(z,2;)|i=1,2,...,n} e avremo che
I(xz,m)NX = {z} che ¢’ in assurdo con z € D(X)

15. Corollario del precedente:
D(X)#0 = X ¢ infinito

Non vale il viceversa, prendi ad esempio X = N in (R, d).
Ulteriore corollario:

X =0V X finito = X e discreto(D(X) = 0)

16. D(A;UA2U...UA,) = D(A1)UD(A2)U...UD(A,)
Proof: Vedi “1.11.1 Proprieta’ del derivato” in topologia.

17. X, F(X), D(X) sono insiemi chiusi

(1)1. Dim che F(X) €’ chiuso, ovvero D(F(X))CF(X)
Sia zg € D(F(X)), allora
V8 >0: 37 € I(xo,d)NF(X)\{zo}
r:=0—d(T,xz9) >0

_ Jzq € I(T,r)NX
TEFX) = {3x2 € I(Z,)N(S\X)
(2)1. I(z,r)CI(x0,9)

sia x € I(T,r),
zel(@,r)=dxzT) <r
d(z,z0) < d(z,Z) + d(T,x0) < r +d(T,z0) = 6 = z € I(x0,0)
Quindi,

(1)

I(z,r)CI(x0,0) N Jzy € I(z,0)NX

(1) Iy € I(Z,0)N(S\X)

(1)2. Dim che D(X) e’ chiuso, ovvero D(D(X))CD(X)
Sia ¢y € D(D(X)), per una proprieta’ gia’ vista, qualsiasi intorno
I(x,d) si incontra con D(X) in infiniti punti distinti da zo. Sia T
uno di questi punti, cioe’ T € I(xg, d)ND(X)\{zo}
(2)1. dim che I(%,7)CI(z0,9), dove r = § — d(xo, T)

zel(@,r)=dzT) <r
d(z,x0) < d(z0,Z) + d(T,x0) < r+d(T,z9) = = x € I(x0,9)
Poiche’ T € D(X), I(Z,r) si incontra con X in infiniti punti, allora dato
che I(z,r)CI(xg,0), anche I(xg,d) si incontra con X in infiniti punti, e
quindi, per I'arbitrarieta’ di § > 0, si ha zo € D(X).
(1)3. Dim che X €’ chiuso, ovvero D(X)CX
D(X) = D(XUD(X)) = D(X)uD(D(X))CD(X)CXUD(X) =X

18. X°, ext X sono insiemi aperti

19. Sia A un aperto e C' un chiuso,
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(a) A\C ¢’ un aperto
(b) C\A €’ un chiuso
Proof:
(1)1. A\C €’ aperto
Sia a € A\C.
a€A=A° = 3(a,§)CA
a¢C=a¢ D)= I(a,d"): I(a,8)NC =10
r:=min{4d, '}
I(a,r)CA\C, infatti,
y € I(a,r)CI(a,d)CA
per assurdo y € C = y € I(a, " )NC = () assurdo
(1)2. C\A €’ chiuso
Sia ¢ € D(C\A),
C\ACC = D(C\A)CD(C)=ceD(C) C C

~—

C' €’ chiuso

per assurdo ¢ € A = 3(c,r)CA < I(c,)N(C\A) =0 = ¢ ¢ D(C\A) assurdo

20. Dato zg,
cerchio C(xg,7), {z | d(x,z¢) > r} sono insiemi chiusi
21. Dato zg,
cerchio I(zg,r), {x | d(x,x0) > r} sono insiemi aperti
Proof:

(1. A={x|d(xz,x0) >r} € aperto
Sia a € A, dimostriamo che 31(a,§)CA.

a€ A= d(a,xg) >r
s:=d(a,z9) —r >0
I(a,s)CA, infatti,
y€l(a,s)=dy,a) <s< —d(y,a) > —s
d(zo,y) = ld(a,x0) —d(y,a)| > [d(a,z0) —s| = |r| =7

II dis. triang.

Proposition 8.3. Negli spazi metrici euclidei, e in particolar modo in (RP,d),
dato un aperto A (per la dim vedi [10,pg.112])

X°CD(X) VXCR?
ACD(A), infatti
A= A°CD(A)

Proposition 8.4. In (R,d), con d(x,y) = |z — y|, preso YCR
3 finito supY = supY € F(Y)
3 finito inf Y = infY € F(Y)

Proof:
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Sia y* =supY. La ts e
Vr>0: I(y*,m)NY DA I(y",r)NR\Y) #0

Per le proprieta’ del sup
Ve>0: yeY:y ' +e>y*>y>y"—¢

=yely —ey" +ef
TEY =y —e,y" +eNR\Y) #0

I * * — * Y
YEl Y +el =y >y" =sup =
per def di sup
Notando che I(y*,e) =]y* — e, y* + €[, abbiamo raggiunto la tesi.
O

Proposition 8.5. [a,b]CR e’ connesso.

Proof:
C1 Cc2
Y
[-—mmmme- | —mm oo A R ]
a x1 Xk X2 b

Supponiamo per assurdo che [a, b] non sia connesso, ovvero supponiamo che
304, Cy chiusi : C1UCy = [a,b], C1NCe =0

Sia 1 € (1, x9 € Cy, osserviamo che
T € Cl, CiNnCy = 0= X1 ¢ Csy

zo € Cy
= I 75 T2

{331 ¢ CQ
(2)1. Supponiamo che 1 < x2 e dimostriamo che [z, z2]C[a, b]

Ci1Cla,b
C1UCy = [CL,b] = 1_[(17 ]
ng[a,b]
xr1 € C1g[a,b]
o GCQQ[(I,Z)] sa<z1<12<b=> [xl,xg]g[a,b]
1 < T2
Sia Y = C’lﬂ[xl,xg]
x1 € [z, 0], ;1 €C1L =Y £ 0 C1, [x1,x2] chiusi = Y chiuso
Sia z* =supY

(2)2. z1 <z* <29
Intanto osserviamo che z* € R, infatti
YClxy,22] = Y € limitato = 3 finito supY

Inoltre, per la prop [8.4,pg.70]
z*eFY) C Y
~

Ye’ chiuso

*eY =zl

z* ey
* O *
{0100220) =>a" ¢ Oy = " # a9 (*)

¥ eY =" € x1,x9]

z* € |1,z
(o1, 22] = 2 < a2
x* % 19

71



x>z = x¢Y

per def. di sup

{x ¢Y = CiN[xy, x2] s
x € |a*, x2]Clay, x2]
X ¢ Cl
x € |o*, 22]C[x1, 22]Cla, ] =2 € (s
C1UCQ = [a,b]
(2)4. Q.E.D.
Sia

{zn} Cla*,z2] : @y g (1)

{{xn} Cla*, 2] CCh

= AN O = Cy
(1) ~~ ~~
prop [8.14,pg.77] C3 €’ chiuso
z* € Cy, ma x* ¢ Cy vedi (*

assurdo

8.7 Insiemi internamente connessi

Siamo in (RP,d), con p > 2 e d metrica euclidea. Siano a,b € R?, con a =
((11,(12, e ,(Ip), b = (bl,bg, e ,bp)7

segmentocﬁa:: {r eRP |z; =a; +t(b; —a;) t€]0,1],i=1,2,...,p}

Theorem 8.6. Sia XCRP, X # 0, X # RP, e infine a,b € RP,

ae X, beR\X = 3z* cab: a* € F(X)

Proof:
LET:

*(t) €ab, dove z*(t) = (a1 + t(by — @), az + t(bs — az),...,ap + t(by — ap))

(2)1. Dim un risultato preliminare:

d(z(t),z(t") = |t' — t|d(a,b)

*i=xt), T:=z(t)

d(l‘*,f) = \l Z(.’L‘*l — fi)z = \l Z(az + t(bZ — ai) —a; — t/(bi — ai))Q =

=1 i=1

P

> (b — a:)? = [t — t'|d(a,b)

i=1

) \JZ(t —t)2(bi — a;)? = |t — 1|

=1

LeT: T={te€[0,1]]| z(t) € X}
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allora
TCI0,1] = FsupT =:t*
x* = x(tY)
Se b € X, allora
b¢ X, X = XUF(X) = beF(X)
e quindi avremmo gia’ finito. Supponiamo allora che b ¢ X, ovvero b ¢ D(X).
(2)2. Supponiamo che z* € X
(3)1. t* < 1
Se per assurdo t* = 1, si avra’

z(t*)=xz(1)=b¢ X & 2* ¢ X assurdo
(3)2. Q.E.D.
Abbiamo visto che t* < 1, allora e’ anche vero che
* . * r
t <m1n{1, T+ d(a,b)
dove r €’ un arbitrario numero reale > 0. Per la densita’ di R, possiamo
prendere un ¢ € R t.c.

- r
t* <t<minql, t*
{1 s )
poniamo T = z(1).

Se per assurdo T € X,
TeX = teT = t<t"assurdo
~—~

t* e’ sup
Vale questa catena di diseguaglianze:
T - r
- —— <t <t < t"
d(a,b) - d(a,b)
da cui segue
_ r
t—t*| <
| | d(a,b)
allora,
d(z*,7) = d(z(t"), 2(})) = |t — F|d(a,b) < ﬁd(a,b) =r

d(z*,T) <r =TT e€ I(z",r)
Abbiamo percio’ dimostrato che
Vr >0 I(a*,r) NRP\X # 0
z* e X = I(z*,r)NX # 0, quindi z* € F(X)
(2)3. Supponiamo adesso che z* ¢ X
Scegliamo
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per la prop del sup, avremo
HeT: t">t>t"—¢ z(t)e X

r - r
tf—e=1t"— t<t* t*
c Ay ST SN T aay
.7 r
=t -1 < D)
* I\ 4% _F r _
d(x(t"),z(t) = |t* — t|d(a,b) < (ab) d(a,b)y=r

=z(t)el(z",r)NX
Abbiamo percio’ dimostrato che
Vr>0I(z*r)NX #0
z* ¢ X = I(z*,r)NRP\X # ), quindi z* € F(X)

Corollary 8.7. In (R?,d), gli unici insiemi aperti e chiusi sono (), RP

Proof:
Se per assurdo IXCRP, X # () aperto e chiuso, allora per il thm di prima
F(X) # 0, ma per la prop [12,pg.68], si ha F(X) = @, assurdo.
O

8.7.1 Poligonale

In (RP,d), siano a,a® ... a(™ € RP, due a due distinti, diamo le seguenti
definizioni:

a') ¢ chiamato vertice della poligonale

D g

aW al
Si :a(i)a(Hl), 1=1,2,...,n—1
———

segmento

sono i pt. terminali poligonale

s;e’ chiamato lato della poligonale

n—1

Z(a(l)’ a(Q), o ,a(")) = U s; € la poligonale
i=1

la poligonale e’ semplice < ogni suo punto, a eccezione dei vertici, appartiene a un solo lato

Definition 8.1. X CRP si dice internamente connesso <

' " e X o #a”
va', 2" € X : o’ # 2 Juna poligonale semplice Y di estremi o/, 2" t.c. Y\ {a’, 2"} CX°

Proposition 8.8.

X e’ internamente connesso e chiuso = X e’ un dominio connesso
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Definition 8.2. Dato un XCR?, X # 0, X aperto,

Xe’ internamente connesso
. def . . . .
X ¢’ semplicemente connesso < { V poligonale semplice chiusa XCX si ha 71CX

dove 7 €’ il poligono t.c. F(r) =%
Data ¥, I'esistenza e unicita’ di 7 e’ garantita dal teorema di Jordan'".

In poche parole, un insieme e’ semplicemente connesso quando e’ privo di

“buchi”.

8.7.2 Insieme convesso

Definition 8.3. Sia XCRP e sia z = (z1,...,2p) € X,

X €’ convesso rispetto ad x g‘v’y € X\ {z} zyCX
dove zy €’ il segmento di estremi x, y.
Proposition 8.9. Sia XCR?, aperto non vuoto, allora

X semplicemente connesso = X internamente connesso
<«

Proof: L’implicazione ¢’ immediata per definizione. Dimostriamo che non vale
il viceversa: consideriamo X = R?\ {(0,0)}. X e’ chiaramente internamente
connesso, non e’ pero’ semplicemente connesso: basta considerare una poligonale
Y che racchiude l'origine, ovvero, se m e’ il poligono t.c. F(w) = 3, allora
(0,0) € 7. Quindi
0,0)er=n¢ X
O

Proposition 8.10. Sia XCR?, aperto non vuoto, allora

dr € X : X convesso rispetto a x = X semplicemente connesso
<«

Proof:

()1. Dim. =
Poiche’ X €’ un aperto non vuoto, esistono almeno due suoi pt. y,y’ distinti:
se per assurdo X = {y}, allora X sarebbe un chiuso, ma gli unici insiemi sia
aperti che chiusi di R? sono @), RP, assurdo.
Presi i,y € X : y # %/, consideriamo la poligonale ¥ = yzUzy’.

X convesso rispetto a x = zy, vy’ CX = XCX = X°

X aperto
Quindi X €’ internamente connesso.

Consideriamo adesso una X C X poligonale semplice chiusa e sia 7 il poligono
t.c. F(m) =1, allora
X convesso rispetto a z = Vy € X\ {z} zyCX = Vy e n\{z} CX\ {2} 2yCX = Vy € 7\ {z}

10teorema che vedremo in Analisi IT1
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e poiche’ z € X, possiamo dire
TCX

Quindi X e’ semplicemente connesso.
(1)1. Dim <
Consideriamo
X={(z,y) eR*[2® +y*> <4} \{(z,9) eR*| (z — 1)* +y* < 1}
X € semp. connesso, ma non e’ convesso rispetto ad alcun suo punto x:
basta considerare il segmento xy che taglia il cerchio piu’ piccolo.

8.8 Successioni
Sia (5, d) uno spazio metrico,

z:N— S
e’ una succesione di elementi di S. Diamo la seguente def:
T :=x(n)Vn € N
{zp}:={z, | n € N}
{zn} convergeaz* € S & ngrfooxn =z & Ve>0Tv=uv(e): Yn>vd(x,z*)<ec & z, S
{zn} € limitata < 3 I(z,r) : {z,} C I(z,7)
Proposition 8.11.

Ty 5t & d(zp, x") =0

Definition 8.4.

La successione {x,} ¢ di Cauchy < Ve >03v: Vn,m > v d(zy,xm) <€

Theorem 8.12. [l limite di una successione convergente e’ unico, ovvero
5 . 5 _ .
Tp — &, Ty — T=>2 =T

Proof:
Supponiamo che
T S,
T i T
allora
per 5 > 03Jv=nw(e): Yn>vdx,z*) <

per % >03dw=uw(e): Vn>v d(z,,T) <

™ M\m[\g‘m

d(z*,T) < d(@n, z*) + d(zn, T) < g T % -

Ve > 0d(z*,T) < e
Se per assurdo: d(z*,T) > 0 allora d(z*,T) < d(z*,T), assurdo
quindi d(z*,7) =0& 2™ =T
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Theorem 8.13. Data {z,},

s .
Ty — T S .
= Ty, — T
{zk,} estratta
Proof:
S . ~ R «~ R s
Tp — ¥ & d(xp, ) — 0 = d(zg,,z*) — 0=, — @

~—~

per il thm sulle succ estratte di anall

Proposition 8.14. In (S,d), con X C S, z € S,

reXeI{r,}CX: xnix

Proof:
(1)1. Dim =
X = XUD(X)
CASE: z € X
La successione costante {2} CX converge a x.

CaSE: z ¢ X, © € D(X)

ze€DX)=Vr>0 I(z,r)NX\ {2} #0 < Iz, € I(z,r)NX, z, £z
1 1
Vn € N* 3z, eI(m,g)ﬂX(:)xn EXANO0<d(z,z,) < -

{z,} CX

1
- 20,05 0=dr ) 02, 1

(1)2. DTilm =
Per Hp 3{z,} C X : , S La ts e’
z€X = XUD(X)

Se z € X allora abbiamo finito. Supponiamo invece che x ¢ X e dimostriamo
che z € D(X).
Sia I(z,r) un intorno di z. Poiche’ {x,} converge a x, in corrispondenza di
T

J=uv(r)eN: Vn>v d(z,z,) <r <&z, € I(z,7)

Ty # X

{z,} X =z, eX, c¢ X =>a#a,
in conclusione:

Vr>0: 3z, € I(z,r)NX\{z} < ze€DX)

Proposition 8.15. In (S,d), con X C S, x € S,

zeDX)e I {z,} CX, zp £ xm Vn#£m te xnix

Proof:
(1)1. Dim =

7
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re€DX)=>Ve>0: Jz. € I(x,e)NX, z. #2x (1)
(1)=pereg =131 #2: 21 € I(z,e)NX & (x1 € X Ad(z,21) <e1 =1)
(1) = pereg =d(z,z1) Txe £ x: d(x,z2) < &g
d(z,x9) < eg =d(x,21) = o1 # X2
(1) = per e3 =d(x,x2) Fxsg #x: d(z,z3) < e3
d(z,x3) < ez =d(x,x2) < d(x,z1) = x1 # 3, Tg # X3

abbiamo cosi’ costruito la successione desiderata: {z;,}
(1)2. Dim <
Sia I(z,r) un intorno di x. Per Hp:
J=v(r)eN: Vn>v d(zp,z)<r
Sian =wv+1. Se x,, # z, allora z,, € I(x,r)NX\ {x}, altrimenti sia m = v+2.
Per Hp z,,, # x,, = z, quindi x,, € I(z,r)NX\ {z}.
Abbiamo cosi’ dimostrato che
Vr > 0I(z,r)NX\{z} #0< 2z € D(X)

Theorem 8.16.
{z,} convergente = {x,} e’ di Cauchy

Proof:
La nostra ts e’:
Ve>03v: VYn,m>v d(x,,xm) <&

s
Per Hp z,, — =¥,

Ve > 03 : Vn >0 d(z,,z") < %

Poniamo v = v’ e siano n,m > v
. e €
AT, xm) < d(zp, ") +d(@”, zm) < 5 + ;=€
(1)1. Dim <
Sia S =]0, 1] il nostro spazio con metrica d(z,y) = |x,y|, cioe’ quella euclidea.

Consideriamo .
=J{ZlcC
e

questa successione (in S) e’ di Cauchy ma non e’ convergente.
(2)1. E’ di Cauchy
In (R,d.), una successione e’ convergente sse e’ di Cauchy. La successione
{1/n} converge a 0 in R e quindi soddisfa Cauchy:
1 1
Ve >0dv: Vn,m > v ‘*Jr*‘ <e
nom
ma la metrica di d. € la stessa che abbiamo usato per S, quindi {1/n} ¢’
di Cauchy anche in s.
(2)2. Non converge
Supponiamo per assurdo che

S x
T, — T
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allora s x 2 N
Ty — 2" S d(xy, ") — 0 & |2y, 2" — 0 & 2, — 27

L
n
=1*=0

s
Tn — ¥, ma x* ¢ S, assurdo

Definition 8.5.
Uno spazio metrico si dice completo < ({z,} convergente < {z,} di Cauchy)

ovvero, €’ uno spazio in cui ogni succ. conv. e’ di Cauchy, e viceversa.

Example 8.6. (R,d.) ¢ completo, mentre (]0,1],d.), (Q,d) non lo sono.

()

una successione di elementi di RP, dove

Theorem 8.17. Sia

2™ = @ 2 ,zy)) € RP

Ogni {xin)} (con i fissato), e’ un successione di elementi di R.

Valgono i sequenti teoremsi:

1. {x(")} converge < Peri=1,2,...,p {xfn)} converge

2 {x(")} e’ di Cauchy< Peri=1,2,...,p {xgn)} e’ di Cauchy
e i sequenti corollari, che si rifanno ai risultati di analisi I :

3. {x(”)} limitata = 3 {x(k")} convergente in RP

4.  (RP,d) e’ completo

Proof:
(1)1. Dimostriamo il thm 1.
(2)1. Dim =
Per Hp {x(")} converge a un z*) € RP, ovvero

p 2
Ve>0 Fv=uv(e)eN: Vn>v Z(azgn)fﬂcg*)) <e
i=1
Osserviamo che

N N ()02
(Y < k)

=1

P 2
< Z(x(-")—xg*)) <e Ve>0

Questo significa che {a:(-n)

i } converge a x,
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(1)2. Dim <«
Per Hp abbiamo che:

vE>0
p

dJv; e N: Vn > xgn) —xg*) < <

p

Jvp € N: Vn > vs :Cén) —ZCé*) <<

p

Jv, eN: Vn >, xé")—xé*) <]%
Allora, se consideriamo v = min {v1,vs,...,v,}, avremo che Vn > v
b b p p p

Inoltre,

P 9 P
3 (o o) < 3ol )
i=1 i=1
infatti, elevando al quadrato si ottiene

p 2 p 2
Z (zl(,") — zg*)> < Z (xgn) - xg*)) -+ tutti i vari doppi prodotti
i=1 i=1
In conclusione,

p 9 p
Z (335”) — 335*)> < Z ‘xﬁ”) - xﬁ*)‘ <e Ve>0
i=1 i=1
che €’ la tesi.

O
(1)3. La dimostrazione del thm 2. ¢’ analoga a quella del thm 1., basta consid-
erare Yn, m > v, invece che ¥n > v, e (") invece che z(*)
(1)4. Dimostriamo il thm 3.
Per Hp

{x(”)} limitata

31 (2, r) {x(”)

™ e [(z™) r) & \J zp: (min) - xl(»*))z <r VYneN (1)

1
dove x(*) — (m(l*),zgk)7 o ,zl()* ) c RP.
(2)1. {x(ln)} ¢’ limitata da ]xg*) -, xg*) +r]
Infatti, dalla (1)

p 2
|x§") — acg*)| < Z (xgn) — xE*)) <r= xgn) G]xg*) — T,xg*) +r[ VneN
i=1

. n . . . . .
Poiche’ {acg ) } e’ una successione di R, essendo limitata esiste una sua estratta

{xgk(n))} convergente a un certo xgo).
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In modo analogo a prima, si vede che

{xgk("))} e’ limitata, e quindi Hac;kgk(n)) che converge a un xéo)

{xé(kzk)("))} ¢’ limitata, e quindi 3z{*"*) che converge a un 2{”

{x;(kpkpfl“'k)("))} e’ limitata, e quindi Elmé(k”lkp“'k)(")) che converge a un x](oo)
Quindi,

{(xgk(n)), xg”k(")), . ,xé(kwlkp--k)(")))} e’ un’estratta di {x(")} che converge a {(mgo), xéo)7 oo

O

Example 8.7. (RP,d.) e’ completo.

Infatti, se consideriamo una successione di Cauchy, tutte le successioni compo-
nenti saranno di Cauchy. Poiche’ queste sono successioni in (R, d.), che e’ uno
spazio completo, saranno anche convergenti. Allora, poiche’ tutte le successioni
componenti sono convergenti, anche la successione composta di RP lo sara’.

Theorem 8.18. Lo spazio'! (C%([a,b]),d) e’ completo.

Proof:
Sia {f,} una successione di cauchy. Vogliamo dimostrare che e’ convergente.

{fn} cauchy & Ve >03v: Vn,m > v (d(fn,fm) <e& m{ai] |[fr(x) = fm(x)] < 5)
xre|a,
0(0) = Jn)] < 1 o) = fn(o)] < &V > 0¥ €] (1)
xre|a,
La (1) €’ la condizione di unif. conv. di Cauchy per le succ. di funz. (vedi [4.1,pg.38]), quindi
(1) = {fn} € unif. conv., in R, auna f:[a,b] — R

Ci resta ancora da provare che {f,} ¢ conv. nello spazio C°([a, b]).

(2)1. f € C%([a,b])

VneN f, € C%a,b]) = fne’ continua in [a, b]
= f € continua in [a,b] = f € C°([a, b])
thm [4.4,pg.40]

(2)2. QED.

Dimostramo che f,, 5, f.

fo S feVe>0 =0 (e): Vn > (Vo€ la,b] |fulz) — flz)<ee

Mopx |fn(z) — f(2)| <e e d(fa, f) <e)

In conclusione:

Ve >0 =v'(e): Vn>v d(fn, f) <e

cioe’, fr = f

Myedi [8.2,pg.64]
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8.8.1 Compattezza sequenziale

Definition 8.8. Sia X un sottoinsieme di (S, d).

X € sequenzialmente compatto < X = () oppure V{z,} C X F{xp, }: xp, SrreX

X e’ relativamente sequenzialmente compatto < X e’ seq. compatto

Proposition 8.19.

LET: 1. (S,d)
2. YCXCS
Y chiuso , X seq. comp. =Y seq. comp.
Proof:
Sia {y,} una succ. di elementi di Y.
{yn} SYCX, X seq. comp. = I{yx,}: yp, ——y € X

S * * A4
— = eY =Y
Yk, Y Ny Yy
vedi [8.14,pg.77] Y e’ chiuso

Abbiamo quindi dimostrato che da successione di elementi di Y, esiste una

estratta convergente a Y.
O

Theorem 8.20. In (S,d), preso XCS,
X seq. comp. = X chiuso e limitato

Non vale il viceversa. In (RP,d) vale.

Proof:
(2)1. X ¢’ chiuso
Sappiamo che X CX. Dimostriamo che X CX, per ottenere X = X.
Sia z € X, allora per la prop [8.14,pg.77],
Iz, } CX 0 oz, S
Poiche’ X €’ seq. comp.
Ik, }: zk, SareXx
Per il thm [8.13,pg.77] e per l'unicita’ del limite z = 2* € X
(2)2. X ¢’ limitato
Supponiamo per assurdo che non lo sia, cioe’
Vi(z*,e) e X: T ¢ I(x"¢)
allora, fissando z* € X,
I(z*,)1) IT € X: T ¢ I(z"1) & da", T,
I(x*,2) T € X : To ¢ I(z%,2) & d(z*,T,) > 2

Vv
—_

I(z*,n) T, eX: Ty ¢I(z",n) dz",7,) >n (1)

Abbiamo cosi’ costruito la successione {Z,, } CX. Poiche’ X €’ seq. comp.

Mz} T, -z X S dTn,,2) -0 (2)

Per la prop. triangolare
d(Ty, ,x*) < d(Ty,,2) +d(z,2%)  (3)
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Concludiamo:

n—-+oo

(2) = lirf d(Ty,,2) =0

allora, prendendo il limite nella (3): oo < d(z,z™) assurdo
(2)3. Dimostriamo <=
Scegliamo come spazio S =|0, 1], con la metrica euclidea, e consideriamo
come sottoinsieme X = {%}

(3)1. X €’ chiuso, poiche’ D(X) =0
Sia z € S e sia
1

méeN:

1 1
m+1<x<E’d x,m) <d(m,n) Vn € N\ {m}

Siar>0:7r< >
IHz,r)y={ze€S|dzz)<re|z—z|<rex+r>z>r—ri=lx—ro+r|
1
Jz —r,xz+r[NX = {x}, [poiche’ r < E]
=z ¢ D(X)
(3)2. X ¢’ limitato
Infatti,
1(0,1) =]0,2]2X
(3)3. X non €’ seq. comp.
Supp. per assurdo che lo sia, allora da {%} possiamo estrarre {é} che

converge a un z* € X.

Pero’,
é L
e per l'unicita’ del limite z* = 0 € X, ma questo e’ assurdo, perche
0¢X.
O
Corollary 8.21.
X seq. comp. = X rel. seq. comp.
Proof:
X seq. comp. = X chiuso e lim.
X chiuso & X =X
X seq. comp.
O
Corollary 8.22. X rel. seq. comp. = X limitato
Proof:
X rel. seq. comp. < X seq. comp. = X chiuso e limitato
X limitato < 3 (z,7)2X2X = X limitato
O
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Theorem 8.23. In (RP,d), prendendo un sottoinsieme X

X chiuso e limitato < X seq. compatto

Proof:

Per il thm [8.20,pg.82], basta dimostrare = .
Sia {z,} CX

X limitato = {x,} €’ lim. = I{xg, } o wk, B o ere

vedi [8.17,pg.79]
= rreX = X
~— ~—
vedi [8.14,pg.77] X e’ chiuso

Il che’ dimostra che da una successione di elementi di X possiamo estrarne
una convergente in X

O
Corollary 8.24. In (RP,d)

X rel. seq. comp < limitato

Proof:
(1)1. Dim =
vedi [8.22,pg.83]
(1)2. Dim <«
X lim. = 37 . XCI C XC = CcI
im. = 31 (z,r) CI(x,r)CC(x,r) = CC(z,r) C(z,r)CI(x,7+¢)
prop.chiusura e’ chiuso
= X e’ limitato
XCRP
X e’ limitato = X e’ seq. comp. < X e’ rel. seq. comp.
X ¢’ chiuso vedi [8.23,pg.84]
O
Theorem 8.25. di Bolzano.
In (S,d), XCS,
X infinito, rel. seq. compatto = D(X) # 0
Proof:

X infinito = dz; € X
X infinito = Jz3 £ 21 € X & x5 € X\ {21}
X infinito = Jzz € X : x5 € X\ {z1,22}

X infinito = Jz,, € X : z, € X\ {z1,22,...,2pn_1}

nCXCX -
{zn} cXC = 3{zy, } CX : xknix*eX, con xy, # ki, Yn#m
X rel. seq. comp.

Abbiamo quindi trovato la succ. {xg, } di elementi di X, due a due distinti,
percio’ per la prop [8.15,pg.77], si ha z* € D(X).
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Corollary 8.26. In (RP,d),
X infinito, limitato = D(X) # 0

Proof: Segue immediatamente dal thm di prima a dal cor [8.24,pg.84].

8.9 Limiti di funzioni reali

Definition 8.9. Sia (S,d) uno spazio metrico, e (R,d.) quello euclideo'? su
R. Data la funzione f : X — R, con XCS, e 2o € D(X) Diamo le seguenti
definizioni:

lim f(z)=1leVe>0 35>0: |f(z)—1 <e Vzel(xyd)NX\{zo}

T—x
lim f(z) =400 Vk>0 30>0: f(x) >k Vo e I(xg,d)NX\{zo}
lim f(z)=—-c0ceVk>0 36>0: f(z) < -k Vo € I(x,d)NX\{zo}

Si dice che f e’ regolare se esiste uno dei limiti sopra indicati.

Theorem 8.27. Valgono i sequenti teoremsi:

. f regolare = il suo limite e’ unico
2. f convergente = Jh,k€eR 36>0: k< f(x) <h Vze I(xy,d)NX\{zo}
" ovvero la f ristretta all’intorno I(xg,0) e’ limitata
3. lim f(x)=Il<h=30>0: f(z)<h Voel(xyd)NX\{zo}

T—T0

4. lim f(z)=1>h=30>0: f(z)<h Veel(xgd)NX\{zo}

fgh: X —R
5. g(z) < f(z) < h(z) Ve e X = lim f(z) =1

lim, 4, g(z) = limg ., h(x) =1

{limezof(a:)g(x) = ab
=
limg— g, f(x) + Bg(x) = aa + b

a
7. limg .y f()=b = {limx—mo _f;gfg =g

f ristretta a Y
——

8. lim f(z)=1, YCX, 20 € D(Y)= lim y flx))y =1, vedi [10,pg.112]
T—xTo T—xTg, TE
Y, ZCX, ZUY = X
9. zo € D(X)ND(Y)ND(Z) = lim f(z) =1
x—xT(

imy gy f(2)/y = limg—y, f(2)/2 =1

con I indichiamo gli intorni in (R, d¢)

12
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Theorem 8.28.

f e’ continua in o < 3 lim f(z) = f(xo)

Tr—xo
Per la definizione di continuita’ vedi [8.10,pg.86].

Proof:
(1)1. Dim =
La tesi e’
zhHIg flx)=f(zo) ©Ve>0 30 >0: |f(x)— flzo)| <e Vxe I(xg,d)NX\{zo}

poiche’ | f(xo — f(z0)| = 0 < € possiamo direttamente considerare I(xg,d)NX
Che e’ proprio I'ipotesi
Ve>0 3§ >0: |f(z)— f(xo)|] <& Va € I(xg,d)NX
con § = ¢’
(1)2. Dim <
basta scambiare tesi e hp nella dimostrazione di prima.
O

Definition 8.10. Se X non e’ limitato, possiamo dare quest’ulteriore definizione:

lim f(z)=1¢< fissatoae SsihaVe>0 36>0: |f(z)—l<e VreX: d(z,a)>0

lim f(z) =400« fissatoae SsihaVk>0 39>0: f(z)>k Vee X : d(xz,a) >0
lim f(z) = —oco« fissatoa € SsihaVk >0 30 >0: f(z)<—k Ve X: d(z,a)>4¢

Theorem 8.29. Valgono i sequenti teoremsi:

1. lim f(z)=0< wlirgo|f(x)| =0

Tr— 00

2. lim f(z)=0< Tllrgl [f(z)]=0

Tr—x0
3. lim f(z) =1<= lim [f(x)| =]

8.10 Continuita’

Siano (S, d), (5’,d") due spazi metrici, sia f : X — S’, dove XCS. Con I(z,r)
indichiamo un intorno in S, con I'(x,r) uno in S’, analogamente per d e d’
indichiamo la metrica nel primo spazio e quella nel secondo.

Definition 8.11.

f e continnainz* €S ©Ve>0 3F5>0: d(f(x), f(z¥)) <e Vzellz*dnX
f € continua in X < €’ continua in ogni z* € X, ovvero:
Ve*e X Ve>0 36>0: d(f(z), f(z*) <e Vxel(z"inX

f € unif. continuain X Ve >0 36>0: d(f(z), f(y) <e Vo,ye X: d(z,y)<$
f e lipschitziana < 3L >0: d'(f(x), f(y)) < Ld(x,y) Vo,y e X

Example 8.12. Un polinomio P(z1,2,...,Z,), a n variabili, e’ una funzione
continua.
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Proposition 8.30.

f- lipschitziana =—=> f. unif. cont. == f. cont.

f. lipschitziana </=— f. unif. cont. </——= f. cont.

Proof:
(1)1. f. lipschitziana = f. unif. cont.

La tesi si ha immediatamente con

g
=1

Theorem 8.31. Negli spazi metrici (S,d), (S’,d’)

f: X — 95 continua in z* € X I )
s = f(zn) — f(27)
{z,} X : z, — z*

Non vale il viceversa.

Proof:
La tesi da dimostrare e’:
Ve >0 Jv=w(e)eN: d(f(zn), f(z*) <e Vn>wv
Per Hp
fceontinnainz* € X &Ve>0 3§>0: d'(f(z), f(z*) <e Vezella*,s)nX (1)

Ty ot e Ve >0 = V(") eN: Vn > (d(mn,x*) < e, e I(a:*,s’))
fissiamo &' = §

{xn € I(z*,e") Yn>v

=
{zn} X =2, € XVneN —~
per la (1)

d'(f(zy), f(z*) <e Vn >

Abbiamo dimostrato la ts con v = v’ ]

Theorem 8.32. di Cantor-Heine sulla uniforme continuita’ delle funzioni.
LET: 1. (S,d), (5,d)

2. XCS, X #0,X sequenzialmente compatto

3. f: X — 5, continua in X

allora
, . )
f e’ uniformemente continua in X

Proof:
La tesi e”:
Ve>0 30>0: d(f(x), fly))<e Vz,ye X: d(z,y)<d
supponiamo per assurdo che sia falsa, ovvero supponiamo che

Je>0: V6>0 (Hx,yeX: d(z,y) <d percui d'(f(z), fly) >¢ ) (1)

Poiche’ la scelta di § e’ arbitraria (purche’ > 0), possiamo affermare

1 1
Vo = — > 0 (H.Tg,yg €X: dzs,ys) <= ~per cui  d'(f(xs), flys)) > ¢ )

Vn €N (Exn,yn € X d(zn,yn) <% per cui  d(f(zn), flyn)) > ¢ ) 2)
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Quindi si creano le seguenti due successioni a elementi di X
{zn}, {yn}
Poiche’ X €’ seq. comp.
I{ag, }: xp, Srexe d(zy, ,z") =0 (3)
(2)1. Dimostriamo che pure {y, } converge a z*
Per la dis. triangolare
0 < d(yk,,z") < d(yk,, zx,) + d(zg,, 27)

per la (2):
d(zy,yn) <+ VYneN
onsn) < 0 = d(@n,yn) — 0= d(yp,, 2p,) — 0
limy, 400 = 0
Per la (3):
d(z, ,z") =0
Quindi

—0

0 < d(yk,, %) < d(yp,, x1,) +d(zp, , 2*) = d(yp,,7%) — 0 & gy, —o z*
e I g

—0 —0

Poiche’ f €’ continua in X, lo sara’ in particolar modo in z*, per cui
f continua in z*
s’ * * R
{wr, } X = flaw,) = f@7) & d (f(a,), f@) — 0

S
T, — x*e X thm [8.31,pg.87]

f continua in z*

s’ X sy R
{yr, X =, flw,) — f@) & d(f(yr,), f(7) — 0
Yk i) x*e X thm [8.31,pg.87]

(2)2. Q.E.D.
Per la (2) e per la dis. triang.
e <d(f(wr,)s fyr,)) < d (f(aw,) f(&) +d'(f(@7), f(yr,))

e <d(f(xn,), f(x") +d(f(«"), f(yr,)) VneEN

Prendendo i limiti:

—0

& S AU, @)+ d (@), fe,))

—e

—0 —0
=<0
assurdo.

Corollary 8.33.
f i a,b] — R, continua = f unif. continua

Proof: Immediata conseguenza del thm precedente, del thm [8.23,pg.84] e del
fatto che [a,b] €’ chiuso e lim.

Theorem 8.34. di Weierstrass.

LET: 1. (S,d), (5',d)
2. XCS, X #0,X sequenzialmente compatto in S
3 f: X — 5, continua in X
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allora
f(X) e’ sequenzialmente compatto in S’

Proof:
Sia {y,} Cf(X).

Per def. di immagine
YneN 3z, € X: f(zn) =yn

{{xn} cX

= 3{zk, }: =k, SareX (1)
X seq. comp.

{{1)cont. in X = f cont in z* = flan,) N f(z")

vedi [8.31,pg.87]
f(ax,) = yk, € f(X) :
{x*EXéf(z*)Gf(X) = f(X) e’ seq. comp.

Corollary 8.35.
f:]a,b] — R, continua in [a,b] = 3 il maz e il min assoluto di Im f
Piu’ in generale, se XCR"™ e’ chiuso e limitato
f: X — R, continua in X = 3 il max e il min assoluto di Im f

Proof:
f € continua, e inoltre per il thm [8.23,pg.84], [a,b] € seq. compatto, allora
per il thm [8.34,pg.88], anche Im f lo €’.
Sempre per il thm [8.23,pg.84], Im f €’ chiuso e limitato.
Im f lim. = 3I(z*,r) =]z" —r,2" +r[ ImfClz* —r,z* +r[ <
eVrelab ¥ —r< f(z)<z"+r
quindi, f e’ lim. sia superiormente che inferiormente

f lim. inferiormente = 3 finito supIm f
3 finit I
{ nito sup Im f = suplmfeF(Imf) (1)
[8.4,pg.70]
Im f e’ chiuso = F(Im f)CIm f  (2)
(1),(2) = supIm f € Im f = supIm f = maxIm f
analogamente si vede per 'inf.
(1)1. Quando X €’ chiuso €’ limitato
Se X CR" €’ chiuso e limitato, allora per il thm [8.23,pg.84], €’ sequenzialmente
compatto. Quindi per il thm di Weierstrass [8.34,pg.88], anche Im f lo e’. A
questo punto si procede esattamente come nel passo precedente.

Im fCR

O

Theorem 8.36. Continuita’ delle funzioni composte.

LeT: 1. (S,d), (8,d), (8”,d"), XCS, YCS'
2. f: X — 5, continua in z* € X
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3. g:Y — S", continua iny* €Y
4. f(X)CY, f(z*) =y

allora
h(z) = g(f(x)) : X — §", e’ continua in z*
Proof:
La ts e
Ve>0 30" >0: d'(h(z), h(z")) <e Vxel'(z*§)NX
Procediamo:

g continua in y* &Ve>0 36>0: d'(9(y), 9(v*)) <e Vyel'(y,o)nY (1)

f e continua in z* = pere=4§>0 3§ >0: d(f(z), f(z*) < Vrellz*§)NX
f@) =y =d(f(z), f(2") =d(f(2), y") <o f(z) eI'(y",0) (2)
flz) € f(X)CY, (2) = f(z) € I'(y",0)nY  (3)

(1), (3) = d"(g(f(x)), 9(y")) <e = d"(h(z), h(z")) <e

che ¢’ la tesi, con 6" = ¢’
O

Theorem 8.37. In (S,d), con XCS, siano f,g: X — R, continue in z* € X,
allora

1. Vo, B €R {af(x) + Bg(x) e’ continua in x*
. Va, . )

f(z)g(x) e’ continua in z*

(
2.VxeX g(x)#0= 583 e’ continua in z*

3. f(z*)>0= 3 (z*,r)NX : Va e Il(z*,r) f(x) >0
Theorem 8.38. dell’esistenza degli zeri.
In (S,d), con XCS chiuso e connesso, sia f: X — R continua in X, allora

do’ 2" e X1 f(2') <0, f(2")>0=3FeX: f(&) =0

Siano
Cr={oe X |f() <0}, Co={veX|f(x)=0}
f@)<0=2"€eCi=C1#0
f@)>0=>2"€Cy=Cy#0
(1)1. C; € chiuso
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Proviamo che C;CC;. Sia z* € Cf,
C1CX = C1CX = X
X e’ chiuso >z eX (1)

z* e Oy = I{z,} CC1: zp S (2)
thm [8.14,pg.77]

f continua in x* = f(zn) &, fz*)  (3)
(1), (2) thm [8.31,pg.87]
Zn € C1= f(z,) <0 VneEN . .
{ 3) Z f@")y<0=z*eCy

thm della perm. del segno
(z* € C1 = 2" € C1) = C1CCy = C € chiuso
(1)2. C3 € chiuso
Analogamente a prima.
(1)3. Q.E.D.
Notando che C;UCy = X, se per assurdo C1NCy = (), si avrebbe, contro
ipotesi, che X non e’ connesso.
010027“/)4:)35601, £ ey

{feaf¢ﬂ®>o T HE=0
L]

Corollary 8.39. In (S,d), con XCS chiuso e connesso, sia f : X — R
continua in X, allora

I'a" e X, IyeR: f@') <y < fa")=>3EeX: f(§=n

Proof:
Se v = f(a'), allora la & cercata e’ proprio a’. Analogamente per z”. Quindi
supponiamo che f(z') <y < f(z").
Sia
pa)=flz)—v: X —

@ €’ continua in X perche’ comb. lineare di funzioni continue in X. Inoltre

p(a) = f(@) =y <0

o) = f(") =7 > 0
Per il thm [8.38,pg.90],

HKeX: pl)=0&f(()—7=0f() =7

Corollary 8.40. teorema dei valori intermedi.

= f(X) = [min f, max f]

XCR", chiuso, limitato e connesso
f: X — R continua

o in altri termini, la f assume ogni valore compreso tra il mazx. e il min.
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Proof: Per il cor di Weierstrass (vedi [8.35,pg.89]),
dz' € X: f(2') =min f
32" € X f(2") = max f
quindi preso un v € [min f, max f] = [f(2), f(z")], per la prop [8.39,pg.91],

HeX: fE)=v=r7ef(X)
quindi [min f, max f]Cf(X). Ma ovviamente, f(X)C[min f, max f] O

Corollary 8.41.
fla) <0, f(b) >0 = 3¢ €la,b): f(§) =0

Proof: Immediata conseguenza del thm precedente, e del fatto che [a,b] €’
chiuso e connesso vedi [8.5,pg.71].

{f : [a, 0] — R, continua in [a,b]

9 Derivate parziali

Sia f: A — R, dove ACR?, non vuoto e aperto.
Sia (zo,y0) € A. Poiche’ A e’ aperto, A = A°, e quindi

Jzo — 8,20 + 0[x {yo} Clr2(P,9)

A2 (P, 5)CA =
w(0) {{1’0} X|yo — 6, yo + 6[Clp2(P, 6)

Con f(x,yo) indicheremo la restrizione di f a |x — §,z + §[x {yo}, mentre con
f(zo,y) la restrizione a {xo} x]yo — 6,90 + 4.

Definition 9.1. Diremo che la f e’ derivabile parzialmente in (zq, yo) rispetto
alla variabile x sse esiste finito il seguente limite:

fz(xo, Yo) := 9311_,120 flx, yo; : iixm yo)

analogamente per y:

fy(xo,yo) = yh_,nylo f(Z‘Oa y; : z)j{fxo,yo)

Se la f e’ derivabile, rispetto a x, in ogni punto di A, allora nasce la funzione
f:v (37, y) :A—R
possiamo quindi considerare la sua derivata parziale rispetto a x e rispetto a y:

fon(0,30) = Tim 12(%280) = fo (@0, 30)
Tr—To T — 1’0

Jay(xo,yo) := lim fz(x0,y) — fa(0,Y0)
Yo Y — Yo

analogamente, se f e’ derivabile rispetto a y in A:
lim fy (@, y0) = fy(20, Y0)
T—x0 Tr — X

. fy(any) — fy(x07y0)
=1
fyy(xmyo) yglylo Y — 1

fy:r(x07 yO) =
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e cosi’ via..., .
fya, foy sichiamano derivate seconde parziali miste.
Sz, fyy si chiamano derivate seconde parziali pure.

Theorem 9.1. di Schwartz sull’invertibilita’ dell’ordine di derivazione. Sia
f:A— R, dove ACR?, non vuoto e aperto.
Sia (xo,y0) € A. Poiche’ A e’ aperto, A = A°.

WMKA%WWMMHMWHMM):M%WzmmW

fyﬁ(xvy)a fry(xa y) continue in (x07y0)
Proof:

(.’)30, y()) EA=A°= 31R2(($0,y0)76)gA

fzy continua in (zo,yo) =

= pervg>0 J0< 6 <6

Fon(@,y) = fay(@o,90)| < £ V(@) € Lea((30, o), 61)01A

61 < 8 = In2((w0,90), 61) oz (w0, yo), 6)CA = Ir2((z0, y0), 01)NA = Ir2((20, o), 01)
fyz continua in (xo, yo) =

€
= per V§ >0 30< g <0y ‘fyx(gc,y) — fym(mo,yo)‘ <e Y(z,y) € Ig2((z0,y0), 2)NA
d2 < 81 = In2((®0,90), 62) SIr2 ((%0, ¥0), 01)CA = Ip2((%0,Y0), 62)NA = Ir2((z0,y0), 02)

Poiche’ §2 < &7 le condizioni (1) e (2) sono entrambe verificate per V(z,y) €
Ir2 ((z0, Y0), 02).-
Siano z* > o, y* > yo: (z*,y*) € I((x0,Y0),02)
(@) = F@,y") — F(@,y0) : [20,2"] — R
Questa funzione e’ ben posta, €’ inoltre derivabile, perche’ combinazione
lineare di f con se stessa e perche’ per Hp 3f,. La sua derivata e’:

Lp/(.’lf) = fa:(ma y*) - fm(%yo)
poiche’ e’ derivabile, e’ anche continua; allora, per il thm di Lagrange

3¢ Elwo, 2" p(27) — plwo) = ¢ () (=" — w0)
& f@"y") = f@",y0) — f(@o,y") + [0, y0) = (f2(§,57) = fo(€,90)) (27 — o)
L

L= (fa(&y%) = f2(&00) (27 —x0)  (3)

Dalle Hp segue che 3f,,(&,y) Vy € [yo,y*], quindi, poiche’ derivabile, f, ¢’
continua; applicando il thm di Lagrange a f. (£, ) : [vo,y*] — R:

3 €lyo. v [ fo(&u") = f2(Ey0) = fay(Em Y™ —y)

sostinuendo in (3):
L= foy(&m)y" — y)(a™ — x0)
In modo analogo a tutto il procedimento svolto fin’ora, scegliendo

Y(y) = f(=",y) — f(x0,9) : [yo,y"] — R
si conclude che

361 €Jxo, 2™, Im €y, ¥ L= Fyal(&am) (=" —2)(y" = o)
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Quindi

((E* _ x)(y* o yO) = fym(fl,nl) = fﬂvy(gan)
2)1. QE.D.

(&,n) €lxo, 2™ [x]yo, y*[
(&1,m) €lxo, ™ [X]yo, ¥"|

fzy(x07y0) - fmy(fan) =+ fym(glvnl) - fyz(x07y0)
f:cy(anyO) - f:cy(évn)

fay(x0,90) — fym(xmyo)‘ _

<

E €
+’fyw(fla771)*fyac($0,y0) < §+§:5 Ve >0

per la (1), (2)

fay(xo,y0) — fyz(x07y0)’ <e Ve > 0= fay(®o,y0) — fya(20,%0) = 0 foy(x0,90) = fya(xo, y0)
O

Example 9.2. di funzione che ammette derivate parziali in e y ma non e’
continua.
Sia
0 =0Vvy=0
f({L‘7 y) = N Y : RQ — R
1 z#0Ay#0

(0)5. 312(0,0), £,4(0,0)

) ,0) — £(0,0 .0 :
fz(o’o):hmwzhmfzo fy(O,O):Z}IL% y—0 y—0 Yy

z—0 z—0 z—0 21
(0Y6. f non €’ continua in (0,0)
Per assurdo supponiamo che lo sia:
Ve>036>0: ’f(:z:,y) - f(0,0)’ <& Y(z,y) € R*NI((0,0), )
poiche’ f(z,y) >0 V(x,y) € R%. £(0,0) = 0 e poiche’ I((0,0),d)CR?, possiamo

scrivere:
Ve>030>0: flz,y)<e Y(x,y) € I((0,0),9)
allora, per ¢ = %,

V(z,y) € I((0,0),5")

N =

1
per € = 536’ >0: fz,y) <

! !
Sia P = <‘;‘;) € R?

d(P,(0,0)) =

1
sS1< 3 assurdo

9.0.1 Differenziabilita’

LET: 1. ACR2, aperto e non vuoto
2. f: A— R?
3. (l'o,yo) S AQD(A)
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Elfac('r()ayo)7fy(x07y0) ( )
Hlim(;c,y)a(l‘o,yo) \/(w—ﬂ:))zf(y—yo)? =0

f st dice differenziabile in (zg,yo) < {

dove

incrementi:
Ax =1z — xg
Ay=y—yo
Af = f(z,y) — f(z0,y0)
differenziale totale di f, relativo al pt. (zo,yo):
df = fo(z0,y0)Az + fy(z0,y0)Ay
oz, y) =Af —df

Theorem 9.2. f differenziabile in (xo,y0) = f continua in (xq,yo)

Proof:
(1)1. Dim =
Trasformiamo o(z,y):
oz,y) = flx,y) = f(
fxy) = oz, y) + f(

flz,y) = N xZ)(;Ef)(y 402 V(@ —20)2 + (y — %) + f(z0,y0) + fz(xo;io)A)x + fy(wo,90)Ay (1)

Osserviamo che P(z,y) e una funzione continua, poiche’ €’ un polinomio.
de(z,20) = \/(x — 20)2 + (y — Y0)? ¢ pure una funzione continua (e’ infatti
composizione di funzioni continue).

Allora:

lim P(J},y) = P(anyO) = f(x()vyo)
(=,y)—(w0,y0)

lim V(@ —20)2+ (y—10)? =0
(z,y)—(z0,Y0)

70,%0) — (fz(20,Y0) Az + fy (w0, y0)Ay)
Zo, yo) + fa(0,Y0) Az + fy (w0, y0) Ay

: o(z,y)
lim =0 [per H
(@)= (z0.w0) \/(x — 0)2 + (Y — ¥0)? p p)
1) = lim z,y) = f(xo, = e’ continua in (z,
(1) (I’y)ﬂ(mmyo)f( y) = f(xo,%0) = f (z0,90)
vedi [8.28,pg.86]
(1)2. Dim #
flz,y) = Vl]ay| : R — R®
e’ continua in (0,0), possiede f;(0,0), f,(0,0), ma non e’ differenziabile in
(0,0).

(2)1. E’ continua in (0,0)
Composizione di funzioni continue. Inoltre, il radicale ha sempre senso.

(2)2. Dim 3f,(0,0), f,(0,0)
J2(0,0) = Dy—o f(2,0) = Dy—g0 =0

fy(oa 0) = Dy=0f(0vy) = Dy=00 =0
(2)3. Non ¢’ differenziabile in (0, 0)
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Supponiamo per assurdo che lo sia, ovvero che

o(z,y) 1 fley) 0 hn V]zyl _0

lim = im =" = =
@y)—=00) /(=02 + (y—0)2  (@u)—=00) /22 +y2  (29)=(00) /22 + y2
allora

o(z,y) = f(z,y) = £(0,0) = (f2(0,0)Az + [, (0,0)Ay) = f(x,y)
SiaY:{(x,y)€R2|x:y, z#0},

(1) = 1 m

1
im =—#0
~~ z,y)—(0,0), (z,y)€Y 2 ‘Y
e [8427%85}( ¥)—(0,0), (z,y)€Y /2 V2

assurdo
O
Theorem 9.3. del differenziale totale.
Siano ACR2, aperto e non vuoto, f: A — R?, (zg,y0) € A
felz,y) V(z,y) € A
3fy(xo,vo) = f e’ differenziabile in (xo,y0) = [ e’ continua in (xo,yo)

fz continua in (zo,yo)

Afalw,y) V(z,y) € A
Afy(z,y) Y(z,y) € A = f ¢ differenziabile in A = f e’ continua in A

fa, fy continue in A

Definition 9.3. ACR?, aperto non vuoto.

C°(A)={f: A — R| f continua in A}
C*(A)={f: A —R| f continua in A, 3 derivate parziali prime di f e sono funzioni continue in A}

C*(A) ={f: A — R f continua in A, 3 derivate parziali prime, seconde di f, tutte continue in A}

C"(A)={f:A— R| f continua in A, 3 derivate parziali prime, seconde,. .. n-esime di f, continue in A}

C*®(A)={f:A— R| f continua in A, 3 derivate parziali di qualunque ordine di f, tutte continue in A}

Theorem 9.4. di derivazione delle funzioni composte.

LET: 1. f : A — R differenziabile in (xg,y0) € A, dove ACR?, A #
0, A aperto

z(t) : (a,b) — R, derivabile in ty € (a,b)

y(t) : (a,b) — R, derivabile in ty € (a,bd)

.Vt € (a,b) (x(t),y(t)) € A

(20, 90) = (2(t0),y(to))

allora la funzione
h(t) = f(x(t),y(t)) : (a,b) — R

e’ derivabile in ty, e la sua derivata e’

SR NS

W' (to) = fu(wo,y0)x' (to) + fy(x0,50)y (o)
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Proof:
(1)1. Lemma:
Data f(z) : X — R™, XC(S,d),z° € X, con f(x) = (f1(x), fa(x),..., fulx)):
X —R,siha
f e’ continua in 2° < f;(z) € continua in z° Vi=0,1,...,n
Nota '3

(2)1. Dim =

f continua in 2° = Ve > 036 > 0: dr-(f(x), f(2°)) <e Va € Ig(z®, §iNX
Fissiamo ¢. Si ha:

(fi(z) — fi(z°))? = drn (f(2), f(2°)) <&

=1

|fi(z) = fi(z®)] < JZ
quindi

Ve>030 >0: |fi(x) — fi(z®)]| <e Vaelg(z® dnX
(2)2. Dim <«
Per Hp, fissato € > 0

361 > 0: |fi(z) — fr(x°)] <

Vr € Is(l‘o,(sl)mX
362 >0 |fa(w) — fo(2°)] <

Vo € Is(z°,62)NX

S S

36, > 0: |fn(z) — fu(z®)] < ﬁ Vo € Ig(z®,6,)NX
quindi, prendendo 6 = min {47, o,

.+, 0n}, avremo
D (fal@) = ful@))? = den (f(2), £(2°))? < &2 & dan(f(x), f(2°)) < &
i=1
O
(1)2. Dimostrazione del teorema

f € differenziabile in (z, yo), quindi
3fe(wo,90), fy(z0,90)

3 lim ol@,y) =0 (1)
(@y)=(@0.y0) \/(z — 20)2 + (y — Yo )?

. o(r,y) = f(x,y) — f(x0,%0) — fo(®0,%0)(x — x0) — fy(w0,y0) (¥ — yo)

O'(I,y) A
W(x»y) = { \/(x_x0)2+(y—y0)2 \{(1’0, yO)}
0

(2)
(I,y) = (:1705 yO)
w € continua in (xg,yo), infatti,
_ . o(z,y)
lim w(x,y) = lim = 0=w(xo,y
P R Gl R L Ve =20+l —w0)? (70, %0)
La funzione

13Per una dimostrazione alternativa, vedi topologia.pdf - Prodotto e quozienti - Teorema
3.15 - fcontinua < po f,q o fsonocontinue.
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e’ continua in ¢y, perche’ z(t), y(¢) sono derivabili (e quindi continue) in t.

Ricapitolando:
©(t) continua in to

{w(x,y) continua in (x,y0) = (x(t0), y(to)) = ¢(to) NP w(z(t), y(t)) continua in g
Hp 4 = ¢((a,b))CA thm [8.36,pg.89]

= Htli_)ﬁtlow(l‘(t),y(t)) = w(l‘o,yo) =0 (3)

Dalla (2):
o(z,y) =w(@y)V(@—20)2+ (y—10)>  Y(z,y) € A\{(z0,%0)}

considerando che o(xg,y0) =0, w(zo,y0) =0:
o(x,y) = w(@,y)V (e —20)> + (y—w0)?  V(z,y) €
espandiamo o:
F@,y) = f(o,90) = w(z, y)V/ (& — 0)2 + (y — y0)? + fo(0,40) (z — 20) + fy(z0,%0) (¥ — vo)
poiche’ (z(t),y(t)) € A, possiamo sostituire (z,y) = (z(t), y(t)); sostituiamo anche (zg, yo) = (x(to), y(to))
Fla(t),y(1) = fz(to), y(to)) = w(@(t), y() v/ (x(t) — x(to))? + (y(t) — y(to))?
+ fo(2(to), y(to)) (x(t) — z(to)) + fy(x(to), y(to)) (y(t) — y(to))
dividiamo tutto per ¢t — tg:

t—=to t—to
h(ti : Z)(to) _ ( (t), y(t)) \/(Z‘(t) - -T(to)t)i‘;)(y(t) — y(to))
+ Folatto) ytto) “G ) + fy<x<to>,y<to>>%fo(t°) (4)

98



Adesso calcoliamo i vari limiti:

1t x(tz)e - txo(tO) = a'(to)
m y(t) — y(tO) — y/(to)

t—to t—1to
3) = Jim w(a(t),y(t) =0

Set> to:
g, V@) = 2(t0)) + (y(®) — y(to))* _
t—to t—1to
— tlg?o \/(x(ti : it’fo(tO) )2 4 (y(ti : iJO(tO> )2 =
= V(&' (t0))? + (¥ (t0))?

Se t < tp:
VG0 W) T 0 )P
t—to t—to
= —V/(@'(t))? + (v (0))?

Quindi, prendendo i limiti della (4), avremo:

R (to) = 0(£V/(2(t0))? + (4 (10))?) + fu(2(to), y(to))2' (to) + fy((to), y(to))y'(to)

ovvero

W (to) = fu(wo,y0)' (to) + fy(x0,%0)y (to)
O

9.0.2 Formula di Lagrange e Taylor

Theorem 9.5. Formula di Lagrange.

LET: 1. f:A— R, con ACR?, A#0, A aperto
2. feCl(A)
3. (xvy)v (x07y0) € A7 (l’,y) 7é ($0,y0)

4. 8 segmento di estremi (x,y), (zo,y0), contenuto in A
allora 3(6,m) € S\{(x, ), (z0,y0)} tale che

f(z,y) = f(@o,90) + % [gi(ﬂc — o) + %(y =) :;)
dove
O (2 — 2oy + Ly - yoﬂ e - a0 + S w)
ox Qy Em)
Proof:
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Il punto generico di S e”:
(z(t),y(t) = (z+t(z — o),y +t(y —wo)) Vte€[0,1]
(@,9) = (2(0),5(0)), (w0,¥0) = (x(1),y(1))
Le derivate delle coordinate:
' (t) =z — xo
y' () =y -y
Poiche’ f € C'(A), per il thm [9.3,pg.96], si ha che f e differenziabile e
continua in A. Allora per il thm [9.4,pg.96], si ha

h(t) = f(z(t),y(#)) : [0,1] — R
W(t) = fe(@(t),y(@)2' (1) + fy (1), y(1)y'(t) vt €[0,1]

y(
= fa((t), y(0))(x — w0) + fy(x(t), y())(y —yo) YVt €[0,1]
Allora per il thm di Lagrange di analisi I:

3r €0, 1[: h1) — (o) - o) _ (1)

f(2(1),y(1)) = f(2(0),9(0)) = fa(x(7), y(T))(x — z0) + fy(x(7), y(7))(y — yo)
6) 77)(95 - l‘o) + f’t/(ga U)(y - yO)

Theorem 9.6. Formula di Taylor per funzioni reali a due variabili.

LET: 1. f:A— R, con ACR?, A#(, A aperto
2. feCm™(A)
3. (2,9), (zo,v0) € A, (z,y) # (20, Y0)

4. S segmento di estremi (x,y), (zo,yo), contenuto in A
allora 3(&,n) € S\ {(z,v), (z0,y0)} tale che

m—1 (7)
Fa0) = f(xo,yo>+<2 35w a0+ - w) >+1 5o = a0+ L]

m!

i=1 (z0,y0) (&m)
ovvero
B 1 [of of m 1 [of of *)
F(a,y) = flzo,y0) + L?x(m — o) + 67y(y - yo)] e + o1 [ g, @ @) + @(y = %o) . +o
1 of of (m=D 1 ryf of (m)
m—1) L‘“):c(z —x0) + @(y - yo)] o) T %(I — o) + @(y — o) €
dove
of of Yoy o f (g )
e+ gomw] =3 () (g ot omw

k
dove #ﬁ*h e’ la derivata k — esima di f rispetto alla variabile x, contata h
volte, e rispetto a y, contata k — h volte.

Proof:
La dimostrazione e’ simile a quella della formula di Lagrange: basta consid-
erare la funzione h(t) = f(z(t),y(t)), e applicare ad essa la formula di Taylor

per le funzioni a una variabile.
O
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9.0.3 Funzioni a gradiente nullo

Definition 9.4. Data la funzione f : A — R, ACR?, A # (), A aperto, dicesi
gradiente di f in (g, yo)

grad f(zo,y0) == V f(z0,y0) == Df(20,90) == (f2 (0, Y0) fy(z0,%0)) € R

Proposition 9.7.
Se f e’ costante, ovvero f(x,y) = ¢, allora grad f(xo,y0) = (0,0), infatti,

fz(an yO) = Dm:zof(zyyO) = Dz:xoc =0
non vale il viceversa:

A= AUA; = {(z,y) € R? |y > 0}U{(z,y) € R | y < 0}

)1 (z,y) € 41
f(x’y) - {_1 (x,y) c A2

f/ay, fla, sono costanti

{grad Fla@y) =0 Y(r,y) €A

grad f/4,(z,y) =0 V(z,y) € Ay = grad f(z,y) =0 VY(z,y) € A

Se pero’, A e’ internamente connesso, allora vale il viceversa.

Theorem 9.8.

LET: 1. f:A— R, ACR? A #0(, Aaperto
2. grad f(z,y) = (0,0) V(z,y) € A, ovvero

Eifl(x’y) =0 V(Jb,y) €A
fy(z,y) =0 V(z,y) €A

3. A e’ internamente connesso
allora

deeR: f(z,y)=c VY(z,y) €A

ovvero, f e’ costante.

Proof:
Vogliamo dimostrare che VP,Q € A: P # @ si ha f(P) = f(Q).
Siano P = (x0,%0), @ = (z1,y1) e sia S il segmento che ha per estremi P e
@, ovvero
S={(z,y) €e A| T €[0,1]: x=2a(t),y =y(t), dove x(t) = zo + t(x1 — o), y(t) =yo +t(y1 — yo)}
Distinguiamo due casi
CAse: SCA
Sia h(t) = f(z(t),y(t)) : [0,1] — R.
fz, fy sono funzioni continue perche’ costanti. Allora, per il thm [9.3,pg.96],
f € differenziabile in A.
x(t),y(t) sono derivabili in [0, 1] perche’ sono polinomi.
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vt € [0,1] (z(t),y(t)) € SCA.
Quindi, per il thm [9.4,pg.96],
W (t) = fola(t),y(t) ' () + fy(2(t),y(t) y'(t) = 0
—_——— —————

=0 =0

R'(t)=0 Vte|0,1] =
cor. Lagrange di Anal. I

= f(z(t),y(t)) =c Vt€|0,1]
= f(2(0),4(0)) = f(=(1),y(1)) = (w0, y0) = f(z1,91)

CaseE: S LA

Poiche’ A €’ internamente connesso, esiste una poligonale >, di estremi

dceR: h(t)=Fk Vtel0,1]

P, Q, tutta contenuta in A.

I vertici della poligonale sono:
@@,y @), @,y M), 2,y ™)

con (37(0)719(0)) = (z0,%0), (x(")’y(n)) = (21,71)

., Sn, rispettivamente di estremi

i lati della poligonale sono si, s2, . .
(D, ),y o0))

(@, 5 ), @V, M), (=W, 5 ), (@2, y)), ...
Se consideriamo il segmento s1C> CA, ci ritroviamo nel caso precedente,
quindi

f(x(o)’y(O)) - f(x(l)’y(l))

lo stesso vale per il segmento ss, s3, ..., S,, quindi
F@ @,y @) = D, yM)

f(x(l),y(l)) _ f(x(2),y(2))
F@® ) = f(@® y®)

F@=,y =y = pa™), y™)

In conclusione
F@®,y @) = f@™,y™) & fzo,90) = f(21, 1)
O

Corollary 9.9.
1. f,g: A— R, ACR? A # 0, Aaperto

LET:
2. grad f(z,y) = gradg(x,y) V(z,y) € A, ovvero
Afz, 9z, fx(l'vy) = gx(xa y) V(:L’,y) €A
3ty 9y, fy(x,y) = gy(z,y) VY(z,y) €A
3. A e’ internamente connesso
allora

deeR: f(z,y)—glz,y)=c V(z,y) €A
ovvero, la differenza delle due funzioni e’ costante.

Proof:
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Basta considerare la funzione differenza ¢:
p(e,y) = f(z,y) — 9(z,y)
Pa(,y) = fo(z,y) = g2(2,y) =0

~—
per hp

ey, y) = fy(@,y) — gy(z,y) =0
gradp(z,y) = (0,0) V(z,y) € A
allora, per il thm di prima
JeeR: p(z,y)=c V(z,y) € A& f(z,y) —g(z,y) =c V(z,y) € A
O

9.0.4 Ricerca di minimi e massimi
Definition 9.5. Sia f: X — R, dove XCR? X # (), (z0,y0) € X,

(20, o) € un pt. di minimo relativo < 36 > 0:  f(xo,y0) < f(z,y) V(z,y) € I((xo,y0),)NX
(20,y0) € un pt. di massimo relativo < 36 >0: f(zo,y0) > f(z,y) Y(z,y) € I((x0,%0),0)NX
(20,y0) € un pt. di estremo relativo < (x0,yp) € un pt. di minimo o di massimo relativo
(z0,Yyo) € un pt. di minimo assoluto < f(zo,y0) < f(z,y) V(z,y) € X

(20, o) € un pt. di massimo assoluto < f(zo,y0) > f(z,y) V(z,y) € X

(

Zo,Yo) € un pt. di estremo assoluto < (xg,yo) € un pt. di minimo o di massimo assoluto

Le definizioni analoghe per i punti di estremo propri:

(20,y0) € min. rel. proprio < 36 > 0: f(xo,y0) < f(z,y) V(z,y) € I((x0,%0),0)NX\ {(x0,%0)}
(z0,y0) € max. rel. proprio < 30 > 0: f(zo,y0) > f(z,y) Y(z,y) € I((z0,y0),0)NX\ {(x0,y0)}

Theorem 9.10. di Fermat.
Sia f: X — R, dove XCR? X° # (), (w0,90) € X°,

Elf:b(x()ayo) = f:l)(x07y0) =0

(z0,y0) € un pt. di estremo relativo |
3fy(x0,y0) = fy(20,90) =0

Proof:

CASE: (z9,yo) max rel.

Poiche’ (z9,yo) € un punto interno, 38 > 0 :  I((zo,¥o0),d)CX, inoltre,
essendo di massimo relativo 36" > 0 @ f(zo,y0) > flx,y) Y(x,y) €
I((x0,90),0"”)NX, allora prendendo 6 = min {¢’, 6"}, avremo

f(@,y0) < f(wo,90) Vo € [xg — 6,20 + J]
= xp € un max. rel per la funzione a una variabile f(x,yo)
Ny fa(20,90) =0

thm. Fermat, Anal I
Analogamente per y.

Definition 9.6. Diremo che il punto (zo,y0) € X° € un punto stazionario o

fm(x07y0> =0

fy(z0,90) =0
un punto di estremo relativo. I punti non critici, per il thm di Fermat, non
possono essere pt. di estemo relativo.

critico < { Il punto e’ “critico”, in quanto, e’ possibile che sia
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Theorem 9.11.

LET: 1. f:A— TR, f e C?(A), con ACR? A # (), A aperto

2. (zo,y0) € A pt. di estremo relativo
allora

1. fo(z0,90) = fy(0,90) =0

2. (z0,y0) maz. rel. = A fru(20,Y0) + 2Mifuy (@0, y0) + 12 fyy(z0,y0) <
0 VApelR
3. (zo,y0) min. rel. = N fuu(20,90) + 2Mifay (20 Yo) + 12 fyy (@0, y0) >

0 VapueR

Corollary 9.12. Nell Hp del thm precedente, si ha

1. fﬂﬂ(mOmUO) = fy(xo,yo) =0

2. (xo,y0) maz. rel. = fou(x0,90) <0, fyy(zo,y0) <0
<x07y0) min. rel. = fxa?(x()vyo) 2 07 fyy(x07y0) Z 0

_ fmm(xO»yO) fzy(x()vyo) >0

g, estremo rel. = H(x, = 2
(0, %0) (20, 30) Jye(®0,90)  fyy (w0, y0)

H(xo,y0) e’ chiamato il determinante Hessiano relativo al punto (xg,yo) e alla
funzione f.

Questo corollario e’ utile per capire se un punto non e’ di estremo relativo: basta
controllare che una delle tre condizioni non sia verificata.

Proof:
Supponiamo che (xg,yo) sia max. rel., allora per il thm precedente

A2 foa (20, 90) + 2\t fay (T, Yo) + 12 fyy(T0,%0) <O VAL ER (%)
A=1Lpu=0= fr(x0,90) <0
A= O7M =1= fyy(x()?y()) S 0

CASE: fyo(x0,90) =0
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H(z0,y0) > 0 < for(z0,%0) fyy(®o,Y0) — fay(Zo,v0) fyz(x0,y0) > 0 &
———
=0 per Hp

f € Cz(A) = fzy(xmy()) = fym(l'O;yO)
thm [9.1,pg.93]

< - f:cy(l’o,yo)2 >0< fa:y(x07y0)2 <0 (1)
H(zo,y0) 2 0 (1)

*) 2)‘fzy(x0a90)2 + fmy(anyO)zfyy(an yO) <0 VAeR

—

=
~~
#:fmy(zﬂvyﬁ)
1- fyy($07yo)
2
Foy(0,90) A+ fuy (@0, %0)) <O = fuy(20,50)° <0

A= 1—fyy;770‘?/0)

Scegliamo \ = ottenendo cosi’:

la (1) €’ cosi’ resa vera, e poiche’ H(zg,yo) < (1), abbiamo dimostrato la tesi
CASE: fgm(l‘o,yo) <0

(*)3fm($o,y0) A2+ 2 fay (0, 90) A+ fyy(z0,50) <0 VAER
p=1 A B c
A<0, AN +BA+C<OVAER=A<0
se cosi’ non fosse, esisterebbero alcune A in cui il polinomio ammette valori positivi

= B2 — AC = f1y(%0,90)” — fra(20,%0) fyy (20, 50) < 0 &

& Fua(20,90) Fyy (20, 0) — Fay(T0,90)” > 0 & H(zo,90) > 0

| >

Proposition 9.13. Sotto le hp del corollario precedente,

H(zo,y0) > 0= fox(zo,y0) # 0, fyy(xo,y0) #0
infatti,

H(x0,90) > 05 0 < fru(20,90) fuy (€05 Y0) = fay(20,90)° < fax (20, Y0) fyy (0, yo) =
Jrz(20,90) fyy (0, ¥0) > 0= fau(o,y0) # 0, fyy(xo,y0) #0

Theorem 9.14. condizione sufficiente affinche’ un punto sia di estremo rela-
tivo.

LET: 1. f:A— R, fe C*A), con ACR?, A # (), A aperto
2. H(zo,y0) >0
3. (x0,90) € A, fo(zo,y0) = fy(xo,Y0) =0, ovvero (xo,y0) e’ un punto
critico
allora

1. fez(zo,y0) < 0= (x0,90) € di maz. rel. proprio

2. fra(zo,y0) > 0= (x0,y0) € di min. rel. proprio
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Nota'*.

Proof:
Dimostriamo il caso in cui frq(20,%0) < 0.
f € C?(A) = fru(z,y) € continua, e quindi e’ continua in (zg, yo):
(z,y)—(z0,y0)

allora per la permanenza del segno:
' >0: faalz,y) <0 Y(z,y) € I((x0,90),0") (1)

Notal®.
Consideriamo H(z,y) : A — R come funzione:

H(:Ea y) = fmm(xa y)fyy($7 y) - fﬂﬁy(xv y)fym(x, y) N>,
fecz(4)
H(z,y) ¢ continua, perche’ prodotto e differenza di funzioni continue. Poiche’
per Hp H(zo,y0) > 0, per la permanenza del segno si avra’:
36" >0: H(l’,y) >0 V(m,y) € I((xo,yo),é”) (2)
Poniamo 6 = min {¢’,”}. § soddisfa sia la (1) che la (2), poiche’
I((xo, yO)v 5)g[(($0, yo)7 5’)0]((3@07 yO)’ 6//)
Quello che vogliamo dimostrare e’ che
f(@,y) < f(zo,y0) V(2,y) € I((z0,¥0),0)
Utilizziamo la formula di Taylor arrestata alle derivate seconde (vedi [9.6,pg.100]):

fzm(xa y)fyy(xay) - fmy(mvy)2

(z,y) € I((w0,%0),9) : (z,9) # (x0,y0), S segmento di estremi P, Q
Sg]((anyO)vé)gA
per Taylor 3(¢, 1) € S\ {(x0,40), (x,y)} tale che

af(x—xoﬂ‘a(y—yo)} +5

1
f(xvy) = f($07y0) + ﬁ o 83/ (z0.30)
= f(x0,y0) + f2(x0,y0)(x — z0) + fy(z0,v0)(y — vo)+
——— ———

(1)
i [+ 5 - )

=0 per Hp =0 per Hp

+ fuy (&MY = 0)® + 2y (&) (& = 20)(y = ¥0) + faw (€, m) (@ — 20)?
= f(x0,50) + Fyy (&)Y = ¥0)* + 2fuy (&) (& — 20)(y — yo) + Ffoa(&,m) (2 — o)
Notiamo che (¢,7) €’ un punto che soddisfa sia la (1) che la (2).

3)

Distinguiamo due casi:

CASE: y —yo =0
In questo caso abbiamo dalla (3)

{(x,y>¢<xo,yo> st

y—1y =0
f(x,y) = f(@o,90) = fea(&sm) (x — 20)® = flz,9) — f(z0,00) <0< f(x,y) < f(zo,%0)
<0 (1) >0

e in questo caso abbiamo finito
CASE: y —yo #0

M foa, fyy hanno lo stesso segno
15[((9507110)75') = I((%0,y0),d")NX perche’ (zo,y0) € un punto di A, ed A € un aperto,

quindi (zo,yo) € un punto interno di A
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Vogliamo dimostrare che f(z,y) — f(zo,%0) < 0, ovvero che

fa,y) = f(xo,y0) = Fuu (& )y — Y0)? 4 22y (§,1) (2 — 20) (Y — Yo) + fru(&,m)(z — 20)* <0 &
3)

2
& Fl6m) + 2 €2 4 fraln) (2220) <0

esaminiamo quest’ultimo polinomio:

A
7 = (&) = fral&m) fi (&) —H(&n) <0

—
per la (2)
quindi la (4) e’ vera Vt € R, ¥Y(x,y) € I((zo,¥0),9)

9.0.5 Algoritmo di ricerca dei pt. di max e min
Sia f: A — R, f € C?>(A), con ACR? A # (), A aperto,

1. Troviamo tutti i punti critici:

pe_ dfo(@y) =0
fy(x,y) =0

Pc ¢ linsieme di tutti i punti critici.

Se e’ vuoto, ci fermiamo: non
esistono punti di estremo relativo.

2. Per ogni (xg,y0) € Pc calcoliamo H (xg,yo)

(a) Se H(xo,y0) < 0, allora, per il cor [9.12,pg.104], (x0,yo) non e’ un
estremo relativo

(b) Se H(zg,yo) > 0, per il thm [9.14,pg.105],

i. Se frz(x0,90) <0, (x0,y0) € un max. rel. proprio
ii. Se frez(xo,y0) >0, (xo,yo) € un min. rel. proprio

(c) Se H(xzo,yo) = 0, allora siamo in un caso dubbio, e non possiamo
dire nulla a priori.

9.0.6 Generalizzazioni
I teoremi fin’ora visti si possono estendere a funzioni definite in R™.
1. Si estende la definizione di gradiente:

def

gradf(x) = (fan (X)7 Jas (X), cos fa, (X))

O usando un’altra notazione:

wroo ((2) (22 ()
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2. Si definisce la matrice Hessiana H:

(H)ij ()% frra, (%) Wisj=1,...,m

o usando 'altra notazione:

e 0? .
(1059 (G20 Wii= 1
7 J x

Se f € C?(A), allora per Schwartz (vedi [9.1,pg.93]) H e’ una matrice
simmetrica.

Definition 9.7. Sia M € R"™*™ una matrice simmetrica
M €’ definita positiva ggMi >0Vi=1,...,n

dove M; €’ il determinante del minore principale i-esimo.
Le definizioni di matrice semidefinita positiva, semidefinita negativa si trovano
negli appunti di Geometria 2.

Proposition 9.15. Sia f : A — R, f € C?(A), ACR", aperto non vuoto,
x € A. In analogia al cor [9.12,pg.104], si ha

1. grad f =0, dove 0 = (0,0,...,0) e’ il vettore nullo.

2. x maz. rel. = H(x) e’ semidefinita negativa.
x min. rel. = H(x) e’ semidefinita positiva.

Theorem 9.16. Sia f : A — R, f € C%(A), ACR", aperto non vuoto, x € A.
In analogia al thm [9.14,pg.105], si ha

grad f(x) =0 , L . .
, » = x e’ un punto di minimo relativo proprio
H(x) definita positiva

9.0.7 Max e min assoluto

Theorem 9.17. Sia f: X — R, continua in X, con XCR?, X # 0, chiuso e
limitato.
(z0,y0) € un estremo assoluto = (xg,yo) € X1UXUX3, dove

X1 ={(z,y) € X° | Ife(z,y) =0 A Ify(z,y) =0}
Xy ={(z,y) € X° | {fo(z,y) V Bfy(z,y)}
X3 = F(X)

In sostanza, per trovare i punti di estremo assoluto, basta cercare in X1UXoUX3.

Proof:
Osserviamo che:
X chiuso e limitato

X seq. compatto
X QR2 q %

thm [8.23,pg.84]

X seq. compatto
f continua in X = f ammette max. e min. ass.
~—

thm di Weierstrass
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Inoltre,
X limitato, X #0 = X #R* X # () P F(X)=X3#0
cor [8.7,pg.74]
E’ chiaro che si puo’ verificare uno e uno solo dei seguenti casi:
CASE: (-’EanO) € X,

O
CASE: (z0,y0) € Xo
O
CASE: (l‘o,yo) S X\(XQUX3)
(w0,90) ¢ X3 =F(X), (v0,y0) € X = (20,90) € X°
Pe Xoa P ¢ X2 = Hfa:(x()ayo)? ny(anyO)
(z0,yo) € estremo relativo = fo=Ffy=0= (20,%0) € X1
per il thm di Fermat
O

Proposition 9.18.
X, e’ formato dalla soluzioni del sistema

_ fx(%y) =0 N
Pc = {fy(x,y) _ o e (@292) (@ yn)}

e possiede spesso un numero finito di punti.
X5 pure possiede spesso un numero finito di punti:

Xo = {(xllvyll)a ($/2’ yé)v cees (x:n,y;n)}

X3 e’ la frontiera, e spesso e’ una curva del tipo
Xs={(z(t),y(t)) | t € [a,b], z(t),y(t) sono funzioni continue in [a,b]}

m questt cast

m)e(mxf = max {f(xlayl)vf(I%yQ)’ .- '7f(xn7yn)af(‘rllvyi)hf(m/%yé)v . .,f(a:;n,yin), max h’(t)}

t€la,b]

dove h(t) = f(x(t),y(t)) : [a,b] — R. Il max,g[qp) h(t) si calcola con lo stesso
procedimento, applicato pero’ a una funzione a una sola variabile.

Example 9.8. f(z,y) = y*—2*: X — R, con X = C((0,0),1) = {(z,y) e R?* | 22 + y* < 1}
f €’ continua, quindi per Weierstrass ammette minimo e massimo assoluti.
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folz,y) = —42® VY(x,9) € X
y)

fylw,y) =2y V(z,y)e X
_[rew=0 _[ar=0 _
i _{fy@ay)o _{2@/0 = 0.0}
X1 ={(0,0)}
Xo=10
X3 ={(z,y) eR?* | 2® +y* =1} = {(z(t),y(t)) € R* | 2(t) = cost, y(t) =sint, t € [0,27]}

h(t) = f(z(t),y(t)) = sin®t — cos* t

B/ (t) = 2sintcost + 4 cos® tsint = sint cos t(4 cos® +2)

Xi = {te o2 | 0(t) = 0} = {kr. kg |k =0,1} = {o,m 7}

X5=10

X} =4{0,27}

max f = max{max f(X1UX,), max A(X{UX5UX4)} = max {f(0,0)7 h(0), h(r), h(g)7 h(27r)} -
=max{0,—-1,1} =1

min f = min{min f(X,UX), min h(X]UX5UX3)} = min { £(0,0), 1(0), h(r), h(g), h(%)} -
=min{0,-1,1} = -1

9.1 Derivate direzionali

Le derivate direzionali estendono il concetto di derivate parziali.
Sia f: A — R, con ACR? A # (), A aperto. Sia (x9,y0) € A. Prendiamo una
qualsiasi retta r passante per (xg,yo), definita da:

. {x(t) =z + at

vVt e R
y(t) = yo + ft

con |a] <1, |8 <1, a2+ 2 = 1. Notal®

(z0,y0) € A aperto = 3§ > 0: I((xo,%0),d)CA

. La derivata con direzione r, in (xg,yo) € definita come

fr((ﬁo,yo) = <af>( ) = hm f(x(t)7y(t))t_ f(xo,yo) _

or t—0
— %Lr)% f(xo + Oét,yo +t6t) B f(anQO) Vit E} _ 5’ (5[\ {0}

161n sostanza, come vettore direttore stiamo prendendo il vettore che ha componenti (e, B),
con (a,B) € S1, dove S! e’ la circonferenza unitaria.
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(1)1. Controlliamo che questa definizione abbia senso, ovvero che sia lecito cal-

colare f(z(t),y(t)):

d(((t), y(1)), (z0,90)) = V/(@(t) — 20)? + (y(t) — 0)? = V/(at)? + (B1) = [t|\/a? + 32 = |¢|
t €l =0,0[ < [t] <6 = (2(t),y(t) € I((z0,y0),0)CA = (x(t),y(t)) € A
Quindi, dato che f: A — R, f(z(t),y(t)) ha senso.
(1)2. Osservazione
Prendendo una retta r parallela all’asse x, passante per (zg, yo), otteniamo la
derivata parziale in x per (zg,yo):
a=1,=0

fr(xO’yO) — }E% f(l'o + tayoi B f(x07y0) \:,J f(x7y01). : i(gx()ayo) _ fl($07y0)

t=x—xo

analogamente per fy(xo, yo):
a=0,0=1
f@o,yo +1) = flwo.yo)  _ f(@o,y) = Flwo, yo)

t ~ Y — Yo
t=y—yo

fr(anyO) :}E’% :fy(x07y0)

Theorem 9.19. Sia f: A — R, con ACR? A # 0, A aperto, (xo,y0) € A

[ differenziabile in (xo,y0) = 3fr(z0.y0) = fu(zo, yo)o + fy(0,y0)B
Vr retta passante per (xo,yo) con num. direttori o, 3

Proof:
(1)1. Dim =
Prendiamo una qualsiasi retta r passante per (xg,yo), definita da:

po J o) =xot+at Vt e R
y(t) = yo + Bt

conla| <1, |8 <1, Ja?+ 32 =1.

(z0,y0) € A aperto = 3§ > 0: I((xo,%0),d)CA
B(t) = f(z(t),y(t) ] = 6,6[— R
f, per Hp ¢’ differenziabile in (xq,yo)
Z{t)=a, y{t)=p VteR
vt € (z(t),y(t)) € A [Pabbiamo visto prima in [9.1,pg.111]]
allora, per il thm [9.4,pg.96] :
3F'(0) = fa(wo,yo)a + fy(20,90)5

F'(0) = lim w iy 1, y(t)){ f(@o,10))

= fr(®0,Y0)
O
(1)2. Dim <
Sia
Zl)zy 2
f($7y) — (W) (ac,y) 7& (070)
0 (z,y) = (0,0)
f ammette una qualsiasi derivata direzionale in (0,0), non e’ pero’ differen-
ziabile.
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(2)1. f non €’ continua in (0,0)
Calcoliamo il limite della f ristretta a Y = {(z,2?)}

xt 2 1
1. 5 = 1 _— = —
(29)—(0.0)s (:c,y>eyf (@) (25)—(0.0)s (e,5)€Y (2x4> 4

1
0.0)=0 #
per il thm 8. di [8.27,pg.85]: ( l)im(O 0 flz,y) 0= £(0,0)
,y)—(0,
Allora, per il thm [9.2,pg.95], f non €’ differenziabile in (z¢, yo)-
(2)2. f ammette una qualsiasi derivata direzionale in (0, 0)
Sia r una retta passante per (0,0):

z(t) = ot

T Vte R
y(t) = 6t
at, Bt t, Gt
t—0 t—0 t
445 32
~ im % _
=0 (42 + B2)
O
10 Appendice
Proof: della proposizione [8.3,pg.70]
Sia z° = (x1, 2, ..., T,) € X°, vogliamo provare che z° € D(X).
Sia I(x°,0") un intorno qualsiasi di z°, Affinche’ 2° € D(X), si deve avere
Vo' >0: Fz € I(x°,6")NX\ {z°}
Fissiamo ¢’ > 0. Poiche’ 2° € X°, si ha
36" >0 I(a°,6")CX

Sia 0 = min {¢’,46"}.

x = (fEl + 571.27 "axn)

o _ ) 1) _ .
dgn (2°,7) = |x1—|—§—x1| =3 <d=7Tel(x°9)
dgn (2°,7) < § < 0" =T € I(2°,8")CX
)
x1+§7éz1 =T #x°
T e I(z°,0)NX\ {z°}
O

Proof: del thm 8. di [8.27,pg.85]

lim f(z)=1=Ve>0 36>0: |f(x)—-1I<e Voel(xy,d)NX\{zo}

T—XQ

y € I(zo, )QY\{xo}éy € I(zo, 6)NX\{zo} = |f(z) — | <e
YCX
Nota: questo lemma e’ utile per provare che il limite di una funzione non
e’ un certo numero [, infatti, in diversi casi risulta piu’ semplice calcolare il
limite della restrizione della funzione. O
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