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Esercizio 1 Scrivere la più generale espressione delle componenti di un tensore covariante

di rango 2, quale elemento dello spazio prodotto tensoriale di R2∗ per sé stesso.

Soluzione

Prendiamo come base di R2, la base canonica:

e1 = (1, 0)
.
=

(
1
0

)

, e2 = (0, 1)
.
=

(
0
1

)

(1)

Consideriamo, quindi, lo spazio duale R
2∗. La base duale associata alla base canonica di R2

è
θ1

.
=

(
1 0

)
, θ2

.
=

(
0 1

)
(2)

La più generale 1-forma (o forma lineare) è

ω = ωiθ
i = ω1θ

1 + ω2θ
2

o ciò che è lo stesso:
〈x, ω〉 = ω1x

1 + ω2x
2, ∀x ∈ R

2

Costruiamo lo spazio prodotto tensoriale di R2∗ per sé stesso:

R
2∗ ⊗ R

2∗

i cui elementi sono tensori covarianti di rango 2. Precisamente:

T ∈ R
2∗ ⊗ R

2∗ =⇒ T (x,y) = T
(
xiei, y

kek
)
= xiykT (ei, ek)

︸ ︷︷ ︸

=Tik

= T11x
1y1 + T12x

1y2 + T21x
2y1 + T22x

2y2

da cui vediamo che detto tensore è una forma quadratica (i.e. 2-lineare) nelle componenti
dei vettori di R2, mentre i coefficienti di tale forma sono le componenti del tensore nella base
canonica di R2∗ ⊗ R

2∗:
T = Tikθ

i ⊗ θk,

essendo
{
θi ⊗ θk

}
la base canonica dello spazio vettoriale R

2∗ ⊗ R
2∗:

{
θ1 ⊗ θ1, θ1 ⊗ θ2, θ2 ⊗ θ1, θ2 ⊗ θ2

}

In termini di matrici rappresentative:

θ1 ⊗ θ1
.
=

(
1 0

)
⊗
(
1 0

)

θ1 ⊗ θ2
.
=

(
1 0

)
⊗
(
0 1

)

...

Da un punto di vista formale, possiamo scrivere:

T (x,y)
.
=

(
T11 T12 T21 T22

)







x1y1

x1y2

x2y1

x2y2







(3)
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