Somme di Riemann
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(xopzioni per i grafici di funzionex)
Set Options|
Pl ot ,
BaseStyl e - {FontFanily -» "Georgi a", FontSi ze » 9}

I
Assegnata lafunzione

f(X)=3%2—2x+5+sin(4x),

tracciamoil graficodellasuarestrizioneall' intervallo [0, 5]
. 1
fIX_1:=Sin[4xX] + §x"2—2*x+5

grafico=Plot [
f [x], {x, 0, 5},
Pl ot Range -» {0, 6},
Ti cks » {{0, 5}, None},
AxeslLabel - {"x", "y"}
]

y

0 5

Dal grafico vediamo che larestrizione di f al'intervallo [0,5] ha segno costante. Precisamente
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ef(x)>0 per ogni x € [0, 5]. Nel grafico seguenteevidenziamoil
rettangoloideT di base [0, 5] relativo allasuddettarestrizione.

rettangol oi de = Pl ot [
f [x1, {x, O, 5},
Ti cks » {{0, 5}, None},
AxeslLabel -» {"x", "y"},
Pl ot Range -» {0, 6},
Filling -» AXxis,
FillingStyl e - Hue[0.55],
Epilog » {Text ["T", {2.3, 1}1}]

X

0 5

Eseguiamo una partizione D = D(Xo, X1, ...., Xy) di [0,5]. Dobbiamo assegnare n-1 punti x
tali che a= Xy <X <X <..<X,=5 che generano n intervali [x, X:1] per k=0,1,...,n-1.
L " ascissaxy puo esseregeneratacon il comando

Random[ ]
che, pero, restituisce un numero casuale (reale) appartenente al'intervallo [0,1]. Ne consegue
chele opzioni sono tali che Randon{ Real , {0, 5}] .

lista[n_]:=
lista[n] = Tabl e[Random[Real , {0, 4.9}1, {k, 0, n-13}1 //
Sort;

Ad esempio, per n=7 supponiamo di aver generato la seguente lista:

asci ssapoi nts0O = {1. 30643, 2.09191, 2. 30615, 2.45832,
2. 80006, 3.99299};

acui vanno aggiunti gli estremi dell'intervallo [0,5]:
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asci ssapoi nts = Append [Pr epend[asci ssapoi nt sO, 0], 5]

{0, 1.30643, 2.09191, 2. 30615,
2.45832, 2.80006, 3.99299, 5}

Enumeriamo le ascisse dei punti della decomposizione nei seguenti modi:
x[k_]:=ascissapointsO[[k]]

XX [K_]1 :=ascissapoints[[k]]
Posizioniamo i punti sull'asse x:

graficopartizioneO=Plot [

f [x], {x, O, 5},

AxesLabel -» {"x", "y"},

Pl ot Range » {-0.1, 6},

Ti cks »

{{0, {x[1], "x1"}, {x[2], "X2"}, {x[3], "X3"},
{x[41, "xa4"}, {XI[5], "Xs"}, {X[6], "X&"}, {5 "X7=3"1}},
None},

Epi | og » {Tabl e[Poi nt [{x[k], 0}1, {k, 1, 6}],
Poi nt [{O, 0}], Point [{5, 0}], Text ["Xo", {0.1, 0.11}]1}

X
X1 X2 X3X4  Xs Xg X7=5

Costruiamo i
le = [Xk1 X|(+l] X [O! m<],
essendomy il minimodi f in[Xg, Xc.1]. Perlaricercadel minimo utilizziamoil comando :

rettangoli
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Fi ndM ni mum[f [x], {x, 1.3}]
{2.06188, {x - 1.252}}

Cioé R’y = [0, 1.30643]x[0,2.06188]. In manierasimile per i rimanenti rettangoli.
Fi ndM ni mum[f [x], {x, 2.1}]
{1. 02018, {x - 2.75894}}

Fi ndM ni mum[f [x], {X, 2.9}]

FindMinimum: :Istol :

The line search decreased the step size to within tolerance specified by
AccuracyGoal and PrecisionGoal but was unable to find a sufficient
decrease in the function. You may need more than MachinePrecision
digits of working precision to meet these tolerances. >

{1. 02018, {x —» 2.75894}}

Fi ndM ni mum[f [x], {x, 3.9}]
{1.55722, {x - 4.26652}}

Ora siamo in grado di costruire il plurirettangolo inscritto in T, essendo quest'ultimo il
rettangoloide di base [0,5] relativo af.
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pl urirettangol ol =Pl ot [

f [x], {x, 0, 5},

Pl ot St yl e - Thi ckness [0. 00257,

AxeslLabel - {"x", "y"},

Pl ot Range » {0, 6},

Ti cks »

{{{xI1], "x1"}, {X[2], "x2"}, {X[3], "x3"},
{X[4], "X4"}, {X[5], "xs"}, {X[6], "Xg"},
{5, "x7=5"}, {0, "X0=0"}}, None},

Epi | og - {
{RGBCol or [0, 0.76, 0],
Rect angl e[ {0, 0}, {x[1] -0.009, 2.06188}1},
{RGBCol or [0, 0.76, 0],
Rectangl e[ {x[1], 0}, {x[2] -0.009, 2.06188}1},
{Dashed, Line[{{x[2], 2.06188}, {x[2], f[X[211}}1}.
{RGBCol or [0, 0.76, 0],
Rect angl e[{x[2], 0}, {x[3]-0.009, f[x[311}1},
{RGBCol or [0, 0.76, 0],
Rectangl e[ {x[3], 0}, {x[4] -0.009, f[x[4]1]1}1},
{RGBCol or [0, 0.76, 0],
Rectangl e[{x[4], 0}, {x[5] -0.009, 1.02018}1},
{RGBCol or [0, 0.76, 0],
Rect angl e[ {x[5], 0}, {x[6] -0.009, 1.02018}1},
{RGBCol or [0, 0.76, 0],
Rectangl e[ {x[6], 0}, {5, 1.55722}1]},

Text ["®R'o", {.7, 1}1,
Text ["R' 1", {1.7, 0.9}],
Text ["R' 2", {2.2, 0.9}],
Text ["R' 3", {2.4, 0.4}],
Text ["R' 4", {2.65, 0.5}1,
Text ["R's", {3.4, 0.5}],
Text ["R' 6", {4.5, 0.8}]
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%=0 X1 Xo X3Xa Xs Xg X7=5
Determiniamo le aree dei singoli rettangoli:

uRO = x[1] »2.06188; uRl = (x[2] -x[1]) »2. 06188;

pR2 = (X[3] -x[2]) »f [x[3]1]; uR3 = (x[4] -x[3]) =f [X[4]];
uR4A = (X[5] -x[4]) »1.02018; uR5 = (x[6] -x[5]) *1.02018;
uR6 = (5 -x[6]) »1.55722;

Per quanto precede, il plurirettangolo inscritto in T €& #a(D)=URk €
Sp =pu(m(D))=Yp_o u(R 'v). Lasuaareaé:

sD=puRO + uR1 + uR?2 + uR3 + R4 + uR5 + uR6

8.21128

Determiniamo ora |'area del plurirettangolo I{9) circoscritto a T. A tale scopo, costruiamo |
rettangoli  R"« = [X, X%s1] %[0, M¢], dove Mgéil massimoassolutodi fnell'intervalo

(X, %]
Fi ndMaxi mum[f [x], {x, 0.1}]
{5.36642, {x - 0.274832}}

Fi ndMaxi mum[f [x], {x, 1.3}]
(3.37373, {x —>1.91817}}

Fi ndMaxi mum[f [x], {x, 2.3}]
(3.37373, {x —>1.91817}}
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Fi ndMaxi mum[f [x], {x, 2.8}]

FindMaximum::Istol :
The line search decreased the step size to within tolerance specified by
AccuracyGoal and PrecisionGoal but was unable to find a
sufficient increase in the function. You may need more than
MachinePrecision digits of working precision to meet these tolerances.

{3.0993, (X - 3.55756}}

MAXr et t angol 00 =
G aphi cs[{RG&BCol or [0, 1, 17,

Rect angl e[ {0, 0}, {x[1] -0.009, 5.36642}]1}1;
MAXr et t angol ol =
G aphi cs[{RGBCol or [0, 1, 17,

Rectangl e[ {x[1] +0. 009, 0}, {x[2] -0.009, 3.37373}11}1;
MAXr et t angol 02 =
G aphi cs[{RGBCol or [0, 1, 17,

Rect angl e[{x[2] +0. 009, 0}, {x[3]-0.009, f[x[2]1]1}1}1;
MAXr et t angol 03 =
G aphi cs[{RG&BCol or [0, 1, 17,

Rectangl e[ {x[3] +0. 009, 0}, {x[4]-0.009, f[x[31]1}1}1;
MAXr et t angol 04 =
Gr aphi cs [{RGBCol or [0, 1, 17,

Rectangl e[{x[4] +0. 009, 0}, {x[5]-0.009, f[x[4]1]1}1}1];
MAXr et t angol 05 =
G aphi cs[{RGBCol or [0, 1, 17,

Rect angl e[ {x[5] +0. 009, 0}, {x[6]-0.009, 3.0993}1}1;
MAXr et t angol 06 =
G aphi cs[{RGBCol or [0, 1, 17,

Rectangl e[{x[6] +0. 009, 0}, {5-0.009, f[5]1}1}1;

testo0 = Graphics[Text ["R"'"'o", {0.4, 3}11;

testol = Graphics[Text ["®R"'' 1", {1.6, 2.0}]11;
testo2 = Graphics[Text ["R"'"' 2", {2.2, 1.8}]11;
testo3 = G aphics[Text ["R"'"'3", {2.34, 1.1}11;
testod4 = Graphics[Text ["R"'' 4", {2.6, 0.8}]11;
testob5 = Graphics[Text ["R''5", {3.4, 1.8}]1;
test 06 = Graphics[Text ["R''6", {4.4, 3.3}]11;
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pl urirettangol o2a =Pl ot [
f [x], {x, 0, 5},
Pl ot St yl e - Thi ckness [0. 00257,
AxeslLabel - {"x", "y"},
Pl ot Range » {0, 6}
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pl urirettangol 02 =
Show[ MAXr et t angol 00, MAXrettangol o1, test 00,
MAXr et t angol 02, testol, testo2, MAXrettangol 03,

t est 03,
t est 05,

MAXr et t angol 04, testo4, MAXrettangol o5,
MAXr et t angol 06, test o6, plurirettangol 02a,

Axes -> True, AspectRati o - 0. 6,
Pl ot Range » {0, 6},

AxesLabel - {"x", "y"},

Ticks » {{{x[1], "x1"}, {X[2], "x2"}, {X[3], "x3"},
{x[4], "x4"}, {X[3], "x5"}, {X[6], "X&"},
{5,

"x7=5"%}, {0, "x0=0"}}, None}]

I | {1l | I L X

X=0

X1 X2 X3X4  Xg X5 X7=5

uROMax = x[1] 5. 36642,

uR1Max

uR2 Max
uR3Max
uR4AMax
uR5Max
uR6Max

(X[2] - X[1]) #3. 37373;

(X[3]1 -x[2]) =f [x[2]];
(X[4]1 -x[3]) =f [X[3]];
(X[5] -x[4]) =f [x[4]1];
(X[6] -X[5]) »3.0993;
(5-x[6]) =f [5];

E (D) = U Rk & Sp =u(TI(D))=35_o 1(R "k), per cui I'area é data da:

SD = uROMax + uR1Max + uR2Max + uR3Max + uR4Max + uRbMax +

uR6Max
19. 2483

9
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Denotando con pu(T) larea de rettangoloide T, s ha che sp €

Sp approssimano rispettivamenteper difetto e per eccessolagrandezzau(T). Nel  Procediamo
caso dellapartizioneassegnata, abbiamo ottenuto sy = 8.21128, S, = 19.2483.

ora Procediamo ora a calcolo delle somme di Riemann

op = Y F (&) X1 — %), doveéy € [X, X1 presoad arbitrio. Quindi :

E[k_1:=€&[k] = Random[Real , {xx[k], xxX[k +1]}1;

o=Sum[f [§[k]] (xx[k +1] -xx[k]), {k, 1, 6}]
13. 3202

rettangol o[k _]: =
Gr aphi cs [{RG&BCol or [1, 0, 17,
Rect angl e[ {xx [k] + 0. 006, 0},
{xx[k +1] -0.006, f[&[k]]}]}]

Il plurirettangolo (che non € inscritto in T e né circoscrittoaT) &

plurirettangol 03 =
Show[Tabl e[rettangol o[k], {k, 1, 7}], plurirettangol 02a,
Aspect Rati o - 0. 6,
Pl ot Range -» {0, 6},
Axes -> True,
AxesLabel -» {"x", "y"},
Ticks » {{{x[1], "xa"}, {X[2], "x2"}, {X[3], "x3"},
{x[41, "X4"}, {x[31, "xs5"}, {x[6], "X¢&"},
{5, "x7=5"}, {0, "xp=0"}}, None}]

X
%=0 Xg X2 X3Xq X5 X6 X7=5

Studiamo il comportamento delle somme di Riemann al variare di n.
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listal[n_]:=1listal[n] = Append[Prepend[lista[n], 0], 5]
C ear [X, xX, &, o]

xX[k_, n_1:=listal[n][[k]]

Elk_, n_1:=¢&[k, n] =Random[Real , {xx[k, n], xx[k+1, n]}];

rettangolo[k , n_]:=

Gr aphi cs [{RGBCol or [1, 0, 17,
Rect angl e[ {xx [k, n] +0. 006, 0},
{xx[k+1, n]-0.006, f[E[k, N11}1}]

plurirettangol o4[n_]: =
Show[Tabl e[rettangol o[k, n], {k, 1, n+1}],
pl urirettangol o2a, AspectRatio - 0.6,
Pl ot Range -» {0, 6},
Axes -> True,
AxeslLabel -» {"x", "y"},
Ti cks » {{0, 5}, {0, 5}}]

Per n=30

pl urirettangol 04[30]

y

Per n=230
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pl urirettangol 04[230]

y

o[n_1:=Sumf [€[k, n]] (xx[k +1, n] -xx[k, n]),
{k, 1, n+1}]

sonmel = Tabl eFor m[
Table[{n, o[n]}, {n, 1, 50}],
Tabl eHeadi ngs -»
{None, {StyleForm["n", FontWi ght ->"Bol d"],
Styl eForm["area", Font Wi ght ->"Bold"]1}}

n area

1 17.7746
2 18.1985
3 16.6631
4 13.0674
5 16.8741
6 16.0329
7 16.6791
8 12.7648
9 16.2088
10 16. 1664
11 13. 9258
12 12. 9496
13 13. 3325
14 14.0125
15 13. 6027
16 13. 339
17 14.7892



18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
31
32
33
34
35
36
37
38
39
40
41
42
43
44
45
46
47
48
49
50

L'areadel rettangoloide &

uT =Integrate[f [x], {x, 0, 5}1//N

13.
15.
12.
12.
14.
14.
14.
13.
14.
14.
13.
14.
14.
14.
13.
13.
13.
14.
14.
13.
13.
13.
14.
13.
13.
14.
14.
13.
14.
13.
14.
13.
13.

5835
2578
8716
8153
0094
0386
258

7581
7962
493

5819
2927
326

2157
0895
8347
8485
2122
4674
6388
9672
7991
3872
8916
6487
1909
0086
4557
0548
9857
3193
6426
8339

14. 0369

Cl ear [somel]

somel = Table[{n, o[n]}, {n, 1, 250}71;

Somme_di_Riemann2.nb

13
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grafi cosommel = Li stPl ot [
somel,
Pl ot Styl e -> {RGBCol or [1, 0, 0], PointSi ze[0. 006]},
Joi ned - Fal se,

Pl ot Range -» Al |

I;

somrear ea = Show[
grafi cosomel,
Pl ot [uT, {x, 0, 250}],
AxesLabel - {"n", "op, u(T)"},
Ti cks -» {Automatic, {{uT, "u(T)"}}}

]

Siamo orain grado di plottare la successione {0} visualizzando il limite per n-+oq equivalente
a limite per 60, dove 6 € lanorma della partizione.

u(T)




