Réponse temporelle d'un systeme électrique de type passe-bas

du second ordre a une excitation sinusoidale

-S. P1ocH—

da ven. 10 apr. '20 al ven. 24 apr.’20
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Notation Nom Unité Nombre
Vo tension continue \% R

A amplitude maximale \% R\ {0}
wi (=27f1) pulsation (fréquence) rad - s~ (Hz) R0

t temps S R-0

1 phase a 'origine rad [0;27]
w pulsation propre (naturelle)  rad-s'  Rag
¢ coefficient d’amortissement - R

K amplification - R\ {0}

TABLE 1 — Nomenclature des grandeurs utilisées dans le document.
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Probléme : déterminer expression de la tension de sortie v, (t) d’un systéme
électrique passe-bas du second ordre soumis a une tension d’entrée sinusoidale
vi(t) = Vo + Asin (w1t + ¢) pour les valeurs de coefficient d’amortissement ¢ : > 1,

=1,€]0,1[, =0, €]-1,0[ et < —1.

1 Rapide rappels sur le systeme passe-bas du 2° ordre

En supposant les conditions initiales nulles du systeme électrique, on montre que la trans-
formée de Laplace de 1’équation différentielle (linéaire du 2°¢ ordre a coefficients constants)
donne acces a la fonction de transfert (f.d.t.) H(s). Elle s’écrit sous la forme canonique sui-

vante :

Yok !

Vi 2
' 1420+ <3>
wo wo

ou s est la variable de Laplace, Vo (s) et Vi(s) sont respectivement la transformée de Laplace

H(s) (1)

de la tension de sortie v, (t) et de la tension d’entrée v;(t).
Par ailleurs, I’étude de la stabilité des systemes linéaire passe, entre autre, par la recherche
des poles de la f.d.t. H(s). Ces derniers annulent le dénominateur de la f.d.t. H(s) et ont

pour expression :

a = —wo(
pi2=a=xb avec (2)

bsz\/C2—1

Suivant la valeur de ¢ la quantité b est un nombre réel ou un nombre complexe. Exprimée en

fonction de ses poles pi o, la f.d.t. H(s) est alors :

_Yo
W

1
(s —p1) (s —p2)

H(s) (5) = Kwj

2 Quelle méthode pour résoudre ce probleme ?

On peut citer, sans ordre de priorité, quelques méthodes pour répondre a ce type de

probleme :

— déterminer la solution homogene et la solution particuliere (de méme nature que le
signal d’entrée) de I’équation différentielle, puis la somme de ces deux solutions forment

la solution recherchée ;
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— passer I'équation différentielle vers un modele d’état et résoudre une exponentielle de
matrice, a I'image de ce qui se fait en automatique pour la commande et I’observation
de systemes ;

— calculer le produit de convolution entre le signal d’entrée et la réponse impulsionnelle du
systeme. Cette derniere s’obtient a partir d’une intégrale de Mellin-Fourier accompagnée
du théoreme des résidus.

L’approche présentée dans cette étude s’inscrit dans la philosophie de la troisieme méthode.
Cependant, on décide d’appliquer cette intégrale et ce théoreme des résidus directement sur

la grandeur Vo(s) :

volt) = — / Vo(s)et ds = —— [ F(s)ds | F(s) = H(s)Vi(s) e (4)

127 127

ou Vi(s) est d’expression :

+o0o
Vi(s) = Lvi(t)] (s) = / vi(t) e 5t dt
0
_ (Vo + Asing) s2 + Awy cos ¢ s + Vo w?

s (82 + wi) (5)
~ (Vo+ Asing) s + Awi cos ¢ s + Vow? e p3 = iwi
5(5—ps) (5 —p1) i
F(s) devient, apres avoir remplacé H(s) et Vi(s) :
( ‘ sest
Fi(s) = (Vo + Asing) —
H (s = pm)
m=1
s (5) = Aun con
F5(s) = Awq cos
F(s) = Kuw; ZFn(s) avec ﬂ (5 — pm) (6)
n=0 $—Pm
F3(S) = ‘/Owl 4
s H (s — pm)
m=1

\

L’intégrale de F'(s) est, en permutant les opérateurs somme et intégrale, une somme de trois

intégrales notées I, Is et I3 :

/ ) ds = Kuj ZI (7)

Le calcul de chacune d’elle s’effectue grace au theoreme des résidus, dont les deux premieres

par la relation :

I, = /F ) ds = (2im) Z Res pm) pour n=1,2 (8)
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et la derniére a l’aide de ’expression :

4
I3 = /F3(8) ds = (2im) Z Res(F3(s),s = ply,)
m/=0 (9)

4
= (2im) <Res(F3(s), s=po) + Z Res(F3(s),s = Pm))

m=1
o pyg =0 et pp(m=1,2...4) sont les résidus de F(s).
Pour des raisons de simplicité d’écriture, dans toute la suite du document le résidu p,,

d’une fonction Fj, est noté :
Res (F,(5),5 = pm) — Rpin (10)

Les trois intégrales substituées dans (7) donnent l'intégrale de F'(s) :

3 4
/F(s) ds = Kwd (2in) (Rpo;g +Y > Rpm;n> (11)

n=1m=1
Par conséquent, cette derniere injectée dans (12) donne 'expression générale de la tension de

sortie vo(t) :

3 4
vo(t) = Kuw;j (Rpo;3 + Z Z Rpm;n> (12)

n=1m=1
3 Expression de la tension de sortie

3.1 Casn°l:(>1

a) Calcul des résidus de F;

— résidu en p; :

Rpy;1 o lim [(s — p1) Fi(s)]

S—p1
pleplt (13)
x 2 2
(pl - p2) (p1 + W1)
— résidu en po :
Rpy;1 811{;12 [(s — p2) F1(s)]
X 2 2
(pz - pl) (p2 + Wl)
— résidu en pj3 :
Rpg;l X shﬁnp}g, [(S - p3) Fl(s)]
(15)

p3ep3t
(p3 —p1) (p3s — p2) (p3 — pa)

X
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— résidu en py = p3 :

Rpz;1 o< lim [(s — p3) Fi(s)]
S—p3
p3 ePst
(p3 — p1) (P3 — p2) (D3 — p3)

X

La somme des deux premiers résidus est alors proportionnelle & :

p1 (03 +wf) e’ = ps (p + i) e
(1 = p2) (P} +wi) (p3 +wi)
et (a (w8 +wp) sh (bt) — b (w3 — w?) ch (bt))

b((wg - w%)Z + (2§wgw1)2>

Rpi;1 4+ Rpoj1

= Rp;;1 + Rpoj1 x

(17)
Et la somme des deux derniers résidus est :
B — 1) (5 — 1o) P3t — T (pa — o) eP3t
Ry 1+ Ryp.1 p3 (P3 Pi) (P3 — p2) P3 (Pzi P1) (p:i P2)
(p3 — P3) (3 — p1) (P3 — p2) (P3 — P1) (D3 — P2) (18)

2Cwows sin (wit) + (wi — wi) cos (wqt)

(wd — W%)Q + (2€wowr)?

= Rpy;1 + Ry x

La somme de tous les résidus associés a Fj(s) est d’expression :

et (a (wg + wi) sh (bt) — b (wg — wi) ch (bt))
4 rt1 (t) =
ST Rp,i1 = (Vo + Asing) (rta(t) + rp, (t)) avec b((wé — W) + (2<wow1)2)
m=1 ) 2Cwows sin (w1t) + (wg — wi) cos (wit)
rp =
1 (0§ — wi)” + (2wown)”
(19)
INTERPRETATION. — Cette expression renseigne sur la présence de deux régimes.

Un premier régime donné par rt;(t) qui signifie un « régime transitoire » car pro-
portionnel & une exponentielle décroissante (e? = e~“0¢). De ce fait, ce régime
tend a disparaitre rapidement et cela d’autant plus vite pour des temps supérieurs
a (wp¢)~ L. Le second régime interprété par rp, (t) indique un « régime permanent »
de nature oscillatoire pur, vibrant a la fréquence d’entrée f;. Cette interprétation
laisse subodorer que ces deux régimes seront également présents dans les calculs
amenés a étre développés ci-apres, ainsi que ceux pour les autres cas de ¢ investi-

gués.
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b) Calcul des résidus de Fy
— résidu en pq :
Rpy;2 oc lim [(s = p1) Fo(s)]
(p1 — p2) (pT +wi)

X

— résidu en po :
Rp,;2 oc im [(s = p2) Fa(s)]
epgt (21)

- (p2 — p1) (pg + w%)

Effectuons des a présent la somme entre ces deux résidus :

(p3 + wi) errt — (p} + wi) P2t

(p1 — p2) (P} + w?) (P3 + w?)

et (a2 + 12+ w?) sh (bt) — abeh (b)) (

b((wg - w%)Q + (2Cw0w1)2)

Rpi;2 + Rpoj2

22)

— Rp;;2+ Rppj2

— résidu en pj3 :

Ryps;2 o Slim [(5 —p3) F2(5)]

—p3
epgt (23)
x
(ps — p1) (3 — p2) (P3 — Pa)
— résidu en py = p3 :
Rpz:2 lirg[(s — P3) Fg(s)]
S—p3
- (24)
X — — —
(P3 — p1) (P3 — p2) (P3 — p3)
Quant a la somme de ces deux derniers résidus, il vient :
Da — e — eP3t _ _ —_ ep3t
Ry o+ Romo o (P3 pi) (P3 — p2) (ps 7171) (ps jz)
(ps —P3) (p3 — p1) (p3 — p2) (P3 — p1) (P35 — p2) 5)
2 25

(wg — w?) sin (w1t) + 2aw; cos (wit)

w1 <(w§ - w%)Q + (2Cw0w1)2>

= Rps;2+ Rpg2

Ainsi, la somme de tous les résidus de Fy(s) donne 'expression :

@ e“t<(a2 + b 4+ w}) sh (bt) — abch (bt)>
4 Ttg t) = 5
b( (w3 —wd)” + (2¢wowr)?
Rp,..2o=A 0 1
mz::l pm; 2 = Awy cos ¢ (rta(t) +rpo(t))  avec R c(u%) (in (6) - a0, co8 (th)
rpy(t) = 2 5
wi (w8 =)’ + (20won)?)

\

(26)
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c) Calcul des résidus de Fg
Contrairement aux deux cas traités précédemment, l’expression de F3(s) (cf. (6)) fait
apparaitre un pole supplémentaire pg = 0. Dans 'ordre d’apparition des résidus, nous

avons :
— résidu en pg :

Rpois = V()W% sh_glo [(5 — o) FS(S)]
2 1

= VOW1 —
P1p2p3pP3

— résidu en p; :

Rpyi3 o lim [(s = p1) Fy(s)]

eplt

X
p1 (p1 — p2) (p} + w?)

— résidu en po :

Rps;3 slig)g [(3 —p2) F3(3)]
eb2t (29)

p2 (p2 — p1) (P} + w3)

X

— résidu en ps3 :

Rpg;3 o 813";}3 [(s — p3) F3(s)]

epgt (30)
0.6 p—
p3 (p3 — p1) (p3 — p2) (P3 — D3)
— résidu en py = Pp3 :
Rps;3 Sli{%[(s — p3) Fs(s)]
(31)

epst

x
p3 (P3 — p1) (P3 — p2) (D3 — p3)

La somme entre les résidus Ry,;3 et Ry, 3 vaut :

p2 (p3 + wi) €' —py (pf + i) €7

pip2 (p1 — p2) (P + w?) (P35 + wi)

ot (a? + 362 + w?) sh (bt) — b (b? + 3% + w?) ch (b))

RP1;3 + Rp2;3 X

= Rp;;3+ Rpyy3 x

b (e — )" + (26w’
(32)
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Pour la somme des résidus Ry, 3 et Rp;.3, on a :

P35 (p3 — p1) (D3 — p2) €P3" — p3 (p3 — p1) (p3 — p2) P!
p3p3 (p3 — P3) (p3 — p1) (p3 — p2) (B3 — p1) (P3 — P2)

2awy sin (wit) — (w§ — w?) cos (wit)

wi ((wg —w?)® + (2CW0W1)2)

Rps;3 + Rpgy3

(33)
- Rpg;g +R]T3;3 X

Ainsi, en prenant uniquement les résidus p,,(m = 1,2...4) la somme des résidus de

F3(s) donne la relation :

et (a (a® + 3b? + w?) sh (bt) — b (b* + 3a® + wi) ch (bt)

)

4 ’I“tg (t) =

2 2, 2)\2 2
Z R,,. .3 = Vowi (rts(t) + rps(t)) avec by <(w0 wi)” + (2wow)
m=1

_ 2aw; sin (wit) — (w — wi) cos (wit)

Tp3(t) = w%((wg B w%)Q N (2§w0w1)2)

(34)
En substituant les expressions (19), (26), (27) et (34) dans (12), la relation de la tension

de sortie v,(t) est, lorsque ¢ > 1 :

Uo(t) = KV + rt(t) + rp(t) (35)
avec :
ri(t) = 12<w3 oot {{ A(a [wg + w?] sing + wy [a® + b% + wi] cos¢)+
b( (w8 — wd)® + (2wown)?)
aVo (wg + w? + (w1 /wo)? (a2 + 302 + w%))} sh (bt) —
b[ A([w% — w%] sin ¢ + aw; Cos¢)+
Vo (w% — w2 + (w1 /wo)? (b2 + 3a2 + w%))} ch (bt) }
AKW? )
rp(t) = e 7 _|_“’(02<w0w1)2 {(wg — w?) sin (wit + @) — 2¢wows cos (w1t + (]5)}

(36)

L’expression p(t) peut s’écrire différemment. En effet, son numérateur de la forme :
num [rp(t)] o« asin (w1t + ¢) + B cos (wit + @) (37)

ou :

>0 si w; <wg
o =wp —w? et [ =—-2Cww = <0 (38)

<0 si w1 >uwp
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se transforme en :

2
cos(wit+o—01) ] 0, = g + arctan ( gw0w12> si w1 <wo
num [rp(t)] < a2 + 32 - wOQEWWL
cos (w1t + ¢ — 02) | 0 = —— + arctan (2012) si w1 > wo
2 wh — wi
(39)
puis se simplifie en :
2
sin <w1t + ¢ — arctan < §w0w12>> si wy < wg
num [rp(t)] < v/ a? + 52 “o i
. 2Cwowr .
sin (w1t + ¢ — 7 — arctan | — 5 si w1 > wy
0 Wi
(40)

Remplacant cette derniére expression ainsi que les quantités « et § dans rp(t), donnée
n (36), le régime permanent rp(t) prend alors la forme de deux expressions, suivant
que K est positif ou négatif, chacune fonction du module et de la phase de la f.d.t. de

H(s) :

rp(t) = A|H (iw1)| sin (wit + ¢ + ) (41)

ou :

Klw? 2 9212 9 2
VK € R\{0},|H (iw1)| = | ‘WO\/[WO ;JJ + ( CW(;W1)
(w3 — @3] + (2Cwown)

= [H (iw)| = |K]|

(42)
et :
.
9¢ 1
arctan “o 3 si wp < wo
L (e
wo
SSiK>0 = K=|K|le?, p=— /2 siw =wp (43)
9¢ 1
7 + arctan % si wyp > wo
- (%)
\ wo
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w
2¢ L
7 — arctan % si wy < wy
w1
- ()
wo
siK<0:>K:|K]ei”,g0: /2 siwy = wo (44)
2¢L
— arctan % sl wy > wy
w1
- (5)
\ “wo

3.2 Casn°2:(=1

Pour cette valeur de coefficient d’amortissement, ’expression de la f.d.t. H(s) se simplifie :

1 1
H(s) = K———— = Kuj 5 (45)
1+ <8> (s=p)
wo
ol p12 = a = —wy est un « pole double ». De ce fait, la relation de F'(s) change également :
( . sest
Fi(s) = (Vyp + Asin¢) 5
5 (s =p1)" (s —ps) (s —pa)
68
F(s) = Kw}) Fu(s) avec F5(s) = Aw; cos ¢ (46)
nz:;] (s —p1)? gS —p3) (s — pa)
68
Fy(s) = Vow?
s(s—p1)* (s —p3) (s — pa)

Les calculs des résidus des fonctions Fj, en p = p; 2 different de ceux déterminés précédem-
ment. Alors que les résidus en pg, p3 et p4 = p3 des fonctions F;, s’effectuent de facon identique

au cas précédent, seules les expressions changent.
a) Calcul des résidus de Fq
— 1°F résidu en pq :

01 1 40

—_ 1 - 2
p1;1 Rp1§1 o 81521 (1 — 1)! ds(1-1) <[S pl] Fl(s))

pleplt
2 2
p1twi

(47)
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— 2° résidu en p; :

n° 2 : 1 d(2_1) 2
By 1= Fppi1 o i 5351 45@ D (Is =il Fi(5)

. d sest
x lim — | ——
s=p1 ds \ 82 + w?

_ (est + ste’t) (s? 4 wi) — se’t2s (48)
x lim 3
s—p1 (82 +w%)
eplt
x ﬁ(w% —pi +tp1 [wi +Pﬂ)
(pf + i)
— résidu en ps3 :
Rps;1 ox p32 — (49)
(ps —p1)” (ps — P3)
— résidu en py = P3 :
Ryt o ———25 — (50)
(p3 — p1)” (P3 — p3)
La somme des résidus en pq est :
R R et 2, 2 2 .2 2, .2
p1;1 T Lipy;1 X 5 2 \P1 [p1+w1]+wl p] +im [w1+p1]

et 2 9 2, 2
* gy (e el el el )
o twi

Et, la somme des résidus en p3 et p4 = p3 donne :

1 ( p3ePst paePst )

Rps;1 + Rpzi1

ps—D3 \(ps —p1)* (B3 —p1)° (52)
1
— (2w0w1 sin (w1t) + [w% - w%] cos (wlt))
2 )2
(w§ +wi)

La somme des résidus de Fi(s) est :

et (wf — wh — w [w] +wh] [1+1])

! Tty (t) = .
Z Ry,.i1 = (Vo+ Asing) (rt1(t) +rpy(t))  avec . (w3 + oﬁ) ,
m=1 rpy(£) = 2wowy sin (wit) + [wi — w?] cos (wit)
1 (B +2)”

(53)

b) Calcul des résidus de F»

En s’appuyant sur ce qui vient d’étre fait sur Fy pour les résidus pj 2, on allege certains

détails d’écriture.

— 1°* résidu en p; :
nol . eplt
P12

Rpl; 2 X (54)

P+ wi
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— 2° résidu en p; :

° d 65t
R 2 =R,.ox lim — [ —
P1;2 P2; SQ—FM%

test (s? + w?) — %25
s—p1 2 212 (55)
(s —i—wl)
et (¢ [p? + wi] — 2p1)
o 2 2\2
(p? + i)

— résidu en ps :

€p3t

T ey (56)

Rpg;0

— résidu en p3 :

6p3t

i (P35 — p1)° (5 — p3) 57

Comme pour F7p, on subodore que la somme de tous ces résidus donne la relation :

e—wot < [UJ(Q) + w%] 1+t + 20.)0)
4 rt?(t) - ((.UQ + w2)2
> Rpniz = Awicos g (rta(t) +rpy(t))  avec <[w2 — w?] soin (w 11t) — 2wow cos (w t))
m=1 ros(6) 0 — wi 1 ow1 1
D2

w1 (wg + w%)2
(58)

dans laquelle les résidus en p; o contribuent a rta(t), et les résidus en p3 et pz fournissent
pa(t).

c) Calcul des résidus de F3

— résiduen pg =0 :

(59)

— 1°* résidu en p; :
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— 2° résidu en p; :
st
n° 2 R . d €
5= 30¢ lim — | ————+
P13 T P s=p1 ds \ s (82 + w?)

tests (52 + w%) — ¢St (352 + w%)

5
X sir?l 52 (32 + w%)Q (61)
ent (tp1 [} +wf] - 3p3 — w?)
x 2 (12 2)2
pi (pf +wi)
— résidu en ps3 :
ep3t
Rps;3 o 2 — (62)
p3 (ps —p1)” (ps — P3)
— résidu en p3 :
ePst
Rpz:3 (63)

3 (73 — p1)” (B3 — ps3)

Dans un esprit identique a ceux de Fj et de Fy, la somme de tous ces résidus donne la

relation :
e—wot (wg [wg + w%] [1+t] 4 3wd + w%)
: Vo 2 Ttg(t) = 2 (1,2 2)2
Rpo:3 + Z Rpi3 = — + Vowi (Ttg(t) + rpg(t)) avec ) o Y0 (wg +wi)
el Wy (wh — wi) cos (wit) + 2wows sin (w1t)
Tp3(t) == 2 2 212
wi (W + wi)

(64)
ou les résidus p; o fournissent rts, et les résidus p3 et p3 donnent rps.

Si on substitue les relations (53), (58) et (64) dans (12), on montre, apres quelques simplifi-

cations, que la tension de sortie instantanée v, est d’expression :

vo(t) = KVp + rt(t) + rp(t) (65)
avec :
ng —wot 2 2\ o 2 2 .

rt(t) = W e o {A(2w0w1 cos ¢ — (wi — wi) sing + (wg + wi) (w1 cos @ — wosin ) (1 + t)>_
Wp T Wy

Vb(wé — wf + 8+ f (wr/wo)” + wo (o +wf) (14 (wr/wo)?) (1 + t))}
2

rp(t) = (;L—f:w[;)z { (w% — w%) sin (w1t + @) — 2wowi cos (w1t + ¢)}

\ Wy T Wi

(66)
Le lecteur peut remarquer qu’en remplagant ¢ = 1 dans la relation rp(t) de (36), les expres-
sions des régimes permanents sont identiques. De cette fagon, le régime permanent de (66)

peut s’écrire en fonction du module et de la phase de la f.d.t. H(s) ou ces derniers s’obtiennent
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en remplagant ¢ = 1 dans les expressions (42) & (44). Par conséquent, I’expression finale de

la tension de sortie instantanée v, est :
vo(t) = KV + rt(t) + rp(t) (67)
ou :

ri(t) = Kuwd )2 e““ot{A<2wow1 cos ¢ — (wi — wi) sind + (wg + wi) (w1 cosd — wosing) (1 + t)) -

(g +w?

Vg(wg — w? + 3w? + w? (w1 /wo)? + wo (wg + w?) (1 + (wl/w0)2> (1+ t))}

rp(t) = A|H (iw1)| sin (w1t + ¢ + ¢)

\

(68)
avec :
. 1
VK € R\{0}, |H (iw1)| = | K| 5 (69)
1+ (ﬂ)
wo
et :
(
Pt
arctan “o : siwy < wo
w1
- ()
wo
si K>0 — K=|K|e®, o=— {7/2 si wi = wo (70)
oWl
T + arctan “o 5 siwi > wo
w1
- (%)
\ CUO
91
7 — arctan “o 5 si wyp < wo
w1
- (5)
wo
si K<0 = K=|K|e", o= /2 si w1 = wy (71)
oW1
— arctan “o 5 siwp > wo
w1
-G
\ wO
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3.3 Casn°3:(J0;1]
Lorsque ¢ € ]0; 1], la quantité b des poles py 2 (cf. (2)) devient un nombre imaginaire noté
ib’ pour donner la paire de poles complexes conjugués suivante :

a = —wo(
pi2=axib avec (72)

b = woy/1— (2
Compte tenu de tout ce qui a été fait en amont, il est inutile de calculer a nouveau les résidus de
chaque fonction F,(s) pour avoir I'expression de la tension de sortie. Seul le régime transitoire
de cette derniere est modifié, le régime permanent restant inchangé. Par conséquent, en
opérant le changement b — it/ dans (36), se rappelant que sh(iz) = isinx et ch(iz) = cosz,

I’expression de la tension de sortie v,(t) est :
Vo(t) = KV +rt(t) + rp(t) (73)

ou :

2
rt(t) = Ko e“t{ [A (a [w§ + wi] sing + wi [a® — b2 + wi] cos ¢> +

b’((wg - w%)Q + (2Cw0w1)2>

aV (wg + w? + (wr1/wo)? (a® — 367 + w%))] sin(b't)—

Y [A([wg — wi] sin¢ + aw cos¢)+

Vo (wg — w? + (w1 /wp)? (3a% — b2 + w%))] cos(b’t)}

| 70() = A[H (iwy)| sin (w1 + ¢ + )
(74)

avec module ’H (iwl)‘ et phase ¢ donnés par les relations (42) a (44).
34 Casn°4:(=0

Pour un coefficient d’amortissement nul, les poles p; o de (72) deviennent des imaginaires

purs, soient a = 0 et ¥’ — b”, tels que :
P12 = £ib” avec b’ = wo (75)

En remplacant a = 0 et b' — 0" dans (74) ainsi que dans (42) & (44), on déduit apres quelques

étapes la tension de sortie v, (t) :

vo(t) = KVo + rt(t) + rp(t) (76)
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avec :
Kwo . q 2
ri(t) = —5—— A(wl cos ¢ sin (wot) + wp sin ¢ cos (wmﬁ)) + Vo wo <1 — (w1/wo) ) cos (wot)
wWo — Wi
rp(t) = A|H (iw1)| sin (w1t + ¢ + )
(77)
ol :
. 1
VK € R\{0}, |H (iw1)| = |K]| ’ (78)
(&)
wo
et :
0 sl wi < wo
pour K >0 = K=|K|6107 Y= §-7/2 siw =uwy (79)
- Sl wi > wo
s siwy < wo
pour K<O=>K=]K\ei7r7 Y= §7m/2 siw =wy (80)
0 sl w1 > wo

3.5 Casn°5:(e€l]-1;0]

Ici, les poles p12 de H(s) forment également une paire de poles complexes conjugués,
comme pour le cas ( € |0;1], & la différence que la partie réelle a est strictement positive.
Ainsi, 'expression de la tension de sortie v,(t) admet la méme relation que (73) et (74) sauf
que, le régime transitoire rt(t) croit exponentiellement. Par conséquent, le filtre (systéme) est

alors instable.

3.6 Casn°6:(<-—1

Les poles pj 2 définis en (2) restent des nombres réels non nuls, mais le nombre a est a
présent strictement positif, le nombre b reste le méme qui plus est strictement positif. Pour
ces raisons, la tension de sortie v,(t) possede les mémes expressions que (35), (36), et (42)
a (44), a lexception que le régime transitoire rt(¢) diverge. Donc, le filtre (systéme) est a

nouveau instable.
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4 Conclusion et perspectives

Dans ce travail, une étude rigoureuse et élégante a permis de déterminer 1’expression
générale de la tension en sortie d’un systeme électrique de nature passe-bas du 2° ordre
soumis a une tension d’entrée sinusoidale, pour une valeur réelle quelconque de coefficient
d’amortissement. Il en ressort que quel que soit la valeur de ce coefficient, la tension de sortie

s’exprime toujours comme la somme de trois termes :

— un « régime transitoire » de courte durée car proportionnel & une exponentielle décrois-

sante, pour toute valeur d’amortissement positive ;

— un « régime permanent » de méme nature que le signal d’entrée et oscillant donc a la
méme fréquence, seule 'amplitude de la tension de sortie change. Une fois le régime
transitoire dissipé, la tension de sortie est alors approximée par ’expression du régime

permanent. Dans ce cas, on dit que le systeme fonctionne en « régime sinusoidal forcé » ;

— un terme constant, donc indépendant du temps, vu comme une valeur moyenne (offset,

en anglais), de la tension de sortie au cours du régime forcé.

Une poursuite a ce travail est d’exploiter ces expressions générales pour rechercher les
relations des tensions en sortie des filtres du 2¢ ordre de nature passe-haut, passe-bande et

réjecteur (coupe-bande).



