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Parte 1

Teoria dell’integrazione di una funzione
reale di variabile reale






Capitolo 1

Integrale definito

1.1 Funzioni primitive

Sia f (z) una funzione reale definita in (a,b) C R.

Definizione. Dicesi funzione primitiva o semplicemente primitiva di f(x), ogni fun-
zione reale F' (x) definita in (a, b) e tale che:

—F(z) = 1.1

@) = f(2) (1.1)
Il problema fondamentale del calcolo integrale consiste nel determinare eventuali primitive
di una assegnata funzione f (z).

Osserviamo innanzitutto che se F'(x) & una primitiva di f (z), per ogni ¢ € R, F'(z) +c ¢
ancora una primitiva di f (z):

LIF@+d=7@ (1.2

In altri termini se una funzione é dotata di una primitiva, tale funzione ammette infinite
primitive. Inoltre:

(Fy (), Fy(x) primitive di f (v)) = (F] (z) = f (z), 3 (z) = f (2))
da cui:

F/ (z) — Fy(z) =0= Fy (x) — Fy () = C, essendo C una costante reale

Cioé due primitive di un’assegnata funzione f (z) differiscono per una costante additiva.
Si conclude che se f (z) ammette una primitiva ' (z) in (a,b), la totalita delle primitive di

f(x) e
G(z)=F(x)+c, (1.3)
con c variabile da —oo a +00.
s$okok
Supponiamo ora che f(x) sia continua in [a,b] e non negativa. Consideriamo il grafico di

[ (z), cioé la curva di equazione I')y = f (z)'. Sussite la seguente

Definizione. Dicesi rettangoloide di base [a,b] relativo alla funzione f (x), il sottoin-
sieme di R?:
R:{(x,y)eRﬂag.rgb,Ogygf(x)} (1.4)

!Tale curva giace nel semipiano y > 0, giacché f (z) & non negativa per ipotesi.



Cio premesso, consideriamo il sottoinsieme di R:

R(E) ={(z,y) e Rla<z<E 0<y<f(a)}, (1.5)

essendo £ € [a,b]. Quindi la funzione reale di variabile reale:

F:&—misR (), (1.6)

essendo misR (&) l'area di R ().

Incrementiamo la variabile &:

=&+ AL[(E+AL) € ab]

Da cui 'incremento di F'(§):
AF =F(+ AL - F(§)
Siano:

lef .
m(§) = [J?iﬁaf (z)

M (&) = [J?ffaf (z)

Senza perdita di generalita supponiamo che sia A& > 0:

m(f)AééAFSM(f)M:m(é)SAA—?SM(O

Per una nota proprieta delle funzioni continue in un intervallo chiuso:

AF AF
mE) <2l <M I, ele e+ A ) ==
(mo<zeswo) = (wekesagire =)

in [€.€+ A

0, cio che é lo stesso:

FE+AL - F(¢)

30 < [0,1] Ac = f(£+0A)
Da cio segue (tenendo conto della continuita di f (z)):
L FE+A)-F(E)
i Ac = f(&) (1.7)
Poiché ¢ ¢ una variabile muta, la (1.7) puo scriversi:
F'(x) = [ (x) (1.8)

Cio¢ la funzione (1.6) che associa ad ogni & € [a, b] area di R (§) ¢ una primitivadi f (x). Da
tale conclusione si evince che il problema della ricerca delle funzioni primitive di un’assegnata
funzione f (z) é direttamente connesso al problema della misura di un insieme piano.



1.2 Misura degli insiemi piani

Fissiamo un riferimento cartesiano ortogonale (Ozy). Siano A (da’,a"), B (V/,b") punti del
piano, essendo a’ < a”, b’ <b".

Definizione. Dicesi rettangolo chiuso di estremi A, B, 'insieme di punti:

{(,y) eR?*| o/ <z <V, d" <y<V'} (1.9)
Definizione. Dicesi rettangolo aperto di estrem: A, B, l'insieme di punti:

{(z,y) eR?*| d <z <V, d" <y<?V'} (1.10)

Le suddette definizioni si specializzano nel caso in cui vale la disuguaglianza in senso stretto
a sinistra o a destra (reattangolo semiaperto a sinistra e rettangolo semiaperto a
destra, rispettivamente).

Definizione. Il centro del rettangolo (1.9 o 1.10) ¢ il punto C' (x¢, yo) tale che:

a/ —I'_ b/ B a// + b//
9 , Yo = 9

To =

Le dimensioni del rettangolo (1.9 o 1.10) sono i numeri reali non negativi:
20="b—d, 28=0"—d"

Le semidimensiont del rettangolo sono i numeri reali non negativi «, 3.

Assegnato il rettangolo chiuso (1.9):

200 =da + b

20=10 —d,
da cui:

o —a<x <1+,

0, cio che é lo stesso:

|z — 20| <

Similmente:

ly —yo| < B

Si conclude che il rettangolo chiuso (1.9) puo essere scritto come:

{(z,y) eR?*| [z —20| < a, |y —yo| < B}

mentre il rettangolo chiuso (1.10):

{(z,y) eR*| |z —m| <o, |y—vo| < B}

Definizione. Dicesi intorno rettangolare di centro Py, ogni rettangolo aperto di centro
F.

Kokosk

Assegnato un punto Py (z9,%) e un r € (0, 400):



Definizione. Dicesi cerchio chiuso di centro P, e raggio r, I'insieme:
{(x,y) eR?| (z— $0)2 + (y — yo)2 < 7"2}
Definizione. Dicesi cerchio aperto di centro P, e raggio r, l'insieme:
{(z,y) eR*| (z - 0)” + (y — 10)* < r?}
Definizione. Dicesi intorno circolare di centro Py, ogni cerchio aperto di centro F,.

Nel seguito ci riferiremo indifferentemente ad un intorno rettangolare o circolare di un
assegnato punto P del piano. Indicheremo tale intorno con I (P).

Kokosk

Sia A C R2.

Definizione. A ¢ limitato <% 3 cerchio ~v D A di centro O (0,0)
A & non limitato <2V cerchio 7 di centro O (0,0), (R —~)NA # 0.

Definizione. P ¢ interno ad A <2 3] () C A
Py & esterno ad A <% 31 (Py): I (P))NA=0
Py é punto di frontiera per A &y (Po), I (P) LA I(P)NA#D

Definizione. Dicesi frontiera di A 'insieme di punti:
0A ={P | P édifrontiera per A}
Indichiamo con il simbolo A I'insieme dei punti interni di A:

AY {P € A| P ¢ punto interno}

Cio premesso, sia u l'unitd di misura dei segmenti. Conseguentemente l'unita di misura
delle aree ¢ u%. Indichiamo con P la classe dei poligoni. Ad ogni poligono 7 € P possiamo
associare la sua misura p (m) € [0, +00) rispetto all’unita di misura u. Resta percio definita
la seguente funzione non negativa:

p:P — Ry (1.11)

La (1.11) verifica le seguenti proprieta:

1. Proprieta additiva:
Vi, ma €P: mNme=0= pu(m Umy) = p(m)+ p(m) (1.12)

2. Invarianza per conguenza:

T, Ty € P :my,my congruenti = u (m1) = p (ma)

Consideriamo ora un insieme A C R? limitato. Se A ¢ P, si pone il problema della definizione
di e (A). A tale scopo costruiamo gli insiemi:

Yy={meP|nCA} (1.13)
Yo={IleP|IlD A}

Osservazione. Se A ¢ privo di punti interni, allora X; = (.



Poniamo:

Evidentemente:
(Vre Xy, VIl € ¥, 1 CII) = p(m) < p(ID),

cioé a (A) e B (A) sono insiemi separati.

Definizione. Si definisce misura interna di A il numero reale non negativo
pi (A) = sup a (A)

Definizione. Si definisce misura esterna di A il numero reale non negativo
e (A) = inf B (A)

Risulta:

pi (A) < pe (A)

Osservazione. Se A é privo di punti interni:

S =0 = a(A)=02L 4 4) =0

Definizione. L'insieme A ¢ misurabile (secondo Peano - Jordan) se risulta u; (A) =
e (A). In tal caso si pone:

def
1 (A) = pi (A) = pe (A),
essendo 1 (A) la misura di A.
Osservazione. Se A ¢ misurabile ed é privo di punti interni, segue necessariamente che
i (A) =0, poiché & p; (A) = 0.
Dalla definizione di misurabilita segue che A ¢ misurabile se e solo se gli insiemi « (A) e
B (A) sono contigui:
Ve >0, 3m. € ¥y, . € Xy | p(Ile) —p (7)) <€ (1.14)
Nel caso speciale in cui A & misurabile e privo di punti interni, la (1.14) si scrive:
Ve >0, € 3 | u(Il,) < e

Resta cosi definita la misura p degli insiemi limitati A C R? non appartenenti a P:

M — RS (1.15)
essendo:

M ={ACR*| A e limitato e misurabile} (1.16)

Teorema 1. P C M



Dimostrazione. Osserviamo che i poligoni sono particolari insiemi limitati e misurabili, don-
de:
VreP, meM (1.17)

Consideriamo ora un qualunque cerchio di centro (z¢,yo) e raggio :
Y= {(xay) eR®: (z —330)2 + (y — y0)2 < 7"2}

Abbiamo: u (y) = 7r?; cioé 7 é limitato e misurabile => v € M. Ma v ¢ P, donde (tenendo
conto della (1.15)) I’asserto. O

Kokosk

La misura (1.15) conserva le proprieta (additivita e congruenza) della misura (1.11). Rispetto
a quest’ultima possiede la proprieta di monotonia:

VA BEM|ACB = u(A) < u(B)

Altre proprieta.
Se A,Be M

AUBeM, A—-BeM, ANBe M (1.18)

A%B:®:>M(A+B):M(A)+M(B)
ACB= p(A—B)=p(A) - pu(B)
VAABeM, u(AUB)=pu(A)+pu(B)—u(ANB)

Dall’ultima delle (1.18) segue:
A, Be M, p(AUB) < p(A) + p(B) (1.19)
Cio si esprime dicendo che la misura (1.15) é subadditiva.

Kokosk

La nozione di misura di un insieme si estende facilmente al caso di insiemi non limitati. A
tale scopo sia A C R? un insieme non limitato.

Definizione.
A & misurabile &L vXx € M, AnX e M

In tal caso, la misura di A é:

p(A) = sup p(ANX) < +oo
XeM

Precisamente:

w1(A) < +oo = A é di misura finita
w(A) = +oo = A ¢é di misura infinita

Indichiamo con R la classe dei rettangoli © («, 5) di centro 'origine e dimensioni «, J3:

O (o, ) = {(z,y) e R?| |z| < o, |y| < B}

Cio premesso, sussiste il seguente



Teorema 2.
(A ¢ misurabile) <= (VO € R, ANO € M)

Se A é misurabile:

jt(A) = supu (AN O)
OeR

Dimostrazione. Implicazione diretta Abbiamo:

(A & misurabile) = (VX e M, ANX e M) = (VOeR, ONAec M)

RCM

Implicazione inversa L’ipotesi é:
VO eR, ANO e M

Preso ad arbitrio X € M scegliamo © € R tale che © D X, donde:
ANX=(ANO)NX

Quindi
ANOeM=—=ANXeM

cioé la tesi. Inoltre, nelle medesime ipotesi:

sup (AN O) < p(A) < p(ANO) = p(A) =supu(AnO)
OcR OcR

1.3 Area del rettangoloide

Premettiamo la seguente

Definizione. Sia A # (). Gli insiemi non vuoti Ay, As, ..., A,, costituiscono una partizione
di A se:

AkﬂAk/ =0, per k, k' € {1,2,....n} con k # K

Sia f (x) continua in [a,b] C R e ivi non negativa. Eseguiamo una partizione dell’intervallo
[a, b] attraverso n + 1 punti:

Ly X1y eeeey Ty € [a, B

Precisamente:

Aa=2g<T1 <9< ... <Tp_1<T,=0b

Si tratta di una partizione, poiché:

n—1
U [zt 2a1] = [a,21] U g, 2] U U [0, ] = [a, D]
k=0
Vk k' € {0,1,...n—1} con k # k', (xp,xp1) N (g, xpry1) =0

Indichiamo tale partizione con il simbolo convenzionale D (xg,x1,...,z,). Poniamo per
definizione:



d =max (rp1 —ax), N={0,1,2,....,n—1}
keN

Il numero reale § > 0 si chiama ampiezza della partizione. Inoltre, se f (z) non é identica-
mente nulla consideriamo il minimo e il massimo di f (x) in [z, Tg11]:

m, = min f(z)
[zk7zk+l]

M, = max f(z)

[zk 7zk+l]
Quindi:

r, & (z,y) ER? |z, <2 < wppy, 0 <y <y} (1.20)

R ™ {(2,y) eR* |z <& < mppr, 0<y < M)

Cioé 7y, ¢ il rettangolo di base [xy,zy.1] e altezza my, mentre Ry é il rettangolo di base
[1, Tk11] € altezza Mj,. Restano cosi definiti i seguenti poligoni:

7 (D)= Jr (1.21)

Definizione. 7 (D) ¢ il plurirettangolo inscritto a R associato alla partizione D.
IT(D) ¢ il plurirettangolo circoscritto a R associato alla partizione D.

Evidentemente:
p n—1 n—1
sp® plw (D) =3 _plre) = D mi (i — i) (1:22)
= k=0
p n—1 n—1
Sp D (D)) =3 p(Re) = > My (w1 — )
k=0 k=0
Inoltre:

VD,D', 7 (D) ClI(D") = VD,D', sp <Sp
Teorema 3. Nelle suddette ipotesi il rettangoloide

R:{(:E,y)€R2:a§x§b,0§y§f(:p)}
é misurabile, risultando:

i (R) =supsp = infSp
D D

Dimostrazione. Se f (x) é identicamente nulla, I’asserto & banale:

R={(z,y) eR*:a<z<by=0} = p(R) =0
VD, sD:SD:O:>sup3D:ir[1)fSD:O
D



Consideriamo quindi il caso non banale, cioé¢ f (z) non identicamente nulla in [a,b]. Per il
teorema di Heine-Cantor, la funzione é ivi uniformemente continua, per cui:

3

Ve > 0,30, >0:2",2" € [a,b], |2 —2"|<d. = |f(2)— f(2")] < .

Eseguiamo una partizione D (xg, 1, ..., 7, ) dell’intervallo [a,b] di ampiezza § < J.. Siano

fk,fﬁg S [xkakarl] : f(i“k) = Mg, f(a_:;) = Mj,

Quindi:
< €
|5f;§_ffk|§$k+1—$k§5<55:>Mk—mk<b
—a
Inoltre:
n—1 - n—1
SH—sp = My —my) (z —a) < T —xr) =€
D~ SD %( k k) (Tha1 — ) b_ako(kﬂ k)

Ma Sp e sp sono le aree di due poligoni:
m (D)
(D)

Te

IE

Percio:
Ve >0, ., 7o p(Ily) — p(m) < e

cio implica la misurabilita di R. Infine:

sp < p(R), sp>Sp—e,

cioé:
Sp—p(R) <e (1.23)
Similmente:
p(R) < Sp, Sp <sp+e
per cui:

w(R)—sp<e (1.24)

Dalle (1.23)-(1.24) segue:
i (R) = supsp = infSp
D D

Kokosk

Dal teorema appena dimostrato segue che Vn € N, VD (zg, 1, ..., x,):

sp = valore approssimato per difetto di p (R)

Sp = valore approssimato per eccesso di p (R)

Scegliere come valore approssimato di p (R) la somma sp, equivale ad approssimare Vk € N,
il rettangoloide:

{(z,9) €R* | 2, <& <y, 0<y < f ()} (1.25)

con il rettangolo 7y in esso inscritto. Viceversa, scegliere come valore approssimato di p (R)
la somma Sp, equivale ad approssimare Vk € N, il rettangoloide (1.25) con il rettangolo Ry
ad esso circoscritto.

Ora poniamo:



VkGN,deéf{($,y)€R2|$k§$§$k+1,0§y§nk},

essendo 1y, € [my, My].
Il poligono:

n—1
T(D) = UTk
k=0
é un plurirettangolo che non é inscritto ad R e al tempo stesso non é circoscritto ad R.

oD déf,u(T(D)):>SD <op SSD

Il numero reale op ¢ comunque un valore approssimato di p (R). Inoltre:

(my < nip < M) = (3 € [wp wp] | f (&) =)
f (x) é continua

in [zg, Tp41]

Quindi:
1 (1) = f (&) (@ps1 — 2) = op = E_:M (7) = E_:f (&) (Tht1 — k) (1.26)

Dalla (1.26) segue che op dipende da & per ogni k € N.

Vﬁk < [%’k,warl] (COII k EN), sp<op< SD — ‘O’D —/L(R)‘ < SD — Sp

Dalla dimostrazione dell’ultimo teorema segue

Teorema 4.
Ve >0,30.>0|VD (0 <6.), |op—pu(R)| <e (1.27)

La (1.27) puo essere scritta nela forma simbolica:
limop = p (R) (1.28)
6—0

Si osservi che la (1.28) non ¢é l'usuale operazione di passaggio al limite, giacché op non

una funzione ad un sol valore di §. Infatti, assegnato un numero reale positivo § < b — a,

esistono infinite partizioni di ampiezza ¢, e per ciascuna partizione esistono infiniti valori di

op, giacché questi ultimi dipendono dai punti & (che possono essere scelti in infiniti modi).

Da cio si conclude che op é una funzione ad infiniti valori di 6. Pertanto, la (1.28) andrebbe
riscritta nella forma:

— u(R
0D 550 :u( ) )
e cioé le somme op tendono all’area del rettangoloide, quando la loro ampiezza tende a zero.

$okok

Sia f (x) continua in [a, b] e ivi non positiva. In tal caso il rettangoloide di base [a, b], relativo
a f (x), si ridefinisce:

Rdéf{(x,y)eRZ|a§x§b,f($)§y§()}

Indichiamo con R’ il rettangoloide di base [a, b], relativo a —f (z). E facile convincersi che
R’ ¢ simmetrico a R rispetto all’asse x.



Per i teoremi precedenti si ha che R’ ¢ misurabile:

u(R) = limat,. (1.29)
essendo:
n—1
op = [—f (&)l (Tpt1 — 1) (1.30)
o
= =D [ (&) (Th41 — x)
k=0
= —O0D,

per una generica partizione D di ampiezza 0, e per ogni & € [xy, vx41]. Dalle (1.29)-(1.30)
segue

N1
p(R) = ~limop

Dalla misurabilita di R’ e dalla simmetria tra R’ e R, segue che R ¢ misurabile:

p(R)=p(R),

donde:
limop = —p (R) (1.31)
6—0

1.4 Definizione di integrale definito

Sia f () continua in [a, b]. Eseguiamo ad arbitrio una partizione D (xg, 1, ..., x,,) di ampiezza
d dell’intervallo [a, b]. Per ogni & € [z, Tj41], consideriamo le somme:

oD = Zf (&k) (Trr1 — 22)
k=0

Posto
A= (lsi%aD’ (1.32)
risulta:
_f u(R), sef(2) >0
A—{ “p(R), se f(z)<0 (1.33)

essendo R il rettangoloide di base [a, b] relativo a f (x).

Teorema 5.

INeR| (lsiL%UD =\ (1.34)
Dimostrazione. Poniamo:
= LA oy S0 =1 )

Le funzioni continue f* () sono rispettivamente la parte non negativa (+) e la parte
non positiva (—) di f (z). Evidentemente:

fla)=f"(x)+ f (z) (1.36)



Se Iy = f* (a):

Cioeé T't ¢ composto dalle parti del grafico T')y = f (z) di ordinata positiva, e dai punti
dell’asse z le cui ordinate sono negative. Similmente I'" )y = f~ ()

x € la,b]: f(x) <0= f~ (x) = [ ()
r€fa,b: f(z)>0= fT(x)=0

VD, Y&k

op =) f (&) (The1 — )
k=0

n—1

ULiS = Zfi (&) (Thy1 — 1)
k=0

Dalle (1.36):
op = 075 +op
Inoltre:

. +_ . - _
limop, = p(Ry ), limop, = —p(R-),

essendo R il rettangoloide di base [a, b], relativo a f* (z). Per una nota proprieta del valore
assoluto:

<;r/2 <e/2
Posto
A= p(Re) - p(R), (1.3
segue:
lop — Al < e = limop = A
0—0
La (1.37) implica esistenza e unicita di A. O

$okok

Per il teorema appena dimostrato, assegnata una funzione f (x) continua in [a, b], esiste ed
¢ unico il limite A dato dall’equazione (1.32). Tale numero reale si chiama integrale della
funzione f (r) esteso all’intervallo [a, ]:

A= /f (x)dx (1.38)
Cioe:
b

> (6) (e — ) = [ (0)do (1.39)

L’interpretazione geometrica dell’integrale (1.39) é:



[r@e=ur), s @ =0 o)
/f(l’)dx:—u(R), se f(z) <0

b
/f (x)dr = pu(Ry) — u(R_), altrimenti

Se f(x) é una funzione definita nell'intervallo X ed é ivi continua, per ogni a,b € X con
a < b, risulta definito I'oggetto:

/f (x)dx (1.41)

a

Poniamo quindi per definizione:

a

/f (z) dz —/bf (x) dz (1.42)

b

Da cio segue che (1.41) ha senso per ogni coppia di punti 2/, 2" € X:

/f (z) dx (1.43)

Il numero reale (1.43) si chiama integrale definito della funzione f () esteso all’intervallo
orientato di estremi 2’ e z”.
Seguono le denominazioni:

/ segno di integrale

2, 2" limiti di integrazione
7' limite inferiore
2" limite superiore

f (z) funzione integranda

Osservazione. Il numero reale (1.41) dipende da a,b e da f (z), ma non dalla variabile x.
Cio si esprime dicendo che = é una vartabile muta, donde possiamo scrivere:

1"

71‘ (z) do = 7/1‘ (y) dy = 7}‘ (t) dt = 7}‘ (§) d€ = 7}‘ (n)dn = ... (1.44)

1.5 Proprieta dell’integrale definito

Sia f (z) funzione continua nell'intervallo X e ivi non negativa. Sussistono le seguenti
proprieta di cui omettiamo le dimostrazioni:



Va,b e X,
b

/f(x)dx:O<:>f(x)EO

a

b
a<b:>/f(x)dx20

b
a>b:>/f(x)dx§0

b/

a<b, VdV]Clab], /f(x)dxg/f(:c)dx

Qualunque sia il segno di f (x):

b b

Va,b € X, /f(:p)dx < /|f(:p)|dx

a a

1.5.1 Proprieta additiva

b

Va,b,c € X, /bf(x)dx:/cf(:p)dx+/f(x)dx (1.45)

c

1.5.2 Proprieta distributiva

fi(z), fa(x),..., fn (x) funzioni continue in X:

Ver, e, ...cn € R, (1.46)
b

[lahi@)+aple) + ot et @] ds
b b b
:cl/fl (x)dx+cg/f2(:c)dx+...—i—cn/fn(x)dx
Nel caso particolare: fi (x) =0, per ogni k € {2,3,...n}, la (1.46) si scrive:

/bclfl () de = cl/bfl (x) dx,

che in generale si riscrive:

/bcf(x)dx:c/f(:c)dx

a

Cio si esprime dicendo che ogni costante moltiplicativa puo essere portata fuori dal segno di
integrale.



1.6 Teorema della media

Teorema della media.
b

/f (z) do

[ (z) ¢ continua in [a,b] = 3¢ € [a,b] | f(§) ==

e (1.47)

Dimostrazione. Poniamo:

#= b—a

Eseguiamo quindi una partizione D (zg, z1, ..., x,) di |a,b] con ampiezza §. Presi ad arbitrio
i punti & € [z, Tx41], costruiamo la somma op:

op = if (&k) (@41 — 1) (1.48)

La (1.48) verifica la doppia disuguaglianza:
mb—a)<op<M((b-a), (1.49)

essendo m = r[nibr]lf (x), M = rfl&})]xf (x). Eseguendo nella (1.49) l'operazione di passaggio al

limite per 6 — 0:

b

m(b—a)g/f(x)d:ch(b—a)<:>m§,u§M =
f () é continua
in [a, b

= I €la,b]: [ () =wn

a

da cui l'asserto. i
Definizione. Il numero reale p si chiama media integrale.

Interpretazione geometrica.
Eseguiamo una equipartizione di [a, b], cioé una partizione D,, attraverso n punti equidi-
stanti. Ad esempio:

k(b —
xk:a—l—%, kEN:{O,l,...,n—l}

Abbiamo:

b—a 5 ( ) b—a
= J,, = max (x — 1) =
n EYe k+1 k

Tgy1 — Tk =

Determiniamo una somma op, assumendo & = T 1:

o5y = SF () (onss — 1) = =25 )

n
k=0 k=1

Passiamo dalle somme all’integrale:



b

/f (x)dxr = limop,

6n—0
a
= lim op,
n—-+0o0o
n

> F (a)

= (b—a) lim ==

n—-+oo n

Da cui:

n

> f ()

p=lim ML lim f ) + f )+ + f (@)

n—-4oo n n—-+4o0o n

[f (1) + f(22) + ... + f(x,)] /n & la media aritmetica dei valori assunti da f (z) in n punti
equidistanti di [a,b], e p si presenta come il limite di tale media per n — +oo. Da qui la
denominazione di media integrale.

1.7 Teorema fondamentale del calcolo integrale

Siamo ora in grado di risolvere il problema della ricerca della primitiva di una funzione
continua f (z) in un intervallo X.
Assegnato un punto xy € X, consideriamo:

Vre X, Flz) = /f (€) de (1.50)

La funzione F'(x) dicesi funzione integrale della funzione f (z) di punto iniziale z;.

Proposizione (Teorema fondamentale del calcolo integrale) 6. La funzione integrale
(1.50) & derivabile in X, risultando:

Vee X, F'(x)=f(x),

cioé F' () é una primitiva di f (z).

Dimostrazione.
r+Ax T
[ r@a- [rea
F(z+Ax) - F(x) 2 o
Az - Az
r+Ax o
[ r@as+ [
= Az -
z+Az

JRIGL

T

Az



Per il teorema della media:
rz+Azx
/ 1€ de

0 € [0,1] : f (2 + 0A7) = :F(HAE—F(:(:)

La continuita di f (x) implica:

F(z+ Az) — F (x)

A Au =f(),

donde Dasserto. O

$okok

Per I'equazione (1.3) la famiglia delle primitive di una funzione f () continua nell’intervallo
X, é:

G(z) = /f (&)dé+¢, con c € (—o0,+00) (1.51)

In particolare, nella (1.51) possiamo porre ¢ = G (), onde:

G x) = Glan)+ [ £©)dg (152

La differenza tra la (1.51) e la (1.52) ¢ evidente: mentre nella (1.51) la primitiva ¢ indeter-
minata, in quanto definita a meno di una costante additiva, nella (1.52) essa é univocamente
determinata. Inoltre, ponendo nella (1.52) zo = a, © = b, si ottiene:

/f () dz = G (b) — G (a) (1.53)

La (1.52) ¢ la formula fondamentale del calcolo integrale, poiché fornisce I'integrale
definito della funzione f (x) tra a e b, attraverso la differenza dei valori assunti in a e in b da
una qualunque primitiva.

La (1.52) viene spesso scritta con la notazione simbolica:

/f () de = G ()]’ (1.54)






Capitolo 2

Integrale indefinito

2.1 Definizione di integrale indefinito

Definizione. Dicesi integrale indefinito, la totalita dele primitive di una assegnata fun-
zione f (x) continua in un intervallo X, e si indica con il simbolo:

/f (z) d (2.1)

Una qualunque primitiva di f (x) é una determinazione dell’integrale indefinito (2.1).
Se F'(x) ¢ una primitiva, in forza della (1.3) si ha:

/f (x)de =F (z)+¢, concé€ (—o0,+00) (2.2)

Il numero reale ¢ si chiama costante di integrazione.

/bf (x) dz,

¢ un numero reale. Viceversa, l'integrale indefinito:

@

L’integrale indefinito rappresenta l'operazione inversa della derivazione. Piu precisamente
I’operazione di derivazione é definita da:

Osservazione. [’integrale definito

¢ un insieme di funzioni.

Df (z) = f'(x), (2.3)

essendo D l'operatore di derivazione e f (z) una qualunque funzione derivabile. L’integra-
zione indefinita esegue 'operazione inversa della (2.3), giacché:

D/f(x)d:czf(x)

Si osservi che il risultato dell’applicazione dell’operatore di derivazione su una qualunque
funzione dotata di espressione elementare, é a sua volta una funzione dotata di espressione
elementare. Ci si puo chiedere se tale circostanza si verifica per 'operatore di integrazione
indefinita. La risposta é negativa, nel senso che esistono funzioni le cui primitive non sono
dotate di espressioni elementari.



2.2 Integrali indefiniti fondamentali

Introdotta la nozione di integrale indefinito, si pone il problema della ricerca delle funzioni
primitive di una assegnata funzione dotata di espressione elementare (quando cio é possibile,
secondo quanto esposto nella sezione precedente). Il punto di partenza per la soluzione di
tale problema ¢ fornito dalla tabella degli integrali indefiniti fondamentali:

1) /x"d:p:%ﬂx"H—I—C’, per n # —1 10)/sinxdx:—cosx—|—0
2) /df:lnm—i—C’ 11)/cosxdx:sinx+0
3) /defGQ = Larctan (£) + C, a#0 12) /Cofgm =tanz + C
4) /IQdfGQ:iln}i—J:’—i—C, a#0 13)/siﬁ§m:—cotx+(]
5) /agdxﬂ:z—laln}f—i’—i—a a#0 14)/Sidrf”x:ln}tan(%)}+0
6)/\/;12“?:1n’x+\/m}+0, (a #0) 15)/C§:x:ln}tan(%+§)’
7)/\/%:arcsin (£)+C, (a>0) 16)/sinhd:p:coshx—|—0
8) /axdx:%—l—C’, (a>0) 17)/coshdx:sinhx+0
/Coj}fgx =tanhx + C
9) /exdx:ex—i—C’ 18)
/sif}f% = cothx + C

Una coppia di integrali notevoli & la 14)-15) che puo essere riscritta nella forma:

d 1
/ .:c =In|— —cotx| +C (2.4)
sin z sin z
d 1
/ S In +tanx| + C
COS T COS T




Parte 11

Esercizi sull’integrazione di una funzione
reale di variabile reale






Capitolo 3

Integrali indefiniti

3.1

Integrali indefiniti fondamentali

Calcolare i seguenti integrali, utilizzando la tabella degli integrali indefiniti fondamentali:

1) /x3d:c 7) /dex
2) /\/de 8) /SSinxdx
3) % 9) /2 sinh zdx

3.2 Soluzioni

1. /x3dx: 1wt +C

13) 5%75

1) [

19) [
16)/%0395 (a>0)
17) /5a2x6dx

18) /de

2. /\/de:x;:jLC:%x\/E—i-C

3. j€—$2+l+c_2f+0

4. /xﬁdw=/x3/2dx:%x5/2+(]:§x2\/5+0
5. / 2 sdv = 2075 + C =20y/x + C

6. /e’”/de = 22" + ' = 2e2% 4+ C

7. /de:c:ﬁQ“”jLC

8. /3sinxdx:3/sinxdx:—3(:0891:—1—0

9. /QSinhxdx:Q/Sinhxdx:QCoshx+C’



10 d

8 |w

S/df:?ﬂnxjt(?

11

dx:% dz :%arcsinx+0

iz

X

3

Va—4z2
1

+C

13

dx _ 1 dx _ 1
Nty m_ﬁln‘xqtvaﬂ—l‘jt(?

14

/
/
12. /%z—iﬁln’x—i— (C1+22)
y
y

de 1
s = 5 arctan + C

15. /;’;d_””l 31n’$+1‘ +C

Vva _ 1 _ 2
16. /\/mdx—/mdx—ln‘x +\/$2+1’+C

17. /5a2x6dx == 5a2/ bdr = 202" + C
18. /\/prdx = 2px/x1/2dx =2/2p2*? + C = 2a\/2pz + C

Altri esercizi:

L[ = np w4 O = 2 an T+ C

—n —n _ 1—n
2. /(nx)l"d:ﬂ:an/xln d:p—nT“” n + C =nt/rgtn = o

3. /mgﬁ? = % arctan % +C

de  _ _1
4. /m—ﬁl x+f‘+0
5. /\/ff?:ln(x+\/x2+4)+0
6. /\/%:arcsin%—i—C’



3.3 Integrali di somme di funzioni

Calcolare i seguenti integrali, utilizzando la proprieta additiva:

1) /(sinx+cosx) de T7) / (ﬁ — 1+m2>dx 13) /Cosczﬁﬂifnxdx

2)/ Vit ) de 8) /de 14)/(ax+b)3dx

3) /M}wdx 9) /72@5 15)/(2x+1)4d:p

4) /%dw 10) /(2 sinz + 2222) gz 16) /V2+xzzfx2dx
5) /(C032z+sin2gz) dr 11) /(63“—1—%) dx 17) /(63: + 8z +3)d
6) /%dx 12)/< m—kmsgx)dx 18) /x(x+a)(x—|—b)d

3.3.1 Soluzioni

—_

[\

w

e

Ot

~

®©

Ne}

10.

./(W—

sin 2x+2cosx _
' / cosx dr =
C

cos 2x
: sinx—cos

=ginx —cosx + C

dxz/{%?dx—/ L

de
) —

37Ll

L0 - (

./73$5_§“33+1de3/x4dx—2/x2dx+/df:
./Bx_fmgﬂd:}c /de—Q/dx—I—/ Py =a? —2$——+C

x —l_ 2/bln x
/Ségf;d:chQ/dx = 2(—cos

/( d:p—?)/
/dezQ/xde—3/dx+5/%

=2(32% 4+ C1) =3 (x4 Co) + 5 (In|z]| + C3) = 2

2 22
COS”™ rT—sIn~ x
dy = [ €&~ L—sIt 2 g,
SIN X—COS T

= —/sinxd:c—/cosxdx:cosx—sinx—l—C’

Vi—z? 1+£L“2 + 2

—

=2 (sinx — cosz) + C

305 _ 2
3

=3 (tanx + Cy) +2(—

: /(sin:p+cosx)d:p:/sinxdx—i—/cosxdx: (—cosx + Cy) + (sinz + Cy)

%xW—S%—FC

x 3+ Injz|+ C

5

cotz + Cy)

r+C)+2(x+ Cy) = =2 (cosx — )+

= 3arcsinz — 2arctanx + C

23 —x+5n|z| +C

(QSinx+ %) dr = 2/sinxdx+2/cosxdx = —2cosz + 2sinx



11. / (e% +

163“” +5lnx+C

12./( S k) do = — /

o 2 . .
) /de = /wdx = /cosxd:p — /sm:pdx =cosx +sinx + C
cos z+sinx cos z+sinx

1

w

g)dx:/e:”“dx—irS/df:

563 + O+ 5In|z| + Cy

/ cos2

= 2arccosz + tanz + C

14. / (ax +b)* dz = / (a®z® + 3a*bx? + 3b%ax + b%) dx

= ia3x4 + a?bxr® + %bza:pz +br+C

15. / (224 1)* dz = / (162* + 3223 + 2422 + 8z + 1) dx

=025 + 82 + 82® + 42t + 2 + C

16. /\/2+x2 V2— xle, _

242 N2

v/ (2—x2) 2+12

v/ (2—x2 (2+x2

/“2 - _/wffm = arcsin 7 — In (v + Va2 +2) + C

17.

18.

— —

1.4 1
=37 *3

(a+b)2® + Laba?

(622 + 8z + 3) dr = 22° + 42* + 3z + C

x(x+a)(:p—|—b)dx:/x3dx+(a+b)/x2dx+ab/xdx

3.4 Integrali di una f (£ (z)), con & (x) funzione lineare

Calcolare gli integrali:

1) /sin (az +b) do

2) /(ax +0)" dx

3) /6az+bd$

5) / cos (az + b) dx

3.4.1 Soluzioni

(ax‘fb)n 9) /g sinh (5x) dx

/

6) /(3—595)30395 10) [ A&
/
/

cos (bx — 2)dx 11) [ dz

a—x

1. I(x)= /sin (ax + b) dz; poniamo

donde:

¢ =ar + b= d¢ = adz,

(3.1)

I(¢) = é/sinﬁdf = —20055—1—0,

Ripristinando la variabile x:

I(:E):—lcos(ax—i—b)—FC’

a



2. I(z) = / (ax + b)" dx; eseguendo il cambio di varibile (3.1):

Venge— 1
16 =1 [t = e

Ripristinando la variabile x:

(az +b)"*!
a(n+1)

I(z)=

+C, pern# —1

3. I(x)= /e““bdx; eseguendo il cambio di varibile (3.1):

1) = [efds = 1

a

Ripristinando la variabile x:

1
I(l’) — _eax-l-b +C
a
4. I(z) = /cos (ax + b) dx; eseguendo il cambio di varibile (3.1):

I()= %/Cosgdf = ésinﬁ,

Ripristinando la variabile x:

1
1 =
(=) asin (ax + b) e

5. 1 (z) = /(azdﬁ)n; eseguendo il cambio di varibile (3.1):

_Lfde 11
S a) & al—n

1(¢) g+ C,

Ripristinando la variabile x:

(ax +b)""

I(x):m—i—a per n # 1

6. I(z)= / (3 — 5x)° dx; eseguendo il cambio di varibile (3.1):

4
1o =5 [ea =5 +c

Ripristinando la variabile x:

1(@:—%+0



10.

11.

I(z)= /COS (5x — 2) dz; eseguendo il cambio di variabile del tipo (3.1):

I1(¢) = é/cosﬁdf = ésinﬁ—f—@,

Ripristinando la variabile x:

I(z) = §El£§§L:;ZZ +C

I (x) = /36_2”50395; eseguendo il cambio di varibile del tipo (3.1):

3 3

1(6) = —§/e§d§ = 5+ C,

Ripristinando la variabile x:

3
I(z)= —5672“5 +C

3

A (x) = /5 sinh (5x) dz; eseguendo il cambio di varibile del tipo (3.1):

1 1
I1(¢) = g/sinhfdﬁ = gcoshf—i—C’,
Ripristinando la variabile x:

I(x)= % cosh (2z) +C

I(x)= \/%Tﬁ; eseguendo il cambio di varibile:
€= 2,

segue:

I(§) ! % _ 1abrcsinﬁ +C,

o) Jice 2

Ripristinando la variabile x:

I(x)= %arcsin (2z) +C

I(x)= / ade . eseguendo il cambio di varibile:
f =a—-z,

segue:

d
1) =—a [ G =—allél +C
Ripristinando la variabile x:
I(z)=—aln|a— x|+ C4

Poniamo:

Cy =aln|C],

da cui:

C

a— T

I(z)=aln




3.5 Integrazione per introduzione sotto il segno di inte-
grale

Esempio 1:

xdx

B xdx
m‘/m

Poniamo
¢ =2’
donde:
1 xdx 1 d& 1
x:—df:/iz— ——— =—In({+/1+&)+C
2 /1+(x2>2 2 \/1+§2 2 < )
Quindi:

1
fcf - :§1n<x2+\/1+x2>+0
V1t

Esempio 2

Poniamo:
d
E=2"= 2" ldx = —5,
n
donde:
I 1 ¢n 1 n
I,(§)=—[edé=—€e8 +C = 1,(z) =—€" +C
n n n

$okok

3.5.1 Calcolare gli integrali:

zdx 11) ﬁ-;lnmdl, x—+/arctan 2zd

T-+4z2 z

2
22 =5 d:c e +1) d:c

3x2—

x7

1/ac

a®b®

a“®—1
rdw

sin 3x
3+cos 3x dx 1 8)

e*va — berdx

( x/a ) 1/3 x/adl,

9) sinx cosx dl’ 19)

cos? z—sin?

1426
arcsin
\/ 122 dx
arctan £
2
4+x2 dx

0
[ese
P

sin® 6 cos 6zdz  16) f‘”*bdm f (a" —b")?
[
i
[z o

10) / do 20)

V241



3.5.2 Soluzioni

cos? 22

1. I(z)= / zde . eseguiamo il cambio di variabile

£:x2:>:cd:c:%d£,

quindi:
I(f):l/ﬁzltanf—i—C’:I(x):%tanf—i—C’

cos?¢ 2
2. I(x)= /tan xdr = /%d:p; eseguiamo il cambio di variabile:

£ =cosx = df = —sinxdr =

=1 (§) =— %:—1n|§|—|—0:1(:p):—1n|cosx|—|—0

¢

s x

3. I(z)= /cot rdr = /Coszdx eseguiamo il cambio di variabile:

¢ =siner = d¢ = sinxdr —
:>1(g):/%:_1n\g\+cz>1(x):1n\sm|+c

4. I(x) = /tan \/E% = :g;\\/@%, eseguiamo il cambio di variabile:

£ = cosr = df = —2\1/5 sin v/zdz,
quindi:
() = -2 dgf — of¢+C

I (z) = —2In|cos Vx| + C

Ccos 1'2
5. /x cot (z2 4+ 1) dx = /xﬁdz; eseguiamo il cambio di variabile:
¢ =sin (:p2 + 1) = d¢ = 2z cos (:p2 + 1) dx,

quindi:

d
1(6) = f Slnfe+ 0

[(x):—21n’sm(:c + )}+C

/ sin® 62 cos 6rdr = ¢ / sin® 6zd (sin 6z) = 5 sin” 6z

0= [ememdr =3 [£ -1 ()0 = 1w = b +C



10.

11.

12.

3+cos 3x

A (x) = / Sndr_Jg; eseguiamo il cambio di variabile:

§ =3+ cos3r = d§ = —3sin 3xdr

1 1 1
1(5):—5 g:_§1n|§|+0:](:p):—§1n|3+C0831‘|+C

§

_ sin x cos x _ sin 2x .
x) = / \/mdx / mdw eseguiamo il cambio di variabile:

= cos2x = d€ = —2sin2xdx

I(¢) :—i id/—% = —%\/E—I—C':>I(x) :—%\/COSQx-I—C'

I(x)= / s da; eseguiamo il cambio di variabile:

=2+ 1= d¢ = 2xdx

[({):% %:—%\/Z+C:>J(x):%\/m+c

I(z /f“”dx_ / (%jﬂ%) = /%Jr/%mdx = (2\/E+Cl)+/lnxd(lnx) =

1(4yz+In’z) +C

I'(z) = /3212 Sdr = / (3w22x—2 - 39525—22) dr =2 /3§2dx - 5/3302 = 2I (v) — 515 ()

Calcolo di I; (z)

Eseguiamo il cambio di variabile:
£ =32* — 2 = d¢ = 6adr
Quindi:

1

1
I (§) = § 61H|§\+01:>[1() 61n’3x2—2’+01

Calcolo di I5 (z)

Eseguiamo il cambio di variabile:

€ =3z = d¢ = V3dx

f/@?

Quindi:

_L. 1 -In + C.
V3 22 €+f ’
1 fe-vs
EENCI v
1 3r — V2
:Il(x)ZQ\/éln ngrg + (Y



13.

14.

15.

16.

donde:

51 3z —
2v/6 fx+f

I(x)z%ln’?)xz—Q’—

I (l‘) /53m2ix7dx 3/5 2+7d.’L’ /5m++7dl' =31 (l‘) — 21 ({L‘)

_ 1
Calcolo di I; (z) = /5x2+7d9€ /( 5x)2+(ﬁ)2dx

Eseguiamo il cambio di variabile:

€ = Vbr = d¢ = V5dx

Quindi:
1 1 19
L) =—|———5=— —arctan—= + C}
) \/5/§2+(\ﬁ)2 VY. AV

= [ (z) = \/% arctan <\/§x> +C
d(522+7)

Calcolo di I, () = %/W = 5 In[52? 4 7| + O, donde:

5 1 5
arctan (\/%95) —F In }53: + 7} +C

1) = [ =4 [ = dmie =540

wda d(222+3
[(x):/2x2d+3 :i/ (2x2+3> :ilﬂ(2$2+3)—|—0

I(x) =

ot

I(l’) = /GQQ;ibedx = a/ 2+b2 + b/m =al; (ZL‘) + bl, (ZL‘)

Calcolo di [; (z) = / ods

2?11
Eseguiamo il cambio di variabile:

£ =a*2? + b = d¢ = 2a*xdx
Quindi:

d 1

[1(5):2—(12 ¢ ~ 2

1
= I, (z) = ﬁln’a%z—l—bﬂ +Cy

Calcolo di I, () = /agz_dgﬁ

Eseguiamo il cambio di variabile:

¢ =ar = d§ = adx



Quindi:

L&) = % € _ % . %arctan (%) + Oy

1
— I (z) = - arctan (%x) + O

donde:

1 9 o0 49 1 a
I(x):ﬁln}ax +0b ’+aarctan<gx)+0

17. I (x) = \/ﬂ Eseguiamo il cambio di variabile:
¢ = a® = d€ = 2xdx

Quindi:

/ = arcsin £ ) +C
/(a2)? — &2 (

22
= I (z ):§a1"051n (a2> +C

1+26 1+ (a3

18. I (x) = /xde = / - dx . Eseguiamo il cambio di variabile:
£ =% = d€ = 32%dx
Quindi:

1 [ de 1

[ = — _— = —
(€) 3/1+§2 Sarctanf—i-C'

1

= [ (z) = 3 arctan (2°) + C

19. I (z) = / aeinr dr. Eseguiamo il cambio di variabile:

dx
V11— 22

¢ = arcsine = d€ =
Quindi:
_ /\/gdg — 253/2 +C

2
= [ (z) = 3 (arcsinz)*? 4+ C

20. [ (x) = /arﬂifdx Eseguiamo il cambio di variabile:

1 de N dx —ldS
214 (2)? 14422 2

)= et =3¢+
(srctanZ)’ 4

&= arctan% = d¢ =

Quindi:

H>|H[\D|H

= [ (z) =



T
1+4x2 14422 14422

21 [ /q;—\/arctaHdex _ / dr — /7\/3‘1@3”1295011- = [1 (,1‘) — [2 (l‘)

$2
Calcolo di I (z) = /1+4x2 de = %/d(11:44x2 >dx = +In(1+42%) 4+ C

Calcolo di I (z / Yarcten e
Eseguiamo il cambio di variabile:
2 dx 1
¢ = arctan 2z —> d§ = T 4x2dx — [T 122 = §d§
Quindi:
1
/ = _53/2 + Cy
1
— I, (z) = 3 (arctan 22)%% + Cs,

donde:

1 1
I(z)= 3 In (14 42%) — 3 (arctan 22)** + C
22. I (x) = /e(“2+1)dx. Eseguiamo il cambio di variabile:

1

Quindi:
1= [t =3¢ +C
-2 2
1
— I(@) = —5e " 4
23. 1 /x?‘” dx = —/712d(x2) = 271127 +C
24. 1
1 dz dz
{=-—=dl=—— = 5 =—d§
x x T
Quindi:
I(€) = —/efdgz —e& +C
1
= [ (z) = —iel/m +C
25. I (x) = /5\/5%. Eseguiamo il cambio di variabile:
=V —df= o — I e
Q\f Vi

Quindi:

16 = /55d§_21i—5+0
5VE

Inb

= I (z) =



26. I (z) = /(a ;é):) d9€=/(ﬁ—:—2+b—z)d:l:=h(x)—2(x—02),essendo:

/—m+/—m@U1 ) + Ja ()

Qui é:

Ji(z) = /Z—mdx, Jy (x) = de

0= [ () o= g g

()

Risulta:

Scambiando a con b:

o (7) = Inb—1Ina + 5
Quindi:
a*b™% — a= b a*b™% — a= b
huﬁ——Egtig—+faz:luy_—agjﬂg——ax+c

o 1) = £ = [ (25— a) o= [ (@t -0 i

= /a%zdx — /a_m/de =1 ()= L(x),

essendo:
2 3 3 2 a32*
I g (2) = 2
1 () 3/a2 d (295) ST 1
_= x a
[2(.%') = —2/(1 2d<§> = —QH—FCQ
Quindi
2 =
I{z) 31na< +3a >+C
28. I (z) =
E=¢€" = e"dr =d¢§
Quindi:

0= [¢5= [E mme-we

:>I( )=Inle" -1+ C
29. I (z) = /ex\/a — bedx. Eseguiamo il cambio di variabile:

1
E=a—be" = e"dx = —Edf

Quindi:

-4

2

3/2
+C
1+%g

(a — ber)’ + C



30. I(z)= / (e"/* + 1)1/3 e*/*dx. Eseguiamo il cambio di variabile:

Quindi:

1
£ =e"" = df = —e*/dx
a

I<£>:a/<£+1>”3d£:?jf<s+1>4/3+0

:>I(x):%a(e$/“+1)4/3+c

3.5.2.1 Calcolare gli integrali

—_
~—
—
2z

ISy
B

2) /166_2,”0395

3)/\/16_17d1‘
4)/(cosax+sinax)2d:p 14)
5) /sin (Inz) %

6) /@dm

7) /xsin(l—ﬁ)dw

8) /%dm

10) / Facora

3.5.3 Soluzioni
1 I(z) = /ﬁj;g.

Quindi:

2. I(z) = /%dm; Eseguiamo il cambio di variabile:

11)/(28inh5x—3cosh5x)dx 21)

12) / tanh dx

15) /37 V24322 1.

24322
16) | 9%
17) / st
19) [t
19) / T
20) [ 2+ ztm) %

Eseguiamo il cambio di variabile:

/ a*™% cos xdx
z" " dx
22)/de
23) /tan2 axdx
24) /\3/1+1na:dl,
25) /tan\/x— 1A
earctan | 4.1y x2
26)/ +1j$21+ )+,
28) / 2 dx
29) /GSiHQZSin2$d$
0) [ s

{=a" = 1+a* =14 dé=a™

I(¢) = /% = arctan{ + C
= [ () = arctan (a”) + C

5 — e—bw _— 1 €—2ba: -1 5'2, dg — _be—bzdz



Quindi:

1 1+¢
1) =— /1_522— nlT | +0
1—1—6*”‘”
:>[()__2_b1n1—e_b73 C

3. I(x)= /\/%dx; Eseguiamo il cambio di variabile:
E=¢€" = edr =d¢
Quindi:

I(¢) = = arcsin + C

dg
N

— [ (z) = arcsin (¢") + C
4. I(z) = / (cos azx + sin ax)® do = / (cos? az + sin® ax + sin 2ax) do = /dx—i—

—|—ﬁ/sin 2axd (2az) = (x + C1) 4 5 (— cos 2ax + Cy) = & — 5= cos 2ax + C

5. 1 (z) = /sin (Inz) 4. Eseguiamo il cambio di variabile:

lenx:dfzd—x
x

Quindi:

I(¢) = /sin§d£ = —cos{+C
== [ (z) = —cos(lnz)+C

cos?

6. I(z)= /—Vtar‘;d:p Eseguiamo il cambio di variabile:

dx

§{ =tans — d§ = —
cos? x

Quindi:
_ /\/Edg = %gw e
— [ (z) = %vtan‘gx—i—C’

7. I(x) = /x sin (1 — 2?) dz. Eseguiamo il cambio di variabile:
9 1
E=1—=x :xdx:—idf
Quindi:

1) = —%/sinfd& = %cosﬁ—l—C

:I(x):%cos(l—:f)—i—C’



8. I(x)= / (cot 2 Eseguiamo il cambio di variabile:

Sll’l T

dx

2

E=cotr = df = ——
sin“ x

Quindi:
/52/3d£ 255/3 +C
I(z

= ~F (cot )"+ ¢

0. 1(a) = [Lebzao— [t [de 1)+ L)

d 1
I (x) :/i:—tan&x—i—C’l

cos?3x 3
sin 3x
I =
2(7) /(3053 Sxdx

Per calcolare I, (x) eseguiamo il cambio di variabile:

¢ = cos3x = d§ = —3sin 3xdr

Quindi:
L [fd§ 11
L) =—=[]==
2 (g) 3 52 3§ 02
1 1
— L(2) = 3 cos 3x =)= 3 (tan&r—i— (30533:) +c

10. I (x) = / —%—_ Eseguiamo il cambio di variabile:

Quindi:

__bfde 1 fdb—af) 1
1) = 3/b—a§_3a/ b—a& _3a1n|b atl +¢

1
— [ (z) = —In|b—acot3z| + C
3a

11. I (x) = /(2 sinh 5z — 3 coshbz)dr =2 - 5/smh bxd (bx) — 5/cosh Sxd (5x)

= 2 cosh 5z — 2 sinh b2 + C' = 1 (2cosh 5z — 3sinh 5z) + C
12. I(z) = /tanh dx = /zgﬁidx = /%dw = In(coshz) + C
13. I, ( / xy/n — x?dx. Eseguiamo il cambio di variabile:

1
§=n—2" = df = —20dy = wdr = —dE



14.

15.

16.

17.

18.

19.

Quindi:

[(:L') = /3—2v+23—;§m2d1' = 3/2f§$2 — \/\\/212:32;2 = 3[1 (x) — [2 (x)

dx dx dg\/gm>

ho = [o = [ty -5
= %arctan <\/§x> + 4

(o) = | 7 = / \/(ﬁ)gi(mf -

_ — —_— e . — 2
i) Taeay - e V3 + V2 + 322| + Cs,
donde:

1
I(x)= \/garctan (x@) — ﬁln ’\/gx-l— V24322 4+ C
I(z) = % = /e‘%mdx = —2/@‘%%{ (_%x) — 9e%/2 4 (O

xr+4cosT T+Ccos T

I(z) = /—181“0395 = /7‘1(”‘””) =In|z +cosz|+ C

I(x)= / dr  Fseguiamo il cambio di variabile:

zln®x

lenx:>d£:d—x
Quindi:
d¢ 1
1¢&)=[—==—+C
©-[% 1§+

I(z) = / Wﬁ. Eseguiamo il cambio di variabile:

dx

{=tanzr = d§ = ——
cos? x

Quindi:




x rdx
20. I'(z) = / 2+ 2m2+1) i 2/2z2+1 - /(212+1)2 =26 (@) + L (2)

Qui é:
dx
[l(x>_/2x2+1
B / dx
1+ (\/_x)2
\/_/ 222 + 1
1
= % arctan (\/§x> + Cf;
d(22* 4+ 1) 11
I - - -
A /(2952+1)2 122117 7
Quindi:
1
I (.T) = \/iarctan (\/533') — m + C

21. I (x) = / a*™? cos vdx. Eseguiamo il cambio di variabile:

¢ = cosr = d§ = cosxdx

Quindi:
a
I(6) :/a5d£: —+C
Ina
asinx
I = —
= I(x) Ina +

22. [ (x) = /ﬁ\/n;:—jljdx. Eseguiamo il cambio di variabile:

E=2"+1 = d¢ = nz" Ydz

Quindi:

23. I (x) = /tan2 avdr = /szggdm =

:/71 CE AL dr = / dr —/dx:ltanax—x
COs“ axr COs“ axr a

24. I (x / VLt gy Eseguiamo il cambio di variabile:

d
f=ng—de =2
xXr



25.

26.

Quindi:

I<f>:/<1+s>“3d£: avetc
I (2) = 2\3/(1+1nx)4+0

I(z) = /tan Vi — 1\/;{%. Eseguiamo il cambio di variabile:

] w

dx
E=Vr-l=di=gr—

Quindi:

1) :2/Sm§d§: —2/M — —2Insiné| + C

cos & cos &

= [(z) = —21n}sin\/x—1’ +C

I(z)= /eam an”ﬁzglﬂ )1 dr = I (x) + I (x) + I3 (x), essendo:

earctanz
I (x) :/1+$2 dx

L) = /de

1+ 22

dx
I3(x) = /1+x2d:p

Calcolo di I; (z)
Eseguiamo il cambio di variabile:
dx

¢ = arctanx T2 ¢

Quindi:
[1(§) :2/€£d€:€£+01
_— ]1 (l’) — 6aurctanz + Cl

Calcolo di 15 (z)
Eseguiamo il cambio di variabile:

2xdx

— 2 —
f—ln(1+x):>d§—1+x2

Quindi:
1 1
I (§) = §/§d€: Z§2+02
— I (z) = iln2 (1+27%) + Co

Calcolo di I3 (z)

d
I3 (z) = /1 +xx2 = arctanz + Cj

Quindi:
1
I (x) = e™etane 4 1 In® (14 2?) + arctanz + C



27. 1 (z) = /??”_Cf’?””dx = —/w = —In|sinz + cosz| + C

sin r-+cos T sin z-+cos x

5 10)- [ [ [ (1

:/dx+2/m§lf2:x+2 2\1/_ln —\/_>+C:x+§ln V2

z+V2
29. I (z) = / e 7 gin 2xdx. Eseguiamo il cambio di variabile:

¢ = sin® x = d¢ = sin 2zdx
Quindi:

I(g):/efdgzeer(J

— [ (z) = s’ L o

30. I(z)= /\/i%d:c =51 (z) — 31 (x), essendo:
B / dx
V4 — 322
?) = / dx
) VA=32

Calcolo di I; (z)

- ﬁ

Calcolo di I5 (z)

Eseguiamo il cambio di variabile:
9 1
E=4-3x :>xd:c:—6d£
Quindi:
1 [d 1
L(§)=—% —52——\/E+C2
- [2 ( ) \/ 4 — 322 + 02

Da cio segue:

5 o V3) 1 >
I(z)= 7 arcsin <x7> + g\/4 — 322+ C




3.5.4 Calcolare gli integrali:
9) /x2 cosh (2* 4 3) dx

1) / sin (% + ¢o) dt - 5) / Sy
10) /3tanhxdl‘

dzx arcslna:—l—z
2) /J}(4—1n2z) 6) Vi1—x2 dx cosh? z
arccos(% ) cos 22
3)/ —=dx 7) /4+C0822xd3:
ln :):Jr
—tanz _dx
4) /6 cos? / 1+x2

1. I(t) = /sm (% + ¢o) dt. Eseguiamo il cambio di variabile:

2m 2m T
= — dr = —dt dt = —d
T=7 + Qg = dr 7= 54
Quindi:
2 T T
I(r)= ﬂ-/SlanT——§COST+C:>[() o
2. I(z) = /m([l_dﬁ. Eseguiamo il cambio di variabile:

d
E=Inz— — = d¢
X

Quindi:
d
10- 1%
dg
[
1 24¢
1 2+ Inzx
[(x)—zln 2—Inx

arccos( 3 ) dz. Eseguiamo il cambio di variabile:

3. I(a:):/ it

x
= — — =
& = arccos ( 2) i

- [ea

12
= —3€+C

I(x)= —% [arccos (%)]2 +C

Quindi:



cos? x

4. I(z) = /e tanz_dz_ Fseguiamo il cambio di variabile:

dx
cos? x

£ =—tanr = d§ = —
Quindi:

1= [ etas

= +C
I(ZL‘) — _etanm+c

5. 1 (z) = /wdx. Eseguiamo il cambio di variabile:

\ 2—sin x

1
£ =sin® x = sinz cos zdx = §d£

Quindi:

6. [(l‘) :/arcsinzx-i-a:dx /arc51na:dx+/ 1qix2dl‘
Poniamo:
def [ arcsinx def T
L () = | ———dux; I = [ ——dx
[T hw Y [
Calcolo di I; (z)

Eseguiamo il cambio di variabile:

dx
v1—2a?

— 5 ee

1
= 552—1-01

= d¢

¢ = arcsinez =

Quindi:

I (z) = = (arcsinz)® + C}

l\DlH

Calcolo di 15 (z)

Eseguiamo il cambio di variabile:

xdx d¢

V1—22 T2

g:l—x2:>



Quindi:

1 [d
[2(5):_5 7%
= —\/E—I—Cb

]1(1'):—\/1—ZL'2+02

L’integrale I (x) é:
1
I(z) = 5 (arcsinz)? — V1 — 22 + C

4+cos? 2z 5—sin? 2z

7. 1(x) = / COSTL_ oy — /de. Eseguiamo il cambio di variabile:

d
¢ = sin 2x = cos 2xdx = ;

Quindi:

d
10-3/+%a

1 VB HE
CAVE VB¢

I(z)= %ln (7\/5+sm2:c> +C

In

+C

V5 — sin 2z
8. I(x)= / Mdm. Eseguiamo il cambio di variabile:

1+22

dv
Vita?

E=In(o+Va?+1) = de
Quindi:
1) = [ Ve
= g\/€3+0
I(z) = g\/ln?’ (Hm) +C

9. I(z)= / 22 cosh (22 + 3) dw. Eseguiamo il cambio di variabile:

dg

£:x2+3:>x2dx:§
Quindi:
1
I1(¢)= g/coshfdf
1
= gsinh§+C

I(x):%sinh(x‘g—i—?))—i—C



cosh?

10. I (x) = /mdx. Eseguiamo il cambio di variabile:

d
¢ =tanhr — 926 =d¢§
cos? x

Quindi:

3.6 Integrazione per sostituzione

Assegnato l'integrale:

si esegue la sostituzione:

In tal modo l'integrale (3.2) diventa:

/ 16 (€)' (€)de

(3.4)

La scelta della funzione ¢ (£) deve essere tale che (3.4) é riconducibile agli integrali fonda-

mentali.
Esempio 1
I(z)= /x\/x — ldx

Poniamo:

f =VZI— 17
da cui:

r=8E+1
dr = 26d€

L’integrale diventa:

1(§):2/ (£ +1)d¢ =2 (%guéé’) +C

Ripristinando la variabile x:

Esempio 2



Poniamo:

E=5r—2

da cui:

d¢ = 5dx

L’integrale diventa:

I =+ %:g\/g+0

Ripristinando la variabile x:

I(x):§\/5x—2+0

Esempio 3
B / xdx
V1+at
Poniamo:
£ =4
da cui:
d¢ = 2xdx

L’integrale diventa:

() =1 ;Tfﬁ_“_nk+‘@2 )+C

Ripristinando la variabile x:
1
I(x)= §1n<x2—|—\/x4—|—1> +C
* kK

In molti casi ¢ conveniente eseguire le sostituzioni trigonometriche. Precisamente, se
I’integrando contiene uno dei seguenti radicali:

\/a2 _ x2, \/xQ _ a2, \/xQ T a2,

si eseguono le sostituzioni:

2—22, z=asin{ = Va®>— 122 =acos{
a
x?—a?, x= = Va2 —a? =atanf

cosé

Var?+a?, r=atan{ = Va?+a® =

a

coS §

Esempio 4
Vaz+1
== dx

Poniamo:



r=tan¢

da cui:

2+1=

cosé

L’integrale diventa:

_ dg
€)= /sin2£COS§

_[sin®& + cos?* €
_/ sin? & cos & dé
=1 (§) + 12 (¢),
essendo:
_ (48 _
I (¢) —/cos§ =In cosE +tan&| + C4
_ feos§ . fd(sing) 1
(&) = /sin2£d€ _/ sin? & ~ siné + o,
Quindi:
1 1
I(¢)=1n cos§+tan£ —Q—I—C’

Ripristinando la variabile x e osservando che

—\/1+tan £ =1+ a2

smﬁ \/ L tan? 5 \/

V1422
x

sl ottiene:

+C

I(x):ln‘

3.6.1 Calcolare gli integrali:




3.6.2 Soluzioni

1. I(z)= /x\/% Procediamo per sostituzione:

x x 19

Quindi:

dg
e =-[—%
/\/1— (ev2)’

1 d (£V2)

RCN Y

= _\/Lﬁ arcsin <£\/§> +C

I(z)= —% arcsin (g) +C

2. I(z)= /efil. Procediamo per sostituzione:

de d¢
et +1 41

r=—In¢{ =

Quindi:
I S
1O -- 5
=—In|(+1|+C

I(z)=-In(l+e™)+C

3. I(z)= /x (522 — 3)" dz. Procediamo per sostituzione:

dg
2 — = =
51" — 3 =§ = wdx 0

Quindi:

1) =55 [€de

L s
= — C
80f -
I(z)= 1 (5IL‘2—3)8+C
30
4. I (x) = /\}”% Procediamo per sostituzione:
dz

E=Ver+1—=




Quindi:

I<£>:2/(£2—1)d§

2

2/ 3
I(x):§ (x+1) =2z +1+C
cos xdx

5. 1 (z) = /\/ﬁ Procediamo per sostituzione:

¢ =siné = cosxdr = d€

Quindi:
dg
I
:ln’£+\/1+€2 +C

sinz + V1 +sin?z| +C

I(z)=1In

6. I(x)= /x (22 4 5)" dz. Poniamo
§=2x+5= d{ =2dx

Quindi:

o=y [ (5-3) ¢

1 12 5 11
g2y
s Tmt T

151 (22 + 5)”} +C

7,/%@:/% /dx /\/_dx—x 3Vad+C

8. I(x) :/ & _ Poniamo

I(z) = i {112 (22 + 5)2

z/20+1
dz
=V2r+1=d{=
20 +1
Quindi:
§2
=1In —I—C'
V2 +1—
I(x):ln' v 1'—1—0

V2r+1+1



9. I(x)= /\/gf—_l Poniamo

d d
E=Ver — 1= ° 3

=2
et —1 £2+1

ro=-2[5%

£+1
= arctan{ + C'

I (z) = 2arctan (Ve* — 1) + C

o In2z dx __ In2+Inz dz :
10. I (x) = /ln4z ~ = /71n4+1nx -*. Poniamo

Quindi:

d
f=Inz— 2% =d¢
A

Quindi:

~ [In2+4¢
[(5)—/ln4+§d€

In2 —In4
SAGE Tk
B d(§+1n4)
—5—1“2/m
=¢(—In2n|¢ +In4|+C

I(z)=Inz—In2n|lnz+mn4|+C

11. 1(z) :/\/Zi%dx. Poniamo

Quindi:
ro=2[ (-
1
=2 (§§3 - 5) +C

[(2)=2(—2)VETi+C

3
12. I (x) = / S°2 . Poniamo
sin® 1— &2
& =cosx — x NG '3

Quindi:
1(¢) = / (62— ¢11) de
_ %55/2 o 251/2 +C

I (z) =2+/cosx (é cos® x — 1) +C



13. I (x) = / —At—dz. Poniamo

Quindi:

d
1(6) = - 1j§2

:—1n’§+\/£27+1‘+0

x)=—In

I

—~

pvans IRAC
1+Va2+1

Kokosk

3.6.3 Calcolare i seguenti integrali utilizzando le sostituzioni trigo-
nometriche

D [t o) [

1'3 X T
2) | e 6) / P
3) [~ xi’“g dx 7) /\/ 1 — 22dx

4)

—

dx 8) dzx

1. I(x) :/ 22dr_  Poniamo

x2dx

= = sin® &d¢

r =sin =

Quindi:

1) = [ s cag

= 1/(1 — cos 26) d¢

2
:%</d§—%/0052§d(2§)>
:g—isin%
I(x):arcsinx—%\/l—xQ—FC

2. I(x) :/ 2dr_ Poniamo

x3dx
g —= \/§S1n€ :> — 23/2 SiH3 fdg
V2 — a2




Quindi:

I(&) =232 /sinzgsinﬁdf
= 23/2/ (cos*& — 1) d(cos€)

1
-4 - tan§ = —Va?2 —a?; dr = ¢ sin £d€
cos & a s2&
Quindi:
sin? ¢
1(¢)= d
©=a [ St
P
:a/l coS fdﬁ
cos &
d.
:a(/ 3 — cosfdf)
cos &
1
=a (ln tan & + —' — sinf—I—C’)
cosé
Voo — 7 _ 2
[(x):a(ln S e B a>+0
a x
4. I(x) = xjiﬁi_l. Anziché eseguire una sostituzione trigonometrica, ¢ conveniente
porre:
1 dz d¢
rT=- = — = ——
x §
dg
I1(&)=-— = — arccos

1
I (z) = —arccos —+ C
x

5. I (x) = /—W;de Poniamo

dg

r=tané = dx =
¢ cos? &




Quindi:

_ dg
I<£)_/sin§0082£
:/Sin2§—|—0052§d€

sin & cos? &

/ Cs(i;lf de + / sin &
:_/dc((j;sg) +/sm£
1

= 1
cosé m

1
- —cotf’—i—C
sin &

Osservando che:

,/2
=+/1+tan?é = :1:

x?+1,

sin f

COS

sl ottiene:

I(z)=vVa?+1+1n

vat+1-—1
%4_0

o dr . , . . . . . R .
6. I'(z) = [ 3 iz Anziché eseguire una sostituzione trigonometrica, é conveniente
porre:

1 dx
T

== 5=
P = ¢
/é T
452—1)
\/7_
:—i\/4g27—1+0

4 — 2
I(z)=-Y 4; +C

= /\/1 — 22dx. Poniamo
r=sné = <d:c =cos&d¢, V1 —a?= cosf)

Quindi:
I()= /cos2 dg

_ [cos28+1
—/fdf

— % (%/cos?fd (2§)+/d£)
:%(%sinQS—I—f)-i—C
I(x):%arcsinx—kg\/W‘i‘C



8. I(x)= /\/% Poniamo

r=sin?f = <dx =2sinfcosédf, \/x(l—1x)= sinﬁcosf)
Quindi:

1=z [
=2+C
I (z) = 2arcsin/z + C

3.7 /sin2 xdx, /C082 xdx

Dagli esercizi precedenti, risulta:

/ sin? xdr =
/ cos? xdr =
2

3.8 Integrazione per parti

(x —sinzcosz) + C = = (2o — sin2z) + C (3.5)

| = DN =

(x +sinzcosx) + C = — (22 +sin2z) + C

NS S

Proposizione. Se f () e g (x) sono funzioni derivabili, sussiste la formula di integrazione
per parti:

/ f(2)d @) de = f(r)g(x) - / g (2) [ () da, (3.6)

che puo essere riscritta come:
[f@ds@) = @@~ [9@df @) (3.7)

Dimostrazione. E immediata: basta applicare 'operatore di derivazione ad ambo i membri
della (3.7). O

Esempio 1

2 2 1 d
/xlnxdmz/lnxd T :x—ln{[——/xQ—x
2 2 2 x

2
1
:%lnx—zxz—kC
72
:Z(anx—l)—l—C

Esempio 2

/ex cosxdxr = /e“d (sinx) = e"sinz — /e“ sin xdx
=e"sinx — /e“”d(— CoS T)

:emsinx—l—emcosx—/emcosxdx,



risolvendo rispetto a [e” cos xdx:

/excosxdx = 6E(sinachcos:l:) +C

3.8.1 Calcolare gli integrali:

1) /ln:pdx 6) /e%dx 11)

(22 4+ 5x + 6) cos 2zdx

/
2) /arctanxdx 7) /x~2_mdx 12) /:c Inzdx
3) /arcsinxdx 8) /$2€3md$ 13) /ln2 xdx
4) /xsinxd:p 9) /x3e‘”/3d:p 14) /%dz
5) /xcosi’)xdx 10) /:csmxcosxdx 15) /%d

3.8.2 Soluzioni

L. I(a:):/lnxdx:xlnx—/xd(lnx):xlnx— de =z (Inx —1)+C

—

2. I(z) = /arctan xdx = xarctan r— /fidxg =zarctanz — 1In(1+2%) + C

2
3. I(z)= /arcsin xdxr = xarcsin x— /\/ML = rarcsinz + 3 /d\(/117)

=garcsine + V1 —22+C

4. I(x):/xsinxdx:/xd(—cosx) :—xcosx—l—/cosxd:p

= —xcosx +sinz + C

5. 1 (z) = /:c cos 3xdxr = /xd( sin 3z) = fasin 3z — §/sm 3xd (3z)

= % (xsin3x+ %cosBx) +C

6. I /exdx— /xe dy = /xd( —2) = :Ee_m—l—/e_’”dx: —xe‘””—/e‘””d(—x)
/e

= xe” / Ty =—ze " — [eTd(—z)=—ze " —e"+(C=-1 4+

8. I(x)= /x%“dx. Anziché integrare per parti, ¢ conveniente utilizzare il metodo dei

coefficienti indeterminati. Assegnato l'integrale:
Lym (z) = /pn (x) e™dz,

essendo p, () un polinomio di grado n:

n
= E akxk
k=0



risulta:
L (2) = Gn () €™, (3.8)

qui é:

qn (z) = Zbkxk
k=0

Applichiamo l'operatore di derivazione ad ambo i membri della (3.8):
D/pn (x) e™dx = D g, (x)e™],
ottenendo:
Pu () = ¢, () + Mgy (2) (3.9)

Il principio di identita dei polinomi applicato alla (3.9) conduce ad un sistema di equa-
zioni lineari che permette di ricavare i coefficienti indeterminati by, e quindi 'integrale

Lym ().

Nel caso in esame é:

I (x) = /xQe&”dx = (b2x2 + bix + bo) e

2% = 3byx® + (3by + 2by) T + by + 3bg

Affinché sia verificata ['ultima, deve essere:

3by =1
3by + 20, =0
b2 +3b0 - O,

da cui i coeffcienti indeterminati:
1 2 2
by, b1, bg) = | =, —=, —
(27 1, O) (3a 9a27)7

3z
Is(x) = 62—7 (92% — 62 + 2)

quindi 'integrale:

I (z) = /x3ex/3dx. Procedendo come nell’esercizio precedente:

/$36x/3d1' = (bg[L‘z + box? + bz + bo) e s,

donde:
1
e /3 = (3b3:p2 + 2byx + bl) e 3 — 3 (b3x3 + box? + by + bo) e /3

b b b b
:—33:103—1—(3b3—§2)x2+(2b2—§1>x+bl—§2



da cui:

b3 +3=0
b
3bg—§:o
b
262—3120
bo—?)bl:()

/x3e_x/3dx = -3 (:103 + 922 + 54x + 162) e v/3

10. I (z) = /xsinxcosxdaz = %/xsiandm

— 1 [ pd(—em2e) =1 |:—%1'COSQ,I'+ i/cosQ:Ed (2:10)}

(sin 2x — 2z cos 2x) + C

11. I (z) = /(x2 + 5z + 6) cos 2xdx. Anziché procedere per un’integrazione per parti,

conviene applicare il metodo dei coefficienti indeterminati. Piu in generale, consideria-

mo l'integrale:

Lo () = /pn (x) cos (ax) dx (3.10)

L’integrale (3.10) ha la forma:

Lo () = g, (z) cos (ax) + 1, (2) sin (o) , (3.11)

essendo:

k=1
qn (z) = Zbkxk
k=1
o (x) = chxk
k=1

Applicando l'operatore di derivazione ad ambo i membri della (3.11) ed eseguendo le
dovute semplificazioni:

Io(2) = % [(a1 + 2a27) acos (ax) + ((ap + a12) & + az (=2 + &’2?)) sin (az)]

Nel caso in esame é:

Ly (z) = = [(5+ 2x) cos (2z) + (22” + 10z + 11) sin (2z)]

1 =

12. I(x x21nxd:p:/lnxd (%) = x—;lnx—é/ﬁdx: %(BIH:E—l)—I—C'

-
13.1(:1;):/

1n2xdx:x1n2x—2/lnxdx:x(1n2x—21nx—|—2) +C



=—shhr—15+C=-1z4(C
15. I'(x) = [ 22da /1nxd(2f)_2f1nx—2/\/§d§
:Qﬁlnx—Q/x_l/de:2ﬁ(lnx—2)+0

$okok

3.8.3 Calcolare gli integrali:

¥E

14. I (x /m—mdx_/lnxd(—ﬁ)_/lnxd( 27) = —zp T,

1
z2

/ D2 da 5) / e 9) / e sin brdx
/x arctan zdx 6) /ng’;fjx 0) [sin(Inz)dx
3) / x arcsin zdx 7) / e sin wdx
4) /ln (z+V1+a%)dx 38) /39‘*’ cos xdx

3.8.4 Soluzioni

/mzdx — /ln:cd(Q\/E) = Qﬁlnx—z/ﬁd?z
=2z (lnx —2)+C

2. I(x)= /:c arctan xdr = /arctanxd (%) = %2 arctan x —

1| 2
2 241

Poniamo:
2
T
J = d
(z) /x2+1 .
1-1
_/de
2 +1
dr —
/x /x2+1
= — arctanx + C,
donde: 2,
](ZL‘):x; arctanx—%—k@

_ : _ : 22\ _ a? : 1 22 dx
3. I(z)= /:c arcsin xdx = /arcsm xd (7 = Garcsing — 5 [ 7=

Poniamo:

V1—a22

x? —1+1
\/1—x2
2
—1
! dr +

V11— a2 \/1—IL‘2
—/\/1 — 22dx + arcsin x

dx

dzx

xT



Calcoliamo a parte [ /1 — 2z2d:

/ V1—22de = / sin? £d¢

r=sin&

_ %/(1  cos26)d¢
(§ — % sin 25) +C, = 1 (arcsinx — V1 — IE2> + (7,

{=arcsinz

N | —

donde:

2

1
I(x)= % arcsinx — 1 (arcsinx —xV1-— x2) +C

. I(a:):/ln(:c—i—\/1+:c2)dx:xln(x+\/1+x2)—/ﬁdw

:xln(x+\/1+x2)—/d\(/%) :xln(x+\/1+x2)—2\/1+x2+0

: I(x):/sf;é”x :/:cd(—cotx):—xcotx+/cotxdx:—:ccotx+/§’TS;dx

= —xcotx + In|sinz| + C

sin”® x

: I(x):/w:/xcosxd(—cotx):—:Ecosxcot:p—l—/cotx(cosx—xsinx)d:p

Poniamo:
J(x):/cotx(cosx—xsinx)d:p
/coszx—xcosxsinx
= . dx
sin
cos®
:/ - dx—/xcosxdx
sin x
1 — sin?
:/ﬁd‘x— (xsinx—/sinxd:p)
sin
dx . z .
= - —xsmx:ln)tan—)—xsmx—i—a
sin x 2
donde:
I (z) = —xcosxzcotx + In tan%’ —xsinz + C
= — .x +In tanfl—I—C'
sin x 2

A (x) = /ew sin xdx = /emd(— cosx) = —e” cosT + /Cos:cd (e”)

Poniamo:
J(z) = /e“ cos xdx
= /exd(sinx) =e"sinx — [ (x),

da cui: N
I(z)= % (sinx —cosz) +C



8. I(x)= /Bx cosxdxr = /SId (sinz) = 3" sinx—/ sinxd (3%) = 3° sinx—i/i’)“ sin xdx

In3
Poniamo:
J(z) = /3“ sin xdx = /SId(— cos )
1
= —3%cosx + — [ 3% cos xdx
In3
Quindi

I(z) =3%sinz —In3[—3%cosz + I (z)In3]

Risolvendo rispetto a I (z):

3* (cosxIn3 + sin z)
Iz) = 1 +In? e

9. Ly () = /e‘w sin bxdx

Abbiamo
1
Loy () = /eaxd (_E cos bx)
_ _1 ax br + ﬁ ax brd
= —pe*cosbr + o [ €* cosbudy
Poniamo:
1.
Jap () = /e‘”” cos brdx = /e‘””d (E sin bx)
1
= Ee“ sin bx — %[a,b (x),
donde:
e (asin bxr — bcos br)
fa (@) = a? + b2 e

10. I () = [sin(Inz)dz = xsin (Inz) — [cos(Inz)dz = zsin(Inz) — J (x)

essendo:

J(z) = / cos (Inz) dz

=zxcos(Inz) + 1 (z),

quindi:

I(z)= % [zsin (Inz) — cos (Inz)] + C



3.8.5 Calcolare i seguenti integrali applicando il metodo piti oppor-
tuno

1) /x3 sin zdx 7) /ln Edx 13) /arf;‘lmffdx
2) /\/Eln (2z) dx /ln(lnm 14) /:c tan? 2zdx
3) /xBerdx /x arctan 3zdx 15) /mc}#dx

4) / eVeda /
5) / (22 — 22 + 3) In 2da / arcsin 7)°
1) [

6) /xln(;—i) dz

X arctan:p dx

arcsm €T dx

3.8.6 Soluzioni
1. I(z)= /xB sin xdz

Poniamo:
3 3
3 o k k
r’sinzdx =sinx Y bypx" +cosxz Y cpx
k=1 k=1

Derivando primo e secondo membro, e risolvendo rispetto ai coefficienti by, ¢;:

/x3sinxdx = - (x2 —6) cosz + 3 (ZL‘2 —2) sinx + C

2. 1 /\/_ln 2x)dx—/1n(2x)d(2 23/?) = 2232 1n (2z) — 3/ 12dg

= %:pg/Q In (2z) — g\/:p_—k C,
donde: )
I(z)= §\/ﬁ[sln(zx) —2l+C

3. I(z)= /:c e dr = /x2xe_m2dx = %/xZ:ce_dex = %/xZe_de(xQ)

=, /fegdf. Calcoliamo a parte quest’integrale utilizzando il metodo dei coefficienti
E=x

indeterminati:

/ Ee78dE = (by + b€ et + O
Derivando primo e secondo membro:
f@ié = (bo + blf) 676

da cui:

(b(), bl) = (—]_, —]_) — /56_6(15 = — (]. + 5) 6_§ +C
Ripristinando la variabile x:

I(x)= —% (1+2?) e+ C



4. I (x)= /eﬁdx. Eseguiamo il cambio di variabile:

= 1 = dx = 2¢d¢,

I 5):2/56%522(5@5—/@%5) =2(6-1)e* +C,

ripristinando la variabile x:

donde:

I(z)=2(Vz—1)eV"+C

5. /(:c2 —2z+3)Inzdr = z2°Inx — 52° — (Inz) 2? + L2® + 3zIna — 32+ C

9

6./:cln( r) gy = £211 (122) 4 C

T

®©

/@dw =hnzh(nz)-1]+C

9. /x2 arctan 3zdx = fa® arctan 3z — & [#% — $In (14 927)] + C

10. /x (arctan x)” dx = ”2;1 (arctan z)® — x arctan © + tn(l1+2%)+C

11. / (arcsin z)* dx = arcsin x (zarcsinz + 2v1 —2?) — 224+ C

arcsin x _ 1 : T
12. /de = —_arcsinz + In ‘71 >

13. /arcsm‘/_d = —2y/1 —zarcsin/zr + 2\/x + C

14. /x tan? 2zdz = jxtan 2z — 32 — £ In (1 + tan?22) 4+ C

2 _
15. /su;xzdl, — % sinx—2cosx ginr — -2 —f-C

er 5e$

3.9 Integrali contenenti un trinomio di secondo grado

Consideriamo gli integrali del tipo:

mx +n

Fo)= [T
(z) ax? +bxr +c

dz, (3.12)

essendo m,n,a,b,c € R. Senza perdita di generalita, consideriamo a > 0.
Poniamo:

mz +n = A(2ax +b) + B, (3.13)



da cui:

donde:

mx —+n
—  dx
ax?+bx +c

essendo:

A= p_p_ 12 (3.14)

m 2ax +b dr + mb / dz
2a ) ar?+bx +c 2a ax? +bxr +c

m mb
:%ln}axQ_Fbx—i—c}—i—Cl—l—(n—%>G(x),

dx
G(x)_/aijLb:c—l—c

Per calcolare G (z) procediamo nel modo seguente:

da cui si ricava:

essendo

il discriminante del trinomio.

Distinguiamo i tre casi:

1. A<O0
2. A>0

3. A=0

Iniziamo con il caso 1:

ar? +br+c=a(r+k)>+1, (3.15)
b b? A
= __ —c— — = —— q
g 2a’ I=c 4a 4a’ (3.16)
A =b* — dac, (3.17)

1 dx

G(x):7/1+[\/?(:c+k)}2

Eseguiamo il cambio di variabile:

L’integrale G (§) diventa:

Ripristinando la variabile x:

\/g(x—l—k) —¢=dr = \/gdg (3.18)

1
:—arctan + C!
V/1+£2 Vap retans + G



Osserviamo che:

A (3.19)
A YT T '
quindi:
2 2ax + b
G(r)= arctan | —— | + C 3.20
() = A anctan (220 s (3.20)
Finalmente l'integrale (3.12):
2 b 2 b
F(:c):%ln(aﬂqtbx—i-c)—i-ﬁ(n—%) arctan( il/% )+C (3.21)
Esempio 7. Calcoliamo:
2
x® — 3x + 10
Qui ¢ A = —31, quindi applichiamo la (3.21):
1 7 2r — 3
F(z)==In(2* -3z 410 —i——arctan( )—i—C’
Nel caso speciale m =0, n = 1:
dx 2 2ax + b
F = = t .22
() /axQ—H)x—l—c mmaﬂ(m)w (3.22)
Kok
Nel caso 2, la (3.15) si scrive:
ar’ +br +c=alz+ k) —|l, (3.23)
giacché [ < 0. Quindi
dx
6= [0
a(zx+k) — |l
B l/ d(z+k)
Ca) (pyk)? -l
1 x+k— \/@ .
= ln + 2
2valll g 4k + %‘
1 In 2ax + b — VA
B VA 2ax + b+ VA 2’
Esempio 8.
dx
Gx)= | ——
(z) /x2 —2r—3
Qui é: A =16, quindi:
1 r—3
G(x)=-1 C
(z) 4 t T+ 1’ *
cioé:
m 1 mb 2ax + b — VA
F(z)=—In|az® + bz +c +—(n——>1n +C 3.24
= 5% | VA 2a 2az + b+ VA (3:24)




$okok

Caso 3 (A =0): [ =0, per cui

l/d (x+k)
a) (z+k)?
2
= — C
2ax +b T
cioé:
F(x):ﬁln(aﬁ—i—bx—kc)— n—@ 2 +C (3.25)
2a 2a ) 2ax +b ’
Esempio 9.
3z + 2
F =
(z) /x2 —4x+4dx
3
Riassumendo:

2 b 2 b
A<0:F(w):2—ln(a$ —I—bx+c)+—( m—)arctan(ax—i_ >+C’

VA" VA
A>0= F(z) = %ln}aﬁ—kbx—kc}—k% (n—;n—j) In zzzizjtﬁ +C
A=0= F(z) = %ln(aﬁ—{—bx—kc) — (n—?—;) 2ax2—|—b+0

3.9.1 Calcolare gli integrali:

1) /xQx Thdr 4) ar,=233£4952+5‘Mj /#zzﬂ

r2— 6:)3+10

T 2)2
2) /z2+2z+5 /2+3z+4dx
dx
3) /x2+2x /

3.9.2 Soluzioni
1F(x):\/mévxlldx_f(l—i_aﬂzl)dx_x—i_fledx

2z—1—5
1+f}+0

:x+%[ln|x2—x—x|+%ln

2. F(x):/%— arctan (1) + C

3. F(x):/szfQI :%1n’z+2}+0

4. F(x):/ -2y = 31n (22 — 4o + 5) + 4arctan (z — 2) + C



/ 2233:&4 dr = [ln (°+ 3z +4) — ﬁ arctan (2%3” +C

/m2 6m+10d$—x—l—3ln(x — 6z + 10) + 8 arctan (x — 3) + C

/&EQIJrl = 2Y11 yrctan <6\Iﬁ1> +C

Kokosk

Consideriamo integrali del tipo:

H(:c):/ mx +n dr.
Var? +bx +c

Qui vanno distinti i casi:

1.a>0

2.a<0

Consideriamo a > 0
Applicando artificio (3.13):

2
H(x)—m ar +b +<n_m_b)/ dx
vVar? +bxr +c

b
= P Var? T bx+ o+ Oy + (n—m—)K(x),
a 2a

essendo:

_/ dx
B var?+bxr +c

Per calcolare K (z) applichiamo Iartificio (3.15):

_/ dx
- \/a(x—I—k‘)Q—f-l’

cosicché vanno distinti i tre casi:
1. A <0
2. A>0

3. A=0

Iniziamo con il caso 1:

\[/\/1 :E—I—k:)]

Eseguendo il cambio di variabile z — £ = \ﬁ x+k):

1
— :%m‘gﬂ/@‘ﬂb

K= [ 2

Ripristinando la variabile x:

Var? +bx +c

(3.26)



\/g(x—l—k:)—k\/l—k%(x—kkf

+ Oy

Per le (3.19):

donde:

Finalmente l'integrale (3.26):

1 b 2 b 2 b)?
H(@:@,WMHH_(n_ﬂ)ln Zaxtb [ (ez+bf

a Va

Ad esempio:

x+3
Y e B
Va2 + 2z +2
:\/x2+2x+2+2ln‘x+1+\/a:2+2x+2}+(J

H ()

Caso 2 (A > 0) vale la (3.23), donde:

dx

ﬁ(xjtk)r—l

K(x)\/lj/\/{

Eseguiamo il cambio di variabile:

5:\/%@%)

1 dx

:%m’gju\/ﬁ“@

Per le (3.19):

donde:

1 2ax + b 2ax + b)?
K ()= 2o 202 “”A Y lig

+C

(3.27)



Quindi:

m mb\ 1 2ax +b (2az + b)
H(z) = Zvaz? ) | 1 2
(x) —vaz +bx—|—c—|—(n 2a>\/5n A + A +C  (3.28)
Caso 3 (A =0):
d
K(x):/—‘”
va(x+ k)’
1
1 2ax +b
=1
\/an 2% ‘ CQ
Quindi:
m mb\ 1 2ax +b
H)="Varz sttt (no ™) L 20 th 2
(x) —vaz +bx—|—c—|—(n 2a)\/an 5a ’+C (3.29)

Consideriamo a < 0

b
H(:p):%\/aﬁ—kbx—i—c—i—C’l—i— (n—?—)K(w)

a

Qui é:

B dx
K(x)_/\/—|a|(x—|—k:)2+l

con k e [ dati dalla (3.16). Consideriamo solo il caso A > 0, giacché per A < 0 I'integrando
€ immaginario.

_1 dr
K (z) = \/Z/\/l {\/;@Jrk)r

Eseguendo il cambio di variabile
=/ rn)

otteniamo:
1 .
K () = m arcsin & + Cf
\|a
Ripristinando la variabile x:
[4a? 2ax + b 2ax + b
¢ A 2a VA (3:30)

Daz + b
— K (2) = ﬂ)+02,

1 :
———— arcsin
Vlal ( VA



donde:

a V]l 2a VA
Esempi
1. H(z) = \/% r=—/-202+3z+2—3 \/iarcsin(4m5)_3)+0
2. H(z) = \/ﬁ = arcsin (%) +C

3.9.3 Calcolare gli integrali

\/afixa: 4) /\/2_—%2——2&:2 dx

2x—8 10z—4
V1—z—z? dx 5) /\/2+5x712 dx
_ 3x+2 —2x+3
V1—4z—6x2 dx 6) /\/ 1445 —"722 x
3.9.4 Soluzioni

1. H(x) :/\/g% = arcsin (2 — 1)+ C

2. H{(z) = \/%dx = —2y/1— 1z — 2% — 9arcsin <2ng1> +C

3. H(z) = \/% = —1V1— 4z — 622 + Y8 arcsin [‘/51_0 (3x + 1)} +C

4. H(r) = 7“2 Tl = V2 =z — 2% + Sarcsin (2£H) + C
5. H(z) = %d‘x - _1_70 2+ b —Tx? — 3\[ arcsin (1455*5) +C

_ —2z43
6. H(.’L’) V14+5x—Tz2 dl‘

= 2,/(14 452 — 72?) + 8/Tarcsin 2L V417 (z — 2) + C

Esercizio 10. Calcolare:

_/ dx
Va2 +pr+q

Soluzione 11. 22 + pz + ¢ = (z + 5)2 + 4q;p2

Risulta A = p? — 4q, per cui se A < 0 abbiamo:

Poniamo:

(3.31)



donde:

Ax@:h45+wl+8

Cioé:

+Ch

2 p
K (z)=In [7 ‘x—I———l—\/xQ—i—px—l—q)
Vg —p? 2
zln’x+g+\/x2+px+q)+0,

essendo C' = In L/ﬁ] + (.
Se A > 0:

2 |4q-p°
4 Y

Farmra= (e}

K(x):/ dr

Eseguendo il cambio di variabile:

donde:

_ 2 p
= i )
otteniamo:
Kﬂazﬂnk+\ﬁ—ﬁw+01

In funzione di z:

2 p
K= |——— |+ =+ V22 +px+ ) +C
() [ \4q—p2| 5 p q 1

zln’x—i—‘gjtx/x?jtpx—l—q’—i—a

essendo C' = In [ 2 } + .
|4q—p?|
Se A =0:

donde:

Consideriamo gli integrali del tipo:

dz
L) = /(mx+n) Var? +br + ¢’

essendo m,n,a,b, c € R tali che (m,n) # (0,0).
Gli integrali di questo tipo si riducono a quelli del tipo (3.26) eseguendo il cambio di variabile:

(3.32)

1

mx +n

&=

Esempio



Esegiamo il cambio di variabile:

donde:

_ dg
L©= /~/252—2§+1
:—%1n}25—1+\/452—45+2}+0

Ripristinando la variabile indipendente:

L(x)= —Lln

+C
V2

1—z+4+/2(1+2?)
1+ 2

3.9.5 Calcolare gli integrali

dx dx
2) /x\/xQJra:l 4) /(z+1)\/12+2x

3.9.6 Soluzioni

1. L(x) :/ dr__ Eseguiamo il cambio di variabile:

vV 1—x

donde:

R
Ve

:—ln’§+\/£27—1’+0

L(€)

Ripristinando la variabile x:

L(z)=1In +C

x
14+ V1 —a?

2. L(z) = #\/ﬁ. Eseguiamo il cambio di variabile:

donde:

A"
LO=- | e



Applicando la (3.30):

L (§) = arcsin (_23; 1) +C

Ripristinando la variabile x:

L(z) = arcsin (‘;\}52) e

3. L(z) = /(x_l)d% Eseguiamo il cambio di variabile:

r—1=-,

donde:

- ¢
Ley= /m

Applicando la (3.30):

L (&) = arcsin (_3; 1) +C

Ripristinando la variabile x:

xr— 2

L (x) = arcsin [m

|+c

4. L(z) = /ﬁm Eseguiamo il cambio di variabile:

1
r+1=—,
§

donde:

[
AT

= —arcsiné + C

L (&)

Ripristinando la variabile x:

L(:p):—arcsin( = )+0

z+1

Kokosk

Consideriamo gli integrali del tipo:

M (z) = /\/ax2 + bz + cdx
Qui vanno distinti i casi:

1.a>0

2.a<0

(3.33)



Consideriamo a > 0
Ricaviamo dal trinomio un quadrato completo applichando I'artificio (3.15):

:/\/a(x%—k‘)Q—I—ldx

Eseguiamo il cambio di variabile:

E=x+k (3.34)

=+a / \/§2T dé (3.35)

Calcoliamo l'integrale a secondo membro della (3.35), ponendo o = [/a. Integrando per
parti:

Quindi:

g
2 2
[VETade—evEva- —

2 _
_5/752 /£+04 ag

Ve +a
e/ Era- [VETa _ds
EVEE+ / £+ad§+a/\/m,
donde:
e - SV it
/ &2 + ad§ £2 + + \/m
g E2tat o ln)§+\/m)+01

Osserviamo che:

2 b
Py axr +
2a
A 9 ax”+bxr +c
4a? a

Cs

2ax +b az? +bxr +c
|+
2a a

2 b A 2 b
_ et Var? + br + va ln\/aax+ +Var? +bx + ¢
4a 8a? 2a

2ax + b Av/a
== 2 -
M (z) 1V +bxr+c 2 In

—11’1\/5:| +02

Incorporando In y/a nella costante di integrazione:

Ava
8a2

C = 02+ 1Il\/_

otteniamo:

2 b A 2 b
M (x) = ar Var?+br +c— \/aln\/aaz+ +Var? +bx +c| +C (3.36)
a

4da 8a?



Esempi
x):/\/x2+2x—3dx:“T“\/xz—|—2x—3—21n(1+x+\/x2+2x—3)+C

M(x):/\/3x2+x+2dx

:% [6(6x+1)\/3x2+x+2+23\/§ln

:/ 2522 + 4o + Tdx
= L [5(2+ 252) VZ5a? + 4w + 7+ 171 |2 + 52 + 2522 + 4z + 7|] +

Consideriamo a < 0
L’integrale diventa (3.33)

L B rrr| +C

essendo

da cio segue affinché l'integrando sia reale, deve essere A > 0. Eseguendo il cambio di
variabile (3.34):

— Vil [ VFT e (3.37)
Integriamo per parti:
[V Ea -/ W
(- &) - B

_ 2 _ 2 _

svF—e- [t T
— 2 _ 2 2 _ ¢2 2 dg

V- [V fdsw/\/m
— VT~ [V g+ arcin ().

da cui:

/\/BQ — £2d§ = g — &4 52 arcsin (g) +

Sostituendo nella (3.37) e ripristinando la variabile z:

2 A 2
M (z) = az+b\/ax2+bx—i—c— 3 a arcsin( ax+b)+0

a a?

5

Esempi

= —2 — =zl /2 _op 41 in [ £z

—/\/ 22 — 20 + 1dx = ; 2 2x—|—1+arcsm<\/§)—|—0
M (z) = /\/x—:chx——\/x—x2+ arcsin (20 — 1) + C

:/\/Q—x—:p?d:p:QITjrl\/Q—x—x?—Fgarcsin(%)-l—C

Kokosk



Riassumendo:

mx +n
d 3.38
ar? +bx +c v ( )
+—2_ (n— mb) arctan (2“”’)) +C, se A<O
zﬁln’ax2+bx+c + +E (_ _2)1 2ax+b\/\_ﬁ+0 A>0
2a VA " n 2ax+b+vA ’ se
s T O se A =0
/ mx +n s (3.39)
var? +br +c
4
\}_(n—%)ln 2\7”_+b+ 1—1—(2“@[’ +C, sea>0,A<0
mb\ 1 2ax+b [ 4a(ax?+bz+c)
:T1/ax2+bx+c+ (n_%)\[]-n \/i_+ A +C, Sea>O,A>0
¢ (n—g—f) ~In |22kt | 4 O, sea>0,A=0
—\}r(n—@)ar051n<2“fib>+0 se a < 0,A>0

dz
(3.40)
(mx +n)vVar?+br+c
si riconduce alla forma (3.39)

mediante la sostituzione

- 1

mx +n

/\/ ax? + bx + cdx (3.41)
2ax + b —Agg/f \/_M+\/ax2+bx+c]+0, sea>0
— Var? +br +c+ Ay/Jal
4a

o7 arcsin <2M\F+b> + C, sea<0

3.10 Coppia di integrali notevoli

Dai calcoli precedenti segue I'esistenza della coppia di integrali notevoli:

/\/mozg—
[V g =5 /B

\/x2+a+%ln‘x+\/x2+oz)+0 (3.42)

7, P
x—i—?arcsm B +C

I%a w|&



3.11 Esercizi riepilogativi sugli integrali contenenti un

trinomio di secondo grado

3.11.1 Calcolare i seguenti integrali

dx

) [
) [t
) [
/ y +10y+30
5) / _a43 ..
6) /

V1—z2
7) /
) /
) /
10)

Va2 —1
212+2x+5

20—7
P dx

dx
2048z —x2
dx

V28—12x—22
dx

2243
922—12z+8

Soluzioni

/

3.11.1.1

dx
zvVx2—1"

1. I(x)

donde:

1o -- [

42
VAar—x?

z+2 d[L‘

dx

11)

2 [
g
/

2x—3
42211

dx

z+2
V2223

4z2+4a: 3

V35— Pda
17) / V3= Ids
18) / N

19) [ Va5

"
» [
f
) [ i
o) [t
o i
o |
'/

Eseguiamo il cambio di variabile:

d§
Ji-e

Ripristinando la variabile x:

2. /%ijigm% é arctan (2“”;1)

3. /ﬂfﬂ%dw = 1In|2? — 4z + 8| + S arctan (42) + C
4. /Mﬁ = \}garctan (y\j?> +C

5. \/ﬂdx— —v/1 =22 + 3arcsinz + C

6. /2’§+gdx =1In (22 +9) — Larctan (%) + C

VAax? — 4z + 5dx

a:\/zQ 5

2x—3
2+6x+13

3w2 4a:+3
\/27-1—62: a:2

5—4x
V12z—4z2 — 8

V16 — 922dx
Va2 — 16dzx
Va2

dx 20) /\/ 3— 2z —a22dr 30) [Va?—2z—3dx

—arcsiné + C



=

@

©

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

dzx
V20+8x—1x2

dx o : (
7/72871217332 = arcsin

= arcsin (%4) +C

)+ C

\/ﬁ%ﬂdw = —+/b — 4dx — 22 + arcsin (’”T“) +C

922 —122+8

/ 2243 dxz%ln|99€ 12x—|—8\+ arctan(x—l)—i—C

242 dx:4arcsin( :L‘—l) Vixr — 22+ C

Viax—ax?

r+2 _
\/;gwdx—\/x2+9+21n’x+\/x2+9‘+C

/fﬁ Sodr = TIn[4z? — 11| — 4\%ln

2z—\/ﬁ
2x+\/ﬁ) + C

2 dr =In[1+ x4+ Va2 + 20 = 3|+ Va? + 20 -3+ C

/4x2+4z Bdl‘

—1ln42? + 42— 3|+ 2 In |21+ C

2x+3

=—:(In[2z+3|+ |2z 1))+ & (In]2z — 1| = In |22+ 3]) + C
|2z +3]+ 2|2z - 1|+ C

/\/25 — 22dx =

/\/3 — 4a?%dr =

5V25 — IL‘2—|— arcsin ¥ r+C

V3 — 42 + 3 S arcsin <\/—> +C

/\/x2 — 36dz = £v/2? — 36 — 18In |z + V2% — 36| + C

/\/33:2 + 5dx =

V32745 4+ 22 In |3z + V327 + 5|+ C

/\/3—2:p—x2d:p = ””T“\/B—Qx—xQ + 2 arcsin (HT””) +C

/\/4332 Ay + 5dx = 2 \/43:2 4x+5+ln‘2x—1+\/4x2—4x+5’+C

dx

T E = \[arc&n(*f) +C

/Md:p =In|z? 4 6z + 13| —  arctan (££3) + C

z24+62+13

/mdx— 1ln\3x — 4z + 3| — arctan (3\/5_)2> e

/ vV 27+6z 2

—/27 + 62 — 22 + 3 arcsin (%3) +C



26. \/ﬁd = laresin (3 —22) +2V3r — 22 —2+C

27. /\/de = g\/m + % arcsin (%x) +C

28, /\/de:%x\/M—Mn]x—kMH—(]

29. /\/de:%x (4224 9) + 2In |22 + V422 + 9| + C
%./¢PT3??EMZ£§¢Pf3§?§—mnk1+x+%F?§ETQ+C

3.11.2 Calcolare i seguenti integrali

/\/12+4x—x2dx 5) /m

) [VEsde o) [
/ N s

_cosx

sin? z—6sin z+12 .I'

/ x4 —42243

/ V6 = dz

3.11.3 Soluzioni
1. /\/12+4x—x2dx: %’2\/12+4x—x2+8arcsin (%2) +C

2. /\/x2+4xdx: xT”\/xQ+4x—21n’2+x+\/9€2+4x’ +C
3. /\/x2—8xdx: %\/aﬂ —8x—81n}x—4+\/x2 —83:’ +C

4. /\/63:—9520395— =3 /61 — x2 + 2 arcsm( 1+§x)+0

ot

de 1, . .3
/m_garc51n2x+0

=

I () = [ 28 gy =2 [ sindecesdr g Bgeoyiamo il cambio di variabile:
9+sin 4z

9-+sin 4z
¢ = sin 4z,
donde:
o-1f
2
—4/9fé%

L[ _d(&)
/ <2

1 §
—Earctan( )+C’



Ripristinando la variabile x:

12

1 in? 4
I (z) = — arctan (sm3 x) +C

7. 1(x) = / vdr__  Eseguiamo il cambio di variabile:

x4 —4x243
£ =1’
donde:
/ 52 45 +3
1
=7 £ 1' +C
Ripristinando la variabile x:
1 -3
I(a:):iln * _1'+C

B cos . : e
8. I(x)= /—SmQ euzdr. Eseguiamo il cambio di variabile:

¢ =sinx,

donde:

/52—6§+12

——arcan £—3
=B (ﬁ>+0

Ripristinando la variabile x:

1
I () = —= arctan

V3

sinz — 3

V3

3.12 Integrazione delle funzioni razionali

Consideriamo l'integrale indefinito:
@

) =21

q ()

essendo:

I

con p(x), g () polinomi in x di grado m e n rispettivamente:

Zak:p , q(x Zbkx

Definizione. La funzione f (z) espressa dalla (3.44) ¢ una funzione razionale.

R

(3.43)

(3.44)

(3.45)

Pin

precisamente, ¢ una funzione razionale propria se m < n; una funzione razionale

impropria se m > n.



3.12.1 Funzioni razionali proprie

Sotto ragionevoli ipotesi, la funzione (3.44) ammette una decomposizione in frazioni
parziali, cioé somme di fattori del tipo:

v =& (x—=&)7 ax? +br + ¢’ (az® + bx +¢)'

Ad esempio, se g (z) ha r radici reali distinte:

gla §2a sy 57“

Se v, la molteciplita di &:

r
E Vp =1,
k=1

donde:

r

g(z)=]](x—&)"™ (3.46)

k=1

In tal caso la decomposizione in frazioni parziali é

f(z)= Zz(xfiéy (3.47)

essendo A, ; coefficienti indeterminati. Esplicitando il secondo membro della (3.47):

Aiq I Ap o A1,

Fo) = e e (3.48)
Agy Aso As
+37—§2 " (z— &)° e (x—&)"”
Ar,l AT,Z Ahl/r

Temg T T wmg

Nel caso speciale r = n (cioé ¢ (z) ammette n radici reali e distinte ciascuna di molteplicita
1), la decomposizione (3.47) é:

"4 A A A
f(x)zzx_lgizx_lglJr S (3.49)

i=1 T — 52 B xr — £n
La (3.49) esprime una decomposizione in fattori lineari distinti.

Esempio 12.

1 1
&) = o T oy ety
A Ay
_:p—2+:p—2
. (A1+A2)ZE+2(A1—A2)
N 2 —4

Per il principio di identita dei polinomi:

2(4; — Ay) =1



La soluzione del sistema (3.50) é:

Gt = (1.-7).

donde la, demposizione in fattori lineari distinti é:

1 1

T ==y " 1@+

Nel caso generale r € {1,2,...n — 1}, si applica la (3.47) che esprime una decomposizione in
fattori lineari ripetuti.

Esempio 13.
pa)=u, qx)=2"+2° -2 —1

Cerchiamo le radici reali di ¢ (x):
() =0<=zx=1,—-1

Precisamente:

per cui:

La decomposizione si scrive:

x Ay Ag I Ag

G-D@t1? -1 z+1 (@+1)

Per non appesantire la notazione, ridefiniamo i coefficienti della decomposizione:

x A By By

G-D)@t1)? -1 2+1 (@+1)

Abbiamo:

da cui il sistema lineare:

A+ B +0=0
2A4+0+ By =1
A—Bl—BQZO

che é compatibile e determinato:

1 11
AB,B) = (>~ =
(7 1, 2) (47 472)

T 1 1 1

Percio:

_'_
(r—1)(z+1)° 4@-1) 4@+1) 2(x+1)
Quindi 'integrale:

r—1 1

x+1'_2(x+1)+0

/ ’ —lln
@-D@r1y 4



Esempio 14.

I(z) = / (@),

q(x)
essendo:
p)=1, q@) =222+ z=x(x—1)°,
donde: A B B
plw) A, B B
q(z) r o r—-1 (z—1)
Cio implica:
A+B;+0=0
2A+Bl_32:0
A+0+0=1

La soluzione é

(Aa Bla BQ) = (17 _17 1)
Quindi [ (z ln’ }——+C

Se ¢ () contiene dei fattori irriducibili az?+ bz +c, a ciascuno di essi corrisponde una frazione

parziale propria:
Az + B

ar? +bx +c’
con A, B coefficienti indeterminati. In tal caso si ha una decomposizione in fattori qua-
dratici distinti.

Esempio 15. Sia:

44 +2
f(l'): 4 2
x* + 3x° + 2
La decomposizione é:
Ar+B Cz+ D
f(l'): 2 + 2
x? + 2 x?+1

Deve essere:

A+0+C+0=1
0O+B+0+D=1
A4+04+20+0=1
0+B+0+2D =2

Tale sistema lineare é compatibile e determinato:
(A,B,C,D)=(1,0,0,1)

Quindi:
x 1

x2—|—1+x2—|—1

f(x) =
L’integrale vale:
1
/f (z)dx = an (” +1) + arctanz + C

Se ¢ (x) contiene dei fattori irriducibili (az? + bz + c)ﬁ , a ciascuno di essi corrisponde una

somma di § frazioni parziali proprie:

i Aix + B;
(ax? + bz +¢)"

z:l

con A;, B; coefficienti indeterminati. In tal caso si ha una decomposizione in fattori qua-
dratici ripetuti.



Esempio 16. Sia:

222 +3
T =@y
Abbiamo:
Ax + B Cx+ D
f(z) =

2+1 0 (22 +1)?

Otteniamo il sistema di equazioni lineari:
A+0+0+0=0
0+B+0+0=2
A+04+C+0=0
0+B+0+4+D =3,

che é compatibile e determinato, con soluzione:
(A,B,C,D)=1(0,2,0,1)

donde:
2 1

_I._
2+1 (224 1)

f(x) =
Cio implica che l'integrale é:

I(z)= /f (x)de = 2arctanx+/ dx

(a2 +1)°
Calcoliamo 'integrale a secondo membro attraverso il cambio di variabile:
r = tang,

per cui:

dx / 9 1
———— = [ cos“&dE = = (£ +sin€cosé) + C
Per ripristinare la variabile z ¢ necessario esplicitare:

sin (arctanz), cos (arctan z)

/ 1
COST = | —5—,
tanZx + 1

A tale scopo osserviamo che:

quindi:
(arctanz) = ——; (3:51)
cos (arctan r) = ———— :
x2+1
sin (arctan ) = /1 — cos? (arctan z)
oz
CVrr
Dalle (3.51) otteniamo:
siné cosé = *
241’
quindi 'integrale:
dr L arctanz + ———— 4 C (3.52)
———— = —arctanx + ———— :
(2241 2 2(z2+1) !

Finalmente:

5 x
/f(x)dx—iarctanijm—l—C



Esempio 17. Sia:
B 2 — x4 —4x? + 8x — 4

/@) (@1 2)°

Abbiamo:
B Axr+ B Cax+D Ex+ F

f(l‘) [L‘2+2 + ([L‘2+2)2 + (172+2)3

Eseguendo i calcoli:

A+04+0+0+0+0=1

0+B+0+0+0+0=—1
AA+0+CH+0+0+0=4

0+4B+0+D+0+0=—4
AA+0+204+0+E+0=38
0+4B+0+2D+0+F = —4,

la cui unica soluzione é:
(A,B,C,D,E,F)=(1,-1,0,0,4,0)
Quindi:

x—1+ 4x
2?42 (24 2)°

/f@ﬂ“‘i/ﬁi&dﬁ_/iﬁéﬁ+4/@£%%F

1 1 x 1
=1 2+2———tJ<—J—————+C
3 (@ +2) V2 VB T ey 2

La tabella seguente riassume i vari casi:

L’integrale:

| Fattore | Frazioni parziali | N |

‘ ar +b ‘ ax’ib ‘ 1 ‘
(ax +b)" m, 1=1,2,...,« Q

[ac’+bo+e | ohnn 1]
(a:p2+bx—|—c)ﬁ %, i=1,2,...0 |0

Se il polinomio ¢ (x) ha radici reali e complesse multiple, per il calcolo dell’integrale (3.43)
si applica la seguente formula di riduzione:

/de _X@ /x ) 4 (3.53)

q () ¢ () g2 ()

Nella (3.53) ¢ (z) € il massimo comune denominatore di ¢ (z) e ¢ (z) = -Lg(x), mentre
X (), Y (z) sono polinomi a coefficienti indeterminati di grado r — 1, essendo r il grado di
¢ (z). Il polinomio ¢ () é:




Esempio 18. p(x) = 1, q (l’) = (33'3 — 1)2 Abbiamo q/ (.Z') = 622 (3;'3 — 1), per cul Q1 (l’) —
¢ (z) = 2% — 1. Per la (3.53)

/ dx _Ax2+Bx+C'+ D>+ Ex+ F
(23 —1)? 3 —1 x?—1

Derivando primo e secondo membro:

1 _(2A:p+B)(x3—1)—3:102(A:E2+Bx—|—0)+Dx2—|—Ex—I—F
(a3 —1)° (% — 1)° vt =1
D2+ (E—A)a'+(F-2B)s*+(-D-3C)2>+ (-E—-2A)s — F—B
- (a — 1)°
Da cui:
0+04+04+D+0+0=0 (3.54)

—-A4+0+04+0+E4+0=0
0-2B4+0+0+0+F =0
0+0-3C-D+040=0
—2A4+0+04+0-E4+0=0

0-B+04+04+0—-F=1

Dalla prima e dalla quarta equazione del sistema (3.54):
D=C=0,
donde otteniamo il sistema:

—A4+0+E+0=0 (3.55)
0—2B+0+F =0
—2A40—-E+0=0

0—B+0-F=1

Dalla prima e dalla terza:

A=FE=0
Quindi:
1 2
B=—— F=—-
3
Riassumendo: . 5
A:O,B:——,C:(],D:O,E:O,F:—g
donde: . 5 y
T T
I - - =2y
() =—37 3 3/;3—1
Poniamo:
def dx
1@ [
gg/@@h
q(x)
Dove:



cioé ¢ (x) ha radici complesse. In tal caso la riduzione é:

/ dx L . Mx + N
(z—1)(x2+z+1) z—-1 22+2+1
Da cui:

1 1 2
(L7M7N>: a9 o) o |
373 3

1 1 T+2
=-lnjz—1|—-z | ———d
I (@) 3n|x | 3/x2+x+1x

L’integrale a secondo membro si calcola con la (3.38):

cioé:

2 1 2 1
/#dm:51n(:}c2+x—|—1)+\/§arctan( vt )+Cg

Quindi lintegrale J (x):

1 1 2 1
J(x):gln|x—1|—61n(x2—|—x—|—1)—?arctan( x\/—g )—I—C’l

L’integrale [ (x):

x 1 2 +ar+1 2V/3 2r + 1
I =+ -1 t
(x) 3(1_x3)+9n{(x_1)2}+ 9 arcan( 7 )—1—0

dx
3.12.2 /W

Dai calcoli precedenti segue un integrale che compare spesso:

dx 1 x
m = 5 T—I—l + arctanax| + C (356)

Kokosk

3.12.3 Calcolare i seguenti integrali

52246249
1) /(w-{—a)(q;-}—b)’ ( #b) 5) /(J} 3)2 (z+1)2d$ (22— 4x+3) x2+41+5)
dx r°—8x+7
2) /(ivl)(z+2)(z+3) 6) /(12 3z—10)2 2dx 31

x®—Tz+1
(22—32+2) 3dx

& /
) [yt 0 [EEme )[4
4) /z(aifl)Q 8)/ 12) /diw
3.12.4 Soluzioni

1. [(l') = /m Abblamo

1 A4 B
(x +a)(z+0) _:c—l—a+x+b
(A4 B)x + (Ab+ Ba)
B (r+a)(z+0b)

zd4z24+1




da cui:

1 1
A B) = -
( Y ) (b_a,’ b—a,)
Quindi:
1 T+a
1 = 1
(z) b—a . r+b +e
_ dx : .
I(ZL‘) = \/m Abblarno.
1 A B C

(-1 (x+2)(x+3) x—1+x+2 +x+3
Quindi il sistema di equazioni lineari:

A+B+C=0
5A+2B—C =0
64— 3B —2C =1,

che é compatibile e determinato:

1 11
(Aa B,C) = (Ea _ga Z)

I(:p):—ln|:p—1|——ln|x—|—2|—|— 1n|x—|—3|—|—C’

$2 €T
T (z) = /%dw Abbiamo:

222 + 41x — 91 A B C

(x—l)(x—|—3)(:p—4)—x—1+x+2+:p—|—3

Quindi il sistema di equazioni lineari:

A+B+C=2
—A—-5B+2C =41
—12A+4B - 3C = -91

che é compatibile e determinato:

(4, B,C) = (4, -17,5)

Quindi:
I(z)=4ln|z —1|—7njz +3|+5n|z —4|+C

.I(x):/gm+1 Qui é:

La (3.47) porge:

1 Avy Agy Az
(x+1) =  z+1 (z+1)
def A By By




Otteniamo il sistema di equazioni lineari:

A+ B +0=0
2A+Bl+32:0
A+0+0=1,

la cui soluzione é:

(A7 Bl) BQ) - (1a _1a _1)

Quindi:

22462 SN
.](x):u/a%3§;§Fdx.Qu1&
p(x) =522 46249, q(x) = (x—3)° (x+1)°

La (3.47) porge:

p(7) Arn X Aip Az Az

q(z) -3 (=3 z+1 (z+1)
def A B C D

=3 @_3P T+l (@11

Otteniamo il sistema di equazioni lineari:

A+0+C+0=0

~A+B-5C+D=5
—5A+2B+3C —6D =6
34+ B+9C +9D =9,

Tale sistema é compatibile e determinato, con soluzione

9 1
(A,B,C,D) - (07570a§>

Quindi:

.](x)::/afji?%Fdx.Qui@
pr)=2>—-8r+7, q(x)= (:p2—3x—10)2

Le radici di ¢ (x) = 0 e le relative moltepicita sono:

donde:



La (3.47) porge:

Per non appesantire la notazione, ridefiniamo:

(Ar1, Ara, As1, Ass) 2 (A, B,C, D)

per cui:
p@) _
q(x)
:A(x—5)(x+2)2+B(x+2)2+0(3:—5)2(3:+2)+D(x—5)2
(=57 (o + 27

(A+C)x* + (~A+ B —8C + D)a* + (~16A + 4B + 5C — 10D) »
+ (=20A + 4B + 50C + 25D)
=2 —8x+7

Per il principio di identita dei polinomi deve essere:

A+0+C+0=0

—-A+B-8C+D=1
—16A+ 4B +5C — 10D = -8

—20A +4B +50C + 25D =17

Tale sistema é compatibile e determinato. La soluzione é:

30 8 30 27)

ABCD) =0 —— 2
(4,8,C, D) (343’ 49 343" 49

Quindi:

p(x)_BO(l B 1)_i{ 8 N 1 }
q(z) 33 \z—-5 x+2) 49 |[(z-5)° (z+2)
L’integrale:

30

343

r—95 19z — 151

— K
x—i—?’ 49(x2—3x—10)+

I(x)

7. I(x) = /(2“7330395 L’integrazione ¢ immediata:

2 —3x+2)
1 [d(2? - 2
[(x):—/ (? — 3z + 3)dx
2) (22 -3x+2)
1
= — + K
2 (22 — 3z + 2)°




8. I(z)= /%m. Qui é:
pr)=2"—Tr+1, q(x) = (x2—3x+2)3

Le radici di ¢ (x) = 0 e le relative moltepicita sono:

51:27 (V1:3)
52 = 17 (VQ = 3)

donde:
q(z)=(r—2)"(x—1)°

La (3.47) porge:

Per non appesantire la notazione, ridefiniamo:

de
(Ar1, Ara, Ars, Asy, Ags, Ays) (A B,C, D, E, F)

per cui:
p(@) _
q (x) 1
= m~{A(x—Q)Q(x—2)3+B(x—2)(x— 1)’ +C(x—1)°
+D@—-1>%z—-2°+FE(@—1)(x—2°%+F(z—2)"}
Da cui:
p(x) 19 16 25 5 17 26

(@) @2 @2 1-2 @_ 1P (@_1p -1

L’integrale:

9 — 14z 38 — 33z
I(x) = + —25In|—-2+ x| +26In|z -1+ K
(@) 2(z2 —3x+2)° 22—-3r+2 | | | |

9. I(x) = /(x2—4m+3)1(x2+4x+5)' Qui ¢:
p(x) =1, q(z) = (2* — 42+ 3) (2* + 4z +5)

Le radici reali di ¢ (x) sono:
G1=3, =1



con molteplicita:
V| = lVy = 1

Quindi:
B Cx+ D
v (3.57)

px) A N
24+ 4 +5’

q(z) -3 x-—1

giacché 2 + 4x + 5 ha radici complesse coniugate. La (3.57) implica

A+B+C+0=0
3A+B—4C+D =0
A—7B+3C —4D =0

—5A—15B ++0+3d = 1,

la cui unica soluzione é:

1 1 2
(A,B,C,D): _7__7_73
52 20 65 26

onde: . |
I(x):§1n|x—3|—%ln|x—1|+<](x),
essendo: . dz+15
x
J(@) = — [t
(z) 130/x2+4x+5’

che si calcola attraverso la (3.38), ottenendo:

1 7
J(a:):gln}x2+4x+5}+ﬁarctan(:c+2)+[(1

Finalmente:

1 1 7
\x—3\——ln|x—1|+%ln 2 +4x +5 +ﬁarctan(x+2)

p(x)=1,q()=2"+1
Risulta:
()= (z+1) (a* =z +1),
donde:
p(z) A N Bx +C

che conduce al sistema:

A+B+0=0
—-A+B+C=0
A+0+C=1

compatibile e determinato:

(A,B,C)I (17_172>
37 33



11.

cioé
1 1 -2

1
q(z) 3x+1 322—z+1

Quindi l'integrale:
1 1
I(z)= §1n|:p—|—1| - gj(x),

J(z) = /xiddx,

essendo:

2?2 —x+1

che si calcola attraverso la (3.38), ottenendo:

1 20 — 1
J(:E)ziln(:f—x—i—l)—ﬁarctan( x\/g )—I—Kl

Finalmente:

1 1 1 2r —1
[(:L‘):gln‘x+1|—éln(:cQ—:L'—i—l)—l——arctan(x >+K

V3 V3

pa)=1, q)=2"+1= <x2+\/§x+1> <x2—\/§x+1>

Quindi:
p(z) (Az+B) (2> =22+ 1)+ (Cx + D) (2? + V2z +1)

q(z) q(z)

da cui il sistema:

A+0+C+0=0
—V2A+B+V20+D=0

A—\V2B+C++vV2D =0
0+B+0+D=1

compatible e determinato

1 1 1 1
AaBaOaD - YA ) A
( ) Q¢§2 %@2)
Quindi l'integrale:
1
r)=——=\J1(z) — Jo(7)],
(@) = 575 1 @) = 2 (@)
essendo:
2 — /2
Jy (z) = /id:p, Jo () = %d:p
22 +2x 41 22 —2x +1

che si calcolano attraverso la (3.38), ottenendo:

Ji(z) = %ln <x2 + V2 + 1) + arctan <\/§x + 1) +

1
Jo (z) = aln

22 —\2r + 1’ — arctan <\/§x— 1) + Oy



Finalmente:

1 2 2 1
I (gg) = [ln }xQ + \/_x * + 2 arctan (\/ﬁx + 1) — 2 arctan <\/§x — 1)]
T

42 —V2z + 1|
(3.58)
12. I (z) = /z4+x2+1 Qui é:
p(x)=1, ql)=a*+2°+1= (2" +2+1) (2" —z+1)
Quindi:
p(r) (Az+B)(2®*—z+1)+ (Cx+D)(@2*+x+1)
q(z) q(x)
da cui il sistema:
A+0+C+0=0
—-A+B+C+ D=0
A-B+C+D=0
0+B+0+D=1
compatible e determinato
11 11
AB,C,D)= (== —= =
( ) ’C’ ) (2’ 27 2’ 2)
Quindi l'integrale:
1
I(@)= 1 [h (@)~ ()],
essendo:
2 —V2
Iy (z) = /idx, Jo (z) = %dx
224+ V22 +1 — V2 +1
che si calcolano attraverso la (3.38), ottenendo:
1 1 2z +1
Ji(z) ==In(2* + 2+ 1) + —= arctan (7> + K
1 1 20 — 1
Jo(z)==-In(2? —2+1 ——arctan( )—|—K
2(2) =5 ( ) 7 7 2
Finalmente:
1 2 1 1 2 1 20 — 1
I(x)= 5 lln\/%ij_l + 7 (arctan% + arctan x\/g > + K

$okok

3.12.5 Calcolare i seguenti integrali

41 z+1 241
)/a:2 5w+6d‘r )/a:2 3J:+2dx /w3 4x2 45— 2

e 22241
23 _22_ :)3+1 (1-+2 z—1)2 x3—2x2+x— 2

[ttt 0 e [
[t ofe e
) e

1)
3 2 2
+2x°+1
a:5—ac4+2a:3 202 fx— 1dZL' )

22z
(2z—1) z2+1)

(xz—



3.12.6 Soluzioni
1. I(z) = /mﬁ;}%dm. Qui é:

p)=1, qg(z)=2>-52+6=(z—3)(z —2)

Quindi:

da cui
(A, B) = (4,-3)

L’integrale:
I(z)=4ln|z —3| —-3njz—2|+C

2. I(x) :/%d:p. Qui é:
p(x):x2+1, q(x):x3—x2—x+1:(x—l)Q(x+1)

Le radici di ¢ (x) = 0 e le relative moltepicita sono:

é-l:la (V1:2)
§2 = _17 (VQ - 1)

La (3.47) porge:

2 sz_&

i=1j 1

:i<my+&g+ +Am)
“\e—& @-g? T @-&)
Aia Al,z A2,1

Tr-& woay -6

Per non appesantire la notazione, ridefiniamo:
def
(A11, A1z, A21) = (A, B,C)

per cui:

che conduce al sistema

A+0+C=1
0+B—2C =0
—A+B+C=1,

compatibile e determinato:

1.1
A B C)=|=,1,=
(4.5.0) = (3.15)
L’integrale:
1
I(z)=1 21— —+K
() =21 - ——+



3. I(x) = / @2 . Qui e

plx)=2"+4x+4, q(z)=(x—1) (2 +z+1)

Quindi:
plx) A L Br+cC
() -1 22+z+1
da cui
A+B+0=1
A-B+C=4
A+0—-C =4

La soluzione é

(A, B,C) = (3,-2,-1)

Percio:
p(z) 3  2z+1
qgz) -1 22+z+1
_ 3 L2 +z+1)
r—1 ?4+x+1
Quindi:

I(x):3ln|:p—1|—ln(x2—|—x—|—1)+K
13
224+x+1

_ x34+2x2+1 © sl
4' [(:C) - /$5—$4+2m3—2m2+x—1dx' QLII e:

p(x) =2 + 227 + 1, q(x):x5—x4+2x3—2x2+x—1:(ggz_l) (3;2+1)2

Quindi:
p(x) A . Bx+C Dx+ FE
q(z) x=—1 2241  (2241)

da cui il sistema:

A+B+0+04+0=0
0-B+C+0+0=1
2A+B-C+D+0=2
0-B-C—-D+E=0
A+0-C+0—-F=1

compatibile e determinato

(A,B,C,D+ E) = (1,-1,0,1,0)

Cio implica:

Quindi 'integrale:



5. I(x) = /mﬁ?;”dx. Qui e
pa)=x+1, qx)=2"-32+2= (v —2) (v —1)

Quindi:

Affinché cio sia vero, deve essere:

A=3, B=-2
Cio implica:
I(z)=3ln|z—-2]-2Injz - 1|+ K

p(z) =2% q(z) = (v +2)(z - 1)°

Quindi:
P (ZL‘) _ A Bl i BQ
q(z) x4+2 z-1 (z—1)

Affinché cio sia vero, deve essere:
A+ B +0=1
A - 281 + 282 = O

L’unica soluzione di tale sistema &

4 5 1
9’ 9’ 3
Cio implica:
I (x) 41 | —|—2|+5l | 1] ! +C
r)=—In|z —Inlr - 1| - ———
9 9 3(x—1)

7. I(z) = / (fjlf?,dx. Qui é:

p)=2*+2, q(z)= (95—1)3

Quindi:
ple) A B C

q(z) _95—1+(:E—1)2+(x—1)3

Affinché cio sia vero, deve essere:

A+0+0=1
—2A4+B+0=0
A-B+C=2

L’unica soluzione di tale sistema &

A=1, B=2 C=3

Cio implica:
2 3
I[(z)=In|z — 1] — — + K




8. I(x)= /(x_;”;(i;émdx Qui é:
pa)=2>-1, ¢(x)=(z—2) (x2+1)
Quindi:

p(x) A Bx +C
_I._
q(z) -2 22+1

Affinché cio sia vero, deve essere:

A+B+0=1
0-2B+C =0
A+0—-2C=-1

L’unica soluzione di tale sistema é
324
ABC)=|=-,—- =
0= (321)
Cio implica:
3 1 9 4
I(z) = —gln\x—2| + gln(x +1) +garctanx+0

px)=2+1, ) =2 -4’ + 52 —2=(2—1)* (2 — 2)

Quindi:

Affinché cio sia vero, deve essere:

A+B+0=1
—2A-3B+C=0
A+2B-2C=1

L’unica soluzione di tale sistema &
(A, B,C) = (5,—4,-2)
Cio implica:
T(@)=5jr—2]+ 2 —4lnfe — 1]+ K
10. I (x) = /#jﬁwd:p Qui é:
p()=22"—-1, q(z)=2"-22"+2—-2=(z—2) (* + 1)
Quindi:

p(z) A +Bx+C
qg(z) -2 2241




da cui

A+B+0=2
0-2B+C=0
A+0-2C0=1

La soluzione é

Percio:

L’integrale:

9 1
essendo:
T+ 2
J(x) = d
T dl’
— 2
/x2+1dx+ /952+1
1
:aln}x2+1}+2arctanx+c1a
donde:

9 1 2
I(IL‘):51H|JI—2|+E1D(1’2+1)‘f‘garCtanl"f’C

Quindi:
plz) A Bx +C
qz) -1 22+x+1
da cui
A+B+0=0
A-B+C=0
A+0-C=1

La soluzione é

Percio:

L’integrale:



essendo:

x
J(x):/iﬁ—i—x—kl T
1 1 2z +1
= _—In(z*+2+1 ——arctan( )+K,

Si conclude che:

YR et NS B <2x+1)+K
r)=mMn— —= arctan
VeZ+r+1 /3 V3

12. I (z) = /W_%gmdw Qui é:

p(x) =2 =2z, q(z) =2z —1)(2° +1)

Quindi:
plz) A +Bx+C
q(x) 2r—1 22+1
da cui
A+2B+0=1
0—B+2C =—
A+0-C=0
La soluzione é 54 3
ABC)=|—2,=-,—=
4.5.0)= (-3.5.-2)
Percio:
p(x) 3 +1 4r — 3

q¢(x) 5(z—1) 5 a2+1
L’integrale:
3 1
I(x):—ﬁln|2x—1|+g<](x),

essendo:

J (z) :/49”_3@;

2 +1
=2In (:102 + 1) — 3arctanx + (1,
Si conclude che:
3 2 9 3
I (z) :—1—Oln\2x—1|+gln(x +1) —garctanx—i—C

Kokosk

3.12.7 Calcolare i seguenti integrali
524 11x—2 m2—2m+3 222412

1) /mm 5) / 12z 2+1 /z4+12z2+16

/912 o7 d pdr 1

(z— 2)(m2+ +1)? 3+

0 [ttt ) [
) [2mar 1) [y [
Y e

3 2 3
x°42x°—2x xtr—1
xd4+4 dx 2+1 d




3.12.8 Soluzioni
1. I(z) = /%dm. Qui é:
p(z) =52 +11z — 2, q(z)=(z+5) (2> +9)
Quindi:

p(z) A Bx+C
_|_
q(z) x+5 2249

da cui

A+B+0=5
0+5B+C =11
9A+0+5C = =2

La soluzione é

(A,B,C) = (2,3, —4)

Percio:
p(x) 2 3r—4

q(x) :x+5+x2+9

L’integrale:
I(z)=2In|z+5]+J(x),

essendo:

J (z) :/Sx_4d:p

249
3 4
= 5ln (x2 + 9) ~3 arctan (%) + K,

Si conclude che:

3 4
I (z) :2ln\x+5\+§ln(3§2+9) —garctan<§> + K

2. I(z) = mdw Anziché procedere per decomposizione in frazioni semplici, &
preferibile procedere nel modo seguente

(@) 1/4(995 — 18z +7)

T 18) 922 —18z+7
1 2
= gIn[92” =18z + 7|+ K

3. I(x)= f%d:p Qui é:

p)=2’+z+1, qz)=2"+2° =2 (2" +1)

Quindi:



da cui

La soluzione é

Percio:

L’integrale:

Quindi:

da cui

La soluzione é

Percio:

A+04+C+0=1
0O+B+0+D=0
A+0+04+0=1
0+B+0+0=1

(A,B,C,D) = (1,1,0,-1)

p@@) =1, q@)=("-1)" = (- 1)° @@ +1)°

p(x) A B C D
q(x) 1U—1+(:c—1)2+9€+1+(x+1)2

A+0+C+0=0
A+B-C+D=0
—A+2B—-C—-2D=0
-A+B+C+D=1

L’integrale:

I (x) = fﬁkﬂdm Qui é:

x—1)%(z2+1)

Quindi:

p(x)=a2*-22+3, q(z)=(z—1)° (z* +1)

p () A B Cx+ D
q () x—1+(x_1)2+(x2+1)




da cui

A+04+C+0=0

—-A+B-2C+D=1
A+0+C —-2D = -2

—-A+B+0+D=3

La soluzione é
(A,B,C,D)=(-1,1,1,1)

Percio:
p(x) 1 1 r+1

q(x) x—1+(;c_1)2+(:c2+1)

L’integrale:

1
I =—1 -1+ —
(0) = —Info = 1] + —— +J (@),

essendo:

J@%:/x+ldx

2 +1

/ T d _1_/ dx
pr— 1’ _—
22+ 1 22+ 1

= %ln (x2 + 1) + arctan x

Quindi:
1 Vaz+1
I() = — 4 Y& -
(@) =12 T

+ arctanz + K
p(r) =23, q(:c):(x—Q)(x2+x+1)2
Quindi:
p(z) A N Bx 4 C Dz +FE
) -2 22+z+1 (224z+1)°

da cui

A+B+0+04+0=0
2A-B+C+0+0=0
3A-B-C+D+0=0
2A-2B-C-2D+FE=1
A+0-20+0—-2FE= -2

La soluzione é

Percio:
p(x) 11 1 x+3 x+10

1
q(z) _Ex—2+4_9x2+:c+1+?(x2+3;+1)2



L’integrale:
1

1
—In|lr —2|+ —
|l‘ | 49 ( ) 7

I(z) = ~15

essendo:

24+ x+1

x+3 1 ) 2z
J1(x):/7dx:§1n(x2+x+1)—l—ﬁarctan(i

10 19 8 38
Jg(:p):/( T dr = s + arctan(

a2 +x+1)° 3(x*+z+1) 33

Quindi:

882 | z24+x+1

=

1
+—J2 T

>+K2

I(z) =2 [42(19”8 + 562+/3 arctan <2x+1> —18Injx — 2|+ 9In (2 + = + 1)} +

+K

.[(:c):f“c%rl) Qui é:

Quindi:
p(x) _A+Bx+C
q(z) = a2+1
da cui
A+B+0=0
0+04+C=0
A+04+0=1

La soluzione é

Percio:

L’integrale:
1 2
I(z) =1In|z| —§1n(x +1)+ K

I (z) = [ 242022800 Abbiamo:

x444

3 222 — 21
I = d —d
@) = [ e+ [t

1
:ZIH(ZL‘4—|—4)—|—J(ZL’),

essendo:

222 — 2
J(x):/udx

4+ 4

Abbiamo:
202 — 2 Ax + B Cx+D

44 2242 22420 +2

(3.59)



da cui:

A+04+C+0=0
2A+B-2C+D =1
2A+2B+2C —-2D = -1
0+2B+0+2D =0

La soluzione di tale sistema é:

Quindi: X
J(#)= 7161 (@)~ Ga (@),

essendo: .
l’ —_—
Gios= | ——d
12 / 2o t+2 "

Calcolando i due integrali:

Gl(:p)zlln‘xQ—Qx—i—Q}—l—C’l

N

G (z) = = In (2 + 22 + 2) — 2arctan (z + 1) + Cy

[\]

Finalmente:

1 1 22 2
I(a:):iln(x4+4)+—lnw

R +arctan (z + 1) + C

I (x) = [ 22y =2 [ 2 dr. Qui e

x4+1222+16 441222416

p(x)=$2+6,q(x):x4+12x2—|—16: <x2—|—6—|—2\/5> <x2—|—6—2\/5>

Quindi:
p(x) Az + B Cx+ D

+
qg(x) 22464+2v5 224+6—2V5

da cui il sistema:

A+0+C+0=0
0O+B+0+D=1

(6—2\/3)A+0+(6+2\/5)C+0:0
A+<6—2\/5)B+0+(6+2\/5)D:6

La soluzione é:

donde:

[(x)—/ dx +/ dx
) 6425 a2 6 — 2¢/5 + 2



Calcoliamo (a > 0)

1
= ﬁ arctan (%) + const
Quindi:
1 1
I(x)= arctan < + arctan <
2 (3+/5) 2 (3+5) 2 (3—/5) 2(3—V5)
10. 1(x) = [ 2. Qui e
p(z)=1,q(z) =2+
Quindi:
pl) A Bx+C
q(z) = 22+1
da cui il sistema:
A+B+0=0
0+0+C=0
A+0+0=1

La soluzione é:

(A, B,C)=(1,-1,0),

donde:
dx T
I = [ —— d
(z) /:p | v
=In 2 +C
2+ 1

1. I(z)=[ (wgfl)de. Qui é:

p(x) =22° q(z) = ($2 + 1)2

Quindi:
plz) Ar+B Cox+D

= -+
q(z) 2241 (2241)

da cui il sistema:

A+04+0+0=2
0+B+0+0=0
A+0+C+0=0
0O+B+0+D=0



La soluzione é:
(A,B,C,D)=(2,0,-2,0),

donde:
2 2
I(:c):/ 290 dx—/ixde
41 (22 +1)
_/d(:pz—l—l)_/d(:pz—l—l)
) 2241 (22 4+1)°
1
2
:ln(x +1)+x2—|—1+0
12. I'(z)=[% 2’ +a—1 1, Procedendo come nel n. 11:

(@+D)?

A+04+04+0=1
0+B+0+0=0
A+0+C+0=1
0+B+0+D=-1,

la cui soluzione é:

(A, B,C,D) = (1,0,0, 1),

donde:
I(z)=InVa?+ —/
x2 + 1

L’integrale a secondo membro é dato dalla (3.56), che riscriviamo:

/——@————1 — %t arctanz | +C (3.60)
(x2—|—1)2_2 o arctan 1 )

per cui:

u@:mwﬁi_—l<

5 4 arctan x) +C

X
2 +1
3.12.9 Calcolare i seguenti integrali

D[S o / gt 9 [t
?2) / G 6 [ 10) / e

) [ / : ;5: =

4) / cos a:(sliifOSQ x) dx

(z+1> I

3.12.10 Soluzioni
1'4 1'371'2 X A
1. I(x)= /(J;%Tajfl)“dx. Qui é:

pla)=a'+82* —2*+22+1, q(v) = (2 +2) (*+1) =2 (x+1)* (a? =2 + 1)

Quindi:

plx) A B C Dx+ E
—+ + 5T 5
r x+1 (x+1) 2 —x+1



da cui

A+B+0+D+0=1
A+0+C+2D+ E =38
0+0—-C+D+2FE=-1

A+B+C+0+E=2

A+0+0+0+0=1

La soluzione &
(Aa B7C>D7E) - (1,_2,3,2,0)

Percio:
p(x) 1 2 3 2

—~ - -
qg(x) = ax+1 (z+1)° 22-a+1

L’integrale:

3 2x

Calcoliamo a parte 'integrale a secondo membro:

2x dr — 2x—1+1d
EERE R N
1

:ln}x2_x+1’+/7x2_x+ldx

:ln}:p2—x—|—1’—l—é/ ! dx
3 1—1—[1@— )}
1

1
V3 2

2 2r —
=ln(z®—z+1 —|——arctan( )—I—C’,
( ) V3 V3 !

|23 — 22 + x| 3 2 (2:10—1)
I[(x)=1In — + — arctan +C
(@) (z +1)° z+1 /3 V3

3 +a2 -5z - AL
. [(l') = fW%dx Qul e:

donde:

p(x) =2+ 2> = br+ 15, q(z) = (2* +5) (2 + 22+ 3)

Quindi:
p@L:%+B+ Cx+ D
q(z)  22+5 (22422 +3)

da cui

A+04+4C+0=1
2A+B+0+D=1
3A+2B+5C+0=-5
0+3B+4+0+5D =15

La soluzione é

(4,B,C,D) = (0,-5,1,6)

dx r+6
I(x)=-5 — — d
(@) /:C2+5+/x2+2x+3x

Da cio segue:




Calcoliamo a parte i due integrali:

[ gt

Il secondo integrale si calcola con la (3.38):

r+6 5 r+1
———dr=Inva22+2x+3+ —arctan | — | + C
/x2—|—2x+3 V2 (\/5)

Finalmente:

1 1
I(z)= ln\/x2—|—2x—|—3—|—%arctan (x\—/g ) — %arctan (%) +C

. I (z) = [ =% Eseguiamo il cambio di variabile:

d
yzez:dx:—y,

Y

dy
I@%:/;ﬂy—n

Procediamo per decomposizione in frazioni semplici:

1 A B C

per cui:

— + =+
V-1 vy ¥ y-1

Il principio di identita dei polinomi conduce al sistema di Cramer:

A+0+C=0
~A+B+0=0
0—B+0=1,

con soluzione:

(A,B,C) = (—1,-1,1)

Quindi:
1
I(yy=—+1In
() )

y—1
Y

R
Ripristinando la variabile x:

I(x) :e*“—i—ln}l—e*z}—l—C’
()= ﬁib%)dm Eseguiamo il cambio di variabile:

y = cosx = dy = — sin zdx,

donde: p
_ Yy
0=t



Procediamo per decomposizione in frazioni semplici:

1

A By+C

v (1+y?) oy yr+l

Il principio di identita dei polinomi conduce al sistema di Cramer:

con soluzione:

Quindi:

A+B+0=0
0+0+C=0
A+0+0=1,

(A,B,C) = (1,—1,0)

—I(y):lni%—C’

Ripristinando la variabile x:

:)33 1'21‘
(@) = [ G

x2+1)

Quindi:

da cui

La soluzione é

Da cio segue:

da cui

N

V14 cos? x

I(z)=In————+C

dxr. Qui é:

|cos x|

p)=2"+2"+2+3, ¢(z)= (2" +1) (2" +3)

. Qui é:

p(r)

Ar+B Cx+ D

q ()

o241 24+ 3

A+0+C+0=1
0O+B+0+D=1
JA+0+C+0=1
0+3B+0+D =3

(A,B,C,D)=(0,1,1,0)

1
I (z) = arctanz + an (z*+3)+C




La soluzione é
(A7 B) = (17 2)

Da cio segue:
2
1 =1 -2|—-——+C
(#) =Injo—2| - —= +

S (x) = [ 25l gy Qui e

x3+22-2x

pr)=2*-30—1, qla)=2"+2> - 2x =z (v +2)(z 1)

Quindi:
A B C
ple) _ A B
gz) =z z+2 x-1
da cui
A+B+C=1
A-—B+2C=-3
2A+0+0=1
La soluzione ¢ L3
A'B === -1
4.5.0) = (5.5.-1)
Da cio segue:
z(z+2)° -
I(z)=In———

p@_A B C D B F
qg(x) z4+1 (z4+17° (z+1)° (@+D*" (@+D* (z-1)

da cui

(A+E)2°+ (A+ B+3E+F)a'
(—2A + C +2F +4F) %+
(—2A—2B —C+ D —2E + 6F) 2*+
(A—C —2D — 3E + 4F) z+
(A+B+C+D—-E+F)

=1

+
_|_
+
+

Per il principio di identita dei polinomi:

A+04+0+04+E+0=0
A+B+0+0+3E+F =0
—2A4+0+C+0+2E4+4F =0
—2A-2B-C+D—-2E+6F =0
A4+0—-C—-2D -3E+4F =0
A+B+C+D—-E+F=1



La soluzione é

Da cio segue:

1311 11
(ABCDEF) -+ 11 11
816

N
T8 A1) @y A

[ [ [
4) (x+1)* 8Jx—1 16/ (z—1)

r+1|  32°+62% +x—4
r—1

12(z4+ 1) (x —1)

p@) =1, ¢(@)=(@=1)" (z+1)° (2> +1)°

A B C D Ex+ F

)
)

Gz +H

da cui

La soluzione é

Da cio segue:

16

L’integrale [

r—1 (.75—1)2 r+1 (x+1)2 2241

A+0+C+0+E+0+0+0=0
A+B-C+D+0+F+0+0=0
A+2B+C—-2D—-F+0+G+0=0
A+3B—-C+3D+0—-F+0+H=0
~A+4B—-C—-4D—-E+0-2G+0=0
—-A+3B+C+3D+0—-F+0—-2H=0
—-A4+2B-C—-2D+E+0+G+0=0
~A+2B+C+D+0+F+0+H=1

1 3 1

-3
AB,C,D,E,FG,H)=|— Z
( ’ ’C’ T ’G’ ) (167167167 L

3 dx 1 dr
I(z)=—— 1 [ de
(x) 16/x—1+16 T

(22 + 1)?

+3/ dx
1) 16/ x+1

Y R P R P
(x+1) 22+1 4) (22 +1)

+
:p—|—1+1 ¢ 1 1 1 1 +1
—arctanr — — S 2
4acax 67-1 62311

r—1

5 ¢ dato dalla (3.56) donde:

(z 2+1

1
16

I(x)=

11—z

[3111 1+z

dx

— 5 tconst

(22 4+ 1)

4z
+ 6arctanz — —; + const
t—1



10. [(x):fm Qui é:
p() =1, q(z) = (z+1)" (z° + 1)
Quindi:

p(x) A B Cx+D
= + >+ —
q(r) x+1 (z+1) 2 +1

Per il principio di identita dei polinomi:

A+04+C+0=0
A+B+20+D=0
A+04+C+2D=0
A+B+0+D =1,

la cui soluzione é:

Quindi:

da cui 'integrale:

1

1

—l—iln(:f—l—l)—l—@

3.12.11 Funzioni razionali improprie

Qui il grado del numeratore ¢ > di quello del denominatore.

Esempio
3
/x + 8dx
r—2

Eseguendo la divisione dei polinomi, otteniamo:

348 16
R t2rbd et ——,
Tr — 2 -2’

donde:

3 8 3
/x +2dx:%+x2+4x+161n|x—2\+0
'Z‘_

3.12.12 Calcolare i seguenti integrali

b —abtat—a24a 52342 zt
/ zt—1 dx /m3 5$2+4a}dl‘ 9) /(l—m)sdl‘

T 72x3+31 —x+3 z3—1
T 2322243z dx 43— zdx

2 3
+3x—4 74 —6234+1222+6
/zQ e /z3 62 rize g 0T

T —5z+9
22—5z+6 dx



3.12.13 Soluzioni

1. I(zx)= [ %#dx. Eseguendo la divisione tra polinomi:

-t -2+, iy 1
=1’ —x —
zt—1 =1’

donde: . .
I(z)= §x3—§x2—|—x—l—ll(x),

h@%i/¥%1

Per calcolare I; (x) occorre applicare il metodo dei coefficienti indeterminati:

essendo:

I A N B _i_C:c—i—D
-1 x—1 x+1 2241

da cui il sistema:

A+B+C+0=0
A-B+0+D=0
A+B-C+0=0
A-B+0-D=1

La cui unica soluzione é:

11 1
A B,C,D)=(=~,->0—-=
( ) ’O’ ) (4’ 470’ 2>’

per cui:
I (2) 1/dx 1/dx 1/dx
T) = — - - =
! 4)x—1 4)z+1 2] a2+1
1 —1 1
:Z n f:—l—l‘ —iarctanx—I—C'
Finalmente:
1 1 1 -1 1
[(x):§x3—§x2+x+zln §+1'—§arctanx+0
I (x) = f%dw Risulta:
at =203 + 322 — 1+ 3 N 3—=x
= _
x3 — 212 + 3x x3 — 222 4+ 32’
per cui:
1
[(x):§x2+]1(x),
essendo:

3—x
[ (z) :/x3—2:c2+3xdx



Applichiamo il metodo dei coefficienti indeterminati:

3—x _A Bx +C

3 — 222+ 31 ZE+ZE2—2:E+3

’

ottenendo il sistema:

A+B+0=0
—2A+0+C =—1
3A+0+0=3,

che ammette 'unica soluzione:

(A,B,C) = (1,-1,1)

Quindi:

_/d (/ r—1
N x2—2x—|—3

/d(x — 22+ 3)

=Inlz|— =

2 2 — 21+ 3

:ln|x|—%ln(x2—2x+3)—|—0

Si conclude che:

1 1
I(x):§x2+ln|:c\—§ln(x2—2x+3)+0

I (2) = [ ZE4 gy, Risulta:

22 +3r—4 S5r + 4

22— 2 —8 +x2—2x—8

Percié:
I(z)=x+16(x),
essendo:
5 4
L (x) = /de

2 — 21 — 8

Tale integrale si calcola con la (3.38):

[1(x):§ln}:c2—2x—8’+§ln

r—4
C
)+

1n’x—|—2 (r—4 }—i—C'

donde:
I(z)=z+In|(z+2)(z—4 ’+C



4. I(z)= [ ””2_2””120395 Abbiamo:

I(x)= dz

/x —br+6+3
22 —5r+6

d 3
/x—i— /x2—5x—|—6

L’integrale a secondo membro si calcola con la (3.38):
/ dx
S
2?2 —br+6

I(z )—x—|—3ln

r—3
x— 2

[+

per cui:

Tr — 2

5|+ c

_ _ 5342 _ 242522 —20x : :
5.1 v frrpdr = 5[de + [2Be 2k errirdr.  Calcoliamo a parte il secondo
1ntegrale

dx

def [ 25x% — 20x + 2
I (@) = /x3—5x2—|—4x

Metodo dei coefficienti indeterminati:

25x2—20x+2_A B C

3 — Hha? + 4z _x+:c—4+x—1’

da cui il sistema lineare:

A+B+C =25
5A+ B+4C =20
AA+0+0=2,

che ammette 'unica soluzione:

1 161 7
ABC)=|=,—,—=
450 = (50 3).
percio:
1 161 7
I(z)=5x+ = ln|x\+—ln|x—4\——ln|x—1|+C
6. [(x)= fvgfzdx = fdx—i—f413 ~dv =1 [dx + § [ Z=dz. Calcoliamo a parte il
secondo integrale:
def r—4
J(z) = /4:p3—:pdx

Metodo dei coefficienti indeterminati:

0= [z [sm—nt [smen®

—41HIL‘——1H(21’—1)—21H(2:L‘+1)+C

Quindi:
1 7 9
I(x)= Zx—i—lnx—1—61n(2x—1)—1—61n(2x—|—1)+0



7. I () = [ Z00H120%46 g0 Abbiamo:

3 —622+122—8

xt — 623 + 1222 + 6 L 6 + 8x
=z
3 — 622+ 122 — 8 3 — 622+ 120 — 8’

per cui:

1 dor + 3
I(z) =2 +2 d 61
(@) =57+ /;3—6ﬁ+—mx—8 ’ (3.61)

Applicando il metodo dei coefficienti indeterminati
4 + 3 11 4

P62+ 1208 (z—2¢  (@_2]

Quindi

/ 4o + 3 5— 8z
dr = —————
3 — 622 + 120 — 8 2(x—2)

Sostituendo nella (3.61):
ot — 42?4 42% — 162+ 10

I(z +C
(=) 2(x—2)
8. I(z) = [ -“<dz. Abbiamo:
4
=1
-1 M

donde: p

T
I = — .62
() x—l—/x4_1 (3.62)

Calcoliamo D'integrale a secondo membro della (3.62) con il metodo dei coefficienti
indeterminati:

I A N B _i_C:c—i—D
-1 -1 z+1 x2+1"7

da cui il sistema lineare:

A+B+C+0=0
A-B+0+D=0
A+B-C+0=0

A-B+0-D=1,

la cui unica soluzione é:
1 1 1
ABCD)=(-,—.0 —=
( bl ) ) ) (47 47 bl 2>

Quindi:
1 1 1 1

=1 4(x—-1) 4(@x+1) 2(2%24+1)

Percio:

/ dx 11 r—1 1 " LC
—— =—In — —arctanzx
-1 4 x+1 2

Sostituendo nella (3.62):

1 r—1
I = -1
(x) :E—|—4nx+1

1
~ 3 arctanz + C'



9. I(z)= fuf—i)?'dx Abbiamo:

x? —8x + 622 + 3

3= —¢—3+ 3
(1—x) (1—2x)
da cui 'integrale:
622 — 8 3
Iuﬁ:/[—x—3—ii—¥2;ﬁdx (3.63)
(z—1)

1 2

:——x2—3x—/6x 8x;t3dx
2 (z—1)

Calcoliamo l'integrale a secondo membro della (3.63) con il metodo dei coefficienti

indeterminati:
622 — 8x + 3 B A N B C

@1 o1 @1 @1

da qui il sistema lineare:

A+0+0=6
—2A+B+40=-8
A-B+C =3,

che ammette 1’'unica soluzione:

(A, B,C)=(6,4,1)

Quindi

622 — 8 3 4 1 1
/%d:p:mnu—ﬂ— - + 3 +C
(z —1) T
Sostituendo nella (3.63)

8r —T7
2(x—1)

3.13 In(a;):/(x;l—xl)n, Jn(x):/@fﬁ

Iniziamo con il primo eseguendo il cambio di variabile (anziché applicare il metodo dei
coefficienti indeterminati):

1
I(:p):—§x2—3x—6ln|x—1|—|—

_x—l

t= 3.64
r+1 (3.64)
Dalla (3.64) otteniamo:
1+t 2
xr= i, dr = sdt,
-t (1—1)

donde:

I(t) = s / SEU R (3.65)



La (3.65) puo essere utilizzata solo per piccoli valori di n. Ad esempio, per n = 1:

dt 1
Ripristinando la variabile x:
1 r—1
I =-1
1(@) =gl x+1'+0

Osservazione. Il risultato precedente € equivalente a:

2?2 —1

d
/7‘% = —arctanhx + C

Per n = 2:

/\\
H~|H
l\D
=
=~
+
~
+
S
N———

8 r—1 r+1 r+1
T 1 r—1
= — =1 C
2(1 — 22) 4nx—|—1’+

Per n = 3:

=555
{QE __4 /——4/dt+/tdt>

. +61n|t|—4t+2t)+(]

22

Ripristinando la variabile x:

1 1 1)* 1 1 1 1(x—1)>
I(2) = - 1@+ )2+4:c+ 6l l|® 4t 1(z :

32 Q(x—l) r—1 41 r+1 Q(x—i—l)

322 -5 3 —1

8(952—1) 16 +1

I rimanenti integrali (n > 3) sono riportati in Appendice A.
Passiamo a J,, (z); per n = 1 é un integrale fondamentale:

Ji () = arctanz + C'
Per n = 2, abbiamo gia calcolato (vedi eq.3.52):



1 T
Jo (z) = 3 arctan z + 22 +1) +C

E possibile giungere al medesimo risultato attraverso un’integrazione per parti. Per ogni n:

2 1 — 2
Jn(x):/udx

@1y
x?+1 x?
- /@2 T /@2 I
cioé:
In (@) = Jn-1 (2) = T (2), (3.66)
essendo:
2
Ju(2) € / ri Ty (3.67)
Per n = 2:
Jo(z) = Ji (z) — T2 (2)
Qui é:

T (z) = /ﬁdw

Per calcolare tale integrale, procediamo per parti osservando che:

( 1 > 2xdr
d S
x?+1 (22 +1)

donde:
1 1
— = [ud
Tz () 2/96 (x2+1)
1 1 / dx
p—_ l’ J—
2\ 2241 2 +1
1 x
Quindi:
1 T
R = s
Ma J; (z) = xg_fl = arctan z-const, per cui:
J, () = = arctans + ———— 4+ C (3.68)
2 (2) = 5 arctanz 2T D) :

Passiamo a n = 3; per la (3.66):

Jy (2) = I (2) - T (=)
Qui é:



%(z):/ﬁdx

Anche in questo caso procediamo per parti osservando che:

1 dxdx
T B
(24 1) (22 4+1)
donde:
1 1
J3(x) = —Z/xd [(xQ n 1)2}
1 T 1
—_Z(x2+1)2 Z 2(.%’)
Quindi:
3 1 T
Ja(2) = 7/ (2) 12 11)

L’integrale J (z) & dato dalla (3.68), per cui:

T 1 T
= —arct — - C 3.69
J3 () 8arcanx+8x2+1+4(x2+1)2+ (3.69)
3 x (322 +5)
= sarctanr + ————
8 8(x2+1)
[terando il procedimento, si trova:
2n —3 T
Jp () = ———J, 1 () + +C 3.70
(z) 2(n—1) 1 (@) 2(n—1)(z2+1)"" (3.70)
Ad esempio per n = 4:
Ji(e) = DIy @)+ (3.71)
x)==Js(r)+ —— .
! 67" 6 (22 +1)°
; n 5 T n ) x n x e
= — arctanx + — —
16 1622 +1  24(22+1)°  6(22+1)°
Per n = 5:
Jy(a) = L)+ (372
r)==Jy(x)+ ——— .
’ 8 8 (x2 +1)*
35 ; L 3 L 35 T n 7 T L T LC
=—arctanr+ —————+ ——— + —
128 1282241 192 (:c2+1)2 48 (x2—|—1)3 8(9524_1)4

Una tabella di valori di J, () é riportata in Appendice A.



3.14 Integrali di funzioni irrazionali

3.14.1 Integrali del “tipo 1”

Hanno un espressione generale:

/R ar +0b % ar +0b z_; ar + b Z_Z d
s cr +d "Nexr+d " \Nexr+d i

essendo R una funzione razionale, mentre p;,q; € N — {0}. GIli integrali di questo tipo si
riconducono ad integrali di funzioni razionali attraverso la sostituzione:

ar+b ik
cx+d
Qui k£ ¢ il m.c.m. di qq, g2, ...q,. Ad esempio, calcoliamo I'integrale:

(3.73)

x>:/¢2x—1—€/2x—1
La (3.73) &

20 —1 =t

donde:
da = 2t3dt

Quindi 'integrale:

t2
I(t) =2 dt
(t) /t_1

:2/(t+1+#)dt

—(t+1)>+ 2]t —1|+C

Ripristinando la variabile x:
I(@)=(1+v2e—1) +2m|[v2z—1-1|+C

3.14.2 Calcolare i seguenti integrali

V-1
\/— 5)/\/—+1d 9)/ x+1d$
xdx Vr+142 z+1
Jaztb 6) /(erl) \/—dx 10) /3 e de
. dz vz z+3
3) /\/x+1+ (z+1)* 7 /l‘+2dx 11) /z%/ﬁdx

1) | 8) | e e =
N 2—z)Vi—=z z+4 2x+1

3.14.3 Soluzioni

1L I(z)= [~ \/7 =2, n =1, percio: k= 2. La (3.73) porge:

r—1=1¢

Cio implica:
dx = 2tdt



Quindi l'integrale in funzione di ¢:

I(t):2/(t2+1)3dt
2. 6
:?t7+gt5+2t3+2t+K

Ripristinando la variabile x:

\/ -1 g\/x—l + 20/ (x— 1) + 2V — 1+ Cy

=2V —1 [ (x—1)+5(:p—1) }—I—C’
)= [ %. Qui ¢ ¢ =3, n =1, percio: k= 3. La (3.73) porge:
ar + b=t
Cio implica:
1
= —(t*—b
o=ty
3t
dr = —dt
a

Ripristinando la variabile x:

z) = % E v/ (az +b)° = by/ (az + b)Q] + const

(3 73) porge
r+1=1¢
Cio implica:
dr = 2tdt

Quindi l'integrale in funzione di ¢:

2tdt
1) = /t+t3

dt
:2/
14 ¢2

= 2arctant + const

Ripristinando la variabile x:

I (x) = 2arctan vz + 1 + const



4. I (z) = fﬁ = [R <x%,x%> dr. Quié g =2, ¢ = 3, percio: k = 6. La (3.73)
porge:

x =1
Cio implica:
dr = 6t°dt
Quindi I'integrale in funzione di ¢:
6todt
I(t)= | ——
0= [ 575

t3
:6/ dt

1+t

1

:6/ £2t+l———
t+1

=2t% — 3t + 6t — In |t + 1| + const

Ripristinando la variabile x:

I(z) = 2y/x — 3/x + 6¥/x — 61n|/z + 1| + const

5. 1(x)= [ ‘é_glldx =R (x%,x%> drv. Qui ¢ q = 2, ¢; = 3, percio: k = 6. La (3.73)
porge:

x =15

Cio implica:
dx = 6t°dt

Quindi l'integrale in funzione di ¢:

I(t)—/t3_16t5dt
) 241
-1
=
t2+1
t—1
=6 Bt —1-—
/( e 241

1 1 1, 1 1 t—1
:6(—t7——t5——t4+—t3+—t2—t—/

=

75 4 32 241
1, 1, 1, 1, 1 1
= (?ﬂ — 5t5 -3t §t3 +gtt - an]tQ + 1| + arctan ¢ + const

N—— —

Ripristinando la variabile x:

6 6 3
[(l‘) = ?l'%— gw—§€/ﬁ+2ﬁ
+3{/x — 6¥/x — 3In |z + 1| + 6 arctan v/z + const

6. (2) = [ Y ide = [R|(@+1)° (2 +1)2, (o + 1)7] do. Qui &

(z+1)2—/z+1
=2q=1

p2=1,q =2
p3:1aq3:2a



donde:

k=2
Il cambio di variabile é:
T+ 1=t
Cio implica:
dx = 2tdt

L’integrale:

12 4+ 2t
I(t)=2 dt
(*) /t4—t

L’integrando é una funzione razionale propria:
t+2 1 t+1

t—1)(2+t+1) t—1 £2+t+1

dt t+1
I(t)=2 - dt 3.74
(t) (/t—l /t2+t+1> (3.74)
t+1
2 fule-1i- [ ]
2+t+1

L’integrale al secondo termine del secondo membro della (3.74) si calcola attraverso la
(3.38) ottenendo:

t+1 1 1 2t +1
/%dt:—ln(tz—l—thl)—i——arctan(i)+C
t?+t+1 2 V3 V3

per cui:

Sostituendo nella (3.74):

2 20+ 1
I =2nlt—1-In(®?+t+1 ——arctan(i)—i—C’

Ripristinando la variabile x:

(Veri-1)°" 2 (2\/m+1)+0

n — ——arctan
r+2+Vr+1 V3 V3

()= [Lde=[R (x,x%> dr. Qui é k = 2. La (3.73) porge:

T+2

I(x)=1

Cio implica:

Quindi l'integrale in funzione di ¢:




Ripristinando la variabile x:

()—2<\/_—\/_arctan\/g)+const

f(2 o= = fR[ (1—x)2 ] . Quié ¢ = 2, percio: k = 2. La (3.73)
porge
1—x=1¢

Cio implica:
dr = —2tdt

Quindi I'integrale in funzione di ¢:

dt
I@%:_%/1+ﬂ

= —2arctant + const

Ripristinando la variabile x:

I (z) = —2arctan (v/1 — z) + const

=[x Hldx—fR[ ( ) }dm Qui é:

p1 = 15 q1 = 27
donde:
k=2
La (3.73) porge:
r—1 9
=1
r+1
Risolvendo rispetto a x:
1+
12
da cui il differenziale: o
dr = ———dt
(1—12%)

Quindi I'integrale in funzione di ¢:

[(t):4/t(21(7f7;)13)dt

Applicando il metodo dei coefficienti indeterminati:

t+1 t + 3t2

I(t) = t—l' (t2—1)2

In +C

1
2

Ripristinando la variabile x:

I(x) =

ll \/x—l—l—\/x—i—l’
2 |Vr—1—+Vz+1
(+1)°3@ -V F1l+(x+1)vVo—1

(z+1)°

+C

4



PL

10. I (x)= [ ¢ x—ﬂdx:fR[(i—ﬂ)ql]. Qui e

xT

p1 = 17 q1 = 3a
donde:
k=3
La (3.73) porge:
r+1 3
=1
r—1
Risolvendo rispetto a x:
P -1
S
da cui il differenziale:
d 61° dt
r=——"
#—1)

Quindi I'integrale in funzione di ¢:

f(t):—b’/ﬁdt

Sviluppiamo l'integrando in frazioni parziali:

3 1 1 t+3 t+1

t3—1)? g(t_1)2+9(t—1) 9 +t+1) 32 +t+1)

Quindi:
3 1 1 1 1 t+3 1 t+1
/ﬁdt:—ln|t—1|—————/Ldt——/;2dt
(t3—1) 9 9t—1 9) e+t+1 3] (@2+t+1)

Risulta:

t+3 1 5 1+ 2¢
/#dtziln(ﬂ—i—t—kl)—l——arctan (L) + C}

24t 1 V3 V3

t+1 t—1 2 142t
—dt = + arctan [ —— | + C
/(t2+t+1)2 3 +t+1)  3v3 ( V3 ) ’

donde:

1 2+t+1 (1+2t> 6t }
I(t) =~ |ln———"" 4+ 2v/3arctan + +C
) 3[ (t—1) V3 8 —1

Ripristinando la variabile x:
{‘/(x+ 1)% + \"‘/(x — 1) —2va? -1

e e e S e

Vr—1+2Jx+1 T T (o
_2\/§arctan< Y ICES) )—3\/(x 1)( 1)} +C

_l_




11.

12.

I(z) = [ z52=de. Quie:
1= 17 Q1 = 27
donde:
k=2
La (3.73) porge:
22 + 3 =t
Risolvendo rispetto a x:
1
=— (-3
r=1(E-3)

da cui il differenziale:
dr = tdt

Quindi l'integrale in funzione di ¢:

[@):Q/Zﬁié—ﬁ

12 —3)?
Sviluppiamo l'integrando in frazioni parziali:

243 1 6

= +
(t2—3) t2=3 (12-3)°

L’integrale in funzione di ¢

2t
I(t)=— C
Ripristinando la variabile x:
V2 3
T@)=-Y2*2 ¢

_ 3/2z+41
I(z)= fjﬂi V;;dx =[R [x, (%)1/3, (%)1/4] dx. Quié k = 6, per cui il cambio

z—1

di variabile é:

20+ 1 46
r—1
Risolvendo rispetto a x:
5 +1
Tr =
6 —2
Differenziando rispetto a t:
d 18 i
r=—18———
(5 —2)

L’integrale diventa:

I(t)—18/ oo
B (t6 — 2) (49 + 16 — 83 + 1)

dt,
che é l'integrale di una funzione razionale propria. Riducendo:

2 [t°—t St +2t° — 8ttt + ¢t
I(t) =18 |= | ——dt dt
*) l&/ﬁ—? +/£Mﬁ+ﬁ—8ﬁ+n




Il primo integrale a secondo membro é:

/t5 _t [2\/_\/§arctan ( \/_tQ) Vv21n 2+ VAP + V2r!

42 — 2

t6—2 V3

+4In[t° —2]]

Il secondo integrale non si esprime in forma chiusa. Utilizzando il software Mathematica:

/8t8+2t5—8t4+t _Zlnt— p) —8p3In(t — p)+ 20" In(t — p) +8p"In (t — p)
449 416 — 83+ 1 6p7 + pt —4p

+C

I

dove la somma ¢ estesa a tutte le radici reali p del polinomio 4t + t® — 83 + 1.

3.14.4 Integrali del “tipo 2”

Hanno un espressione generale:

o P ()
I, (z) = / mdw, (3.75)

essendo p,, () un assegnato polinomio di grado n:

n
= E aka‘k
k=0

Qui ¢ n > 2, poiché per n = 0,1 l'integrale si calcola con i metodi visti nelle sezioni
precedenti.

Proposizione. L’integrale (3.75) ¢

I, () = gu1(x )\/ax2+bx—|—c+)\/

> (3.76)
Var? +br +c

essendo A € R, mentre ¢, () ¢ un polinomio di grado n — 1 a coefficienti indeterminati:

n—1
In—1 (:L‘) = Zbkxk
k=0

Dimostrazione. Omessa [l

I coefficienti indeterminati e il numero reale A\ si ottengono derivando primo e secondo
membro della (3.76):

n
k
E ayT - n—1
k=0

2ar +b
— =+Vax?+bx+c k+1)bp2® + bt +
vVar? +bx +c 0( ) b 2\/a:p2+b:p—|—ckz:0 i

[\

k=
A
+ )
var? +br+c
da cui:
n n—2 n—1
QZakxk =2(az® +bx+¢) Y (k+1)ba” + (2az + b) Zbkxk +2X (3.77)

k=0 k=0 k=0

Per il principio di identita dei polinomi la n-pla (b,_1,b,_o,...,b9, A) € la soluzione di un
sistema di Cramer.



Esempio

xt 4 422
Ii(z) = | ———
Vat 44
La (3.76) &
dx
[4(.1') ZQ3(x> Vx2+4+)\/ﬁ
X
Derivando:
z* + 4a? x (b3x® + bax? + by + by) A
S —— = (3bg2® + 2byx + by) Va2 + 4+ +
Vvt +4 (30 ? ) 244 244

Segue il sistema:

4bs+0+0+0+0=1
04+3024+0+04+0=0
12bs +0+ 26 +0+0=4
0+8by+0+by+0+0=0
0+0+4b +04+ X =0,

la cui unica soluzione é:

1 1
—(>,0,2,-2
(b37627b17b07)\) (470727 > 9

donde:
% + 2z dx
I, (z) = 2 4+4 -2 | ——
1(2) 4 Vrz+4
%+ 2z

- VaZ+d-2m (24 Va2 + 1)+ C

3.14.5 Calcolare i seguenti integrali

332 1‘5 CEG
D /ﬁ‘m 2) /ﬁdx 3) /de

4z
1) | e
x? A
/ Y e = (b + bo) VAP +1+)\/ d (3.78)
———dx = (lix x> —x _— .
vz —x+1 ! ’ vz —x+1
Derivando primo e secondo membro e riordinando i termini:
2[L‘2 = 4b1[L‘2 + (2b0 — 3b1) xXr —f- (—b() —f- 2b1 —f- 2/\)
Per il principio di identita dei polinomi:
20 +0+0=1 (3.79)

le—bO—I—)\:O



La soluzione del sistema (3.79) é

13 1
(blab()a)‘) - (57 17 _§>

Sostituendo nella (3.78):

essendo:

dzx
7) = / Wi (3.80)

L’integrale (3.80) si calcola attraverso la (3.39), e si ottiene:

20 —1+2vVa2 —x+1
V3
:ln)Qx—l—i-Q\/xQ—x—l—l’—l—C’g,

+Ch

J(z)=1In

avendo incorporato In V/3 nella costante di integrazione. In definitiva:

1 1
[(x):Z(2x+3)—§ln)2x—1+2m’+O

| F=dx. La (3.76) ¢

[t =@V [

Applicando direttamente la (3.77):

3 4
22° = 2 (1 — 2?) Z (k+1) bppqa™™ — Qbekxk + 2\
k=0

k=0

Si ottiene: . A .
by=—=by=0by=—— b =0.by= —— )\ =
4 5a 3 Oa 2 157 1 Oa 0 15’ 0

da cui:

1
I (z) :—B(3x4+4x2+8) V1i—a22+C

I (2) = [ F=dr. La (3.76) &

NG
dr = \/1+x2—|—)\/
V1+ a2 % (7) V14 22

Applicando direttamente la (3.77):

4
1) (k+ 1) bsra® +bekx + A
k=0 k=0



Per il principio di identita dei polinomi:

6bs +0+0+04+0+0+0=1
04+54,+0+0+0+0+0=0
5bs +0+4b3+04+04+0+0=0
0+4by,+04+3b+04+04+0=0
0+0+3b5+0+20;+04+0=0
0+0+0+2b4+0+by+0=0
04+0+0+0+b,+0+A=0

Tale sistema ammette ’'unica soluzione:

1 5 5 5
(65’b4’b3762?blab07)‘) o (6’07 _ﬂaoal_Gaoa _E) s

donde:

Ricordando che [ \/jfﬁ =1In }x +Va? + 1} + (', si ottiene:

1 5
f@)=Zg@ﬁ—ﬂuﬁ+1mg¢?ifi_ﬂ§qx+wgzqu%c

4. I(x)= [ \/%mdx. Si calcola con la (3.39):

1(z) :4\/m+81n‘x—2+\/W‘+COHSt

3.14.6 Integrali del “tipo 3”

Hanno un espressione generale:

d
I = [ o
(x — x9)" Vaz? + br + ¢
Si osservi che per n = 0,1 l'integrale (3.81) ¢ del tipo (3.39)-(3.40) rispettivamente, donde

assumiamo n € N — {0, 1}.
Eseguiamo il cambio di variabile:

(3.81)

1
=1 3.82
pr— (3.82)
L’integrale diventa:
tn—l
Jnt:—/ dt =—1,1(t), 3.83
essendo:
o = ax] + brg +c (3.84)
b =2axg+0b
T=a
e

n—1
Vat? + Bt + v



Abbiamo quindi ricondotto I'integrale al tipo 2, per cui é n > 3. Quindi:

dt
In1 (t) = quo (t) Vat?2+ Bt +v+ /\/ (3.85)
Vat? + Bt +
n—3 n—2
20" =2 (at’ + Bt +9) > (k+1) brgat® + (20t + ) Y bpt" + 2
k=0 k=0
3.14.7 Calcolare i seguenti integrali
dzx dzx 224zl
1) /(a}+1)3\/a:2+2z 2) /z5\/$2—1 3) /zx/a:2—w+1dx
3.14.8 Soluzioni
Oé:_1552077:1
Quindi:
t2dt
J3(t) = -1 (t) = — 3.86
Calcoliamo I, (t):
dt
Li{t)=q (t)V1—12+ )
2 ( ) q1 ( ) m
Per la seconda delle (3.85):
207 =2 (1 — %) by + (—2¢) (bo + bit) + 2
Cio implica:
-2 +0+0=1
0—byp+0=0
b1 + 0 + )\ — O,
la cui unica soluzione é: . .
bi,bp, \) = —=,0,=
( 1, Y0, ) ( 27 ) 2)
Osservando che f \/% = arcsint si ottiene:
1
I (t) = 3 (—t\/l — 1% + arcsin t) + Ch
Per la (3.86):
1 [Va2+2 1
J3(z) = = Lf — arcsin +C
21 (z+1) r+1
a=0,=0~y=1
Quindi:
thdt
Js(t) = =1, (t) = — 3.87



Calcoliamo Iy (t):
dt

V1—1t?

[4(t) :q;g(t> vl—t2—|—)\
Per la seconda delle (3.85):

2t =2 (1 = %) (by + 2bot + 3bst®) + (—2¢) (bo + byt + bat® + bst®) + 2X
Cio implica:

—4bs +04+0+0+0=1
0—3by+0+04+0=0
3by+0—2b; +0+0=0
0420, +0—by+0=0
0+04+b+0+A=0,

la cui unica soluzione é:

1 3 3
b, bo, b1, bos A) = ( —=,0,—2.0,2
(3, 2, Y1, Y0, ) ( 470a 87 a8>

Osservando che [ ﬂdfj = arcsin t+const, si ottiene:

1
Iy (t) = 3 [— (3t + 8t%) V1 — 12 + arcsin t} +C

Per la (3.87):

1 /2 2 1
J5(x):—( —|—§x \/xz—l—arcsin—)+0
x x

2 . .
3. fﬁdw Spezziamo l'integrale:

essendo:

rdx
Rw%i/?ﬁfiiﬁ (3.88)

Fy (x) / dz
z)= | —]—
’ Vot —z+1
dx
F5(z) = | —F/——
2 (@) / rVat—ao+1
Calcoliamo separatamente i tre integrali (3.88). Per la (3.39):

1
Fl(:c):\/xQ—x—i—lealn’Qx—1—1—2\/3:2—95—1—1 + 4
Fy(z) =1In 2x—1+2\/x2—x+1’+02



F3 () si calcola con la sostituzione z = t~! ottenendo

dt
F (t> - - )
V2 —t+1
che a parte il segno, & pari a Fy (), quindi:

Fg(t):—1n’2t—1—|—2\/t2—t—|—1’—1—03,

essendo t = 2!, Ripristinando la variabile x:
Fy(2) = Iz —1n’2—x+2\/x2—x+1’ e
Quindi:

3
Fl)=vVaZ—s+ 1+ mf2—o+2Va? —o+ 1|+
+ln\x|—ln’2—x+2\/x2—x+1’+const

3.14.9 Integrali del “tipo 4”

Hanno un espressione generale:

Ly (1) = /xm (a + ba™)’ dr, (3.89)
essendo m,n,p € Q.

Proposizione (Teorema di Cebyscev) 19. L’integrale (3.89) ¢ esprimibile attraverso una
combinazione finita di funzioni elementari se e solo se € verificata una delle condizioni:

l.peZ
2. mtl e7Z

3. (2t +p)eZ
Nel caso 1 il cambio di variabile é:
=1t (3.90)

essendo ¢ il m.c.m. dei denominatori di m e n.

Nel caso 2 il cambio di variabile é:

a+ba" = t*, (3.91)

essendo k il denominatore di p.

Nel caso 3 il cambio di variabile é:

ax™" +b=t" (3.92)

Dimostrazione. Omessa. O



Esempio:

31 4
I_lll(l'):/ +\/§d:p
207403 \/E
Qui é:
1 1 b1
_ —— = — = —. Q= =
m y 4>p 37

Siamo nel caso 2:
1ot =3 = de =126 (£ —1)° dt
Cio implica:

1

ol
PN
ol

12
(t) = 12/ (t°—t*) dt = 7t7 — 3t* + const

Ripristinando la variabile z:

12
Ly @)= 2400 =33/ &)+ const

3.14.10 Calcolare i seguenti integrali

1) /x3(1—|—2x2)3/2dx 2)Fm(x):/%perm— 14 3)

4>/x3¢% 5>/<2f7>/ /

D [VEQevaan ) [TV

3.14.11 Soluzioni
L [23(1+22%) 2 dz. Quiém =3, n=2p=—=2:

le

Iyy s ()= /x3 (1+22°) " du,

quindi:
1 tdt
a+br"=tr = 1+2 =) = do = —
V2ViE -1
L’integrale diventa:
1 1
12 +1
= - + const
4
Ripristinando la variabile x:
1+ 22
I, 3 (r) = ——= + const
524 (0) = 5
2. Iy (2) = f - 1+x4 Qui é ™= = 0, per cui il cambio di variabile:

1+x4:t4,

d

ﬂ

w
SF

SIFE
g
%




per cui:

Foat) = / (tjfl)dt

Procedendo per decomposizione in frazioni semplici:

1
F_1 (t) = Z In

t+1
t—1

1
’ + éarctant—i—C'

Ripristinando la variabile x:

1, [V t+1+1] 1 y
Filt)=-In|—m— Z t 41140
1(t)=7In = mi R an Vo4 +1+
Procedendo in maniera simile per m = 4:
1| W11 . 4/ (@t +1)°
Fy(z) = — |In|=———=——| + 2arctan Va1 + 1 + +C
16 Vet +141 iS4, 103
(x=2+1)" -1
. fﬂjﬁ?' Quiéem=—-4n=2p= _%
dx
]7 1) = —_—,
-y 0= [
quindi:
-n k -2 2 tdt
ar "+h=t"<—orit+l=t—=do=—-—_
(12 —1)%?
L’integrale diventa:
LAri“):'i/(ﬂ_l)ﬁ
1 g
= _§t + ¢ + const
Ripristinando la variabile x:
(1+22)° Iz
[1,475 (z) = 322 + ;—:p + const
V1 2
v (22° — 1) + const
3x?
’ f:v\?’/% QUiém:_Ln:E)ap:_%

7 () / dx
1(2) = | —,
quindi:
3 t3dt
a+br" =t =1+ = =dr=-— -
5(18 —1)""

L’integrale diventa:

3 tdt
151 (t) = g/tgj



Abbiamo quindi ricondotto 'integrale 4 all’integrale di una funzione razionale propria.
Riduciamo l'integrando in frazioni semplici:
t __ A , Bt+C
-1 t—1 22+t+1

Si ottiene:
A+B+0=0
A-B+C=1
A4+0—-C=0,

la cui unica soluzione é:

(A, B,C)=(0,1,0)

3 /1 1 t—1
]_1’57_% (t) = g (g 1H|t— 1| — g/m) -+ const

Calcoliamo l'integrale a secondo membro con la (3.38):

-1 1 2t + 1
= I (A +1t+1) — V3arctan [ ——
/t2+t+1 () farcan( V3

Quindi:

> -+ const

Ripristinando la variabile x:

vita® -1 291+ 20 + 1
Il VTT o + VFarctan (%) o
\/\/?+ VTFT+1
5. IW Qu1€m_—2 n—3p__§
dx
I o5 3 (z) = /W’
quindi:
21/° 12t
ar b=t 22t +1=t = 1=—"— do=-2"—
(tg—l) /3 (t3—1) /3

L’integrale diventa:

3 2/3 3 5/3 2
() = — (t°—1) ' 1 (t°—1) ol/3 t gt
92/3 95/3 15 (12 — 1>4/3

1 [3—1
= dt
=

1 1
= = <t+—t2) +C

4 2

Ripristinando la variabile x:

1[@+2H)7 1 22
1—2,3,—3 (z) = T " + 9 2+ :c3)2/3 +C
4 + 32°

8z (2 4 23)*/?



3
2

=
W=

= 7,P= —

6. [ \/1+— Qui é m =

»\4

/F\/T

s 1 (
274> 3
quindi:
—n k ~3/4 3 t2dt
ar™"+b=1t"<==x +1=t'=do=—-4——
(3 — 1)

L’integrale diventa:

Iyy s (t) = —4 / tdt

=224+ (C

Ripristinando la variabile x:

7. f\/f(l—l—\?’/f)zdx. Quie¢m=g,n=zp=2

0= [V (s ve)ds,

N:I»i
WIH

quindi:
1 =1 = dr = 6t°dt

L’integrale diventa:

5 (1) = 6/ (¢ + 26" + %) dt
1 2 1

=6 (—t13 + =t 4 —t9> + const

13 11 9

1 2 1
2(x)=6 (1—39513/6 + ﬁxn/G + §x3/2> + const

8. [ /zv/1+ Valda. Quie¢m=gn=2p=+
I121(x /f\/1+ 22dz,

Abbiamo:

donde il cambio di variabile é

bt =t e 1 =t (o= (1) dr =68 (11 1) at)



L’integrale diventa:

2(t)=6/t4(t4—1)dt

1 1
=6 (§t9 — 5t5) + const
Ripristinando la variabile x:

1, (0) =6 [%\4/ (1+ \3/?)9 - %f/ (1+ 3/9)5 +C
=64/ <1 + W)E)L/i_ ke

I

3
9.f”1+ Ydr. Quiém = % :i)p:%
3/1 4
[111($):/ﬁdx7
2043 \/E

Abbiamo:
m—+ 1 B

n

donde il cambio di variabile é

a+br"=tF =142 =P = (a:: (= 1), do =127 (t3—1)3dt)

L’integrale diventa:

MIH
OJIH
||
[a—
i
~
w

Ripristinando la variabile x:

) e
= FB(H% \/ f)4}+0

V(1 V)" (45— 3) +

I

N
W=

~J

| W

3.15 Esercizi riepilogativi sugli integrali di funzioni irra-
zionali

3.15.1 Calcolare i seguenti integrali

/\/x_Q-i—;li'{‘ 22 gy 2) /x VT 3) /:c (1+ 2* )1/2dx 4) /\/:%
N
e ol o) j

/ /
13) / <m+1)1/2df<z+1>1/4 14) / Py 15) / V1 + xde 16) / 22y/1 = zda
/ / /

17) [ J=Ymda 18) [ —A=VZiL gy 19)



$okok

21)/ 2 +4x + 13dx 22) /mdx 23) %CM

X 4$ x
24) /*;T V;fdx 25) / z‘ﬁﬂdx 26) /\/—x2 — 14z + 17dx
6x—5 T dx
) [t ) [y 2) [

3.15.2 Soluzioni

1. [ (z) = [¥eitlethie g

- x. Si riduce facilmente all’integrale di una funzione razionale

impropria:

T+ 1

:/(“xil)dx

L,
=5 + 2In|z + 1| + const

]@:/wdx

2. I[(x)= [ %2@5% = [ R (z,2'?) dz, cioé é del tipo 1 con (p1,¢:) = (1,3), donde:

=1t

L’integrale diventa:

t2dt
It)=3 [ ——
(*) /t3—2t+4

t2dt
:3/(t+2)(t2—2t+2)

Riduciamo in frazioni semplici:

t? A N Bt +C
(t+2) (12 —2t+2) t+2 2242

cioé:
(A+ B)t* + (—2A+ 2B+ O)t + 24+ 20 = *

Per il principio di identita dei polinomi:

A+B+0=1 (3.93)
—2A42B+C =0
2A+0+2C =0

Il sistema (3.93) ¢ di Cramer, e risolvendo:

(A,B,C): (ga§7_g>
55 b

Quindi:
2 [ dt 1
=32 " 12
=33 [55+570]

3t —2
)= [ ————dt
() /t2—2t+2 '

essendo:



che si calcola con la (3.38):
3 2
J(t) = 5 In (t* — 2t + 2) + arctan (t — 1) + const
Quindi:
2 3, 1
I(t)=3 5ln|t—|—2|—|—1—01n(t —2t+2) —|—5arctan(t—1) + const
Ripristinando la variabile x:

I(x) :g {2111}\3/5—1—2‘ —|—gln <\3/ﬁ—2{°/f—|—2> + arctan (\3/5—1)} + const

) f9€_3(1 +x4)1/2 dz. E del tipo4con m = —-3,n=4,p =

N[

Abbiamo:

donde il cambio di variabile é

ar " +b=t" =+ 1= = (x — (-1, de = —%t = 1)_5/4dt)

L’integrale diventa:

vVt + 1+ 22

ot 4+ 1 — 22

[\]

1 zr+1 1
1_3’471 (l’) = — = (T — —1In

A 5,/:;117 :fx*1/3(1+x2)71/3dx. E del tipo 4 con m = -4, n=2,p=—1%
]7%7277% (l‘) = /x1/3 (1 + xz) dx,
Abbiamo:
m+1
— +p=0,
n

donde il cambio di variabile é

ar b=t =t 1= = (x — (-1 de = —th G 1)‘3/2415)



L’integrale diventa:

3 t
]_%72’_% (t) = _5/—153 — 1dt

Riduciamo in frazioni semplici:

t A Bt+C
P_1 1—1 Ptisl
AP +t+1)+ (Bt+0C)(t—1)
t3—1
(A+B)t?+(A-B+C)t+A-C
3 —1

Per il principio di identita dei polinomi:

A+B+0=0 (3.94)
A-B+C=1
A+0—C=0

Il sistema (3.94) é di Cramer, quindi risolviamolo con I'omonima regola:

1 1 0
A=|1 -1 1 |=3

1 0 -1

0 0
Ag=]1 -1 1 |=1

0o 0 -1

1 0
Ap=|1 -1 1]|=-1

1 0 0

1 1

Ac=|1 -1 1|=1

1 0 0

Quindi:

Ay 1

A:—:—

A3

Ap 1

p==8-_-

A 3

Ac 1

C:—:—

A3

L’integrale diventa:

1 t—1
I_%Q’_% (t) = —5 (ln|t— 1| +Cl —/m)

L’integrale a secondo membro si calcola con la (3.38), ottenendo:

t—1 1 2% + 1
S (@+t+1) —VBarctan (—— ) + C
/ﬁ+t+1 p () VFMCM( %§)+ ’

Sostituendo nella precedente:

2t+1

V3

1 1 3
I1y 0 (t) = 3 In|t —1|+ 1 In(*+t+1) - g arctan ( ) + const



Ripristinando la variabile x:

1
3x2+1—1W+Zm[ﬁcc2+1f+\mx2+1y+1

V3 224+ 1+1
—5 arctan +C

(1) =3

V3

= f %dm. Il cambio di variabile &

VI =t = dx = 2tdt

donde:

I(t):2/ G

t2+1

?+1-1
Q/Ldt
t2+1

_2(/dt_/t2 )

= 2 (t — arctant) + const

Ripristinando la variabile x:
I (z) =2 (V& — arctan v/z) + const

()= %. Il cambio di variabile ¢

VI =t = dx = 2tdt

donde:

dt
t+1
= 2In|t + 1| 4+ const

I(t)=2

Ripristinando la variabile x:

I (z) =2In |z + 1| + const

)= [ 3+\d/fm. Eseguiamo il cambio di variabile:

Vai+2=t= dr=2dt

donde:

tdt
t+3
=2(t—3In|t + 3|) + const

I(t)=2

Ripristinando la variabile x:

I(z)=2 Vr+2—3In <M+3)] + const



8. I(x)= L: \/—ngigdx. Eseguiamo il cambio di variabile:

2
V3t +2=1t= (g;: (t2—2),dx:§tdt)

W

donde:

ro=2 """

_3 1+t
2

:g/( t+2——)dt+01

2/ 1
=3 (—§t2+2t—21n\1+t\> + Cy

Ripristinando la variabile x:
4
[@ﬂ:—x+§b@x+2—mOAwa+®]+C

9. I(z)= [ qﬂd%m' Si calcola direttamente con la (3.39):

:ln’2x—1—|—2\/x2—x—|—1’—|—const

10. I(x)= [~ W Eseguiamo il cambio di variabile:
1
t==,
T
ottenendo:

t
_/\/—t2+t+1’

con la (3.39):
1-2t

V5

I (t) = arcsin + const

Ripristinando la variabile x:

I (x) = arcsin + const

/5

11. I (z)= [ \/Md;j. Si calcola direttamente con la (3.39):

1—2x

I (x) = —arcsin + const

20 — 1

= arcsin + const

12. I'(z)= [ V4”” 2? dz. Pud essere scritto come:

I(2) = / T wda
— / 27 (a + ba™)F d



13.

14.

Risulta:

m+1
+p = _17
n
per cui il cambio di variabile é:
A=t —1 =1+
da cui:
4 8tdt

Uy L e v s

L’integrale diventa:
(1) :/45/2 (1) (8) ¢
(2 4+ 1)V (12 + 1)
= —16- 4_5/2/t2dt

16
= ? 47523 ~+ const

Ripristinando la variabile x:

(4z — 22)°
I(z)= ST + const
I(z)=] (x+1)1/2df(x+1)1/4 =[R [(3: + 1) (z+ 1)1/4], quindi ¢ del tipo 1 con ¢ = 2,
g2 = 4, donde é k = 4. Il cambio di variabile é:
(z+1) =t

L’integrale diventa:

2
I(t):4/tdt
t+1

1
=14 t—1 — | dt
/( +t+1>

Lo
=t §t —t+1In|t+1| | + const

Rirpristinando la variabile z:

I(z)=4 B (z4+ )" —(z+ 1" +1n ’(x + 1)V 1” + const

I(z)=_ 762;%7' Eseguiamo il cambio di variabile:
2
r=-
t
L’integrale diventa:
1 tdt
I(t)=—-
©) 4/ 2 —1
1
= _thQ — 1+ const
Ripristinando la variabile x:
1 2
I(x)= _VETT L const



15. I(z) = [/1+adz. E del tipo 4 con m = 0,n = 1/2,p = 1/2, per cui il cambio di
variabile é:
1+ 22 =42,

differenziando:
de =4t (* — 1) dt

L’integrale diventa:
I(t):4/t2 (t*—1)dt

1 1
=4 (gt‘r’ — §t3) + const

Ripristinando la variabile x:

Ha) = | ()" = 3 (2| cons
_ % (1 + \/5)3 (3\/5— 2) + const

16. I (z) = [2?y/1 — xdz. E del tipo 4 con m =2,n = 1,p = 1/2, per cui:
V1i—z =1

L’integrale diventa:

~
—~
~
~—
I

—2/ (t° —2t* + £*) dt

1 2 1
= -2 (?H — 5755 + §t3> + const

Ripristinando la variabile x:

2

I(x):—ﬁ

(1—2)® (152® + 12z + 8) + const
17. I'(z)= [ %dz = [ R (2'3, 22 2'/*), quindi il cambio di variabile é:
r = t'?

L’integrale diventa:

t_
=12 11— -4+ 4+15 -+ —— ) dt
/( T +t2—t+1

1 1 1 1 1 1
=12t — =2 — St o5 S+ ST 0 Tt
l 3 4 +6 +6 +7 10 uRAVIE

essendo:

t—1
t) = - =
() /t?—t+1

1 1 2t — 1
=—In(*—t+1 ——arctan(7>—|—0
9 ( ) \/g \/g 1



Sostituendo nella precedente e ripristinando la variabile x:

12
I(x):121€/5—4<*/5—3{°/5+2\/§+7%2/a7

05 + 61 (Vo — ¥z +1) 2 retan 2V 1

— -V n(vr— ¥z — — arctan —————

5 V3 V3

18. I f«/ﬁv dx—fR[x—l—l)l/z (x—i—l)l/g} dx, quindi il cambio di variabile

z+1=1t"

L’integrale diventa:

1, 1
I(t) = 6/ (& —t")dt =6 (Zt‘l — gt5) + const

Rirpristinando la variabile z:

3
25\/ (z+1) \6/(x—|—1)5—|—c0nst
dx

19. I(z)= [ T~ oi calcola direttamente con la (3.39), ottenendo:
—In |20~ 3+ 2Va? —32 12
20. I (z) = [ =2 Si calcola direttamente con la (3.39), ottenendo:

V—z2tz42
1 . 1—23: 5
— vV —x%+x + 2 + const

I(z)= 5 arcsin

21. I (z) = [ Va? + 4z + 13dz. Si calcola direttamente con la (3.41), ottenendo:
2 9
I(:zc):x_QF \/:p2—|—4:p—|—13—|—§1n T+ 2+ Va?+ 4z + 13| + const

22. I (z) = [v/—a? — z + ldz. Si calcola direttamente con la (3.41), ottenendo:

2 1 5 2 1
I(z) = x;— V-2 —z+1+ 3 arcsin% + const

23. I(z) =/ \/%dx. Puo essere scritto come:

1 2 +1 9
=z d
2/\/—:p4+3x2—2 ().

per cui é conveniente eseguire il cambio di variabile:

y=x,

donde:
1 y+1

V=Y 43y —

I(y)=

che si calcola con la (3.39), ottenendo:
d 1
I(y) = 2 arcsin (2y — 3) — 5 —y? + 3y — 2 + const

Ripristinando la variabile x:

5 1
I(z)= 1 arcsin (22° — 3) — 5\/—x4 + 322 — 2 + const



24. I (x) = f L ””+ dr = [ R [ (z+2)" (z+ 2)1/4] dz, per cui il cambio di variabile
e:
T +2=1t"

Differenziando rispetto a t:
dx = 12t''dt

L’integrale diventa:
I(t)=12 / (¢ + 0 —2t7) at

t20 tll 1
=12 — — =8 t
(20+ 11 4 )+COHS

Ripristinando la variabile x:

1@»:1ux+mw3r'@—1y+imx+mV“}+mmt

20 11
25. I'(z) =/ mﬂdaj Indicando con f (x) la funzione integranda:
f (@) NG vVr+1-1
T) = :
ve+1+1 vr+1-1
Vi (Vz+1-1)
B x
_jx+1 1
- - NG
donde:
r+1
/M m—/ (3.95)
— 2/ + const,
essendo:

1
:/ T dx
V =z

Per il calcolo di J (z) eseguiamo il cambio di variabile:

x—i—l_

da cui:

Quindi: ,
t

Riduciamo l'integrando in frazioni semplici:

2 2

©2-17% (t-1*+1)
_1{ LS SR 1
CAl-1)? =1 (41 t+1



26.

27.

28.

29.

Integrando:

1 t+1 2t
=—11
J(t) 5 (n t—1’+t2—1) + const
Ripristinando la variabile x e sostituendo nella (3.95):
1 1 V 1
I(z)=2z v —2\/§+—lnu+const
x 2 |WVrx+1l-—x
I(z) = [V=12? — 14z + 17dz. Si calcola direttamente con la (3.41):
T+

7 T+ 7
V=22 — 142 + 17 + 33 arcsin
2 1/ 66
6x

I(z)=] \/ﬁdaa Si calcola direttamente con la (3.39):

I(r) =

-+ const

—6+ Va2 —12 o2
I(x):6\/:c2—12x+52+31lnx Ve v + const

4

I(z) = [ \/-5dx. Eseguiamo il cambio di variabile:
X 2
=t

x—2
donde: ) A
2t t
x:t2 7 dx——t2_1dt

L’integrale diventa:

Sviluppiamo l'integrando in frazioni semplici:
t? 1 { 1 1 1 1 }

(-1 A[t—=1 (t—1° (@t+1)° t+1
Da cui 'integrale:
2t t+1
I(t) = R +1In ti—ll + const

Ripristinando la variabile x:

I(z)=+z(r—2)+1n vetve-? + const

Vi Va2
I(z)={ #ﬁ. Si calcola con la (3.40). Il cambio di variabile é:
1
g =
x
da cui:

dg
0=~ e
- <ln’2£—|— 1 +2m’ —ln\/g) + const

Ripristinando la variabile = e incorporando In /3 nella costante di integrazione:

I(z)=1In

' -+ const

T
T+24+2Vr2+x+1



3.16 Integrali di funzioni trigonometriche

3.16.1 Integrali del “tipo 1”

Hanno la seguente espressione:

Loy () = /(sin x)" (cosz)™ du, (3.96)

essendo nq,ny € Z.

Consideriamo n; entrambi positivi. Lo schema di calcolo per I,,, ,, (z) é legato alla partita
di n1,no. Pitl precisamente, il caso pitt immediato é quello in cui n; é dispari. Senza perdita
di generalita, supponiamo che n; sia dispari:

dk e N:ny =2k +1,
donde:

Ly (k) ms () = / (sin x)% (cos )" sin zdx
— —/ (1 — cos? x)k (cosx)™ d (cos x)
Eseguiamo il cambio di variabile:

y=cosr (3.97)
Quindi:

Inl(k),nz (y) = _/ (1 - yQ)kyRQdya

che si risolve facilmente. Ad esempio:

I(z) = /sin3xcos4 xdx
= —/ (1 — cos®z) cos* zd (cos z)

Il cambio di variabile (3.97):

I(y) = —/ (1—y%) y'dy

Ls Ly 4 const
= —— = cons
57 T 7Y

Ripristinando la variabile x:

5

I(z)= —p oS’ + ?cos7x—|—const

Nel caso no, = 2k + 1, il cambio di variabile é y = sin x:

Loy o) () = /(Sin x)" (cos ZL‘)% cos zdx

- / (sinz)™ (1 —sin®2)" d (sin )



Cambiando la variabile:

[m,nQ(k) (y) = /ym (1 - yQ)kdya

che si risolve facilmente.

Kokosk

Se n; e ny sono entrambi pari, si cerca di trasformare I'integrando utilizzando le formule
trigonometriche:

1
sin?z = 5 (1 — cos2x)
1
cos’ x = 5 (1 + cos2z)
1
sin x cos T = 5 sin 2z

Ad esempio:

cos? 3z sin® 3xdx

I(x)

(cos 3 sin 3x)” sin? 3zdx

sin?6x 1 — cos6x
4 2

I
—— —

X

sm 6x — sin® 62 cos 6x) dx

I
co| =
\

1 1— 12

5 / ( cos 22t sin® 62 cos 63:) dx
_L(z 120 — —sin6a ) + C

2 5 24 sin 12z 13 sin® 62

(3695 — 3sin 12z — 4sin” 62) + C
ok

Consideriamo ora il caso in cui ny,ny < 0: (ng,ny) # (0,0). L’integrale (3.96) si scrive:

dx
Tusna (@) = /(Sin x)‘m' (cos x)‘m' (3.98)

Ricordiamo le formule:

1 1
=1 3.99
sin’ z + tan? x ( )
1
s =1+ tan®x,
cos? x
da cui:
1
(sinx)‘"1| — —
1\
(1 + taan)
dx [nol—2

W:(l+tan2x) 2 d(tanz)



Sostituendo in (3.98):

[nq]

1 2 9 [ng|—2
Iy () :/ 1+ PR (1+tan’z) 2 d(tanz)

Eseguiamo il cambio di variabile:

Yy =tanx
Quindi:

[nq[+Ingl
mitnal g

Loy my (y) = /(3/2 )

Yl dy

Osservazione. La (3.100) ¢ valida anche se n,ny sono numeri razionali.

Alcuni esempi:

Qui é:

donde la (3.100):

Ripristinando la variabile x:

1
I(x)= gtan3x+tanx—|—0

dx
f<x>:/ a
Sin- or

Conviene riscrivere I (z) nella forma:

1 dx
[()== [
(z) 8 / sin® £ cos3

z
2 2

Consideriamo ora:

Poniamo:

Cio implica:

Qui é:

per cui:

(3.100)



1/y—|—1

1

1 202 + 1
1( 3d>
1y+21|\ +C
—_ ] — n [ —

1\ 2 4

Ripristinando la variabile z:

1
I(x)= 3 [tan2§+4ln

3.16.1.1 /(mna} / cosx)"

Questi integrali possono essere calcolati attraverso un procedimento ricorsivo (qui & n > 2).
Iniziamo con il primo integrale:
dx
(sm x)"

sin? + cos® x
= [ ——dx

sm 33'

:n2 ()

tan%’ — cot? (%)] +C

essendo:

Osserviamo che

Quindi:

1 1
= — /cos xd {ﬁ} dx
n—1 (sinx)

Eseguendo un’integrazione per parti nell’ultimo integrale:

1 COS & 1

H, (z)=— — Frool(x
( ) n_l(Sinx)n_l 77/—1 2( )
Finalmente:
1
Fo(z) = (n—2) Fpa () — —20 (3.101)
n—1 (sin x)

Attraverso la formula ricorrente (3.101) & possibile determinare F,, (x) per assegnati valori
di n (ved. Appendice). Passiamo all'integrale contenente il coseno. Poniamo:



dx
Gn (z) = /W
B sin’ z + cos? z
—/ (cosx)"

= Gn-2 (7) + Ky (1),

dx

essendo:

K, (z) = / (Siﬂdx

cosz)"

Osserviamo che

Quindi:

Eseguendo un’integrazione per parti nell’ultimo integrale:

K, (z) = 1 sinz 1 Gy s ()

_n—l(cosx)nfl n—1

Finalmente

G (1) = —— (0= 2) Goa (2) + —2F

S n—1 (cos )

(3.102)

n—1

Attraverso la formula ricorrente (3.102) ¢ possibile determinare G, (x) per assegnati valori
di n (ved. Appendice).

Osservazione. Le (3.101)-(3.102) sono inapplicabili per n = 1. A tale valore corrispondono
due integrali notevoli:

Fi(x) =In|tan (%)’—I—C’
gl(x):ln)tan(%—f—%))—i—C

3.16.1.2 Metodo pratico

Questo metodo si applica ad integrali del tipo:

dx dx
sin™ z’ cos™ x

Se n & pari si applicano le (3.99). Per n dispari, invece, si trasforma l'integrando con un
artificio.
Ad esempio:




dx sin xdx
o= [ [
sin® x sin® x

B / d (cosx)
(1 — cos?z)?
Poniamo ¢ = cos x, quindi:

dt dt
[(t):_/m:_/u_t)mﬂ)?

Riducendo 'integrando in frazioni semplici e procedendo per decomposizione:

1 2t t+1
I(t)=- —1 C
®) 4[752—1 nt—1H+
Ripristinando la variabile x:
1 [2cosx cost + 1
1 = —— C
() 4 [sian cosx—lH -

3.16.2 Integrali del “tipo 2”

Per definizione:

I, (z) = / (tanz)" du, (3.103)

essendo n € N. Per n = 0,1 il calcolo ¢ immediato:

I (z) = —In|cosz| + C

1
= an (1+ tan’z) 4+ C
Per n > 2:
I, (z) = / (tanz)" " tan® zdx (3.104)

Sostituendo la seconda delle (3.99) nella (3.104):

I (z) = / (tan 2)" " (Co;x - 1) dz

(o) = - L (ran )"~ L (2) (3.105)

Cioé:

Procedendo in maniera analoga per l'integrale:

si giunge:

I (x) = . ! (cotz)" ' — J_s () (3.106)

In Appendice 5 sono esplicitati gli integrali I, (x), J, (z) per alcuni valori di n.



3.16.3 Esercizi

/ cos® zdx
COS Z
5111 2?

2) [ sin® xdx

sin® zdx

6)

——

4) [ sin® £ cos® Ldx

2

sin? x cos? zdx

8)

——

/sm zcos xdr  10) /0056 3xdr  11) / e 12) /Coi”éz
cost2 iy 14) /# 15) /ﬁ 16) /%
/ O [y e
/Zi’;i 22) /xsm r?dr 23 )/sm x/cosxdr  24) /\/ﬁ

3.16.4 Soluzioni

1. I(z) = [cos®zdx = [ cos®xcoszdx = [ (1 —sin’z) d (sinx)
:sinx—ésin3x+0

2. I (z) = [sin® xdz. Abbiamo:
I(z)= /sin4:psin xdx
— —/ (1 — cos® x)Qd(cosx)

Il cambio di variabile y = cos x implica:

Ripristinando la variabile x:

2
I (z) = = cos®

3

T —CoST — 5005526—1—0
3. I(z) = [sin®z cos® dzr. Abbiamo:

I(z) = / sin® x cos” x cos vdx

= /sin2 z (1 —sin’z)d(sinz)

Il cambio di variabile y = sin x implica:

Ripristinando la variabile x:

1 1
I(x)= gsin3x—5sin5x+0



4. I (x) = [sin® £ cos® Zdz. Poniamo:

N8

Quindi:
I(§)= 2/ sin® y cos® ydy

= 2/ sin®y (1 — sin®y) d (siny)

Il cambio di variabile & = siny implica:

Ripristinando la variabile x:
= 3 [3sin® (5) —ssine (3) + osin’ ()]
I(x)= |:3S1Il <2> 8 sin 5 + 6 sin 5 +C

5. I(z) = [ <=2z, Abbiamo:

sin” x

sin” x
(1 — sin? :c) ? )
sin® x (sinz)

Ponendo y = sin x:

Ripristinando la variabile x:

1 1
I(z) = =sin?x — 2In |sinz| — C
(x) 5 S n [sin x| T +
6. I (z) = [sin'zdz. Abbiamo:

.4 1 2

sin @ = 2 (1 — cos2x)
Sostituendo: |

I(z)= 7 [z —sin2z + J (z)],

essendo:

1
J(z) = /COS2 2xdx = 5/0052 2xd (2x)



Dalla seconda delle (3.5):
1 .
J(z) = 3 (4x 4 sin 4z) + const

Quindi:
1
I(z)= 3 (122 — 8sin 2z + sin4x) + const

. I (x) = [ cos* zdz. Abbiamo:

1
cos? z = 1 (1 + cos 2x)?
Sostituendo: .
I(z)= 1 [z +sin2z + J (x)],
essendo: .
J(z) = /0052 2xdx = 3 (4z + sin4x) + const
Quindi:

1
I(z)= 3 (122 4 8sin 2z + sindx) + C

. I (z) = [sin®z cos? zdx. Abbiamo:
.2 2 L.
sin“ x cos“x = ism 2x,

donde: .
I(z) = g/sin2 2zd (2x)
Dalla prima delle (3.5):

I(x)= 3—12 (4z —sindx) + C

. I(z) = [sin®zcos* zdz. Risulta:

in®2z 1
/siancos4xdx:/81n4 x'§(1+00821‘)d1'

1
— 3 (/ sin? 2zdx + /sim2 2% Ccos 2:de)

L (x) = /sin2 2xdx, I (x) = /sin2 2x cos 2xdx

Poniamo:

Calcoliamo I (z):

I (§) = % / sin? €d¢,  con & = 2z

Quindi:

L (&) = i/(l —cos26) = i (f— %sin%) +C
L (x) = %x— %sinélx—l—C’l



10.

11.

Calcoliamo I (z):

1 1
I (z) = 5/ sin 22d (sin 27) = A sin® 22 + Cy

da cui:
I(z) = = (122 — 3sin4x + 4sin® 2z)
192

I (z) = [ cos® 3zdx. Poniamo y = 3
1 6
I(y) =5 | cos”ydy

Sviluppiamo l'integrando:

1
cos’ y = 3 (1 + cos2y)®
1
=3 (c053 2y + 3 cos? 2y + 3 cos 2y + 1)
Quindi:
1 3 .
1) = 5; |+ 32+ 3R )+ R+
essendo:
Fi(y) = /cos2 (2y) dy
1
= %—I—gsinély—I—C'l
F(y) = /cos3 (2y) dy
1 1
=5 (sin 2y — 3 sin® Qy) + Cy

Semplificando e ripristinando la variabile z:

1
I(w) = = [48sin 6 4 180z + 9sin 12z — 4sin’ 6] + C

I(z) = [=%—. Si calcola attraverso una formula di ricorrenza (ved.

sin® x

Alternativamente, procediamo nel seguente modo:

I(z) = —/ L d(cota)

sin” x

Dalla prima delle (3.99):
1

—— =1+ cot’,
sin? x

donde:

f(y)z—/(1+y2)dy
1

3
——y— -+ C
Yy 3y+>

essendo y = cot z.

1
I (x) :—cotx—gcot?’:p—i—C’

Appendice).



12. I (z) = Abbiamo:

cos.6 xz°

I(z) = / Coi4xd (tan z)

Dalla seconda delle (3.99):

_ 2..\2
cos4x_(1+tan x) )

donde:
f(y)z/(1+y2)2dy

1 5 23
Y R N C,
Y TRy YT

essendo y = tanz.
1 2
I(z)= gtan5x—|— gtang’x—l—tanx—i—C’

13. I(z)= [ €082 2 Abbiamo:

bln x

I(z)=— / Coszxd(cotx)

sin” x
Ccos & 1
:_/(. ) ——d (cot x)
sinx/ sin‘“zx

Tenendo conto della prima delle (3.99):

f(y)z—/(y2+y4)dy
1. 1

3 5
=——-y’ — = C
39 5y +0,
essendo y = cot z.
1 1
I(z)=—=cot?r — —cot’ v+ C
3 5
14. I (z) = [ =%~ Applicando la (3.100):
(v’ +1)°
I(y) = /Tdy
9 1
Y
1 1
=y —~+2y+0C
37y
I(z) = gtangzc— — +2tanz 4+ C

15. 1 (l’) = f m Apphcando la (3 100)

Iy) = /(y LD

34

1 3 1
= — 31 -4
5y + 3yl 0 ot
1 3 1
I(z) = = tan® 31nlt — —
() 2 an-a n|anx| 2tan?x  4tan*zx




16.

17.

I(z)= ] bm%d#?,% Prima di applicare la (3.100) eseguiamo il cambio di variabile:

per cui:

_ dg
116 = 2/sinfcos3£
La (3.100) si scrive:

I(y) = /L2 - 1)dy

Y
=2In ’tan (g)’ + tan? <g> +C

I(z) = [ lei(f;ig dz. Sviluppando il numeratore con le formule di addizione degli
archi:

dx

\/_/smx—i-cosx

SINx COSX

:g(/costr/Sixx)

Gli integrali a secondo membro dell’equazione precedente, compongono una coppia di
integrali notevoli dati dalla (2.4) che qui riscriviamo:

d
/,31j =In|— —cot x| + C4
sin @ sin @
dx
=1In +tanz| + C
Cos T cos T
Quindi:
2
I(x):£<ln +tanz| + In —Cotx)+C
2 cos x sin x
18. I (x) = [ Z%-. Abbiamo:

I(z)= —/ (1 + cot? x)3/2d(cot x)
Con 'usuale cambio di variabile y = cot x:

—/ (1+y?)°dy

Eseguiamo la sostituzione y = sinh ¢:
I(t) = / cosh® tdt

Utilizzando la nota relazione:

1
cosh®t = 5 (cosh 2t + 1)



19.

20.

si ha:

/ (cosh 2t + 1)°

[/ cosh® (2t) dt + sinh (2t) + t} +C

%IH

»-bIH

Calcoliamo a parte 'integrale a secondo membro:

/ cosh? (2¢) df — % [ / (cosh (4) dt + t)}

1 t
=3 sinh (4t) + 3 +C

Quindi:
L. I 3
I(t)= 3 sinh (4t) + 1 sinh (2t) gt +C,

Ripristiniamo la variabile y = sinh¢t. A tale scopo osserviamo che

sinh 2t = 2sinh ¢ cosht = 2sinh¢V/1 + sinh® t = 2y+/1 + 32

sinh 4¢ = 2 sinh 2¢ cosh 2t

cosh 2t = 1 + 2sinh®t = 1 + 2y
Sostituendo nella precedente:
sinh 4t = 4y (1 + 2y2) \/Tyz,
onde:
I(y) = % (1+2¢7) 1+y2+% 1+y2+§ln’y+m’ +C
Ripristinando la variabile x:
I(z) = cogx (1+ 2cot”z) V1 + cot? 2+

t 3
+002:c 1—|—cot2x—|—§1n)cotx+\/1—|—cot2x)—I—C’

I (z) = [ tan? 5zdx. Poniamo:
§ = 5,

per cui:

1) =5 [ ran e

1 1
-:/ (5 - 1) “

1
:gtan5x—x+0

I(z)=[ Cog§”4x. Dopo aver eseguito il cambio di variabile & = 4x conviene applicare

la formula ricorsiva esplicitata in Appendice 4, ottenendo:

1 {3 in4 in4
I(:p):1—6{§(ln tan(?x—l—g)’—ksm x>+sm x]+0

cos? 4x cos* 4x




21. I (z) = [ <24y = [ cos? x5z “dr = [ cos 22d (—1—L-); integrando per parti:
sin? z sin 3 sin® z
cos’x 2 1
1 =— + = +C
(z) 3sin®x  3sinx

22. I (z) = [xsin®2?dz. Abbiamo:

2.

Ripristinando la variabile x:

[(z) == (22> —sin2z%) + C

23. I(x) = [sin’ z/cosadr = — [ (1 — cos®x)? ¢/cos xd (cosz). Eseguendo il cambio di
variabile y = cos x:
I(y) = —/y1/3 (1-v")"dy

3 3 3
— Sy108 2 16/3 243 | o

5 16 4
Quindi:
3 3 3
I(x) :_ZVS (:os‘*av—i-g\/3 cos'0 —1—6\/3 costbx +C
24. Qui é:

1
I (x)=
(=) /(sinac)l/2 (cosav)*l/2

1o\ 1
= 1+ ) d(tanz
/( tan® z (1+ tan?z)"* ( )

= / (tanz)”/* d (tan z)
=2Vtanz + C

d (tanz)

3.16.5 Integrali del “tipo 3”

Sono integrali del tipo:
/ fm (z) fo (2) du, (3.107)
essendo f,, (x) una funzione sin, cos

fm () = sinmx, cos mx



Si trasforma I'integrando della (3.107) in una somma procedendo poi per decomposizione.
A tale scopo si utilizzano le note formule trigonometriche:

1
sin mx cosnx = 5 [sin (m + n)z + sin (m — n) x| (3.108)
: : 1
sinmasinne = o [cos (m — n)x — cos (m + n) z]

1
COS ML COSTL = [cos (m —n) x + cos (m + n) x]

Ad esempio:

I (z) = [ sindxcos12zdx

(/ sin 16xdx — /sin 8xdx)

(2 cos8x — cos 16x) + C

N)Ir—‘\

Bl -

3.16.6 Esercizi

1) /sin 3x cos brdx 2) /sin 10z sin 15xdx 3) /COS (%) cos (£) dx
4) /sin (£) cos (3z) dz 5) /cos (ax + b) cos (ax — b) dz  6) /sin (wt) sin (wt + @) dt
7) / cos x cos? 3xdx 8) / sin x sin 22 sin 3xdx

3.16.7 Soluzioni

1. I( = [ sin 3z cos baxdr = % (f sin8xdx — [ sin 2:L‘d:L‘)
s (4cos 2w — cos8x) + C

f sin 10z sin 15zdx = % (f cos bxdr — f Cos 25xdx)
(5 sin bx — sin 25z) + C

L

50
3. I(z)= fcos()cos( )dx—3sm :E—I——sm x—i—C’

(x) = fsm( )cos( )dx-—(?;cos%—cosx)—i—C’
5. I (x) = [cos(ax+b)cos(ax —b)dr. Poniamo: o = ax + b, f = axr — b, donde
I’integrando:

1
cosacos B = 3 [cos (o — ) + cos (o + )]

_ % [cos (2B) + cos (2az)]

Quindi:

I(z)= ﬁ [2ax cos (2b) + sin (2ax)] + C

6. I(t) = [sin(wt)sin (wt + ¢) dt. Poniamo: o = wt, f = wt + ¢, donde l'integrando:

sinasin 8 = % [cos (v — B) — cos (v + )]

— % [cos ¢ — cos (2wt + )]



Quindi:

1(t) =

1 1
5 [t cos ¢ — o sin (2wt + ¢)

1
= — [2wtcos ¢ — sin (2wt + ¢)] + C
w
7. I (x) = [ cosxcos® 3xdr

I(z)= / cos x cos 3z cos 3xdx

/ cos 2x + cos 4x) cos 3xdx

[\Dlr—t

( cos 2x cos 3xdx + / cos 4x cos 3xdx>

N;|,_. wl»—

1 1
(smx—l— —sm5x> + O + 3 (sinx—I— ?sin7x> + Oy

140 (7T0sinz + 7sinbz + 5sin7x) + C

8. I (z) = [ sinxsin 2z sin 3zdz

1
I(x)= /5 (cos x — cos 3x) sin 3zdx

= % (/ cos z sin 3xdx — /COS 3z sin 3xd:c>

1 1
=3 [5/ (sindz + sin 2z) dx — é/sin 6xdx]

=& (2 cos 6x — 3cosdx — 6 cos2x) + C

3.16.8 Integrali del “tipo 4”
Sono integrali del tipo:

/R (sinzx,cosz) dx, (3.109)
essendo R una funzione razionale. Il cambio di variabile é:

x%t:tang, (3.110)

da cui:

2t 112
R (sinz,cosx) — R (m, m) ,

e il differenziale:

2dt

dr —
YTy

Ad esempio:

d
f<x>=/. . ,
sinx +cosxz + 1

diventa:



dt

I(t)= | — =In|1+1
()= [ o= =i+t +C

Ripristinando x:
x
I (x) :ln‘1+tan§) +C

Kokosk

Se R é una funzione pari:

R (—sinz,—cosz) = R (sinz,cosz),

il cambio di variabile é

r —t=tanx, (3.111)
donde:
R (si )R ( ! ! )
sin z, cos x : :
VI+2 V1+¢2

e il differenziale:

dt

d
v 14 ¢2

Ad esempio:

dx
[(x)= [—2
(z) /1 +cos?x’

[(t):/%zgarctan(%) +C

diventa:

Ccloé:

3.16.9 Esercizi

dx cos T

1) /3+5cosz /smercosz 3) /1+coszdx
sinz dx

4) /1 smzdx /8 451na:+7cosa: 6) /cosa:—Qsina:—f—?)

3sinx+2cosx l+tanx
) /251nm+3cosmd‘r /1 tana:dx 1+3 cost

3sin? z+5 cos? x sin? z+3 sin x cos x—cos?2 x sin? z— 5 sinx cos =

sinx sin 2z dl’ cos 2x
(1—cos z)g 1+sin 2 cos? r+sint z :1:

—_cosx e ] 7 1l—sinz4cosx z ]

sin? z—6sinz+5 (2— slnw) 3 sinx) 14sinz— cosa:



3.16.10 Soluzioni

L. [() 3+5cosx Qule

1

R (cosz) = 3+5cosx’

donde il cambio di variabile ¢ (3.110). L’integrale diventa:

dt 1 2+1
I(t)= =-1
®) /4—t2 4“2—t'+0
Cioe:
1 2+ tan (3
I(z)=-1In + tan (3) +C
4 2—tan(%)

dx
2. f sin z+4cos x”

St =tan s = I (t) / i
= tan — - — f —
v Y P2t —1
Applicando direttamente la (3.38) troviamo:
1 t+1 2
Ty = Lo |LHLEV2EL
2v2  [t—1-+2
Cioé:
1 tan § + 1+
I(x)= In v2 +C
2\/_ tan Z—-1- \/5
3. 1(x) = [ oz d
1
6= f (-
1+ cosx
=z — J (x) + const,
essendo:

dx
J(x)_/l—i—cosx

Eseguiamo il cambio di variabile:

x
x—>t:tan§,

donde:
1 dt
J(t) = / 2 2
L+ 1412 1+t
= /dt =t + const,
quindi:

J(z) = tang + const

Cosicché l'integrale vale:
x
I(z) =2 —tan 5 + const



4. 1 (z) = [ 2BE gy = [spzdtlgy — 3 4 J (), essendo:

1—sma: l—sinz
dx
J(z)= [ ———
(z) /1—sinx

Eseguiamo il cambio di variabile:

T
r — t = tan —,
2

donde:
1 2dt
() = / 1 1+
B 1+t2 +
dt 2
=2 5 = — + const,
(t—1) t—1
quindi:
2
J ()= t
(x) fanZ 1 + cons
Cosicché l'integrale vale:
I(x) 2 + t
xr) = —x — ——— 4 cons
tan § — 1
5. 1 (z) = Hsin‘iﬁ. Eseguiamo il cambio di variabile:
x
T — tan —
2

Quindi:

dt
I)=2]—
®) /t2—8t+15

L’integrale suddetto si risolve con la (3.38):

t—5
I(t)=1n C
() =In|-=2| +C,

da cui: tan 2
I(x)zlnan%'%w

tang—

6. I(x)= [ o5—9t—-—:. Eseguiamo il cambio di variabile:

— t ‘
T an —
2

dt
[(t):/t2—2t+2

L’integrale suddetto si risolve con la (3.38):

Quindi:

I(t) =arctan (t — 1) + C,

da cui: .
I (x) = arctan <tan 5~ 1) +C



= [ gsinzdicost gy (Osserviamo che il numeratore si puo esprimere come combi-
2sinx+3 cosx

nazione lineare del denominatore e della sua derivata prima:

d
3sinx +2cosz = A(2sinx + 3cosz) + Bd_ (2sinx + 3 cosx) (3.112)
x
Quindi:
I(x) = Az + Bln|2sinz + 3cosz| + C,

essendo C' l'usuale costante di integrazione.

Dalla (3.112) si ottiene il sistema:
2A—-3B =3
3A+2B =2,

quindi i coefficienti indeterminati A e B:

PRSEIP
13 13
e l'integrale:
I()—12 51|2' +3 |+C
)= 3%~ zinl2sinz cos T

8. [ (l‘) — f 1+tanxdx . f s1nz+cosxdx _ f d(COSCE*S.inI)

l—tanx COSTr—SsInxT cosTr—sIinxT

= —In|cosz —sinx| + C

9. I(x) = [ 7525 Osserviamo che:
dx
1 = [/ —
(z) /1 + 3cos?x
B / 1 dx
N COS% + 3 cos?x
Ma:
5 = 1+ tan®z
cos?
dx
—— =d(t
cos? x (tanz),

donde eseguendo il cambio di variabile x — y = tan :

10. I (2) = [ —=+2——. Osserviamo che:

3sin? z+5cos2 x
dx
I (z) =
(z) /35in2:p—|—50082x
_/ dx 1
| 3tan?z + 5cos?x

1
———d(t
/5+3tan2x (tanz),




donde eseguendo il cambio di variabile x — y = tan :

I(x):/5—|c—i%y2
(V)
:é/—y

(V)

L t \/gt +C
= ——arctan | {/ = tanxz
V15 5

11. I'(z)= [ dr Risulta:

sin® z+3sinx cos x—cos2 x *

I () / d
) =
cos? z (tan* z + 3tanx — 1)

Eseguendo il cambio di variabile x — y = tan x:

dy
I() = | —=7
() /yugy_1

1 | 20+ 3 — V13
—= n s

V13 20+ 3+ V13

cioé:
1 2tanx + 3 — 13
I(x)= In
V13 2tanz + 3+ V13
12. I(l’) = fmim Rlsulta

dx
I ==
(@) / sin®z (1 — 5cotx)

Eseguendo il cambio di variabile x — y = cot x:

dy
I = _
(v) 51

1
:gln\5y—1|+0,

cioé:
5 —tanx

I(z)==In +C

tan x

13. I(x) = f%dx Risulta:

1—cosz)?

[(x):_/(d(cosx)g

1 — cosx)

Eseguendo il cambio di variabile x — y = cosx:

_ [d(1—y)
I(y)_/(l—y)3

Cioé:



14. I (z) = [ S22 gz, Risulta:

1+sin? z

I(z) = 2/sinx'cozsxdx
1+ sin®x

= Q/ﬂd(sinx)

1 +sin’z

Eseguendo il cambio di variabile x — y = sin x:

ydy
1 =2
=25

_/d(1+y2)
- Y

:ln(1+y2)+C’

Cioeé:
I(z)=1In (1—|—sin2x) +C

15. [ —&=22 dy. Risulta:

cos z+sint x

cos? r — sin’x
COosS*x + s~ x

Eseguendo il cambio di variabile x — y = tanx:

I(y) :/1 Vg (3.113)

1+t
=1 (y) — L2 (y),

essendo:

dy

b= LY

1+ y?

L’integrale I; (y) é stato gia calcolato precedentemente (eq. 3.58):

1 v +V2y+1

I = — —2arctan(1—\/§ >+2arctan<1—|—\/§ )—i—ln e e

1(y) 4\/5[ Y y Vot 1
+const

Per il secondo integrale procediamo per decomposizione in frazioni semplici:

y? Ay+ B Cy+ D

Lyt 242y +1 g2 —V2y+1

Risolvendo il conseguente sistema di Cramer:

1 1
A,B,C,D = - 707 70 9
( ) ( 2v/2" 22 )



donde:

essendo:

ydy
J :/—
1(y) y2+\/§y+1

ydy
Sy)=|—F—,
2 () yQ—\/§y+1

che si calcolano con la (3.38):

1
Ji (y) = 5 In|y? + 2y + 1’ — arctan <\/§y + 1) + const,
1
Ji (y) = 5 In|y? — vV2y + 1‘ + arctan <\/§y - 1) + const,
Quindi:
1 ¥+ 2y +1 1
I =— In + [arctan (1 +/2 ) — arctan <1 —V2 )}
+const
Sostituendo nella (3.113):
1 2 2 1
I(y) = In | V2t + const
2v2 Y2 —V2y+1
Cioé:
1 tan? 2t 1
I(x)= In |22 Tt V2tans + const
2v/2  |tan?x —V2tanz + 1
1 V2 + sin 2z
= In - + const
2v/2 V2 — sin 2z
16. [ corfi—mdr = | %. Eseguendo il cambio di variabile z — 3 = sin x:

Da cui:

17. I(z) = [+

2—sinz)(3—sinx

dy
Iy =[—Y
) /y2_6y+5

-5
4 ‘+C
y—1

= —In

4

1 inr —5
I(2) = Zln sin x

REC

sinx — 1

du 7 Riduciamo l'integrando in frazioni semplici (rispetto a sin z):

1 A B
(2—sinz) (3 —sinz) 2—sinz 3 —sinx
(BA+2B) + (-A — B)sinz

(2 —sinx) (3 —sinx)




18. I

Deve essere:

A+B=0
3A+2B =1
Risolvendo:
Quindi:
1 B 1 1

(2—sinz) (3 —sinx) 2—sinz 3 —sinx

L’integrale:

I(z)=1(x)— Iy (x),

essendo:
dx
I =
1 () /Q—Sinx
dx
I =
2(7) /S—Sinx
Risolviamo I (z):
St =tan= = I (1) / at 2 arctan | 221 + const
x = tan — = [ ———— = —arctan cons
2 ! 2—t+1 /3 V3
Percio:
I, () 2 ; <2tan%—)+ .
xr) = —arctan | ———=——— cons
1 V3 V3
Risolviamo I (x):
St =tans = I () 2/ dt L aretan (2221 4 const
x = tan — =2 ————— = —arctan | —— n
2 ? 312-2t4+3 2 2v/2

Percio:
1 Jtang — 1
I, (r) = —= arctan | ——==—— | + const

V2 2v2
L’integrale I (z):

I () 2 . (2tan§—1)+ 1 . (Btan%—l)_i_g
r) = — arctan [ —————— — arctan [ ————
V3 V3 V2 22

=/ } l-sinztcose 70 Prima di eseguire il cambio di variabile z — t = tan2
+sin z—cos

semphﬁchlamo I'integrando:

2
I(ZL‘):/(—1+ , )dx
1+sinx —cosx

=—x+2J(z),

essendo:

dx
J pu—
(z) /1+sinx—cosx



Cambiando la variabile:

da cui I (z):
I(z)=—z+2In

2
—= 14+ C
tan§+1’

3.16.11 Esercizi riepilogativi sugli integrali trigonometrici

1) / cos? 2z sin® 2zdr  2) / sin® 3z cos® 3zdr  3) / sin? 3z cos® 3zdx

4) /cos” Zdr (n > 1) /sin4 3z cos? 3zdx /sin 3x sin 2zdx
7) /\/1—cosxdx /(1—1—0053x )*2 da /m

cot3  csc® xdx sin* 2zdx

10) /tan3 3z sect 3xdx /tan rsec® zdx /tan 2z sec® 2xdx

13) / cot 3x csct 3wdx

16) /sin7xdx

1. I (z) = [ cos® 2zsin® 2z. Abbiamo:
1
I(z)= —5/ cos* 2z (1 — cos® 2z) d (cos 2z)

Poniamo y = cos 2xz:

Cioe: . )
I(z)= ﬁcos72x— 0 < °22 4+ C
2. I (z) = [ sin® 3z cos® 3zdx. Abbiamo:
I(z)= / (1 — sin® 3z) cos” 3z sin 3wdx
Poniamo y = cos 3z:
I(y)= —%/yf’ (1 =) dy

1/1, 1,
e = - C
3(6y 8y>+

1 1
I(z)= QCOSSBJZ—ECOSG?)JI—I—C

Cioé:



3. I (z) = [sin®3x cos® 3zdx. Abbiamo:
1 .9 .9 2 .
I(z)= 3 [ sin 3z (1 — sin®3z)" d (sin 3z)

Poniamo y = sin 3z:

1
I(y)=§/y2(1—y2) dy
i1, 2, 1.,
_3(3y 5y+7y)+0
Cioe: L /1 ) )
I(z)= 3 (g sin® 3z — gsin5 3x + ?sin73x> +C

I, (z) = n/ <cos £>nl cos —dz

n n
n—1
:n/ <1—sin2£> : d(sin£>
n n

Eseguendo il cambio di variabile z — y = sin :
L, (y) :n/ (1-y%) 7 dy

Ad esempio, per n = 3:

per cui:

I3 () :BSing—sin‘g%—i—C’

5. I(z) = [sin" 3z cos® 3zdz. Abbiamo:

I(z)= / (sin 3z cos 3z)” sin? 3zdx

Osservando che:
sin 3x cos 3x = — sin 6«

sin® 3z =

N — DN —

(1 —cosbx),

si ha:

1
I(z) = g/sin2 62 (1 — cos 6x) dz

=< L (z) — I (2)],



essendo:

1 1 1
I (z) = [ sin®6zdz = 5/ (1 —cos12x)dx = 3 (x ~ 13 sin 12:10) + G4

1 1
I(x) = /sin2 6x cos bxdr = 6/ sin? 6xd (sin 6x) = T sin® 6z + Oy,
per cui:

1 1
! — —sin12z — —sin® 6z + C

I(z) =L
@) =16~ 1w 192

. I (x) = [sin3xsin2zdx . Per le (3.108):

1
sin 3z sin 2z = ) (cosx — cosbx),

donde:

1 1
I(z)= §sinx—ﬁsin5x—|—0

. I (z) = [ /1= cosxzdz. Osservando che:

cosx = 1—25in23, (3.114)
segue:
1 — cosx = 2sin? f’
2
donde:

I(x)zx/ﬁ/sin%dxz—?x/ﬁcosg—i—C’

I (x) = [ (1+ cos3z)*? dx. Dalla (3.114):

cosy = 2COSQ%—1

Se poniamo y = 3z:

cos 3z = 2 cos® (gx) —1,

donde:
3
(14 cos32)*? = 2v/2 cos® (§x>

L’integrale diventa:

I(z) = 2\/5/ cos? (;x) cos (gx) dx
- %x/i/ {1 — sin? (gx” d lsin (gx”
— g 2sin (;:) {3 — sin? (gx>] +C



_ dx — dx : .
)= [ NieTvT i (i) Poniamo:
Yy = g — 2

donde:

1 y
_5/\/1 — Cos Y

B 1 dy
2v/2.) sin$
1 1
=——1 — cot C
5 " |sinz co y’ +
Ripristinando la variabile x:
1

I(x)=— +C

In

;S

T{}g)—co’c(%—x)

sim(4

10. I (z) = [ tan® 3w sec* 3zdx. Poniamo 3z = &:

1! dg
1(¢) = 3/ 3500845 (3.115)

1 1
= g/ Szgd(tanﬁ)
Ma
1 sin®&+cos®§
cos2& cos? &
=tan® & + 1

Quindi la (3.115) diventa:

1=

l/tan‘gg (tam2 £+ 1) d (tan§)

Esegiamo il cambio di variabile & — y = tan&:

I(y)zé/y?’(y”l)dy

L1 L | onst
= — — — cons
3\g? 1Y

Ritornando alla variabile x:

1/1 1
I(z) = A (§ tan® 3z + 3 tan’ 33:) +C
11. I (z) = [tan®zsec* vdr = [ 2 — [ = G; (x) — G, (2), essendo G, () espresso

dalla (3.102). Abbiamo:

1 )
Gs (z) = 3 _91 () + CS;:;C ] + const
1 sin x
= — |In ’tan ( ) ’ -+ const
2| cos? x
LT
Gs(z) = 1 3Gs (x } -+ const,




12. I (z) = [ tan® 2z sec® 2zdx. Poniamo § = 2z:
1 d¢
I1(¢) =< [ tan®
© =5 [t e
1 [1—cos?¢
=— [ ————d
2 / cosb & (cos &)
Eseguiamo il cambio di variabile y = cos¢&:
1 —4 —6
Hy)=5 | [ v dy— [y dy
1/ 1 4, 1 .
=53 - C
2 ( 3¥ Y ) -
Ritornando alla variabile z:
1 1 1
I(z)== — C
(@) 2 (5 cos®2x  3cos? 2x> -
13. I (x) = [ cot 3z csc! 3xdr = —3 [ %324 (cot 3z). Osservando che:
! 1+ cot?3
—— = cot” 3z
sin? 3 ’
si ha:
1 2
I(z)= —3 cot 3z (1 + cot” 3z) d (cot 3z)
1
=1 cot? 3x (2 + cot? 31‘) +C
14. I () = [ cot® z csc® xdx. Sviluppiamo l'integrando:
2
cot® x csc® xdx = C,OSS xdx
sin®
_d(sinz) d(sinz)
- sinfx sin®a
donde:
d (sinx) d (sin x)
sin® sin®
1 1
=— C
7sin” - 5sin® -
15. I (z) = [sin*2zdz. Abbiamo (£ = 2z):

donde: '
sin «

+C

(@)= —3Gs(2) +

4costx

1= [ sintedg
;/sm £dl (2{—51n2£)}

1 1 1 1 1
=3 l2§sin2§—sinzﬁsin2§—|—§cos%— QCOSZS— ésin%—i— 55— gsinélf +C



Ripristinando la variabile x:

1 1 1
I(z)= 3 (élacsin2 27 — sin? 2z sin 42 + 22 cos 4r — asinllx +x— gsin&r) +C

1 3 3
= —gsin3 2x cos2x — 1—60052xsin2x + gx +C

16. I (x) = [sin”zdz = — [ (1 — cos?z)’ d (cosz). Eseguiamo il cambio di variabile = —

Y = CosS:
1 3
I(y)z;y7—gy5+y3—y+0

Ripristinando la variabile x:

3
I(z) = —cos7x—gcos5x+0083x—cosx+0

7

3.17 Integrazione delle funzioni iperboliche

Il punto di partenza é la relazione fondamentale:

cosh?z —sinh?z =1

La prima relazione utile si ottiene dalla formula di duplicazione:

cosh 2z = 2sinh®z + 1,

risolvendo rispetto a sinh? z:

1
sinh? z = 5 (cosh 2z — 1)

La (3.118) ¢ utilizzabile quando I'integrando contiene sinh®z.
Tenendo conto della (3.116), la (3.118) diventa:

1
cosh? z = 5 (cosh2z + 1)
Infine dalla:

sinh 22 = 2 sinh x cosh z,

si ottiene:

1
sinh x cosh z = 3 sinh 2z,

utilizzabile quando I'integrando contiene sinh x cosh x.
Esempio 1
Calcoliamo:

cosh? zdx

~
&
Il
—

/ (cosh2z + 1) dx

B / cos 20d (22) + / dx}

1
(5 sinh 2z + x) +C

N N N~ N~

1
x—i—zsinhQ:E—i—C'

(3.116)

(3.117)

(3.118)

(3.119)

(3.120)



Esempio 2
Calcoliamo:

cosh® zdx

cosh? zd (sinh )

I
—— —

(sinh®z + 1) d (sinh z)

sinh® z + sinhz + C

Wl =

3.17.1 Esercizi
1) / sinh?® zdx 2) / cosh*zdx  3) / sinh® 2 cosh xdx

4) / sinh® x cosh® zdx

1. I (z) = [sinh®zdz = [sinh®zd (coshz) = [ (cosh’z — 1) d (coshz)
= %coshgx —coshzx +C

2. I(z) = [cosh*zdr =1 [ (cosh2z + 1)*dx = 1 ([ cosh® 2zdx + 2 [ cosh 27 + z)
> [§sinh (4z) + £ + Lsinh (22) 4+ ¢] + C

= > sinh (42) + § sinh (2z) + 22 + C.

3. I (z) = [sinh®x coshzdx = [ sinh®zd (sinhz) = Lsinh*z + C

4. I (z) = [sinh®xcosh’zdax = [ (sinhwcoshx)?dr = 1 [ sinh? 2zda

Calcoliamo a parte [ sinh? 2zdz:

1
/ sinh® 2xdx e 3 / sinh?® tdt
1
= Z/ (cosh2t — 1) dt
1 1
=3 sinh 2t — Zt +C

1 1
= [ () :@sinh(llx)—gx—i—C






Capitolo 4

Integrali definiti

4.1 Somme integrali

Si chiede di calcolare i seguenti integrali considerandoli come il limite delle corrispondenti
somme integrali.

b b T
/ 2dr 2) /dx 3) / (vo + gt) dt, con vy, g =const
0 0

/Qd:c 5) /dex 6) f(z /smtdt
0

4.1.1 Soluzioni

1. Eseguiamo una equipartizione D,, di [0, ]:
b
r,=k—, keN={0,1,..,n—1}
n

L’ampiezza é

La somma integrale:

o0, = 3 (&) (ess — 1)

()5

Prendiamo & = zy:

Ma:
"ikQ_ n(2n —1)(n—1)
k=0 6

donde:

da cui l'integrale:

b
b3
2?dr = lim op, = lim op, = —
8 —0 n—+00 3
0



2. Eseguiamo unequipartizione D,, di [a, b]:

k(b—
xk:a—i—u, ke N={0,1,2,...n—1}
n

L’ampiezza di D, é:

Assumendo &, = x4
o, = O I (k1) (Tr1 — 1)

k=0
b —
=— ;f(ffk)

=b—a,

quindi:
b

dr = limos, = lim 0, =0—a
0n—0 n—-4o0o
a

3. Quest’integrale ha una semplice interpretazione fisica, se poniamo:
T
y(0)= [ (w+ g0y
0

Qui y (T) é al tempo T la quota di un punto materiale in caduta libera in un cam-

.....

orientato verso il basso e si trascura la resistenza dell’aria. L’integrando é la velocita
istantanea:

v (t) =vy+ gt

Eseguiamo un’equipartizione D,, di [0, T]:
T
tr=k—, con ke N={0,1,2,...,n—1}
n

L,alllpiezza e\
5 = max (t —1 - —
n KN ( k+1 k) n

La somma integrale é
n—1

op, = Y v (1) (1 — 1)

k=0

Assumendo 73, = tg1:

TZ” T
= — —k‘
UD” nk;:l (v0+gn >

n+1gT

:TUO—f- 2




Quindi l'integrale:

y(T) = limop,

6n—0

= lim op,
n—~+0o00

1
= U()T —+ §gT2
4. Eseguiamo una equipartizione D,, di [—2,1]:

3
rp=—-24+—k, conk=0,1,...n—1
n

di ampiezza:

Assumendo &, = xp41:
n
3 2
Op, = — T
0 E k
k=1

3¢ /3 2
:—Z(—k—Q)
n n
k=1
B 32n?2 —3n+3
) n

da cui:
1

/xzdx = lim op, =3
n—+oo

)
5. Eseguiamo una equipartizione D,, di [0, 10]:

10
r,=—k, conk=0,1,...n—1
n

di ampiezza:

Assumendo &, = w1 1:

10w~ _, 10
— 22N\ 9ky

52”T‘<—1+(um4fm>”
T (Sl 10247

da cui:
10

10230
2dy = i =
L/i C L ERTP T I (1024)
0



6. Eseguiamo 'equipartizione:

T
tr=k—, conke N ={0,1,...n—1}
n
L’ampiezza dell'intervallo [t, 1] é:
T
Ok = thr1 — tk = —,
n

donde I'ampiezza della partizione:

| =

dp, = max (o) =

keN n

Assumendo 7, = t;1; e ponendo g (t) = sint:

Per il calcolo della sommatoria utilizziamo una nota relazione trigonometrica:

i sin (ky) = cos (£) —cos [(n+ 1) y]

2 sin (%) ’

donde:

Passiamo al limite per n — +oc:

— 1
lim op, — hm:p{cos( ) cos[(l-l—2 ) }}
n—oo n—00 2n sin ( )

x (1 —cosx)

2nl_i>rfoon sin (%)

Calcoliamo a parte il limite a denominatore:

lim nsin (i) = lim w =
n

xXr
)
n——+oo m=n—1 m—0+ m 2

Quindi

f(x)=limop, =1—cosx
n—oo

4.2 Teorema fondamentale del calcolo integrale.

ar dl

Sas T, essendo:

1. Calcolare
b

e / _dr
In (sinx)

a



sia F' (x) una qualunque primitiva di [In (sinz)]~':

per cui:
I =F(b)—F(a)

Quindi le derivate:

dl 1
. P )= ——
da (@) In (sina)
dl 1
—=F"(b) =

db (4) In (sin b)

. Calcolare la derivata della funzione:

xT

Fm:/mm

1

Poniamo:

G(t) = /lntdt

Quindi:
Fz)=G((x)—-G()= F'(2) =G (z) =z

. Calcolare la derivata della funzione:

Poniamo:

Quindi:

La derivata é:

1‘4 —x

=2xe?t —e
. Calcolare la derivata della funzione:
0
F(x) = /\/1 + tAdt
Poniamo:
G(t) = /\/1 + tAdt

Quindi:
F(z)=G(0)-G(x) = F'(z) = —V1+a*



5. Calcolare la derivata della funzione:

Jz
F(z)= /cos (¢%) dt
Jx

1

Poniamo:
G(t) = /COS (t%) dt
Quindi:
P =6 Wn-a(1)
La derivata e:
P = 5oWn-56(3)

1 L 1 1
= ——cosx + — cos | —
2\/x x? x?

6. Determinare i punti estremali della funzione seno integrale:

int
F@:):/%dt
0

Poniamo: 1
G(t) = / %dt,
donde:
F(z)=G(x)—G(0)
Segue: ‘
F(z) = G (z) = S”;x

[ punti estremali di F'(x) sono le radici dell’equazione:

sin x

F'(z) =0 =0

X

Cioé:
xy = km, Yk € Z — {0}

In figura 4.1 é riportato il grafico di F'(z).

$okok

Calcolare:

1 -1
WENTE

0 Zo
3) /etdt 4) /costdt

—x 0
Soluzioni



Figura 4.1: Grafico della funzione seno integrale e degli asintoti orizzontali: y = +7/2.



_ 1 dz : .
1. I = 0 1rs Poniamo:

d
F(x):/lfx:1n|1—|—x|—|—0,

donde:
I=F(1)—F(0)=In2

— *1d_m__L}* _ _3
2. I= -2 3 2¢2 -2 8"

3. 1= [" eldit=¢'l", =e"—e"

T

4. I (x) = [ costdt = sint|j = sinx

Kokosk

Calcolare i seguenti limiti attraverso gli integrali definiti.

Lodlim (G + &+ .+ %)

n—-+00

2. lim (5+5++5)

n——+00 n+1 n+2 n+n
o . 1P42P L 4pP
3. Ap = lim =gk (p > 0)
Soluzioni

1. B il limite di una somma integrale relativa a f (r) = x in [0, 1]. Infatti, eseguiamo una
equipartizione D,, di [0, 1]:

k
r,=—,conkeN={0,1,2,...n—1}
n

La norma é:

Assumendo &, = y:

donde:




2. Poniamo:

UDn

1 . 1 1
n+1 n+2 n+n
>
k:1n+k

essendo D,, una equipartizione di [0, 1]. Deve essere:

UDn

Confrontando con la precedente:

Ccloé:

> () (= wpa)

2 ()

k n
f(ﬁ)_n—irk
B 1
_1+§,
1

per cui op, & una somma integrale relativa a f (x) = z. Da cio segue:

lim
n—-+4o0o

+

(

. Poniamo:

(%))

n+1 n

1
n+n

dx
1+

=1In2

+ .+

-/

0

)

- 1P+ 2P + ...+ nP
o np+1

1 n
D
np+1 Zk
k=1

+2

n

essendo D,, una equipartizione di [0, 1]. Deve essere:

UDn

Confrontando con la precedente:

cioé:

Quindi:

> () (= wpa)

2 (0)



$okok

Calcolare:

1)/(x2—2x+3)d9€ )/8(\/%+f) iz 3)/1;2“% 1) /6\/de

-3 1 1
dx dx xdx 5d
5) /m 6) /x21 7) /12+3x+2 8) /??J;Jrg
0 —2 0 —1
1 1 V2/2
dx dx s3ds dx
9) x24+4z+5 10) x2—3x+2 ]']') /58+1 12) / 1—a2

7/2 71'/2 62

y2dy 3 dx
oo 15) /sm xdr 16) /mlnm

0 e

dx
B) | =

4

0 5 0 0
1

2 0

Soluzioni

1. I:f12(x2—2x—|—3)dx: (%x3 x +3x)]m:i—§

(\/ﬁ—i—\/_)dx—\/_fgxl/Qd:chf xV3dx
2
3"

= 2 83/2+%.84/3:1T

4
3. I = [P0y = [*y=2dy + [*y2dy = [_i]l 4 [—2y*1/2ﬁ

=141+ (-2-2+2:1)=1
4. I:f;\/x— = F (6) — F (2), essendo
:/\/x—de
:/(x—Q)l/zd(x—Q)

2
= g (l'— 2)3/2 +C,

donde: 6
[ =—
3

5. 1= fo m = F(=3) — F(0), essendo:
) / dz
)= | ———
V25 + 3x
1
=3 / (254 32) 2 d (25 + 32)

2
:§\/25—|—3:E+C,

donde: 5 5 5
[ =—-vV16 - =-vV25 = ——
3\/_ 3\/_ 3



6. [ = [3dz _ F (=3) — F (—2), essendo:

—2 x2—1
dx 1 x—1
F = =] C
(@) /x2—1 2nx—|—1’+’
donde:
1
F(—3):§1n2+0
1
Quindi:
Izllng
2 3

7.0= [ 2 — F (1) — F(0), essendo:

0 2243z+2

1
rdx
F(z)= | ———=
(z) /x2—|—3x—|—2
0
1 9 3. |lzv+1
:§ln’:c +3x+2]—§1n’m'+0
=—Injz+1]+2In|z+ 2|+ C,
donde:
F(l)=—In2+2n3+C
F0)=2n2+C
Quindi:
Izlng
8
8. [ = _11 yyif;/ = F (1) — F(—1), essendo:
5
ydy
Fu)- [
:/(y4—2y3+4y2_8y+16—£)d9
y+2
1 1 1
:6y5—§y4—|—gy3—4y2+16y—321n|y+2|-1—0,
donde: 596
I=——321
B 32In3

9. I = [l % _ = F (1) — F(0), essendo:

0 z244z4+5
dx
F = _
(@) / 22 +4x+5

Per la (3.38):
F (z) = arctan (x 4+ 2) + C,



donde:
I = arctan 3 — arctan 2,

che puo eesere semplificata:

tan/ = tan (o — ), con a = arctan 3, f = arctan 2

Come é noto: . tan 8
an o — tan
tan (o — =
(= 5) 1 +tanatan 3’

da cui: | .
tan/ = = = [ = arctan -
an - arc an7

1 z
L I= #ﬁz = F (4) — F (5), essendo:

Per la (3.38):

donde: 5 3 8
I=In-—In—-=In—-
3 4 9

1= [ =9 — F (1) — F(0), essendo:

— JO s8+1
s3ds
Fls) —
0= [ 45

4.

Eseguendo il cambio di variabile s — y = s

1 dy 1
F(y) = Z/m = Zarctany

Ripristinando la variabile s:

donde:

==
16
NG V2
E z \/1‘11”7 = larcsinz],®> =%
7/2 - :
= 2/ ﬁ = F (%) — F (2), essendo:

Fla) = / dx
) V=P 4z + 5
Dalla (3.39):
T —2

F (x) = arcsin (T) +C,

1
I =arcsin | = | = T
2 6

donde:



1,2
4. I = |, \;yz% = F (1) — F (0), essendo:

2
y~dy
Fu)= [
VYo 4
Eseguendo il cambio di variabile y — 2 = y3:

1 dx 1
F = — - —=_] ) 2 4’
(x) 3/\/m 3nx+\/x—|— +C

Cioé:

1
F(y):§ln’y3+\/y6+4’+0

[:lln 1+\/5
3 2

15. I (x) = foﬂ/B sin® xdr = foﬂ/z sin? zd (— cos z). Integriamo per parti:

donde:

w/2 /o /2
. . ™ .
/ sin? zd (— cosz) = —cosxsm2x’0 + 2/ sin x cos® zdx
0 0

~2[r(5)-ro]

essendo:
F(z)= /simaccos2 xdx
= /cos2 xd (— cos x)
L os? +C
= ——cos’x
3 bl
donde: )
[ =—
3

2

16. I = [ -2 = F(e?) — F (e), essendo:

e xlnz
dx
F =
(z) /xlnx

_ / d ﬁlnxx>

=In(lnz)+C,
donde:
F (62) =n2+C
Fe)=C
Quindi:
I =1In2

Calcolare:



—7/4 /6 0
-3 -3 1 1
dx dx xdx 5d
5) V25+3x 6) /mQ—l 7) /z2+3z+2 8) /Z?/J—i—;/
0 -2 0 -1
1 4 1 V2/2
dzx dzx s3ds dx
9) /x2+4x+5 10) /x23x+2 ]']') s8+1 12) / 1—22
0 5

/2 2

0
1 /
13) | =t 14)/\/2% 15) /singxdx 16) /m‘fjfx
0 0

Soluzioni

1. I = f_a tanxz. Risulta I = 0. Infatti se f(z) é una funzione dispari e per ogni
4

a € (0,+00):
I, = /f (x)dx
0 a
:/f(x)d:c+/f(:c)dx
—a 0
Nel secondo integrale eseguiamo il cambio di variabile x — ' = —z, per cui:
0<z=—-2"<a=0>2">—a
cioé:
0 —a
Ia—/f(x)d:p—/f(x')d:p’
—a 0
0 0
:/f(x)d:p—i—/f(:p’)dx':()

2. I = [7 cot* wdx = [—%cot3x+cotx+xﬁ =_8_ + 5.
5 5

3. 1= fol o5 dr = F (1) — F (0), essendo:

eﬂ?
F(:p):/l_i_ehdx

Eseguendo il cambio di variabile z — y = e*:

d
F(y) = / +yy2 = arctany + C
Cioe:
F (z) = arctan (e*) + C,

donde:

I = arctane — T
4



Capitolo 5

Estensione del concetto di integrale

5.1 Introduzione

Nel capitolo 1 abbiamo introdotto la nozione di integrale definito di una funzione continua
in un intervallo chiuso e limitato [a, b]. Ci si puo chiedere se tale nozione possa essere estesa
al caso di una funzione che abbia punti di discontinuita e/o che sia definita in un intervallo
illimitato. Sotto opportune ipotesi, la risposta ¢ affermativa. Per rendere operativa tale
estensione della nozione di integrale, ricordiamo la seguente

Definizione. Una funzione reale di variabile reale f (z) definita in un intervallo A C
R, si dice generalmente continua, se I'insieme dei suoi punti di discontinuita é al piu
numerabile.

Senza perdita di generalita, supponiamo che f(x) generalmente continua sia non negati-
va nell’intervallo A C R. E facile rendersi conto che ¢ comunque possibile costruire una
successione finita di intervalli:

[ah bl] ) [(lg, bQ] 3y [ana bn]
tali che:

lag,bx] C A, con k=1,2,..,n
[ay, by] O Jag:, by] = 0, Vk # K
Vk, f(x) é continua in [ay, by]

Si osservi che tale proprieta continua a valere anche se A é illimitato. Ad esempio se A =
la, +00), fissiamo A" = [a,b] C A e ripetiamo il procedimento per I'intervallo A’.
Poniamo per definizione:

D déf LnJ [ak, bk] (51)

Chiamiamo l'insieme (5.1) dominio limitato e misurabile di continuita per f (z).
Osservazione. Assegnato 'intervallo A C R, esistono infiniti domini (5.1).

Esempio 20. Consideriamo la seguente funzione non negativa in A = [0, 3]:
1
f@)==+ (-2 sexel0,1) (5.2)
x
f(x)=—2"+4x sex €[l,3]
L’insieme delle discontinuita di f (z) é:

52{5020751:1}7



donde f (x) é generalmente continua. Costruiamo gli intervalli:

a1, b1] , [az, bo)]

essendo a; = 0.2, by = 0.8, ag = 1.2, by = 3 (figura 5.1).

ag b1 &1 a b2

Figura 5.1: Grafico della funzione (5.2)

Si conclude che un dominio limitato di continuita per f (z) & D = [ay, bi] U [ag, bo.

$okok

Costruiamo quindi la famiglia:

F ={D | D ¢ un dominio limitato e mis di continuita per f (x)}

/f (x) dx

I'integrale di f(x) esteso ad un intervallo chiuso e limitato X in cui f(x) é continua.
Evidentemente:

Cio posto, indichiamo con il simbolo:

by,
VD e F, | f(x)dx= f(z)dx >0,
[z

poiché ¢ f (z) > 0 per ipotesi. Inoltre:

VD e F, /f(x)dx:)\GAQ[O,—i—oo),
D



Definizione. Si chiama integrale della funzione generalmente continua f (z) > 0
esteso all’intervallo A, I'estremo superiore dell’insieme A:

[y de = s < oo 53)

5.2 Rettangoloide generalizzato

La definizione (5.3) non si presta ad un calcolo diretto dell’integrale di una funzione gene-
ralmente continua esteso ad un intervallo limitato o illimitato. Cio puo essere realizzato
attraverso un’operazione di passaggio al limite. Iniziamo con 'osservare che:

De F=3D' e F| D' DD,

per cui possiamo costruire una successione di domini:

(Do}, | DiC Dy C..D, C ... (5.4)

Inoltre:

YVDeF,DCA-S

essendo S l'insieme (numerabile) dei punti di discontinuita di f (x).

Definizione. Al crescere indefinito di n, la successione (5.4) tende all’insieme A — S se
risulta:

VDCA-S, 3D, | D, 2> D

Esprimiamo cio scrivendo:
lim D,=A—-S

n—-+o0o

Teorema 21. Nelle ipotesi poste:

lim /f(x)dx:supA:/f(x)dx

n—-+00
Dy, A

Dimostrazione. Omessa. [l

Questo teorema ci dice che nelle ipotesi poste:

n—-+4o0o
Dy

/ f(@)de = lim / f(z) da (5.5)
A

Diamo ora un’interpretazione geometrica alla (5.5). A tale scopo consideriamo il sottoinsieme
di R?:

U {(2,y) eR* |2 €A—S, 0<y< f(z)}

Tale insieme di punti si chiama rettangoloide generalizzato di base A — S, relativo a
(@)

Si osservi che U é illimitato in uno dei seguenti casi: 1) A é limitatoe f (x) non limitata (cioé
dotata di singolarita); 2) A illimitato e f (z) limitata (dotata al piu di punti di discontinuita
eliminabili o di prima specie); 3) A e f () non limitati.

Cio premesso, sussiste il



Teorema 22. Nelle ipotesi poste:
misU = /f (x)dx
A

Dimostrazione. Omessa. [l

Osserviamo che la misura di U puo essere finita anche se U é illimitato, come nel caso della
funzione:

f(x)zﬁconxéfl:[—l,l]

Tale funzione é generalmente continua in A:

S={-1,1} = A— 5 =(-1,1)

Piu precisamente:

Il rettangoloide generalizzato é:

U:{(x,y)€R2|—1<x<1,0§x§

=

Costruiamo la successione {D},

1 1
pu=[asla ]
n

n

come mostrato in figura 5.2.

-1+1/n 1-1/n

Figura 5.2: Grafico della funzione f (z) = .




Quindi:

/ d
! lim

1—1
B / dx
VI— 12 oo V1—2a?
=1

_1+%

1 1
= lim {aresin (1 — —) — arcsin (—1 + —)}
n—+oo n n

= arcsin (1) — arcsin (—1) = 7,
donde:
misU =

Un esempio di insieme illimitato di misura infinita é dato dal rettangoloide generalizzato
relativo alla seguente funzione:

1
f(x)= conz € A=10,1]
ea} J—
f () & non negativa, inoltre:
li =
lim f (z) = +o0,
donde:
A—-S=(0,1]
Costruiamo la successione di domini:
1
Dn - |:_> 1:| P
n

come mostrato in figura 5.3.

14 1 -

12 H —

10 -

0 1/n

X

Figura 5.3: Grafico della funzione f (z) = =%

er—1"
Evidentemente:

lim D, = (0, 1]

n—-+00



Abbiamo:

1 1

/ dx . dx
= lim

et —1 notoo) e —1
0 1/n
. il

S IR
=In ’1 — eil} —In0"
—= —'—OO’

donde:

misU = +o0

Riportiamo di seguito un esempio di integrale di una funzione continua esteso ad un intervallo
illimitato.

1

flw) = 1+ 22

per z € A= (—00,+00) (5.6)

La funzione (5.6) & manifestamente continua ed infinitesima all’infinito:

1
lim —— =0"
|z| =400l + 2
Costruiamo la successione (5.4) assumendo:
D,, = [-n,n]
come mostrato in fig. 5.2.
l - —
0.8 -
0.6 .
>
0.4 - i
-1 1

Figura 5.4: Grafico della funzione f (1) = —

donde:



n

/ dx ) dx
——— = lim

1422 notoof 14 22
A —-n

= nl_l)tf{)o larctan (n) — arctan (—n)]

Quindi anche in questo caso abbiamo un insieme illimitato di misura finita:

U={(z,y) eR*: —co <z < +o0, 0<y < f(x)}

misU =
kskok
Calcoliamo 'integrale:
zo+h
1= [ ),
zro—h
essendo:
fla)= — (5.7
r)=—"— )
|z — x|

Qui & A = [zg — h,xo + h], essendo per ipotesi g € R, e h,a > 0. L’integrando ha una
singolarita in xg:
1
lim — = +00,
T—rT0 |J,’ — ,Z‘0|

donde A — S =A—{x}.
Costruiamo la successione (5.4) assumendo:

1 1
DnI |:.’L'0—h,l'0——:| U |:.T0—|——,l'0+h:|
n n

come mostrato in fig. 5.5.

Quindi:
077 zo+h
— lim / / da (5.8)
n—+oo \x—xo\ |x—x0\
IoJrf
Poniamo:

1
mo—;

d
W
|z — x|

xro—h
zo+h
dx
(07
|z — x|
IoJr%

IQI



140 b
120 —

100 b

40 - | | -

Xg-h Xo Xo+h

Figura 5.5: Grafico della funzione f (z) = —

T |o—z0|*

Eseguendo il cambio di variabile z — £ = z — zq:

[1:— g
é"a
—h
hd
1

n

In virtu della simmetria di I')y = f () rispetto all’asse delle ordinate: [; = I, per cui:

hd
I =2 lim /—5
n—-oo 504

1

Se av # 1:

I = 2 ! 0 _th—a €(0,1)

1 —a \ hot! C1l-a’ e« ’

I= 2 ! + (+o0) | =+ € (1,400)

=1 e ) | = 400, se « , +00
Sea=1

I'=2 lim In(nh) =400
n—-+0o0o

Cioé:

[ 2?:;, se v € (0,1)
+o0, se a € [1,+00)

In fig. 5.6 sono riportati i grafici della funzione (5.7) per o = 5, h = 2, nei due casi:
a=04,2.



25 | , ,‘ i

0.5

3 35 4 4.5 5 5.5 6 6.5 7
X

Figura 5.6: Grafico della funzione (5.7).

Per quanto visto l'integrale (5.8) converge solo per a € (0, 1):
lim [ (o) = 400
a—1-

In fig. 5.7 é riportato ’andamento di I in funzione del parametro a.

200 T T T T

160 b

140 4

120 —

I()

100 —

60 - -

40 - g

20 E

a

Figura 5.7: Andamento dell’integrale I in funzione di a.

Kokosk

Calcoliamo gli integrali:



I= /f(:p)dx (5.9)

essendo

fla) = —— (5.10)

(x — x9)”
1

1O =

Nella (5.10) z¢ & un punto arbitrario dell’asse x, mentre «, h parametri positivi. Il grafico &
riportato in fig. (5.8).

0.25

02 R -

0.15 —

0.1 4

0.05

Xgth X Xgtn
Figura 5.8: Grafico della funzione (5.10).

Costruiamo i domini D,,:

D,, = [z + h, zo + 7]

Quindi:

I = lim I,,

n——+oo
essendo:
xo+n
dx
1, =  ———
(x — )
zo+h

Risulta:



Quindi:

I(a#1)= lim

11—«
n—r400 11—« h sea>1

a—1"

nla—hlo‘_{ +oo, se0<a<1

I(a=1)= lim ln%:—l—oo

n—-+4o0o

Si conclude che I'integrale converge solo per o > 1.

100

80 -

60 -

40 H .

20 (1

T
0 I B o o

" Xoh
X

L’integrale J (secondo degli integrali (5.9)) assume lo stesso valore di I, in virta della
simmetria dell’integrando. Infatti possiamo scrivere:

avendo ridefinito la funzione integranda:

1

- |z — xo|”

f (@)

Tale funzione é manifestamente simmetrica rispetto alla retta x — x¢ = 0, per cui:



_ [d
fa
h
J=—[%
50[
Kk
Calcoliamo 'integrale:
+oo
I= /e‘lmld:p
Procediamo per decomposizione:
0 +o0
I = /exdx—i— /e'“'dw
—0o0 0
de
:f Il + [27
essendo:
0 0
I, = /exdx = /e“dm
+oo +oo
I, = /e‘xd:p = /e‘xdx
0 0
Eseguiamo in [ il cambio di variabile: x — 2’ = —z. Osserviamo che:
0<z=—2 < +oo,
per cui:
0>a2 > —oc0
Quindi:
Iy = —/ex/dx'
0
0
= /ex/dx' =1,
donde:



Assumendo:

Dn - [O,Tl],

si ha:

n

I =2 lim /e‘””dw
n—-+4oo
0

=2 hm (=)
=2
che é la misura del rettangoloide generalizzato:
U={(z,y) €R?*: —co <z < +oo, 0 <y <e ),

come riportato in figura (5.9).

Figura 5.9: Grafico di f (z) = e~l?l.






Appendice A

Integrali notevoli

A.l /sin2 xdx, /COS2 xdx

1 1
/sin2 rdr = 5 (x —sinzcosz) + C = 1 (2 —sin2z) + C (A.1)
) 1 ) 1 :
cos” xdr = 5 (x +sinzcosx) + C = 1 (2x +sin2z) + C
A.2 __dr
(a-1)"
1. / g“fl — arctanh x+const
1
2. /(I2 7 = e 12) — ln’xﬂ}—kconst
3 CE {L‘ *5) 3 l 2?—1 ‘t
(:)32 1 T 8(x2-1)? 1_6 n ’z——i—l’ +cons
1 1 5 5 1 1
4 / (2 Ca8(—1+a)® + 16(—14xz)2 ~ 32(—1+z) 3—2111(—1 +) - 48(1+2)®  16(1+x)°
15+ ) = In(1+2)
do  _ 15 35 1
. /(952—1)5 T 128(— 1+:1:)4 + 192(— 1+x) T 256(—1+x)2 + 256( 1+:v) T 256 In (=1 +42)+ 128(1+2)* +
5 15 35 35
192(1+x)? - 256(1+)° T 6(1+a) T 256 In(1+2)
do  _ 1 3 63 63

6. /(:v21)6 = T30 iaer 250 1te)®  26(= 1+a:)3+128( 1-‘,—3}) T 512(—14w) 512 In(=1+z)-

1 3 7 7 63
3900727  36(172)7  26(14e) 128142  31a(ita) T 512 o5 n (1 + )

7. / dz - — )6 +

105 231
(x2-1)7 768(— 1+x 1280(— 1+a:) T b12(— 1+x)4+

256(— 1+x)3 2048(— 1+z)2+2048( T+z

)-i-

231 ln( 1+3§') 4 7 -+ 105 231

256(1+z)3 - 2048(1+x)? + 2048(1+z)

2048 768(1+z)6 + 1280(1+x)° + 512(1+m)
231
5005 M (1 + )

8 doe__ _ + 9 + 15 _ 55 + 99 _
) (#2—1)8 T 1792(— 1+x)7 384(— 1+x) T 1280(—1+42)° ' 1024(—1+2)t  2048(—1+x)° | 2048(—14x)>
429 429 In(—1+ax)— 1 . 1 . 9 _ 15 _ 55
4096(—14x) 4096 1792(1+x)7  384(142)%  1280(1+z)°  1024(1+z)*  2048(142)3

99 429 429
5018(142)2  1006(15z) | 2096 In(1+ )



A.3 _dv

<x2—|—1)
1. z;ﬁl = arctan x-+const
dx 1 =z

1
@2 +1)2 37211 + 5 arctan z+const

1
@) i QH)Q + 3 8m2+1 +3 3 arctan x

— 1 x 5 x 5 5
@+0F = 6 @417 + 5 11 + {57257 T 1 arctan x+const

1 T 7
@7 = Rt T Wy Ty T im e

+ 128 arctan x-+const

de __ _ 1 __ 9 __z 21z 21z
6. | @is = 0@ T80t T 160 @2i® T izs @ T 256 356 7571 T 256 Arctan z-+const
dx _ 1 x 11 T 231 _=x
. /(x2+1)7 T 12 (2241)° + 120 (22+1)° - 320( 2+1) - 640( 2+1) + 512( 2+1)2 T To2izr T
1203214 arctan x
de 1 143 @ 429 =@ 143 @ 143w
8. (x2+1)° ~ 14 (g;2+1)7 T 68 168( 2+1)6 T 1680 1680 (241)° T 2480 4480 (z241)* T 1250 1280 (2241)3 T 1024 1024 (241)? +
429 @ 429
2048 21 T 2048 ATCtan T
9. de 1 M3 o 4 1287 @ 4 429 @

(x2+1)? ~ 16 (x2+1)8 T 591 224 (x2+1) 7 1 506 896 (x2+1)6 T 1703 1792 (2241)° ' 14336 (¢241) ' 4096 (2241)3

2145 z 6435 6435
16 384 (1.2+1)2 + 32768 7241 + 32768 arctan x
thr = 1 1105 T 2431 z 2431
10. /(x2+1)10 - B 2+1)9 + 288 (12+1)8 + 1344( 2+1)7 + T6128 @2 1)° + 32256 (x2+1)° + 3672

arctan x

2431 12155 12155 12155
T Lo+ el .

(12+1) 24576 (2241) 98304 (22+41) 65536 x2+1 65 536

dx _ 323 = 323z 4199 46 189
11. /(x2+1)11 o 20( 2+1)10 + 360 (1‘2+1)9 + 5760 (z24+1)% + 5576 (22+1)7 + 54512 (x2+1)6 + 845120
461 46189 46189 46 189 46 189

- + 6189 T S + X - _|__ X 5 _|__ T _|__

573440 (22+1)7 | 191520 (72417 T 393216 (;211)2 | 262144 211 T 262144 ALCLADT

(12+1)

A 4 / sm l‘ / COS l‘

Applicando le (3.101)-(3.102) per valori crescenti di n = 3,4, 5:




/ dx 1 [l ’t (:p)’ cosx} L C
=—|lnltan|{=)]| —
sinz 2 2 sin? x

/ dx 1 | ‘t (x+7r> n sin L C
=—|In|tan (= + —
cosxr 2 2 4 cos? x
d 1
/.f = —— [2c0tx+c,ozx]+0
sin® x 3 sin” «

/ dx
cost I
dx 3 x coS T COS T

5 (nfean (5)| - 575) — s |+ €
/sin5x _2<n a 2 sin’® x sin? x

/ dx 3 1 ’t (:p+7r>’+ sin N sinz e
— | In|tan ( = + —
cos® x |2 2 4 cos? x cost x

A5 /(tanx)"dx;/(cotx)" dx

Applicando le (3.105)-(3.106) per n = 2,3, ..., 8:

sin x
tanx + 3 }—kC’
cos® x

= s = W

tan? zdr = tanx — x + C
cot?xdr = —cotx —x + C
3 _l 2 _l 2
tan”® xdx = 2tan T 21n(1+tan :E)—i—C’
3 N | 9
cot® zdr = 2cot $+21n(1—|—cot x)
1
tan* zdr = ~tan®x —tanz + 2 + C
3
1
cot4xdx:—§cot3$+cotx+x—|—0

1 1 1
tan® xdxr = Ztan4x—§tan2x+§ln (1+tan2x) +C

1 1 1
cot® xdr = ~2 cot? & + icoth ~ 3 In (1 + C0t2l‘) +C

1
tanGxdx:gtan5x—§tan3x+tan:c—x+0
6 1 5 1 3
cot xdx:—gcot x+§cot rz—cotx —ax+C

1 1 1
tan” zdr = gtan(ix—ztan4x+§tan2x— iln(l—i—tan%c) +C

1 1 1 1
cot” xdx = ~& cot® x + Zcot‘lx— 5c0t2x+§ln (1+Cot2x) +C

1 1
tan® zdx = —tan7x—gtan5x+§tan3x—tanx+x+0

7
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1 1 1
cot® zdx = —= cot” z + gcot5x— gcotgx—I—cotx—i—x—i—C’
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