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Parte ITeoria dell'integrazione di una funzionereale di variabile reale





Capitolo 1Integrale de�nito
1.1 Funzioni primitiveSia f (x) una funzione reale de�nita in (a, b) ⊂ R.De�nizione. Diesi funzione primitiva o sempliemente primitiva di f (x), ogni fun-zione reale F (x) de�nita in (a, b) e tale he:

d

dx
F (x) = f (x) (1.1)Il problema fondamentale del alolo integrale onsiste nel determinare eventuali primitivedi una assegnata funzione f (x).Osserviamo innanzitutto he se F (x) è una primitiva di f (x), per ogni c ∈ R, F (x) + c èanora una primitiva di f (x):

d

dx
[F (x) + c] = f (x) (1.2)In altri termini se una funzione è dotata di una primitiva, tale funzione ammette in�niteprimitive. Inoltre:

(F1 (x) , F2 (x) primitive di f (x)) =⇒ (F ′
1 (x) = f (x) , F ′

2 (x) = f (x))da ui:
F ′
1 (x)− F ′

2 (x) = 0 =⇒ F1 (x)− F2 (x) = C, essendo C una ostante realeCioè due primitive di un'assegnata funzione f (x) di�erisono per una ostante additiva.Si onlude he se f (x) ammette una primitiva F (x) in (a, b), la totalità delle primitive di
f (x) è:

G (x) = F (x) + c, (1.3)on c variabile da −∞ a +∞. ***Supponiamo ora he f (x) sia ontinua in [a, b] e non negativa. Consideriamo il gra�o di
f (x), ioè la urva di equazione Γ)y = f (x)1. Sussite la seguenteDe�nizione. Diesi rettangoloide di base [a, b] relativo alla funzione f (x), il sottoin-sieme di R2:

R =
{
(x, y) ∈ R2 | a ≤ x ≤ b, 0 ≤ y ≤ f (x)

} (1.4)1Tale urva giae nel semipiano y ≥ 0, giahé f (x) è non negativa per ipotesi.



10 Integrale de�nitoCiò premesso, onsideriamo il sottoinsieme di R:
R (ξ) = {(x, y) ∈ R | a ≤ x ≤ ξ, 0 ≤ y ≤ f (x)} , (1.5)essendo ξ ∈ [a, b]. Quindi la funzione reale di variabile reale:

F : ξ → misR (ξ) , (1.6)essendo misR (ξ) l'area di R (ξ).Inrementiamo la variabile ξ:
ξ → ξ +∆ξ | ( ξ +∆ξ) ∈ [a, b]Da ui l'inremento di F (ξ):

∆F = F (ξ +∆ξ)− F (ξ)Siano:
m (ξ)

def
= min

[ξ,ξ+∆ξ]
f (x)

M (ξ)
def
= max

[ξ,ξ+∆ξ]
f (x)Senza perdita di generalità supponiamo he sia ∆ξ > 0:

m (ξ)∆ξ ≤ ∆F ≤ M (ξ)∆ξ =⇒ m (ξ) ≤ ∆F

∆ξ
≤ M (ξ)Per una nota proprietà delle funzioni ontinue in un intervallo hiuso:

(

m (ξ) ≤ ∆F

∆ξ
≤ M (ξ)

)

=⇒
f (x) è ontinuain [ξ, ξ +∆ξ]

(

∃ξ∗ ∈ [ξ, ξ +∆ξ] | f (ξ∗) =
∆F

∆ξ

)

o, iò he è lo stesso:
∃θ ∈ [0, 1] | F (ξ +∆ξ)− F (ξ)

∆ξ
= f (ξ + θ∆ξ)Da iò segue (tenendo onto della ontinuità di f (x)):

lim
∆ξ→0

F (ξ +∆ξ)− F (ξ)

∆ξ
= f (ξ) (1.7)Poihé ξ è una variabile muta, la (1.7) può sriversi:

F ′ (x) = f (x) (1.8)Cioè la funzione (1.6) he assoia ad ogni ξ ∈ [a, b] l'area diR (ξ) è una primitiva di f (x). Datale onlusione si evine he il problema della riera delle funzioni primitive di un'assegnatafunzione f (x) è direttamente onnesso al problema della misura di un insieme piano.



1.2 Misura degli insiemi piani 111.2 Misura degli insiemi pianiFissiamo un riferimento artesiano ortogonale (Oxy). Siano A (a′, a′′), B (b′, b′′) punti delpiano, essendo a′ ≤ a′′, b′ ≤ b′′.De�nizione. Diesi rettangolo hiuso di estremi A, B, l'insieme di punti:
{
(x, y) ∈ R2 | a′ ≤ x ≤ b′, a′′ ≤ y ≤ b′′

} (1.9)De�nizione. Diesi rettangolo aperto di estremi A, B, l'insieme di punti:
{
(x, y) ∈ R2 | a′ < x < b′, a′′ < y < b′′

} (1.10)Le suddette de�nizioni si speializzano nel aso in ui vale la disuguaglianza in senso strettoa sinistra o a destra (reattangolo semiaperto a sinistra e rettangolo semiaperto adestra, rispettivamente).De�nizione. Il entro del rettangolo (1.9 o 1.10) è il punto C (x0, y0) tale he:
x0 =

a′ + b′

2
, y0 =

a′′ + b′′

2Le dimensioni del rettangolo (1.9 o 1.10) sono i numeri reali non negativi:
2α = b′ − a′, 2β = b′′ − a′′Le semidimensioni del rettangolo sono i numeri reali non negativi α, β.Assegnato il rettangolo hiuso (1.9):

2x0 = a′ + b′

2α = b′ − a′,da ui:
x0 − α ≤ x ≤ x0 + α,o, iò he è lo stesso:

|x− x0| ≤ αSimilmente:
|y − y0| ≤ βSi onlude he il rettangolo hiuso (1.9) può essere sritto ome:

{
(x, y) ∈ R2 | |x− x0| ≤ α, |y − y0| ≤ β

}mentre il rettangolo hiuso (1.10):
{
(x, y) ∈ R2 | |x− x0| < α, |y − y0| < β

}De�nizione. Diesi intorno rettangolare di entro P0, ogni rettangolo aperto di entro
P0. ***Assegnato un punto P0 (x0, y0) e un r ∈ (0,+∞):



12 Integrale de�nitoDe�nizione. Diesi erhio hiuso di entro P0 e raggio r, l'insieme:
{
(x, y) ∈ R2 | (x− x0)

2 + (y − y0)
2 ≤ r2

}De�nizione. Diesi erhio aperto di entro P0 e raggio r, l'insieme:
{
(x, y) ∈ R2 | (x− x0)

2 + (y − y0)
2 < r2

}De�nizione. Diesi intorno irolare di entro P0, ogni erhio aperto di entro P0.Nel seguito i riferiremo indi�erentemente ad un intorno rettangolare o irolare di unassegnato punto P del piano. Indiheremo tale intorno on I (P ).***Sia A ⊂ R2.De�nizione. A è limitato def⇐⇒ ∃ erhio γ ⊃ A di entro O (0, 0)

A è non limitato def⇐⇒ ∀ erhio γ di entro O (0, 0), (R− γ) ∩A 6= ∅.De�nizione. P0 è interno ad A
def⇐⇒ ∃I (P0) ⊂ A

P0 è esterno ad A
def⇐⇒ ∃I (P0) : I (P0) ∩A = ∅

P0 è punto di frontiera per A def⇐⇒ ∀I (P0) , I (P0) * A, I (P0) ∩A 6= ∅De�nizione. Diesi frontiera di A l'insieme di punti:
∂A = {P | P è di frontiera per A}Indihiamo on il simbolo Å l'insieme dei punti interni di A:Å def

= {P ∈ A | P è punto interno}Ciò premesso, sia u l'unità di misura dei segmenti. Conseguentemente l'unità di misuradelle aree è u2. Indihiamo on P la lasse dei poligoni. Ad ogni poligono π ∈ P possiamoassoiare la sua misura µ (π) ∈ [0,+∞) rispetto all'unità di misura u. Resta periò de�nitala seguente funzione non negativa:
µ : P −→ R+

0 (1.11)La (1.11) veri�a le seguenti proprietà:1. Proprietà additiva:
∀π1, π2 ∈ P :

◦
π1 ∩

◦
π2 = ∅ =⇒ µ (π1 ∪ π2) = µ (π1) + µ (π2) (1.12)2. Invarianza per onguenza:

π1, π2 ∈ P : π1, π2 ongruenti =⇒ µ (π1) = µ (π2)Consideriamo ora un insieme A ⊂ R2 limitato. Se A /∈ P, si pone il problema della de�nizionedi µ (A). A tale sopo ostruiamo gli insiemi:
Σ1 = {π ∈ P | π ⊂ A} (1.13)
Σ2 = {Π ∈ P | Π ⊃ A}Osservazione. Se A è privo di punti interni, allora Σ1 = ∅.



1.2 Misura degli insiemi piani 13Poniamo:
α (A)

def
= {µ (π) | π ∈ Σ1}

β (A)
def
= {µ (Π) | Π ∈ Σ2}Evidentemente:

(∀π ∈ Σ1, ∀Π ∈ Σ2, π ⊆ Π) =⇒ µ (π) ≤ µ (Π) ,ioè α (A) e β (A) sono insiemi separati.De�nizione. Si de�nise misura interna di A il numero reale non negativo
µi (A) = supα (A)De�nizione. Si de�nise misura esterna di A il numero reale non negativo
µe (A) = inf β (A)Risulta:
µi (A) ≤ µe (A)Osservazione. Se A è privo di punti interni:

Σ1 = ∅ =⇒ α (A) = ∅ def
=⇒ µi (A) = 0De�nizione. L'insieme A è misurabile (seondo Peano - Jordan) se risulta µi (A) =

µe (A). In tal aso si pone:
µ (A)

def
= µi (A) = µe (A) ,essendo µ (A) la misura di A.Osservazione. Se A è misurabile ed è privo di punti interni, segue neessariamente he

µ (A) = 0, poihé è µi (A) = 0.Dalla de�nizione di misurabilità segue he A è misurabile se e solo se gli insiemi α (A) e
β (A) sono ontigui:

∀ε > 0, ∃πε ∈ Σ1, ∃Πε ∈ Σ2 | µ (Πε)− µ (πε) < ε (1.14)Nel aso speiale in ui A è misurabile e privo di punti interni, la (1.14) si srive:
∀ε > 0, ∃Πε ∈ Σ2 | µ (Πε) < εResta osì de�nita la misura µ degli insiemi limitati A ⊂ R2 non appartenenti a P:

µ : M → R+
0 (1.15)essendo:

M =
{
A ⊂ R2 | A è limitato e misurabile} (1.16)Teorema 1. P ⊂ M



14 Integrale de�nitoDimostrazione. Osserviamo he i poligoni sono partiolari insiemi limitati e misurabili, don-de:
∀π ∈ P, π ∈ M (1.17)Consideriamo ora un qualunque erhio di entro (x0, y0) e raggio r:

γ =
{
(x, y) ∈ R2 : (x− x0)

2 + (y − y0)
2 ≤ r2

}Abbiamo: µ (γ) = πr2; ioè γ è limitato e misurabile=⇒ γ ∈ M. Ma γ /∈ P, donde (tenendoonto della (1.15)) l'asserto. ***La misura (1.15) onserva le proprietà (additività e ongruenza) della misura (1.11). Rispettoa quest'ultima possiede la proprietà di monotonia:
∀A,B ∈ M | A ⊆ B =⇒ µ (A) ≤ µ (B)Altre proprietà.Se A,B ∈ M

A ∪B ∈ M, A− B ∈ M, A ∩B ∈ M (1.18)
◦

A ∩B = ∅ =⇒ µ (A+B) = µ (A) + µ (B)

A ⊆ B =⇒ µ (A− B) = µ (A)− µ (B)

∀A,B ∈ M, µ (A ∪ B) = µ (A) + µ (B)− µ (A ∩ B)Dall'ultima delle (1.18) segue:
A,B ∈ M, µ (A ∪B) ≤ µ (A) + µ (B) (1.19)Ciò si esprime diendo he la misura (1.15) è subadditiva.***La nozione di misura di un insieme si estende failmente al aso di insiemi non limitati. Atale sopo sia A ⊂ R2 un insieme non limitato.De�nizione.

A è misurabile def⇐⇒ ∀X ∈ M, A ∩X ∈ MIn tal aso, la misura di A è:
µ (A) = sup

X∈M
µ (A ∩X) ≤ +∞Preisamente:

µ (A) < +∞ =⇒ A è di misura �nita
µ (A) = +∞ =⇒ A è di misura in�nitaIndihiamo on R la lasse dei rettangoli Θ (α, β) di entro l'origine e dimensioni α, β:
Θ (α, β) =

{
(x, y) ∈ R2 | |x| ≤ α, |y| ≤ β

}Ciò premesso, sussiste il seguente
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(A è misurabile) ⇐⇒ (∀Θ ∈ R, A ∩Θ ∈ M)Se A è misurabile:

µ (A) = sup
Θ∈R

µ (A ∩Θ)Dimostrazione. Impliazione diretta Abbiamo:
(A è misurabile) =⇒ (∀X ∈ M, A ∩X ∈ M) =⇒

R⊂M
(∀Θ ∈ R, Θ ∩ A ∈ M)Impliazione inversa L'ipotesi è:

∀Θ ∈ R, A ∩Θ ∈ MPreso ad arbitrio X ∈ M segliamo Θ ∈ R tale he Θ ⊃ X , donde:
A ∩X = (A ∩Θ) ∩XQuindi

A ∩Θ ∈ M =⇒ A ∩X ∈ Mioè la tesi. Inoltre, nelle medesime ipotesi:
sup
Θ∈R

µ (A ∩Θ) ≤ µ (A) ≤ µ (A ∩Θ) =⇒ µ (A) = sup
Θ∈R

µ (A ∩Θ)

1.3 Area del rettangoloidePremettiamo la seguenteDe�nizione. Sia A 6= ∅. Gli insiemi non vuoti A1, A2, ..., An ostituisono una partizionedi A se:
n⋃

k=1

Ak = A

◦

Ak

⋂ ◦

Ak′ = ∅, per k, k′ ∈ {1, 2, ..., n} on k 6= k′Sia f (x) ontinua in [a, b] ⊂ R e ivi non negativa. Eseguiamo una partizione dell'intervallo
[a, b] attraverso n+ 1 punti:

x0, x1, ...., xn ∈ [a, b]Preisamente:
a = x0 < x1 < x2 < ... < xn−1 < xn = bSi tratta di una partizione, poihé:

n−1⋃

k=0

[xk, xk+1] = [a, x1] ∪ [x1, x2] ∪ ... ∪ [xn−1, b] = [a, b]

∀k, k′ ∈ {0, 1, ..., n− 1} on k 6= k′, (xk, xk+1) ∩ (xk′ , xk′+1) = ∅Indihiamo tale partizione on il simbolo onvenzionale D (x0, x1, ..., xn). Poniamo perde�nizione:
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δ = max

k∈N
(xk+1 − xk) , N = {0, 1, 2, ..., n− 1}Il numero reale δ > 0 si hiama ampiezza della partizione. Inoltre, se f (x) non è identia-mente nulla onsideriamo il minimo e il massimo di f (x) in [xk, xk+1]:

mk = min
[xk,xk+1]

f (x)

Mk = max
[xk,xk+1]

f (x)Quindi:
rk

def
=
{
(x, y) ∈ R2 | xk ≤ x ≤ xk+1, 0 ≤ y ≤ mk

} (1.20)
Rk

def
=
{
(x, y) ∈ R2 | xk ≤ x ≤ xk+1, 0 ≤ y ≤ Mk

}Cioè rk è il rettangolo di base [xk, xk+1] e altezza mk, mentre Rk è il rettangolo di base
[xk, xk+1] e altezza Mk. Restano osì de�niti i seguenti poligoni:

π (D) =
n−1⋃

k=0

rk (1.21)
Π (D) =

n−1⋃

k=0

RkDe�nizione. π (D) è il plurirettangolo insritto a R assoiato alla partizione D.
Π (D) è il plurirettangolo irosritto a R assoiato alla partizione D.Evidentemente:

sD
def
= µ [π (D)] =

n−1∑

k=0

µ (rk) =

n−1∑

k=0

mk (xk+1 − xk) (1.22)
SD

def
= µ [Π (D)] =

n−1∑

k=0

µ (Rk) =

n−1∑

k=0

Mk (xk+1 − xk)Inoltre:
∀D,D′, π (D) ⊆ Π (D′) =⇒ ∀D,D′, sD ≤ SD′Teorema 3. Nelle suddette ipotesi il rettangoloide
R =

{
(x, y) ∈ R2 : a ≤ x ≤ b, 0 ≤ y ≤ f (x)

}è misurabile, risultando:
µ (R) = sup

D
sD = inf

D
SDDimostrazione. Se f (x) è identiamente nulla, l'asserto è banale:

R =
{
(x, y) ∈ R2 : a ≤ x ≤ b, y = 0

}
=⇒ µ (R) = 0

∀D, sD = SD = 0 =⇒ sup
D

sD = inf
D
SD = 0



1.3 Area del rettangoloide 17Consideriamo quindi il aso non banale, ioè f (x) non identiamente nulla in [a, b]. Per ilteorema di Heine-Cantor, la funzione è ivi uniformemente ontinua, per ui:
∀ε > 0, ∃δε > 0 : x′, x′′ ∈ [a, b] , |x′ − x′′| < δε =⇒ |f (x′)− f (x′′)| < ε

b− aEseguiamo una partizione D̄ (x0, x1, ..., xn) dell'intervallo [a, b] di ampiezza δ̄ < δε. Siano
x̄k, x̄

′
k ∈ [xk, xk+1] : f (x̄k) = mk, f (x̄′

k) = MkQuindi:
|x̄′

k − x̄k| ≤ xk+1 − xk ≤ δ̄ < δε =⇒ Mk −mk <
ε

b− aInoltre:
SD̄ − sD̄ =

n−1∑

k=0

(Mk −mk) (xk+1 − xk) <
ε

b− a

n−1∑

k=0

(xk+1 − xk) = εMa SD̄ e sD̄ sono le aree di due poligoni:
π
(
D̄
)
= πε

Π
(
D̄
)
= ΠεPeriò:

∀ε > 0, ∃Πε, πε : µ (Πε)− µ (πε) < εiò implia la misurabilità di R. In�ne:
sD̄ ≤ µ (R) , sD̄ > SD − ε,ioè:

SD̄ − µ (R) < ε (1.23)Similmente:
µ (R) ≤ SD̄, SD̄ < sD̄ + εper ui:

µ (R)− sD̄ < ε (1.24)Dalle (1.23)-(1.24) segue:
µ (R) = sup

D
sD̄ = inf

D
SD̄***Dal teorema appena dimostrato segue he ∀n ∈ N, ∀D (x0, x1, ..., xn):

sD = valore approssimato per difetto di µ (R)

SD = valore approssimato per eesso di µ (R)Segliere ome valore approssimato di µ (R) la somma sD, equivale ad approssimare ∀k ∈ N ,il rettangoloide:
{
(x, y) ∈ R2 | xk ≤ x ≤ xk+1, 0 ≤ y ≤ f (x)

} (1.25)on il rettangolo rk in esso insritto. Vieversa, segliere ome valore approssimato di µ (R)la somma SD, equivale ad approssimare ∀k ∈ N , il rettangoloide (1.25) on il rettangolo Rkad esso irosritto.Ora poniamo:
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∀k ∈ N , τk def

=
{
(x, y) ∈ R2 | xk ≤ x ≤ xk+1, 0 ≤ y ≤ ηk

}
,essendo ηk ∈ [mk,Mk].Il poligono:

τ (D) =
n−1⋃

k=0

τkè un plurirettangolo he non è insritto ad R e al tempo stesso non è irosritto ad R.
σD

def
= µ (τ (D)) =⇒ sD ≤ σD ≤ SDIl numero reale σD è omunque un valore approssimato di µ (R). Inoltre:

(mk ≤ ηk ≤ Mk) =⇒
f (x) è ontinuain [xk, xk+1]

(∃ξk ∈ [xk, xk+1] | f (ξk) = ηk)Quindi:
µ (τk) = f (ξk) (xk+1 − xk) =⇒ σD =

n−1∑

k=0

µ (τk) =

n−1∑

k=0

f (ξk) (xk+1 − xk) (1.26)Dalla (1.26) segue he σD dipende da ξk per ogni k ∈ N .
∀ξk ∈ [xk, xk+1] (on k ∈ N ), sD ≤ σD ≤ SD =⇒ |σD − µ (R)| ≤ SD − sDDalla dimostrazione dell'ultimo teorema segueTeorema 4.

∀ε > 0, ∃δε > 0 | ∀D (δ < δε) , |σD − µ (R)| < ε (1.27)La (1.27) può essere sritta nela forma simbolia:
lim
δ→0

σD = µ (R) (1.28)Si osservi he la (1.28) non è l'usuale operazione di passaggio al limite, giahé σD nonuna funzione ad un sol valore di δ. Infatti, assegnato un numero reale positivo δ < b − a,esistono in�nite partizioni di ampiezza δ, e per iasuna partizione esistono in�niti valori di
σD, giahé questi ultimi dipendono dai punti ξk (he possono essere selti in in�niti modi).Da iò si onlude he σD è una funzione ad in�niti valori di δ. Pertanto, la (1.28) andrebberisritta nella forma:

σD −→
δ→0

µ (R) ,e ioè le somme σD tendono all'area del rettangoloide, quando la loro ampiezza tende a zero.***Sia f (x) ontinua in [a, b] e ivi non positiva. In tal aso il rettangoloide di base [a, b], relativoa f (x), si ride�nise:
R

def
=
{
(x, y) ∈ R2 | a ≤ x ≤ b, f (x) ≤ y ≤ 0

}Indihiamo on R′ il rettangoloide di base [a, b], relativo a −f (x). È faile onvinersi he
R′ è simmetrio a R rispetto all'asse x.



1.4 De�nizione di integrale de�nito 19Per i teoremi preedenti si ha he R′ è misurabile:
µ (R′) = lim

δ→0
σ′
D, (1.29)essendo:

σ′
D =

n−1∑

k=0

[−f (ξk)] (xk+1 − xk) (1.30)
= −

n−1∑

k=0

f (ξk) (xk+1 − xk)

= −σD,per una generia partizione D di ampiezza δ, e per ogni ξk ∈ [xk, xk+1]. Dalle (1.29)-(1.30)segue
µ (R′) = −lim

δ→0
σDDalla misurabilità di R′ e dalla simmetria tra R′ e R, segue he R è misurabile:

µ (R) = µ (R′) ,donde:
lim
δ→0

σD = −µ (R) (1.31)1.4 De�nizione di integrale de�nitoSia f (x) ontinua in [a, b]. Eseguiamo ad arbitrio una partizioneD (x0, x1, ..., xn) di ampiezza
δ dell'intervallo [a, b]. Per ogni ξk ∈ [xk, xk+1], onsideriamo le somme:

σD =
n−1∑

k=0

f (ξk) (xk+1 − xk)Posto
λ = lim

δ→0
σD, (1.32)risulta:

λ =

{
µ (R) , se f (x) ≥ 0
−µ (R) , se f (x) ≤ 0

, (1.33)essendo R il rettangoloide di base [a, b] relativo a f (x).Teorema 5.
∃!λ ∈ R | lim

δ→0
σD = λ (1.34)Dimostrazione. Poniamo:

f+ (x) =
f (x) + |f (x)|

2
, f− (x) =

f (x)− |f (x)|
2

(1.35)Le funzioni ontinue f± (x) sono rispettivamente la parte non negativa (+) e la partenon positiva (−) di f (x). Evidentemente:
f (x) = f+ (x) + f− (x) (1.36)



20 Integrale de�nitoSe Γ+)y = f+ (x):
x ∈ [a, b] : f (x) > 0 =⇒ f+ (x) = f (x)

x ∈ [a, b] : f (x) < 0 =⇒ f+ (x) = 0Cioè Γ+ è omposto dalle parti del gra�o Γ)y = f (x) di ordinata positiva, e dai puntidell'asse x le ui ordinate sono negative. Similmente Γ−)y = f− (x)

x ∈ [a, b] : f (x) < 0 =⇒ f− (x) = f (x)

x ∈ [a, b] : f (x) > 0 =⇒ f+ (x) = 0

∀D, ∀ξk
σD =

n−1∑

k=0

f (ξk) (xk+1 − xk)

σ±
D =

n−1∑

k=0

f± (ξk) (xk+1 − xk)Dalle (1.36):
σD = σ+

D + σ−
DInoltre:

lim
δ→0

σ+
D = µ (R+) , lim

δ→0
σ−
D = −µ (R−) ,essendo R± il rettangoloide di base [a, b], relativo a f± (x). Per una nota proprietà del valoreassoluto:

|σD − [µ (R+)− µ (R−)]| ≤
∣
∣σ+

D − µ (R+)
∣
∣

︸ ︷︷ ︸

<ε/2

+
∣
∣σ−

D − µ (R−)
∣
∣

︸ ︷︷ ︸
= ε

<ε/2Posto
λ = µ (R+)− µ (R−) , (1.37)segue:

|σD − λ| ≤ ε =⇒ lim
δ→0

σD = λLa (1.37) implia esistenza e uniità di λ. ***Per il teorema appena dimostrato, assegnata una funzione f (x) ontinua in [a, b], esiste edè unio il limite λ dato dall'equazione (1.32). Tale numero reale si hiama integrale dellafunzione f (x) esteso all'intervallo [a, b]:
λ =

b∫

a

f (x) dx (1.38)Cioè:
lim
δ→0

n−1∑

k=0

f (ξk) (xk+1 − xk) =

b∫

a

f (x) dx (1.39)L'interpretazione geometria dell'integrale (1.39) è:
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b∫

a

f (x) dx = µ (R) , se f (x) ≥ 0 (1.40)
b∫

a

f (x) dx = −µ (R) , se f (x) ≤ 0

b∫

a

f (x) dx = µ (R+)− µ (R−) , altrimentiSe f (x) è una funzione de�nita nell'intervallo X ed è ivi ontinua, per ogni a, b ∈ X on
a < b, risulta de�nito l'oggetto:

b∫

a

f (x) dx (1.41)Poniamo quindi per de�nizione:
a∫

b

f (x) dx
def
= −

b∫

a

f (x) dx (1.42)Da iò segue he (1.41) ha senso per ogni oppia di punti x′, x′′ ∈ X :
x′′
∫

x′

f (x) dx (1.43)Il numero reale (1.43) si hiama integrale de�nito della funzione f (x) esteso all'intervalloorientato di estremi x′ e x′′.Seguono le denominazioni:
∫ segno di integrale
x′, x′′ limiti di integrazione
x′ limite inferiore
x′′ limite superiore
f (x) funzione integrandaOsservazione. Il numero reale (1.41) dipende da a, b e da f (x), ma non dalla variabile x.Ciò si esprime diendo he x è una variabile muta , donde possiamo srivere:

x′′
∫

x′

f (x) dx =

x′′
∫

x′

f (y) dy =

x′′
∫

x′

f (t) dt =

x′′
∫

x′

f (ξ) dξ =

x′′
∫

x′

f (η) dη = ... (1.44)1.5 Proprietà dell'integrale de�nitoSia f (x) funzione ontinua nell'intervallo X e ivi non negativa. Sussistono le seguentiproprietà di ui omettiamo le dimostrazioni:
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∀a, b ∈ X,

b∫

a

f (x) dx = 0 ⇐⇒ f (x) ≡ 0

a < b =⇒
b∫

a

f (x) dx ≥ 0

a > b =⇒
b∫

a

f (x) dx ≤ 0

a < b, ∀ [a′, b′] ⊂ [a, b] , b′∫

a′

f (x) dx ≤
b∫

a

f (x) dxQualunque sia il segno di f (x):
∀a, b ∈ X,

∣
∣
∣
∣
∣
∣

b∫

a

f (x) dx

∣
∣
∣
∣
∣
∣

≤

∣
∣
∣
∣
∣
∣

b∫

a

|f (x)| dx

∣
∣
∣
∣
∣
∣1.5.1 Proprietà additiva

∀a, b, c ∈ X , b∫

a

f (x) dx =

c∫

a

f (x) dx+

b∫

c

f (x) dx (1.45)1.5.2 Proprietà distributiva
f1 (x), f2 (x) , ..., fn (x) funzioni ontinue in X :

∀c1, c2, ...cn ∈ R, (1.46)
b∫

a

[c1f1 (x) + c2f2 (x) + ...+ cnfn (x)] dx

= c1

b∫

a

f1 (x) dx+ c2

b∫

a

f2 (x) dx+ ... + cn

b∫

a

fn (x) dxNel aso partiolare: fk (x) ≡ 0, per ogni k ∈ {2, 3, ...n}, la (1.46) si srive:
b∫

a

c1f1 (x) dx = c1

b∫

a

f1 (x) dx,he in generale si risrive:
b∫

a

cf (x) dx = c

b∫

a

f (x) dxCiò si esprime diendo he ogni ostante moltipliativa può essere portata fuori dal segno diintegrale.



1.6 Teorema della media 231.6 Teorema della mediaTeorema della media.
f (x) è ontinua in [a, b] =⇒ ∃ξ ∈ [a, b] | f (ξ) =

b∫

a

f (x) dx

b− a
(1.47)Dimostrazione. Poniamo:

µ =

b∫

a

f (x) dx

b− aEseguiamo quindi una partizione D (x0, x1, ..., xn) di [a, b] on ampiezza δ. Presi ad arbitrioi punti ξk ∈ [xk, xk+1], ostruiamo la somma σD:
σD =

n−1∑

k=0

f (ξk) (xk+1 − xk) (1.48)La (1.48) veri�a la doppia disuguaglianza:
m (b− a) ≤ σD ≤ M (b− a) , (1.49)essendo m = min

[a,b]
f (x), M = max

[a,b]
f (x). Eseguendo nella (1.49) l'operazione di passaggio allimite per δ → 0:

m (b− a) ≤
b∫

a

f (x) dx ≤ M (b− a) ⇐⇒ m ≤ µ ≤ M =⇒
f (x) è ontinuain [a, b]

=⇒ ∃ξ ∈ [a, b] : f (ξ) = µ,da ui l'asserto.De�nizione. Il numero reale µ si hiama media integrale.Interpretazione geometria.Eseguiamo una equipartizione di [a, b], ioè una partizione Dn attraverso n punti equidi-stanti. Ad esempio:
xk = a+

k (b− a)

n
, k ∈ N = {0, 1, ..., n− 1}Abbiamo:

xk+1 − xk =
b− a

n
=⇒ δn = max

k∈N
(xk+1 − xk) =

b− a

nDeterminiamo una somma σDn assumendo ξk = xk+1:
σDn =

n−1∑

k=0

f (xk+1) (xk+1 − xk) =
b− a

n

n∑

k=1

f (xk)Passiamo dalle somme all'integrale:
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b∫

a

f (x) dx = lim
δn→0

σDn

= lim
n→+∞

σDn

= (b− a) lim
n→+∞

n∑

k=1

f (xk)

nDa ui:
µ = lim

n→+∞

n∑

k=1

f (xk)

n
= lim

n→+∞
f (x1) + f (x2) + ...+ f (xn)

n

[f (x1) + f (x2) + ... + f (xn)] /n è la media aritmetia dei valori assunti da f (x) in n puntiequidistanti di [a, b], e µ si presenta ome il limite di tale media per n → +∞. Da qui ladenominazione di media integrale.1.7 Teorema fondamentale del alolo integraleSiamo ora in grado di risolvere il problema della riera della primitiva di una funzioneontinua f (x) in un intervallo X .Assegnato un punto x0 ∈ X , onsideriamo:
∀x ∈ X , F (x) =

x∫

x0

f (ξ) dξ (1.50)La funzione F (x) diesi funzione integrale della funzione f (x) di punto iniziale x0.Proposizione (Teorema fondamentale del alolo integrale) 6. La funzione integrale(1.50) è derivabile in X , risultando:
∀x ∈ X , F ′ (x) = f (x) ,ioè F (x) è una primitiva di f (x).Dimostrazione.

F (x+∆x)− F (x)

∆x
=

x+∆x∫

x0

f (ξ) dξ −
x∫

x0

f (ξ) dξ

∆x

=

x+∆x∫

x0

f (ξ) dξ +

x0∫

x

f (ξ) dξ

∆x

=

x+∆x∫

x

f (ξ) dξ

∆x
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∃θ ∈ [0, 1] : f (x+ θ∆x) =

x+∆x∫

x

f (ξ) dξ

∆x
=

F (x+∆x)− F (x)

∆xLa ontinuità di f (x) implia:
lim

∆x→0

F (x+∆x)− F (x)

∆x
= f (x) ,donde l'asserto. ***Per l'equazione (1.3) la famiglia delle primitive di una funzione f (x) ontinua nell'intervallo

X , è:
G (x) =

x∫

x0

f (ξ) dξ + c, on c ∈ (−∞,+∞) (1.51)In partiolare, nella (1.51) possiamo porre c = G (x0), onde:
G (x) = G (x0) +

x∫

x0

f (ξ) dξ (1.52)La di�erenza tra la (1.51) e la (1.52) è evidente: mentre nella (1.51) la primitiva è indeter-minata, in quanto de�nita a meno di una ostante additiva, nella (1.52) essa è univoamentedeterminata. Inoltre, ponendo nella (1.52) x0 = a, x = b, si ottiene:
b∫

a

f (x) dx = G (b)−G (a) (1.53)La (1.52) è la formula fondamentale del alolo integrale, poihé fornise l'integralede�nito della funzione f (x) tra a e b, attraverso la di�erenza dei valori assunti in a e in b dauna qualunque primitiva.La (1.52) viene spesso sritta on la notazione simbolia:
b∫

a

f (x) dx = G (x)|ba (1.54)
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Capitolo 2Integrale inde�nito
2.1 De�nizione di integrale inde�nitoDe�nizione. Diesi integrale inde�nito, la totalità dele primitive di una assegnata fun-zione f (x) ontinua in un intervallo X , e si india on il simbolo:

∫

f (x) dx (2.1)Una qualunque primitiva di f (x) è una determinazione dell'integrale inde�nito (2.1).Se F (x) è una primitiva, in forza della (1.3) si ha:
∫

f (x) dx = F (x) + c, on c ∈ (−∞,+∞) (2.2)Il numero reale c si hiama ostante di integrazione.Osservazione. L'integrale de�nito
b∫

a

f (x) dx,è un numero reale. Vieversa, l'integrale inde�nito:
∫

f (x) dx,è un insieme di funzioni.L'integrale inde�nito rappresenta l'operazione inversa della derivazione. Più preisamentel'operazione di derivazione è de�nita da:
Df (x) = f ′ (x) , (2.3)essendo D l'operatore di derivazione e f (x) una qualunque funzione derivabile. L'integra-zione inde�nita esegue l'operazione inversa della (2.3), giahé:

D

∫

f (x) dx = f (x)Si osservi he il risultato dell'appliazione dell'operatore di derivazione su una qualunquefunzione dotata di espressione elementare, è a sua volta una funzione dotata di espressioneelementare. Ci si può hiedere se tale irostanza si veri�a per l'operatore di integrazioneinde�nita. La risposta è negativa, nel senso he esistono funzioni le ui primitive non sonodotate di espressioni elementari.



28 Integrale inde�nito2.2 Integrali inde�niti fondamentaliIntrodotta la nozione di integrale inde�nito, si pone il problema della riera delle funzioniprimitive di una assegnata funzione dotata di espressione elementare (quando iò è possibile,seondo quanto esposto nella sezione preedente). Il punto di partenza per la soluzione ditale problema è fornito dalla tabella degli integrali inde�niti fondamentali:1) ∫ xndx = 1
n+1

xn+1 + C, per n 6= −1 10) ∫ sin xdx = − cosx+ C2) ∫ dx
x
= ln |x|+ C 11) ∫ cosxdx = sin x+ C3) ∫ dx

x2+a2
= 1

a
arctan

(
x
a

)
+ C, a 6= 0 12) ∫ dx

cos2 x
= tanx+ C4) ∫ dx

x2−a2
= 1

2a
ln
∣
∣x−a
x+a

∣
∣+ C, a 6= 0 13) ∫ dx

sin2 x
= − cot x+ C5) ∫ dx

a2−x2 = 1
2a

ln
∣
∣a+x
a−x

∣
∣+ C, a 6= 0 14) ∫ dx

sinx
= ln

∣
∣tan

(
x
2

)∣
∣+ C6) ∫ dx√

x2±a2
= ln

∣
∣x+

√
x2 ± a2

∣
∣ + C, (a 6= 0) 15) ∫ dx

cos x
= ln

∣
∣tan

(
x
2
+ π

4

)∣
∣7) ∫ dx√

a2−x2
= arcsin

(
x
a

)
+ C, (a > 0) 16) ∫ sinh dx = cosh x+ C8) ∫ axdx = ax

ln a
+ C, (a > 0) 17)∫ cosh dx = sinh x+ C9) ∫ exdx = ex + C 18) 



∫

dx
cosh2 x

= tanh x+ C
∫

dx
sinh2 x

= coth x+ CUna oppia di integrali notevoli è la 14)-15) he può essere risritta nella forma:
∫

dx

sin x
= ln

∣
∣
∣
∣

1

sin x
− cot x

∣
∣
∣
∣
+ C (2.4)

∫
dx

cosx
= ln

∣
∣
∣
∣

1

cosx
+ tan x

∣
∣
∣
∣
+ C



Parte IIEserizi sull'integrazione di una funzionereale di variabile reale





Capitolo 3Integrali inde�niti
3.1 Integrali inde�niti fondamentaliCalolare i seguenti integrali, utilizzando la tabella degli integrali inde�niti fondamentali:1) ∫ x3dx 7) ∫ 2xdx 13) ∫ dx√

5x2−52) ∫ √
xdx 8) ∫ 3 sin xdx 14) ∫ dx

5+5x23) ∫ dx√
x

9) ∫ 2 sinh xdx 15) ∫ 3dx
x2−14) ∫ x

√
xdx 10) ∫ 3

x
dx 16) ∫ √

a√
ax2+a

dx (a > 0)5) ∫ 5
4
√
x3
dx 11) ∫ 3√

4−4x2
dx 17) ∫ 5a2x6dx6) ∫ ex/2dx 12) ∫ −3dx√

x2−1
18) ∫ √

2pxdx3.2 Soluzioni1. ∫ x3dx = 1
4
x4 + C2. ∫ √

xdx = x
1
2
+1

1

2
+1

+ C = 2
3
x
√
x+ C3. ∫ dx√

x
= x−1

2
+1

− 1

2
+1

+ C = 2
√
x+ C4. ∫ x

√
xdx =

∫

x3/2dx = 2
5
x5/2 + C = 2

5
x2
√
x+ C5. ∫ 5

4
√
x3
dx = 20 x

4
√
x3

+ C = 20 4
√
x+ C6. ∫ ex/2dx = 2e

1

2
x + C = 2e

1

2
x + C7. ∫ 2xdx = 1

ln 2
2x + C8. ∫ 3 sin xdx = 3

∫

sin xdx = −3 cosx+ C9. ∫ 2 sinh xdx = 2

∫

sinh xdx = 2 cosh x+ C



32 Integrali inde�niti10. ∫ 3
x
dx = 3

∫

dx
x
= 3 lnx+ C11. ∫ 3√

4−4x2
dx = 3

2

∫

dx√
1−x

= 3
2
arcsin x+ C12. ∫ −3dx√

x2−1
= −3 ln

∣
∣
∣x+

√

(−1 + x2)
∣
∣
∣+ C13. ∫ dx√

5x2−5
= 1√

5

∫

dx√
x2−1

= 1√
5
ln
∣
∣x+

√
x2 − 1

∣
∣+ C14. ∫ dx

5+5x2 = 1
5
arctanx+ C15. ∫ 3dx

x2−1
= 3

2
ln
∣
∣x−1
x+1

∣
∣ + C16. ∫ √

a√
ax2+a

dx =

∫

1√
x2+1

dx = ln
∣
∣x2 +

√
x2 + 1

∣
∣+ C17. ∫ 5a2x6dx == 5a2

∫

x6dx = 5
7
a2x7 + C18. ∫ √

2pxdx = 2px

∫

x1/2dx = 2
3

√
2px3/2 + C = 2

3
x
√
2px+ CAltri eserizi: 1) ∫ dx

n
√
x

3) ∫ dx
x2+7

5) ∫ dx√
4+x22) ∫ (nx)

1−n
n dx 4) ∫ dx

x2−10
6) ∫ dx√

8−x23.2.1 Soluzioni1. ∫ dx
n
√
x
= n

n−1
x1− 1

n + C = n
n−1

n
√
xn−1 + C2. ∫ (nx)

1−n
n dx = n

1−n
n

∫

x
1−n
n dx = n

1−n
n

x
1−n
n +1

1−n
n

+1
+ C = n1/nx1/n = n

√
nx3. ∫ dx

x2+7
= 1√

7
arctan x√

7
+ C4. ∫ dx√

8−x2
= 1√

10
ln
∣
∣
∣
x−

√
10

x+
√
10

∣
∣
∣ + C5. ∫ dx√

4+x2
= ln

(
x+

√
x2 + 4

)
+ C6. ∫ dx√

8−x2
= arcsin x√

8
+ C



3.3 Integrali di somme di funzioni 333.3 Integrali di somme di funzioniCalolare i seguenti integrali, utilizzando la proprietà additiva:1) ∫ (sin x+ cosx) dx 7) ∫ ( 3√
1−x2

− 2
1+x2

)

dx 13) ∫ cos 2x
cos x+sinx

dx2) ∫ ( 3
√
x2 − 1

3
√
x2

)

dx 8) ∫ 2x4−3x2+5x
x2 dx 14) ∫ (ax+ b)3 dx3) ∫ 3x5−2x3+1

x
dx 9) ∫ cos 2x

sinx−cos x
dx 15) ∫ (2x+ 1)4 dx4) ∫ 3x5−2x3+1

x3 dx 10) ∫ (2 sinx+ sin 2x
sinx

)
dx 16) ∫ √

2+x2−
√
2−x2√

4−x4
dx5) ∫ ( 3

cos2 x
+ 2

sin2 x

)
dx 11) ∫ (e3x + 5

x

)
dx 17) ∫ (6x2 + 8x+ 3) dx6) ∫ sin 2x+2cos x

cos x
dx 12) ∫ (− 2√

1−x2
+ 1

cos2 x

)

dx 18) ∫ x (x+ a) (x+ b) dx3.3.1 Soluzioni1. ∫ (sin x+ cos x) dx =

∫

sin xdx+

∫

cosxdx = (− cos x+ C1) + (sin x+ C2)

= sin x− cos x+ C2. ∫ ( 3
√
x2 − 1

3
√
x2

)

dx =

∫

3
√
x2dx−

∫

1
3
√
x2
dx

= x
2
3
+1

2

3
+1

+ C1 −
(

x−2
3
+1

− 2

3
+1

+ C2

)

= 3
5
x

3
√
x2 − 3 3

√
x+ C3. ∫ 3x5−2x3+1

x
dx = 3

∫

x4dx− 2

∫

x2dx+

∫

dx
x
= 3

5
x5 − 2

3
x3 + ln |x|+ C4. ∫ 3x5−2x3+1

x3 dx = 3

∫

x2dx− 2

∫

dx+

∫

x−3dx = x3 − 2x− 1
2x2 + C5. ∫ ( 3

cos2 x
+ 2

sin2 x

)
dx = 3

∫

dx
cos2 x

+ 2

∫

dx
sin2 x

= 3 (tanx+ C1) + 2 (− cot x+ C2)

= 3 tanx− 2 cotx+ C6. ∫ sin 2x+2 cos x
cos x

dx =

∫

sin 2x
cos x

dx+2

∫

dx = 2 (− cos x+ C1)+2 (x+ C2) = −2 (cos x− x)+

C7. ∫ ( 3√
1−x2

− 2
1+x2

)

dx = 3

∫

dx√
1−x2

− 2

∫

dx
1+x2 = 3 arcsin x− 2 arctanx+ C8. ∫ 2x4−3x2+5x

x2 dx = 2

∫

x2dx− 3

∫

dx+ 5

∫

dx
x

= 2
(
1
3
x3 + C1

)
− 3 (x+ C2) + 5 (ln |x|+ C3) =

2
3
x3 − x+ 5 ln |x|+ C9. ∫ cos 2x

sinx−cos x
dx =

∫

cos2 x−sin2 x
sinx−cos x

dx

= −
∫

sin xdx−
∫

cosxdx = cos x− sin x+ C10. ∫ (2 sin x+ sin 2x
sinx

)
dx = 2

∫

sin xdx+ 2

∫

cosxdx = −2 cosx+ 2 sin x

= 2 (sin x− cosx) + C



34 Integrali inde�niti11. ∫ (e3x + 5
x

)
dx =

∫

e3xdx+ 5

∫

dx
x
= 1

3
e3x + C1 + 5 ln |x|+ C2

= 1
3
e3x + 5 lnx+ C12. ∫ (− 2√

1−x2
+ 1

cos2 x

)

dx = −2

∫

dx√
1−x2

+

∫

dx
cos2 x

= 2 arccosx+ tanx+ C13. ∫ cos 2x
cos x+sinx

dx =

∫

cos2 x−sin2 x
cos x+sinx

dx =

∫

cosxdx−
∫

sin xdx = cosx+ sin x+ C14. ∫ (ax+ b)3 dx =

∫

(a3x3 + 3a2bx2 + 3b2ax+ b3) dx

= 1
4
a3x4 + a2bx3 + 3

2
b2ax2 + b3x+ C15. ∫ (2x+ 1)4 dx =

∫

(16x4 + 32x3 + 24x2 + 8x+ 1) dx

= 16
5
x5 + 8x4 + 8x3 + 4x2 + x+ C16. ∫ √
2+x2−

√
2−x2√

4−x4
dx =

∫ √
2+x2√

(2−x2)(2+x2)
dx−

∫ √
2−x2√

(2−x2)(2+x2)
dx

=

∫

dx√
2−x2

−
∫

dx√
2+x2

= arcsin x√
2
− ln

(
x+

√
x2 + 2

)
+ C17. ∫ (6x2 + 8x+ 3) dx = 2x3 + 4x2 + 3x+ C18. ∫ x (x+ a) (x+ b) dx =

∫

x3dx+ (a+ b)

∫

x2dx+ ab

∫

xdx

= 1
4
x4 + 1

3
(a+ b) x3 + 1

2
abx23.4 Integrali di una f (ξ (x)), on ξ (x) funzione lineareCalolare gli integrali:1) ∫ sin (ax+ b) dx 5) ∫ dx

(ax+b)n
9) ∫ 5

3
sinh (5x) dx2) ∫ (ax+ b)n dx 6) ∫ (3− 5x)3 dx 10) ∫ dx√
1−4x23) ∫ eax+bdx 7) ∫ cos (5x− 2) dx 11) ∫ adx

a−x4) ∫ cos (ax+ b) dx 8) ∫ 3e−2x+5dx3.4.1 Soluzioni1. I (x) = ∫ sin (ax+ b) dx; poniamo
ξ = ax+ b =⇒ dξ = adx, (3.1)donde:

I (ξ) =
1

a

∫

sin ξdξ = −1

a
cos ξ + C,Ripristinando la variabile x:

I (x) = −1

a
cos (ax+ b) + C



3.4 Integrali di una , on funzione lineare 352. I (x) = ∫ (ax+ b)n dx; eseguendo il ambio di varibile (3.1):
I (ξ) =

1

a

∫

ξndξ =
1

a (n+ 1)
ξn+1 + C,Ripristinando la variabile x:

I (x) =
(ax+ b)n+1

a (n+ 1)
+ C, per n 6= −13. I (x) = ∫ eax+bdx; eseguendo il ambio di varibile (3.1):

I (ξ) =
1

a

∫

eξdξ =
1

a
eξ,Ripristinando la variabile x:

I (x) =
1

a
eax+b + C4. I (x) = ∫ cos (ax+ b) dx; eseguendo il ambio di varibile (3.1):

I (ξ) =
1

a

∫

cos ξdξ =
1

a
sin ξ,Ripristinando la variabile x:

I (x) =
1

a sin (ax+ b)
+ C5. I (x) = ∫ dx

(ax+b)n
; eseguendo il ambio di varibile (3.1):

I (ξ) =
1

a

∫
dξ

ξn
=

1

a

1

1− n
ξ1−n + C,Ripristinando la variabile x:

I (x) =
(ax+ b)1−n

a (1− n)
+ C, per n 6= 16. I (x) = ∫ (3− 5x)3 dx; eseguendo il ambio di varibile (3.1):

I (ξ) = −1

5

∫

ξ3dξ = −1

5

ξ4

4
+ C,Ripristinando la variabile x:

I (x) = −(3− 5x)4

20
+ C



36 Integrali inde�niti7. I (x) = ∫ cos (5x− 2) dx; eseguendo il ambio di variabile del tipo (3.1):
I (ξ) =

1

5

∫

cos ξdξ =
1

5
sin ξ + C,Ripristinando la variabile x:

I (x) =
sin (5x− 2)

5
+ C8. I (x) = ∫ 3e−2x+5dx; eseguendo il ambio di varibile del tipo (3.1):

I (ξ) = −3

2

∫

eξdξ = −3

2
eξ + C,Ripristinando la variabile x:

I (x) = −3

2
e−2x+5 + C9. I (x) = ∫ 5

3
sinh (5x) dx; eseguendo il ambio di varibile del tipo (3.1):

I (ξ) =
1

3

∫

sinh ξdξ =
1

3
cosh ξ + C,Ripristinando la variabile x:

I (x) =
1

3
cosh (2x) + C10. I (x) = ∫ dx√

1−4x2
; eseguendo il ambio di varibile:

ξ = 2x,segue:
I (ξ) =

1

2

∫
dξ

√

1− ξ2
=

1

2
arcsin ξ + C,Ripristinando la variabile x:

I (x) =
1

2
arcsin (2x) + C11. I (x) = ∫ adx

a−x
; eseguendo il ambio di varibile:

ξ = a− x,segue:
I (ξ) = −a

∫
dξ

ξ
= −a ln |ξ|+ C1,Ripristinando la variabile x:

I (x) = −a ln |a− x|+ C1Poniamo:
C1 = a ln |C| ,da ui:

I (x) = a ln

∣
∣
∣
∣

C

a− x

∣
∣
∣
∣



3.5 Integrazione per introduzione sotto il segno di integrale 373.5 Integrazione per introduzione sotto il segno di inte-graleEsempio 1:
∫

xdx√
1 + x4

=

∫
xdx

√

1 + (x2)2Poniamo
ξ = x2,donde:

xdx =
1

2
dξ =⇒

∫
xdx

√

1 + (x2)2
=

1

2

∫
dξ

√

1 + ξ2
=

1

2
ln
(

ξ +
√

1 + ξ2
)

+ CQuindi:
∫

xdx√
1 + x4

=
1

2
ln
(

x2 +
√
1 + x2

)

+ CEsempio 2
In (x) =

∫

xn−1ex
n

dxPoniamo:
ξ = xn =⇒ xn−1dx =

dξ

n
,donde:

In (ξ) =
1

n

∫

eξdξ =
1

n
eξ

n

+ C =⇒ In (x) =
1

n
ex

n

+ C***3.5.1 Calolare gli integrali:1) ∫ xdx
cos2 x2 11) ∫ √

x+lnx
x

dx 21) ∫ x−
√
arctan 2x

1+4x2 dx2) ∫ tanxdx 12) ∫ 2x−5
3x2−2

dx 22) ∫ e−(x
2+1)dx3) ∫ cot xdx 13) ∫ 3−2x

5x2+7
dx 23) ∫ x7x

2

dx4) ∫ tan
√
x dx√

x
14) ∫ xdx

x2−5
24) ∫ e1/x

x2 dx5) ∫ x cot (x2 + 1) dx 15) ∫ xdx
2x2+3

25) ∫ 5
√
x dx√

x6) ∫ sin3 6x cos 6xdx 16) ∫ ax+b
a2x2+b2

dx 26) ∫ (ax−bx)2

axbx
dx7) ∫ cos ax

sin5 ax
dx 17) ∫ xdx√

a4−x4
27) ∫ a2x−1√

ax
dx8) ∫ sin 3x

3+cos 3x
dx 18) ∫ x2dx

1+x6 28) ∫ ex

ex−1
dx9) ∫ sinx cos x√

cos2 x−sin2 x
dx 19) ∫ √arcsinx

1−x2 dx 29) ∫ ex
√
a− bexdx10) ∫ x√

x2+1
dx 20) ∫ arctan x

2

4+x2 dx 30) ∫ (ex/a + 1
)1/3

ex/adx



38 Integrali inde�niti3.5.2 Soluzioni1. I (x) = ∫ xdx
cos2 x2 ; eseguiamo il ambio di variabile

ξ = x2 =⇒ xdx =
1

2
dξ,quindi:

I (ξ) =
1

2

∫
dξ

cos2 ξ
=

1

2
tan ξ + C =⇒ I (x) =

1

2
tanx2 + C2. I (x) = ∫ tanxdx =

∫

sinx
cos x

dx; eseguiamo il ambio di variabile:
ξ = cosx =⇒ dξ = − sin xdx =⇒

=⇒ I (ξ) = −
∫

dξ

ξ
= − ln |ξ|+ C =⇒ I (x) = − ln |cosx|+ C3. I (x) = ∫ cotxdx =

∫

cos x
sinx

dx; eseguiamo il ambio di variabile:
ξ = sin x =⇒ dξ = sin xdx =⇒

=⇒ I (ξ) =

∫
dξ

ξ
= − ln |ξ|+ C =⇒ I (x) = ln |sin x|+ C4. I (x) = ∫ tan

√
x dx√

x
=

∫

sin
√
x

cos
√
x

dx√
x
; eseguiamo il ambio di variabile:

ξ = cos
√
x =⇒ dξ = − 1

2
√
x
sin

√
xdx,quindi:

I (ξ) = −2

∫
dξ

ξ
= −2 ln |ξ|+ C

I (x) = −2 ln
∣
∣cos

√
x
∣
∣+ C5. ∫ x cot (x2 + 1) dx =

∫

x
cos(x2+1)
sin(x2+1)

dx; eseguiamo il ambio di variabile:
ξ = sin

(
x2 + 1

)
=⇒ dξ = 2x cos

(
x2 + 1

)
dx,quindi:

I (ξ) =
1

2

∫
dξ

ξ
=

1

2
ln |ξ|+ C

I (x) = −2 ln
∣
∣sin

(
x2 + 1

)∣
∣+ C6. I (x) = ∫ sin3 6x cos 6xdx = 1

6

∫

sin3 6xd (sin 6x) = 1
24
sin4 6x7. I (x) = ∫ cos ax

sin5 ax
dx = 1

a

∫

dξ
ξ
= 1

a
·
(
−1

4

)
ξ−4 + C =⇒ I (x) = − 1

4a sin4 ax
+ C



3.5 Integrazione per introduzione sotto il segno di integrale 398. I (x) = ∫ sin 3x
3+cos 3x

dx; eseguiamo il ambio di variabile:
ξ = 3 + cos 3x =⇒ dξ = −3 sin 3xdxQuindi:

I (ξ) = −1

3

∫
dξ

ξ
= −1

3
ln |ξ|+ C =⇒ I (x) = −1

3
ln |3 + cos 3x|+ C9. I (x) = ∫ sinx cos x√

cos2 x−sin2 x
dx = 1

2

∫

sin 2x√
cos 2x

dx; eseguiamo il ambio di variabile:
ξ = cos 2x =⇒ dξ = −2 sin 2xdxQuindi:

I (ξ) = −1

4

∫
dξ√
ξ
= −1

2

√

ξ + C =⇒ I (x) = −1

2

√
cos 2x+ C10. I (x) = ∫ x√

x2+1
dx; eseguiamo il ambio di variabile:

ξ = x2 + 1 =⇒ dξ = 2xdxQuindi:
I (ξ) =

1

2

∫
dξ√
ξ
= −1

2

√

ξ + C =⇒ I (x) =
1

2

√
x2 + 1 + C11. I (x) = ∫ √

x+lnx
x

dx =

∫ (
1√
x
+ lnx

x

)

=

∫

dx√
x
+

∫

lnx
x
dx = (2

√
x+ C1)+

∫

ln xd (ln x) =

1
2

(
4
√
x+ ln2 x

)
+ C12. I (x) = ∫ 2x−5

3x2−2
dx =

∫
(

2x
3x2−2

− 5
3x2−22

)
dx = 2

∫

xdx
3x2−2

− 5

∫

dx
3x2−2

= 2I1 (x)− 5I2 (x)Calolo di I1 (x)Eseguiamo il ambio di variabile:
ξ = 3x2 − 2 =⇒ dξ = 6xdxQuindi:

I1 (ξ) =
1

6

∫
dξ

ξ
=

1

6
ln |ξ|+ C1 =⇒ I1 (x) =

1

6
ln
∣
∣3x2 − 2

∣
∣+ C1Calolo di I2 (x)Eseguiamo il ambio di variabile:

ξ =
√
3x =⇒ dξ =

√
3dxQuindi:

I2 (ξ) =
1√
3

∫
dξ

ξ2 −
(√

2
)2

=
1√
3
· 1

2
√
2
· ln
∣
∣
∣
∣
∣

ξ −
√
2

ξ +
√
2

∣
∣
∣
∣
∣
+ C2

=
1

2
√
6
ln

∣
∣
∣
∣
∣

ξ −
√
2

ξ +
√
2

∣
∣
∣
∣
∣
+ C2

=⇒ I1 (x) =
1

2
√
6
ln

∣
∣
∣
∣
∣

√
3x−

√
2√

3x+
√
2

∣
∣
∣
∣
∣
+ C2



40 Integrali inde�nitidonde:
I (x) =

1

3
ln
∣
∣3x2 − 2

∣
∣− 5

2
√
6
ln

∣
∣
∣
∣
∣

√
3x−

√
2√

3x+
√
2

∣
∣
∣
∣
∣
+ C13. I (x) = ∫ 3−2x

5x2+7
dx = 3

∫

1
5x2+7

dx− 2

∫

x
5x2+7

dx = 3I1 (x)− 2I2 (x)Calolo di I1 (x) = ∫ 1
5x2+7

dx =

∫

1

(
√
5x)

2
+(

√
7)

2dxEseguiamo il ambio di variabile:
ξ =

√
5x =⇒ dξ =

√
5dxQuindi:

I1 (ξ) =
1√
5

∫
dξ

ξ2 +
(√

7
)2 =

1√
5
· 1√

7
arctan

ξ√
7
+ C1

=⇒ I1 (x) =
1√
35

arctan

(√

5

7
x

)

+ C1Calolo di I2 (x) = 1
5

∫
d(5x2+7)
5x2+7

= 1
10
ln |5x2 + 7|+ C2, donde:

I (x) =
3√
35

arctan

(√

5

7
x

)

− 1

5
ln
∣
∣5x2 + 7

∣
∣+ C14. I (x) = ∫ xdx

x2−5
= 1

2

∫
d(x2−5)
x2−5

= 1
2
ln |x2 − 5|+ C15. I (x) = ∫ xdx

2x2+3
= 1

4

∫
d(2x2+3)
2x2+3

= 1
4
ln (2x2 + 3) + C16. I (x) = ∫ ax+b

a2x2+b2
dx = a

∫

xdx
a2x2+b2

+ b

∫

dx
a2x2+b2

= aI1 (x) + bI2 (x)Calolo di I1 (x) = ∫ xdx
a2x2+b2Eseguiamo il ambio di variabile:

ξ = a2x2 + b2 =⇒ dξ = 2a2xdxQuindi:
I1 (ξ) =

1

2a2

∫
dξ

ξ
=

1

2a2
ln |ξ|+ C1

=⇒ I1 (x) =
1

2a2
ln
∣
∣a2x2 + b2

∣
∣+ C1Calolo di I2 (x) = ∫ dx

a2x2+b2Eseguiamo il ambio di variabile:
ξ = ax =⇒ dξ = adx
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I2 (ξ) =

1

a2

∫
dξ

ξ2 + b2
=

1

a
· 1
b
arctan

(
ξ

b

)

+ C2

=⇒ I2 (x) =
1

ab
arctan

(a

b
x
)

+ C2donde:
I (x) =

1

2a2
ln
∣
∣a2x2 + b2

∣
∣ +

1

a
arctan

(a

b
x
)

+ C17. I (x) = ∫ xdx√
a4−x4

. Eseguiamo il ambio di variabile:
ξ = x2 =⇒ dξ = 2xdxQuindi:

I (ξ) =
1

2

∫
dξ

√

(a2)2 − ξ2
= arcsin

(
ξ

a2

)

+ C

=⇒ I (x) =
1

2
arcsin

(
x2

a2

)

+ C18. I (x) = ∫ x2dx
1+x6 =

∫

x2dx
1+(x3)2

. Eseguiamo il ambio di variabile:
ξ = x3 =⇒ dξ = 3x2dxQuindi:

I (ξ) =
1

3

∫
dξ

1 + ξ2
=

1

3
arctan ξ + C

=⇒ I (x) =
1

3
arctan

(
x3
)
+ C19. I (x) = ∫ √arcsinx

1−x2 dx. Eseguiamo il ambio di variabile:
ξ = arcsin x =⇒ dξ =

dx√
1− x2Quindi:

I (ξ) =

∫
√

ξdξ =
2

3
ξ3/2 + C

=⇒ I (x) =
2

3
(arcsin x)3/2 + C20. I (x) = ∫ arctan x

2

4+x2 dx. Eseguiamo il ambio di variabile:
ξ = arctan

x

2
=⇒ dξ =

1

2

dx

1 +
(
x
2

)2 =⇒ dx

1 + 4x2
=

1

2
dξQuindi:

I (ξ) =
1

2

∫

ξdξ =
1

4
ξ2 + C

=⇒ I (x) =
1

4

(

arctan
x

2

)2

+ C



42 Integrali inde�niti21. I (x) = ∫ x−
√
arctan 2x

1+4x2 dx =

∫

x
1+4x2dx−

∫ √
arctan 2x
1+4x2 dx = I1 (x)− I2 (x)Calolo di I1 (x) = ∫ x

1+4x2dx = 1
8

∫
d(1+4x2)
1+4x2 dx = 1

8
ln (1 + 4x2) + C1Calolo di I2 (x) = ∫ √

arctan 2x
1+4x2 dxEseguiamo il ambio di variabile:

ξ = arctan 2x =⇒ dξ =
2

1 + 4x2
dx =⇒ dx

1 + 4x2
=

1

2
dξQuindi:

I2 (ξ) =
1

2

∫
√

ξdξ =
1

3
ξ3/2 + C1

=⇒ I2 (x) =
1

3
(arctan 2x)3/2 + C2,donde:

I (x) =
1

8
ln
(
1 + 4x2

)
− 1

3
(arctan 2x)3/2 + C22. I (x) = ∫ e−(x

2+1)dx. Eseguiamo il ambio di variabile:
ξ = −

(
x2 + 1

)
=⇒ dξ = −2xdx =⇒ xdx = −1

2
dξQuindi:

I (ξ) =
1

2

∫

eξdξ = −1

2
ξ2 + C

=⇒ I (x) = −1

2
e−(x

2+1) + C23. I (x) = ∫ x7x
2

dx = 1
2

∫

7x
2

d (x2) = 7x
2

2 ln 7
+ C24. I (x) = ∫ e1/x

x2 dx. Eseguiamo il ambio di variabile:
ξ =

1

x
=⇒ dξ = −dx

x2
=⇒ dx

x2
= −dξQuindi:

I (ξ) = −
∫

eξdξ = −eξ + C

=⇒ I (x) = −1

2
e1/x + C25. I (x) = ∫ 5

√
x dx√

x
. Eseguiamo il ambio di variabile:

ξ =
√
x =⇒ dξ =

dx

2
√
x
=⇒ dx√

x
= 2dξQuindi:

I (ξ) = −
∫

5ξdξ = 2
5ξ

ln 5
+ C

=⇒ I (x) = 2
5
√
x

ln 5
+ C



3.5 Integrazione per introduzione sotto il segno di integrale 4326. I (x) = ∫ (ax−bx)2

axbx
dx =

∫
(
ax

bx
− 2 + bx

ax

)
dx = I1 (x)− 2 (x− C2), essendo:

I1 (x) =

∫
ax

bx
dx+

∫
bx

ax
dx

def
= J1 (x) + J2 (x)Qui è:

J1 (x) =

∫
ax

bx
dx, J2 (x) =

∫
bx

ax
dxRisulta:

J1 (x) =

∫ (a

b

)x

dx =

(
a
b

)x

ln a− ln b
+K1Sambiando a on b:

J2 (x) =

(
b
a

)x

ln b− ln a
+K2Quindi:

I1 (x) =
axb−x − a−xbx

ln a− ln b
+ C1 =⇒ I (x) =

axb−x − a−xbx

ln a− ln b
− 2x+ C27. I (x) = ∫ a2x−1√

ax
dx =

∫ (
a2x

ax/2
− a−x/2

)

dx =

∫
(
a2x−

x
2 − a−x/2

)
dx

=

∫

a
3

2
xdx−

∫

a−x/2dx = I1 (x)− I2 (x) ,essendo:
I1 (x) =

2

3

∫

a
3

2
xd

(
3

2
x

)

=
2

3

a
3

2
x

ln a
+ C1

I2 (x) = −2

∫

a−
x
2 d
(x

2

)

= −2
a−

x
2

ln a
+ C2Quindi:

I (x) =
2

3 ln a

(

a
3

2
x + 3a−

x
2

)

+ C28. I (x) = ∫ ex

ex−1
dx. Eseguiamo il ambio di variabile:

ξ = ex =⇒ exdx = dξQuindi:
I (ξ) =

∫
dξ

ξ − 1
=

∫
d (ξ − 1)

ξ − 1
= ln |ξ − 1|+ C

=⇒ I (x) = ln |ex − 1|+ C29. I (x) = ∫ ex
√
a− bexdx. Eseguiamo il ambio di variabile:

ξ = a− bex =⇒ exdx = −1

b
dξQuindi:

I (ξ) = −1

b

∫
√

ξdξ = −1

b
· 1

1 + 1
2

ξ3/2 + C

=⇒ I (x) = − 2

3b

√

(a− bex)3 + C



44 Integrali inde�niti30. I (x) = ∫ (ex/a + 1
)1/3

ex/adx. Eseguiamo il ambio di variabile:
ξ = ex/a =⇒ dξ =

1

a
ex/adxQuindi:

I (ξ) = a

∫

(ξ + 1)1/3 dξ =
3a

4
(ξ + 1)4/3 + C

=⇒ I (x) =
3a

4

(
ex/a + 1

)4/3
+ C***3.5.2.1 Calolare gli integrali1) ∫ axdx

1+a2x
11) ∫ (2 sinh 5x− 3 cosh 5x) dx 21) ∫ asinx cosxdx2) ∫ e−bx

1−e−2bxdx 12) ∫ tanh dx 22) ∫ xn−1dx
n√xn+1

dx3) ∫ ex√
1−e2x

dx 13) ∫ x n
√
n− x2dx 23) ∫ tan2 axdx4) ∫ (cos ax+ sin ax)2 dx 14) ∫ xe−x2

dx 24) ∫ 3
√
1+lnx
x

dx5) ∫ sin (ln x) dx
x

15) ∫ 3−
√
2+3x2

2+3x2 dx 25) ∫ tan
√
x− 1 dx√

x−16) ∫ √
tanx

cos2 x
dx 16) ∫ dx√

ex
26) ∫ earctan x+x ln(1+x2)+1

1+x2 dx7) ∫ x sin (1− x2) dx 17) ∫ 1−sinx
x+cosx

dx 27) ∫ sinx−cos x
sinx+cos x

dx8) ∫ (cot x)2/3

sin2 x
dx 18) ∫ dx

x ln2 x
28) ∫ x2

x2−2
dx9) ∫ 1+sin 3x

cos3 3x
dx 19) ∫ dx

cos2 x
√
2−tan2 x

29) ∫ esin
2 x sin 2xdx10) ∫ dx

b−a cot 3x
20) ∫ (2 + x

2x2+1

)
dx

2x2+1
30) ∫ 5−3x√

4−3x2
dx3.5.3 Soluzioni1. I (x) = ∫ axdx

1+a2x
. Eseguiamo il ambio di variabile:

ξ = ax =⇒ 1 + a2x = 1 + ξ2; dξ = axdxQuindi:
I (ξ) =

∫
dξ

1 + ξ2
= arctan ξ + C

=⇒ I (x) = arctan (ax) + C2. I (x) = ∫ e−bx

1−e−2bxdx; Eseguiamo il ambio di variabile:
ξ = e−bx =⇒ 1− e−2bx = 1− ξ2; dξ = −be−bxdx
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I (ξ) = −1

b

∫
dξ

1− ξ2
= − 1

2b
ln

∣
∣
∣
∣

1 + ξ

1− ξ

∣
∣
∣
∣
+ C

=⇒ I (x) = − 1

2b
ln

∣
∣
∣
∣

1 + e−bx

1− e−bx

∣
∣
∣
∣
+ C3. I (x) = ∫ ex√

1−e2x
dx; Eseguiamo il ambio di variabile:

ξ = ex =⇒ exdx = dξQuindi:
I (ξ) =

∫
dξ

√

1− ξ2
= arcsin ξ + C

=⇒ I (x) = arcsin (ex) + C4. I (x) = ∫ (cos ax+ sin ax)2 dx =

∫
(
cos2 ax+ sin2 ax+ sin 2ax

)
dx =

∫

dx+

+ 1
2a

∫

sin 2axd (2ax) = (x+ C1) +
1
2a
(− cos 2ax+ C2) = x− 1

2a
cos 2ax+ C5. I (x) = ∫ sin (ln x) dx

x
. Eseguiamo il ambio di variabile:

ξ = ln x =⇒ dξ =
dx

xQuindi:
I (ξ) =

∫

sin ξdξ = − cos ξ + C

=⇒ I (x) = − cos (ln x) + C6. I (x) = ∫ √
tanx

cos2 x
dx. Eseguiamo il ambio di variabile:

ξ = tan x =⇒ dξ =
dx

cos2 xQuindi:
I (ξ) =

∫
√

ξdξ =
2

3
ξ3/2 + C

=⇒ I (x) =
2

3

√
tan3 x+ C7. I (x) = ∫ x sin (1− x2) dx. Eseguiamo il ambio di variabile:

ξ = 1− x2 =⇒ xdx = −1

2
dξQuindi:

I (ξ) = −1

2

∫

sin ξdξ =
1

2
cos ξ + C

=⇒ I (x) =
1

2
cos
(
1− x2

)
+ C



46 Integrali inde�niti8. I (x) = ∫ (cot x)2/3

sin2 x
dx. Eseguiamo il ambio di variabile:

ξ = cot x =⇒ dξ = − dx

sin2 xQuindi:
I (ξ) = −

∫

ξ2/3dξ = −3

5
ξ5/3 + C

=⇒ I (x) = −3

5
(cot x)5/3 + C9. I (x) = ∫ 1+sin 3x

cos3 3x
dx =

∫

dx
cos3 3x

+

∫

sin 3x
cos3 3x

dx = I1 (x) + I2 (x)

I1 (x) =

∫
dx

cos3 3x
=

1

3
tan 3x+ C1

I2 (x) =

∫
sin 3x

cos3 3x
dxPer alolare I2 (x) eseguiamo il ambio di variabile:

ξ = cos 3x =⇒ dξ = −3 sin 3xdxQuindi:
I2 (ξ) = −1

3

∫
dξ

ξ2
=

1

3

1

ξ
+ C2

=⇒ I2 (x) =
1

3 cos 3x
+ C2 =⇒ I (x) =

1

3

(

tan 3x+
1

cos 3x

)

+ C10. I (x) = ∫ dx
b−a cot 3x

. Eseguiamo il ambio di variabile:
ξ = cot 3x =⇒ dx

sin2 3x
= −1

3
dξQuindi:

I (ξ) = −1

3

∫
dξ

b− aξ
=

1

3a

∫
d (b− aξ)

b− aξ
=

1

3a
ln |b− aξ|+ C

=⇒ I (x) =
1

3a
ln |b− a cot 3x|+ C11. I (x) = ∫ (2 sinh 5x− 3 cosh 5x) dx = 2 · 1

5

∫

sinh 5xd (5x)− 3
5

∫

cosh 5xd (5x)

= 2
5
cosh 5x− 3

5
sinh 5x+ C = 1

5
(2 cosh 5x− 3 sinh 5x) + C12. I (x) = ∫ tanh dx =

∫

sinhx
cosh x

dx =

∫

d(coshx)
coshx

dx = ln (cosh x) + C13. In (x) = ∫ x n
√
n− x2dx. Eseguiamo il ambio di variabile:

ξ = n− x2 =⇒ dξ = −2xdx =⇒ xdx = −1

2
dξ
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In (ξ) = − n

2 (1 + n)
ξ

1+n
n + C

=⇒ In (x) = −3

5
n

√

(n− x2)1+n14. I (x) = ∫ xe−x2

dx = −1
2

∫

e−x2

d (−x2) = −1
2
e−x2

+ C15. I (x) = ∫ 3−
√
2+3x2

2+3x2 dx = 3

∫

dx
2+3x2 −

∫

dx√
2+3x2

= 3I1 (x)− I2 (x)

I1 (x) =

∫

dx
2+3x2 =

∫

dx

(
√
2)

2
+(

√
3x)

2 = 1√
3

∫
d(

√
3x)

(
√
2)

2
+(

√
3x)

2

= 1√
6
arctan

(√
3
2
x
)

+ C1

I2 (x) =

∫

dx√
2+3x2

=

∫

dx
√

(
√
2)

2
+(

√
3x)

2
=

= 1√
3

∫
d(

√
3x)

√

(
√
2)

2
+(

√
3x)

2
= 1√

3
ln
∣
∣
√
3x+

√
2 + 3x2

∣
∣+ C2,donde:

I (x) =

√

3

2
arctan

(

x

√

3

2

)

− 1√
3
ln
∣
∣
∣

√
3x+

√
2 + 3x2

∣
∣
∣+ C16. I (x) = ∫ dx√

ex
=

∫

e−
1

2
xdx = −2

∫

e−
1

2
xd
(
−1

2
x
)
= 2e−x/2 + C17. I (x) = ∫ 1−sinx

x+cos x
dx =

∫

d(x+cos x)
x+cos x

= ln |x+ cos x|+ C18. I (x) = ∫ dx
x ln2 x

. Eseguiamo il ambio di variabile:
ξ = ln x =⇒ dξ =

dx

xQuindi:
I (ξ) =

∫
dξ

ξ
= −1

ξ
+ C

=⇒ I (x) = − 1

ln x
+ C19. I (x) = ∫ dx

cos2 x
√
2−tan2 x

. Eseguiamo il ambio di variabile:
ξ = tan x =⇒ dξ =

dx

cos2 xQuindi:
I (ξ) =

∫
dξ

√

2− ξ2
= arcsin

(
ξ√
2

)

+ C

=⇒ I (x) = arcsin

(
tanx√

2

)

+ C



48 Integrali inde�niti20. I (x) = ∫ (2 + x
2x2+1

)
dx

2x2+1
= 2

∫

dx
2x2+1

+

∫

xdx
(2x2+1)2

= 2I1 (x) + I2 (x)Qui è:
I1 (x) =

∫
dx

2x2 + 1

=

∫
dx

1 +
(√

2x
)2

=
1√
2

∫
d
(√

2x
)2

2x2 + 1

=
1√
2
arctan

(√
2x
)

+ C1;

I2 (x) =

∫
d (2x2 + 1)

(2x2 + 1)2
= −1

4

1

2x2 + 1
+ C2Quindi:

I (x) =
√
2 arctan

(√
2x
)

− 1

4 (2x2 + 1)
+ C21. I (x) = ∫ asinx cosxdx. Eseguiamo il ambio di variabile:

ξ = cosx =⇒ dξ = cos xdxQuindi:
I (ξ) =

∫

aξdξ =
aξ

ln a
+ C

=⇒ I (x) = −asinx

ln a
+ C22. I (x) = ∫ xn−1dx

n√xn+1
dx. Eseguiamo il ambio di variabile:

ξ = xn + 1 =⇒ dξ = nxn−1dxQuindi:
In (ξ) =

1

n

∫
dξ

ξ1/n
=

1

n

1

1− 1
n

ξ1−
1

n + C

=⇒ In (x) =
1

n
· n

n− 1
(xn + 1)1−

1

n + C

=
1

n− 1
n

√

(xn + 1)n−1 + C23. I (x) = ∫ tan2 axdx =

∫

sin2 ax
cos2 ax

dx =

=

∫

1−cos2 ax
cos2 ax

dx =

∫

dx
cos2 ax

−
∫

dx = 1
a
tan ax− x24. I (x) = ∫ 3

√
1+lnx
x

dx. Eseguiamo il ambio di variabile:
ξ = ln x =⇒ dξ =

dx

x



3.5 Integrazione per introduzione sotto il segno di integrale 49Quindi:
I (ξ) =

∫

(1 + ξ)1/3 dξ =
3

4
3

√

(1 + ξ)4 + C

=⇒ I (x) =
3

4
3

√

(1 + lnx)4 + C25. I (x) = ∫ tan
√
x− 1 dx√

x−1
. Eseguiamo il ambio di variabile:
ξ =

√
x− 1 =⇒ dξ =

dx

2
√
x− 1Quindi:

I (ξ) = 2

∫
sin ξ

cos ξ
dξ = −2

∫
d (− cos ξ)

cos ξ
= −2 ln |sin ξ|+ C

=⇒ I (x) = −2 ln
∣
∣sin

√
x− 1

∣
∣+ C26. I (x) = ∫ earctan x+x ln(1+x2)+1

1+x2 dx = I1 (x) + I2 (x) + I3 (x), essendo:
I1 (x) =

∫
earctan x

1 + x2
dx

I2 (x) =

∫
x ln (1 + x2)

1 + x2
dx

I3 (x) =

∫
dx

1 + x2
dxCalolo di I1 (x)Eseguiamo il ambio di variabile:

ξ = arctan x =⇒ dx

1 + x2
= dξQuindi:

I1 (ξ) = 2

∫

eξdξ = eξ + C1

=⇒ I1 (x) = earctan x + C1Calolo di I2 (x)Eseguiamo il ambio di variabile:
ξ = ln

(
1 + x2

)
=⇒ dξ =

2xdx

1 + x2Quindi:
I2 (ξ) =

1

2

∫

ξdξ =
1

4
ξ2 + C2

=⇒ I2 (x) =
1

4
ln2
(
1 + x2

)
+ C2Calolo di I3 (x)

I3 (x) =

∫
dx

1 + x2
= arctan x+ C3Quindi:

I (x) = earctan x +
1

4
ln2
(
1 + x2

)
+ arctanx+ C



50 Integrali inde�niti27. I (x) = ∫ sinx−cos x
sinx+cos x

dx = −
∫

d(sinx+cosx)
sinx+cos x

= − ln |sin x+ cos x|+ C28. I (x) = ∫ x2

x2−2
dx =

∫

x2−2+2
x2−2

dx =

∫
(
1 + 2

x2−2

)
dx

=

∫

dx+ 2

∫

dx
x2−2

= x+ 2
(

1
2
√
2
ln
∣
∣
∣
x−

√
2

x+
√
2

∣
∣
∣

)

+ C = x+
√
2
2
ln
∣
∣
∣
x−

√
2

x+
√
2

∣
∣
∣29. I (x) = ∫ esin

2 x sin 2xdx. Eseguiamo il ambio di variabile:
ξ = sin2 x =⇒ dξ = sin 2xdxQuindi:
I (ξ) =

∫

eξdξ = eξ + C

=⇒ I (x) = esin
2 x + C30. I (x) = ∫ 5−3x√

4−3x2
dx = 5I1 (x)− 3I2 (x), essendo:

I1 (x) =

∫
dx√

4− 3x2

I2 (x) =

∫
dx√

4− 3x2Calolo di I1 (x)
I1 (x) =

1√
3

∫
dx

√
(

2√
3

)2

− x2

=
1√
3
arcsin

(

x

√
3

2

)

+ C1Calolo di I2 (x)Eseguiamo il ambio di variabile:
ξ = 4− 3x2 =⇒ xdx = −1

6
dξQuindi:

I2 (ξ) = −1

6

∫
dξ√
ξ
= −1

3

√

ξ + C2

=⇒ I2 (x) = −1

3

√
4− 3x2 + C2Da iò segue:

I (x) =
5√
3
arcsin

(

x

√
3

2

)

+
1

3

√
4− 3x2 + C



3.5 Integrazione per introduzione sotto il segno di integrale 513.5.4 Calolare gli integrali:1) ∫ sin
(
2π
T
+ φ0

)
dt 5) ∫ sinx cos x√

2−sin4 x
dx 9) ∫ x2 cosh (x3 + 3) dx2) ∫ dx

x(4−ln2 x)
6) ∫ arcsinx+x√

1−x2
dx 10) ∫ 3tanh x

cosh2 x
dx3) ∫ arccos(x

2 )√
4−x2

dx 7) ∫ cos 2x
4+cos2 2x

dx4) ∫ e− tan x dx
cos2 x

8) ∫ √ ln(x+
√
x2+1)

1+x2 dx1. I (t) = ∫ sin
(
2π
T
+ φ0

)
dt. Eseguiamo il ambio di variabile:

τ =
2π

T
+ φ0 =⇒ dτ =

2π

T
dt =⇒ dt =

T

2π
dτQuindi:

I (τ) =
2π

T

∫

sin τdτ = − T

2π
cos τ + C =⇒ I (t) = − T

2π
cos

(
2π

T
+ φ0

)

+ C2. I (x) = ∫ dx

x(4−ln2 x)
. Eseguiamo il ambio di variabile:

ξ = ln x =⇒ dx

x
= dξQuindi:

I (ξ) =

∫
dξ

4− ξ2

=

∫
dξ

22 − ξ2

=
1

4
ln

∣
∣
∣
∣

2 + ξ

2− ξ

∣
∣
∣
∣
+ C

I (x) =
1

4
ln

∣
∣
∣
∣

2 + ln x

2− ln x

∣
∣
∣
∣
+ C3. I (x) = ∫ arccos(x

2 )√
4−x2

dx. Eseguiamo il ambio di variabile:
ξ = arccos

(x

2

)

=⇒ dx√
4− x2

= −dξQuindi:
I (ξ) = −

∫

ξdξ

= −1

2
ξ2 + C

I (x) = −1

2

[

arccos
(x

2

)]2

+ C



52 Integrali inde�niti4. I (x) = ∫ e− tan x dx
cos2 x

. Eseguiamo il ambio di variabile:
ξ = − tanx =⇒ dξ = − dx

cos2 xQuindi:
I (ξ) = −

∫

eξdξ

= −eξ + C

I (x) = −etan x + C5. I (x) = ∫ sinx cos x√
2−sin4 x

dx. Eseguiamo il ambio di variabile:
ξ = sin2 x =⇒ sin x cosxdx =

1

2
dξQuindi:

I (ξ) =
1

2

∫
dξ

√

2− ξ2

=
1

2
arcsin

(
ξ√
2

)

+ C

I (x) =
1

2
arcsin

(
sin2 x√

2

)

+ C6. I (x) = ∫ arcsinx+x√
1−x2

dx =

∫

arcsinx√
1−x2

dx+

∫

x√
1−x2

dxPoniamo:
I1 (x)

def
=

∫
arcsin x√
1− x2

dx; I2 (x)
def
=

∫
x√

1− x2
dxCalolo di I1 (x)Eseguiamo il ambio di variabile:

ξ = arcsin x =⇒ dx√
1− x2

= dξQuindi:
I1 (ξ) =

1

2

∫

ξdξ

=
1

2
ξ2 + C1

I1 (x) =
1

2
(arcsin x)2 + C1Calolo di I2 (x)Eseguiamo il ambio di variabile:

ξ = 1− x2 =⇒ xdx√
1− x2

= −dξ

2



3.5 Integrazione per introduzione sotto il segno di integrale 53Quindi:
I2 (ξ) = −1

2

∫
dξ√
ξ

= −
√

ξ + C2

I1 (x) = −
√
1− x2 + C2L'integrale I (x) è:

I (x) =
1

2
(arcsin x)2 −

√
1− x2 + C7. I (x) = ∫ cos 2x

4+cos2 2x
dx =

∫

cos 2x
5−sin2 2x

dx. Eseguiamo il ambio di variabile:
ξ = sin 2x =⇒ cos 2xdx =

dξ

2Quindi:
I (ξ) =

1

2

∫
dξ

5− ξ2

=
1

4
√
5
ln

∣
∣
∣
∣
∣

√
5 + ξ√
5− ξ

∣
∣
∣
∣
∣
+ C

I (x) =
1

2
ln

(√
5 + sin 2x√
5− sin 2x

)

+ C8. I (x) = ∫ √ ln(x+
√
x2+1)

1+x2 dx. Eseguiamo il ambio di variabile:
ξ = ln

(

x+
√
x2 + 1

)

=⇒ dx√
1 + x2

= dξQuindi:
I (ξ) =

∫
√

ξdξ

=
2

3

√

ξ3 + C

I (x) =
2

3

√

ln3
(

x+
√
x2 + 1

)

+ C9. I (x) = ∫ x2 cosh (x3 + 3) dx. Eseguiamo il ambio di variabile:
ξ = x2 + 3 =⇒ x2dx =

dξ

3Quindi:
I (ξ) =

1

3

∫

cosh ξdξ

=
1

3
sinh ξ + C

I (x) =
1

3
sinh

(
x3 + 3

)
+ C



54 Integrali inde�niti10. I (x) = ∫ 3tanhx

cosh2 x
dx. Eseguiamo il ambio di variabile:

ξ = tanh x =⇒ dx

cos2 x
= dξQuindi:

I (ξ) =

∫

3ξdξ

=
3ξ

ln 3
+ C

I (x) =
3tanh x

ln 3
+ C3.6 Integrazione per sostituzioneAssegnato l'integrale:

∫

f (x) dx (3.2)si esegue la sostituzione:
x = φ (ξ) (3.3)In tal modo l'integrale (3.2) diventa:

∫

f [φ (ξ)]φ′ (ξ) dξ (3.4)La selta della funzione φ (ξ) deve essere tale he (3.4) è rionduibile agli integrali fonda-mentali.Esempio 1
I (x) =

∫

x
√
x− 1dxPoniamo:

ξ =
√
x− 1,da ui:

x = ξ2 + 1

dx = 2ξdξL'integrale diventa:
I (ξ) = 2

∫
(
ξ2 + 1

)
ξ2dξ = 2

(
1

5
ξ5 +

1

3
ξ3
)

+ CRipristinando la variabile x:
I (x) =

2

5
(x− 1)5/2 +

2

3
(x− 1)3/2 + CEsempio 2

I (x) =

∫
dx√
5x− 2



3.6 Integrazione per sostituzione 55Poniamo:
ξ = 5x− 2da ui:
dξ = 5dxL'integrale diventa:

I (ξ) =
1

5

∫
dξ√
ξ
=

2

5

√

ξ + CRipristinando la variabile x:
I (x) =

2

5

√
5x− 2 + CEsempio 3

I (x) =

∫
xdx√
1 + x4Poniamo:

ξ = x2da ui:
dξ = 2xdxL'integrale diventa:

I (ξ) =
1

2

∫
dξ

√

1 + ξ2
=

1

2
ln
∣
∣
∣ξ +

√

ξ2 + 1
∣
∣
∣ + CRipristinando la variabile x:

I (x) =
1

2
ln
(

x2 +
√
x4 + 1

)

+ C***In molti asi è onveniente eseguire le sostituzioni trigonometrihe. Preisamente, sel'integrando ontiene uno dei seguenti radiali:
√
a2 − x2,

√
x2 − a2,

√
x2 + a2,si eseguono le sostituzioni:

√
a2 − x2, x = a sin ξ =⇒

√
a2 − x2 = a cos ξ

√
x2 − a2, x =

a

cos ξ
=⇒

√
x2 − a2 = a tan ξ

√
x2 + a2, x = a tan ξ =⇒

√
x2 + a2 =

a

cos ξEsempio 4
I (x) =

∫ √
x2 + 1

x2
dxPoniamo:
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x = tan ξda ui:

√
x2 + 1 =

1

cos ξL'integrale diventa:
I (ξ) =

∫
dξ

sin2 ξ cos ξ

=

∫
sin2 ξ + cos2 ξ

sin2 ξ cos ξ
dξ

= I1 (ξ) + I2 (ξ) ,essendo:
I1 (ξ) =

∫
dξ

cos ξ
= ln

∣
∣
∣
∣

1

cos ξ
+ tan ξ

∣
∣
∣
∣
+ C1

I1 (ξ) =

∫
cos ξ

sin2 ξ
dξ =

∫
d (sin ξ)

sin2 ξ
= − 1

sin ξ
+ C2,Quindi:

I (ξ) = ln

∣
∣
∣
∣

1

cos ξ
+ tan ξ

∣
∣
∣
∣
− 1

sin ξ
+ CRipristinando la variabile x e osservando he

1

cos ξ
=
√

1 + tan2 ξ =
√
1 + x2

1

sin ξ
=

√

1 +
1

tan2 ξ
=

√

1 +
1

x2
,si ottiene:

I (x) = ln
∣
∣
∣x+

√
1 + x2

∣
∣
∣−

√
1 + x2

x
+ C3.6.1 Calolare gli integrali:1) ∫ dx

x
√
x2−2

6) ∫ x (2x+ 5)10 dx 11) ∫ e2x√
ex+1

dx2) ∫ dx
ex+1

7) ∫ 1−x
1+

√
x
dx 12) ∫ sin3 x√

cos x
dx3) ∫ x (5x2 − 3)

7
dx 8) ∫ dx

x
√
2x+1

13) ∫ dx
x
√
1+x2

dx4) ∫ xdx√
x+1

9) ∫ dx√
ex−15) ∫ cos xdx√

1+sin2 x
10) ∫ ln 2x

ln 4x
dx
x



3.6 Integrazione per sostituzione 573.6.2 Soluzioni1. I (x) = ∫ dx
x
√
x2−2

. Proediamo per sostituzione:
ξ =

1

x
=⇒ dx

x
= −dξ

ξQuindi:
I (ξ) = −

∫
dξ

√

1−
(
ξ
√
2
)2

= − 1√
2

∫
d
(
ξ
√
2
)

√

1−
(
ξ
√
2
)2

= − 1√
2
arcsin

(

ξ
√
2
)

+ C

I (x) = − 1√
2
arcsin

(√
2

x

)

+ C2. I (x) = ∫ dx
ex+1

. Proediamo per sostituzione:
x = − ln ξ =⇒ dx

ex + 1
= − dξ

ξ + 1Quindi:
I (ξ) = −

∫
dξ

ξ + 1

= − ln |ξ + 1|+ C

I (x) = − ln
(
1 + e−x

)
+ C3. I (x) = ∫ x (5x2 − 3)

7
dx. Proediamo per sostituzione:

5x2 − 3 = ξ =⇒ xdx =
dξ

10Quindi:
I (ξ) =

1

10

∫

ξ7dξ

=
1

80
ξ8 + C

I (x) =
1

80

(
5x2 − 3

)8
+ C4. I (x) = ∫ xdx√

x+1
. Proediamo per sostituzione:

ξ =
√
x+ 1 =⇒ dx√

x+ 1
= 2dξ



58 Integrali inde�nitiQuindi:
I (ξ) = 2

∫
(
ξ2 − 1

)
dξ

=
2

3
ξ3 − 2ξ + C

I (x) =
2

3

√

(x+ 1)3 − 2
√
x+ 1 + C5. I (x) = ∫ cos xdx√

1+sin2 x
. Proediamo per sostituzione:

ξ = sin ξ =⇒ cosxdx = dξQuindi:
I (ξ) = 2

∫
dξ

√

1 + ξ2

= ln
∣
∣
∣ξ +

√

1 + ξ2
∣
∣
∣+ C

I (x) = ln
∣
∣
∣sin x+

√

1 + sin2 x
∣
∣
∣+ C6. I (x) = ∫ x (2x+ 5)10 dx. Poniamo

ξ = 2x+ 5 =⇒ dξ = 2dxQuindi:
I (ξ) =

1

2

∫ (
ξ

2
− 5

2

)

ξ10dξ

=
1

24
ξ12 − 5

44
ξ11 + C

I (x) =
1

4

[
1

12
(2x+ 5)12 − 5

11
(2x+ 5)11

]

+ C7. ∫ 1−x
1+

√
x
dx =

∫
(1−

√
x)(1+

√
x)

1+
√
x

dx =

∫

dx−
∫ √

xdx = x− 3
2

√
x3 + C8. I (x) = ∫ dx

x
√
2x+1

. Poniamo
ξ =

√
2x+ 1 =⇒ dξ =

dx√
2x+ 1Quindi:

I (ξ) = 2

∫
dξ

ξ2 − 1

= ln

∣
∣
∣
∣

ξ − 1

ξ + 1

∣
∣
∣
∣
+ C

I (x) = ln

∣
∣
∣
∣

√
2x+ 1− 1√
2x+ 1 + 1

∣
∣
∣
∣
+ C



3.6 Integrazione per sostituzione 599. I (x) = ∫ dx√
ex−1

. Poniamo
ξ =

√
ex − 1 =⇒ dx√

ex − 1
= 2

dξ

ξ2 + 1Quindi:
I (ξ) = 2

∫
dξ

ξ2 + 1

= arctan ξ + C

I (x) = 2 arctan
(√

ex − 1
)
+ C10. I (x) = ∫ ln 2x

ln 4x
dx
x
=

∫

ln 2+lnx
ln 4+lnx

dx
x
. Poniamo
ξ = ln x =⇒ dx

x
= dξQuindi:

I (ξ) =

∫
ln 2 + ξ

ln 4 + ξ
dξ

=

∫ (

1 +
ln 2− ln 4

ln 4 + ξ

)

dξ

= ξ − ln 2

∫
d (ξ + ln 4)

ln 4 + ξ

= ξ − ln 2 ln |ξ + ln 4|+ C

I (x) = ln x− ln 2 ln |ln x+ ln 4|+ C11. I (x) = ∫ e2x√
ex+1

dx. Poniamo
ξ =

√
ex + 1 =⇒ e2xdx√

ex + 1
= 2

(
ξ2 − 1

)
dξQuindi:

I (ξ) = 2

∫
(
ξ2 − 1

)
dξ

= 2

(
1

3
ξ3 − ξ

)

+ C

I (x) =
2

3
(ex − 2)

√
ex + 1 + C12. I (x) = ∫ sin3 x√

cos x
dx. Poniamo

ξ = cosx =⇒ sin3 x√
cosx

dx = −1− ξ2√
ξ

dξQuindi:
I (ξ) =

∫
(
ξ3/2 − ξ−1/2

)
dξ

=
2

5
ξ5/2 − 2ξ1/2 + C

I (x) = 2
√
cosx

(
1

5
cos2 x− 1

)

+ C



60 Integrali inde�niti13. I (x) = ∫ dx
x
√
1+x2

dx. Poniamo
ξ =

1

x
=⇒ dx

x
= −dξ

ξQuindi:
I (ξ) = −

∫
dξ

√

1 + ξ2

= − ln
∣
∣
∣ξ +

√

ξ2 + 1
∣
∣
∣+ C

I (x) = − ln

∣
∣
∣
∣

x

1 +
√
x2 + 1

∣
∣
∣
∣
+ C***3.6.3 Calolare i seguenti integrali utilizzando le sostituzioni trigo-nometrihe 1) ∫ x2dx√

1−x2
5) ∫ √

x2+1
x

dx2) ∫ x3dx√
2−x2

6) ∫ dx
x2

√
4−x23) ∫ √

x2−a2

x
dx 7) ∫ √

1− x2dx4) ∫ dx
x
√
x2−1

8) ∫ dx√
x(1−x)1. I (x) = ∫ x2dx√

1−x2
. Poniamo

x = sin ξ =⇒ x2dx√
1− x2

= sin2 ξdξQuindi:
I (ξ) =

∫

sin2 ξdξ

=
1

2

∫

(1− cos 2ξ)dξ

=
1

2

(∫

dξ − 1

2

∫

cos 2ξd (2ξ)

)

=
ξ

2
− 1

4
sin 2ξ

I (x) = arcsin x− x

2

√
1− x2 + C2. I (x) = ∫ x3dx√

2−x2
. Poniamo

ξ =
√
2 sin ξ =⇒ x3dx√

2− x2
= 23/2 sin3 ξdξ



3.6 Integrazione per sostituzione 61Quindi:
I (ξ) = 23/2

∫

sin2 ξ sin ξdξ

= 23/2
∫
(
cos2 ξ − 1

)
d (cos ξ)

= 23/2
(
1

3
cos3 ξ − cos ξ

)

+ C

= 23/2
[
1

3

(
1− sin2 ξ

)
√

1− sin2 ξ −
√

1− sin2 ξ

]

+ C

I (x) = 23/2

[

1

3

(

1− x2

2

)√

1− x2

2
−
√

1− x2

2

]

+ C

= −1

3

(
4 + x2

)√
2− x2 + C3. I (x) = ∫ √

x2−a2

x
dx. Poniamo
x =

a

cos ξ
=⇒ tan ξ =

1

a

√
x2 − a2; dx =

a

cos2 ξ
sin ξdξQuindi:

I (ξ) = a

∫
sin2 ξ

cos ξ
dξ

= a

∫
1− cos2 ξ

cos ξ
dξ

= a

(∫
dξ

cos ξ
−
∫

cos ξdξ

)

= a

(

ln

∣
∣
∣
∣
tan ξ +

1

cos ξ

∣
∣
∣
∣
− sin ξ + C

)

I (x) = a

(

ln

∣
∣
∣
∣

√
x2 − a2 + x

a

∣
∣
∣
∣
−

√
x2 − a2

x

)

+ C4. I (x) =

∫

dx
x
√
x2−1

. Anzihé eseguire una sostituzione trigonometria, è onvenienteporre:
x =

1

ξ
=⇒ dx

x
= −dξ

ξ

I (ξ) = −
∫

dξ
√

1− ξ2
= − arccos ξ

I (x) = − arccos
1

x
+ C5. I (x) = ∫ √

x2+1
x

dx. Poniamo
x = tan ξ =⇒ dx =

dξ

cos2 ξ



62 Integrali inde�nitiQuindi:
I (ξ) =

∫
dξ

sin ξ cos2 ξ

=

∫
sin2 ξ + cos2 ξ

sin ξ cos2 ξ
dξ

=

∫
sin ξ

cos2 ξ
dξ +

∫
dξ

sin ξ

= −
∫

d (cos ξ)

cos2 ξ
+

∫
dξ

sin ξ

=
1

cos ξ
+ ln

∣
∣
∣
∣

1

sin ξ
− cot ξ

∣
∣
∣
∣
+ COsservando he:

1

sin ξ
=
√

1 + tan2 ξ =

√
x2 + 1

x
1

cos ξ
=

√
x2 + 1,si ottiene:

I (x) =
√
x2 + 1 + ln

∣
∣
∣
∣
∣

√
x2 + 1− 1

x

∣
∣
∣
∣
∣
+ C6. I (x) =

∫

dx
x2

√
4−x2

. Anzihé eseguire una sostituzione trigonometria, è onvenienteporre:
x =

1

ξ
=⇒ dx

x2
= −dξ

I (ξ) = −
∫

dξ
ξ

√

4ξ2 − 1

= −1

8

∫
d (4ξ2 − 1)
√

4ξ2 − 1

= −1

4

√

4ξ2 − 1 + C

I (x) = −
√
4− x2

4x
+ C7. I (x) = ∫ √

1− x2dx. Poniamo
x = sin ξ =⇒

(

dx = cos ξdξ, √
1− x2 = cos ξ

)Quindi:
I (ξ) =

∫

cos2 dξ

=

∫
cos 2ξ + 1

2
dξ

=
1

2

(
1

2

∫

cos 2ξd (2ξ) +

∫

dξ

)

=
1

2

(
1

2
sin 2ξ + ξ

)

+ C

I (x) =
1

2
arcsin x+

x

2

√
1− x2 + C



3.7 ∫ , ∫ 638. I (x) = ∫ dx√
x(1−x)

. Poniamo
x = sin2 ξ =⇒

(

dx = 2 sin ξ cos ξdξ, √x (1− x) = sin ξ cos ξ
)Quindi:

I (ξ) = 2

∫

dξ

= 2ξ + C

I (x) = 2 arcsin
√
x+ C3.7 ∫

sin2 xdx, ∫ cos2 xdxDagli eserizi preedenti, risulta:
∫

sin2 xdx =
1

2
(x− sin x cosx) + C =

1

4
(2x− sin 2x) + C (3.5)

∫

cos2 xdx =
1

2
(x+ sin x cosx) + C =

1

4
(2x+ sin 2x) + C3.8 Integrazione per partiProposizione. Se f (x) e g (x) sono funzioni derivabili, sussiste la formula di integrazioneper parti: ∫

f (x) g′ (x) dx = f (x) g (x)−
∫

g (x) f ′ (x) dx, (3.6)he può essere risritta ome:
∫

f (x) dg (x) = f (x) g (x)−
∫

g (x) df (x) (3.7)Dimostrazione. È immediata: basta appliare l'operatore di derivazione ad ambo i membridella (3.7).Esempio 1
∫

x ln xdx =

∫

ln xd

(
x2

2

)

=
x2

2
ln x− 1

2

∫

x2dx

x

=
x2

2
ln x− 1

4
x2 + C

=
x2

4
(2 lnx− 1) + CEsempio 2

∫

ex cosxdx =

∫

exd (sin x) = ex sin x−
∫

ex sin xdx

= ex sin x−
∫

exd (− cosx)

= ex sin x+ ex cosx−
∫

ex cosxdx,



64 Integrali inde�nitirisolvendo rispetto a ∫ ex cosxdx:
∫

ex cosxdx =
ex

2
(sin x+ cosx) + C3.8.1 Calolare gli integrali:1) ∫ ln xdx 6) ∫ x

ex
dx 11) ∫ (x2 + 5x+ 6) cos 2xdx2) ∫ arctan xdx 7) ∫ x · 2−xdx 12) ∫ x2 lnxdx3) ∫ arcsin xdx 8) ∫ x2e3xdx 13) ∫ ln2 xdx4) ∫ x sin xdx 9) ∫ x3e−x/3dx 14) ∫ lnx

x3 dx5) ∫ x cos 3xdx 10) ∫ x sin x cosxdx 15) ∫ lnx√
x
dx3.8.2 Soluzioni1. I (x) = ∫ ln xdx = x ln x−

∫

xd (ln x) = x ln x−
∫

dx = x (ln x− 1) + C2. I (x) = ∫ arctan xdx = x arctanx−
∫

xdx
1+x2 = x arctan x− 1

2
ln (1 + x2) + C3. I (x) = ∫ arcsin xdx = x arcsin x−

∫

xdx√
1−x2

= x arcsin x+ 1
2

∫
d(1−x2)√

1−x2

= x arcsin x+
√
1− x2 + C4. I (x) = ∫ x sin xdx =

∫

xd (− cosx) = −x cos x+

∫

cosxdx

= −x cos x+ sin x+ C5. I (x) = ∫ x cos 3xdx =

∫

xd
(
1
3
sin 3x

)
= 1

3
x sin 3x− 1

9

∫

sin 3xd (3x)

= 1
3

(
x sin 3x+ 1

3
cos 3x

)
+ C6. I (x) = ∫ x

ex
dx =

∫

xe−xdx =

∫

xd (−e−x) = −xe−x+

∫

e−xdx = −xe−x−
∫

e−xd (−x)

= xe−x +

∫

e−xdx = −xe−x −
∫

e−xd (−x) = −xe−x − e−x + C = −x+1
ex

+ C7. I (x) = ∫ x · 2−xdx =

∫

x · d
(

−2−x

ln 2

)

= − 1
ln 2

x · 2−x + 1
ln 2

∫

2−xdx = − x+1
2x ln 2

+ C8. I (x) = ∫ x2e3xdx. Anzihè integrare per parti, è onveniente utilizzare ilmetodo deioe�ienti indeterminati. Assegnato l'integrale:
In,m (x) =

∫

pn (x) e
mxdx,essendo pn (x) un polinomio di grado n:

pn (x) =

n∑

k=0

akx
k



3.8 Integrazione per parti 65risulta:
In,m (x) = qn (x) e

mx, (3.8)qui è:
qn (x) =

n∑

k=0

bkx
kApplihiamo l'operatore di derivazione ad ambo i membri della (3.8):

D

∫

pn (x) e
mxdx = D [qn (x) e

mx] ,ottenendo:
pn (x) = q′n (x) +mqn (x) (3.9)Il prinipio di identità dei polinomi appliato alla (3.9) ondue ad un sistema di equa-zioni lineari he permette di riavare i oe�ienti indeterminati bk, e quindi l'integrale

In,m (x).Nel aso in esame è:
I2,3 (x) =

∫

x2e3xdx =
(
b2x

2 + b1x+ b0
)
e3x

x2 = 3b2x
2 + (3b1 + 2b2)x+ b2 + 3b0A�nhè sia veri�ata l'ultima, deve essere:

3b2 = 1

3b1 + 2b2 = 0

b2 + 3b0 = 0,da ui i oe�ienti indeterminati:
(b2, b1, b0) =

(
1

3
,−2

9
,
2

27

)

,quindi l'integrale:
I2,3 (x) =

e3x

27

(
9x2 − 6x+ 2

)9. I (x) = ∫ x3e−x/3dx. Proedendo ome nell'eserizio preedente:
∫

x3e−x/3dx =
(
b3x

2 + b2x
2 + b1x+ b0

)
e−

x
3 ,donde:

x3e−x/3 =
(
3b3x

2 + 2b2x+ b1
)
e−x/3 − 1

3

(
b3x

3 + b2x
2 + b1x+ b0

)
e−x/3

= −b3
3
x3 +

(

3b3 −
b2
3

)

x2 +

(

2b2 −
b1
3

)

x+ b1 −
b2
3



66 Integrali inde�nitida ui:
b3 + 3 = 0

3b3 −
b2
3

= 0

2b2 −
b1
3

= 0

b0 − 3b1 = 0

∫

x3e−x/3dx = −3
(
x3 + 9x2 + 54x+ 162

)
e−x/310. I (x) = ∫ x sin x cos xdx = 1

2

∫

x sin 2xdx

= 1
2

∫

xd
(
− cos 2x

2

)
= 1

2

[

−1
2
x cos 2x+ 1

4

∫

cos 2xd (2x)

]

= 1
4
(sin 2x− 2x cos 2x) + C11. I (x) =

∫

(x2 + 5x+ 6) cos 2xdx. Anzihé proedere per un'integrazione per parti,onviene appliare il metodo dei oe�ienti indeterminati. Più in generale, onsideria-mo l'integrale:
In,α (x)

def
=

∫

pn (x) cos (αx) dx (3.10)L'integrale (3.10) ha la forma:
In,α (x) = qn (x) cos (αx) + rn (x) sin (αx) , (3.11)essendo:

pn (x) =
n∑

k=1

akx
k

qn (x) =

n∑

k=1

bkx
k

rn (x) =

n∑

k=1

ckx
kAppliando l'operatore di derivazione ad ambo i membri della (3.11) ed eseguendo ledovute sempli�azioni:

In,α (x) =
1

α3

[
(a1 + 2a2x)α cos (αx) +

(
(a0 + a1x)α

2 + a2
(
−2 + α2x2

))
sin (αx)

]Nel aso in esame è:
I2,2 (x) =

1

4

[
(5 + 2x) cos (2x) +

(
2x2 + 10x+ 11

)
sin (2x)

]12. I (x) = ∫ x2 lnxdx =

∫

ln xd
(

x3

3

)

= x3

3
ln x− 1

3

∫

x2dx = x3

9
(3 ln x− 1) + C13. I (x) = ∫ ln2 xdx = x ln2 x− 2

∫

ln xdx = x
(
ln2 x− 2 ln x+ 2

)
+ C



3.8 Integrazione per parti 6714. I (x) = ∫ lnx
x3 dx =

∫

ln xd
(
− 1

2x2

)
=

∫

ln xd
(
− 1

2x2

)
= − 1

2x2 ln x+ 1
2

∫

1
x2

dx
x

= − 1
2x2 ln x− 1

4
1
x2 + C = −1+ln x

4x2 + C15. I (x) = ∫ lnx√
x
dx =

∫

ln xd (2
√
x) = 2

√
x lnx− 2

∫ √
xdx

x

= 2
√
x ln x− 2

∫

x−1/2dx = 2
√
x (ln x− 2) + C***3.8.3 Calolare gli integrali:1) ∫ lnx√

x
dx 5) ∫ xdx

sin2 x
9) ∫ eax sin bxdx2) ∫ x arctanxdx 6) ∫ x cos xdx

sin2 x
10) ∫ sin (ln x) dx3) ∫ x arcsin xdx 7) ∫ ex sin xdx4) ∫ ln

(
x+

√
1 + x2

)
dx 8) ∫ 3x cosxdx3.8.4 Soluzioni1. I (x) = ∫ lnx√

x
dx =

∫

ln xd (2
√
x) = 2

√
x lnx− 2

∫ √
xdx

x

= 2
√
x (ln x− 2) + C2. I (x) = ∫ x arctan xdx =

∫

arctanxd
(

x2

2

)

= x2

2
arctan x− 1

2

∫

x2

x2+1
dxPoniamo:

J (x) =

∫
x2

x2 + 1
dx

=

∫
x2 + 1− 1

x2 + 1
dx

=

∫

dx−
∫

dx

x2 + 1

= x− arctanx+ C1,donde:
I (x) =

x2 + 1

2
arctanx− x

2
+ C3. I (x) =

∫

x arcsin xdx =

∫

arcsin xd
(

x2

2

)

= x2

2
arcsin x− 1

2

∫

x2dx√
1−x2Poniamo:

J (x) =

∫
x2dx√
1− x2

=

∫
x2 − 1 + 1√

1− x2
dx

=

∫
x2 − 1√
1− x2

dx+

∫
dx√
1− x2

= −
∫ √

1− x2dx+ arcsin x



68 Integrali inde�nitiCaloliamo a parte ∫ √
1− x2dx:

∫ √
1− x2dx =

x=sin ξ

∫

sin2 ξdξ

=
1

2

∫

(1− cos 2ξ)dξ

=
1

2

(

ξ − 1

2
sin 2ξ

)

+ C1 =
ξ=arcsinx

1

2

(

arcsin x− x
√
1− x2

)

+ C1,donde:
I (x) =

x2

2
arcsin x− 1

4

(

arcsin x− x
√
1− x2

)

+ C4. I (x) = ∫ ln
(
x+

√
1 + x2

)
dx = x ln

(
x+

√
1 + x2

)
−
∫

x√
1+x2

dx

= x ln
(
x+

√
1 + x2

)
−
∫

d(1+x2)√
1+x2

= x ln
(
x+

√
1 + x2

)
− 2

√
1 + x2 + C5. I (x) = ∫ xdx

sin2 x
=

∫

xd (− cot x) = −x cot x+

∫

cotxdx = −x cot x+

∫

cos x
sinx

dx

= −x cot x+ ln |sin x|+ C6. I (x) = ∫ x cos xdx
sin2 x

=

∫

x cos xd (− cot x) = −x cosx cot x+

∫

cotx (cos x− x sin x) dxPoniamo:
J (x) =

∫

cot x (cosx− x sin x) dx

=

∫
cos2 x− x cosx sin x

sin x
dx

=

∫
cos2 x

sin x
dx−

∫

x cosxdx

=

∫
1− sin2 x

sin x
dx−

(

x sin x−
∫

sin xdx

)

=

∫
dx

sin x
− x sin x = ln

∣
∣
∣tan

x

2

∣
∣
∣− x sin x+ C,donde:

I (x) = −x cos x cotx+ ln
∣
∣
∣tan

x

2

∣
∣
∣− x sin x+ C

= − x

sin x
+ ln

∣
∣
∣tan

x

2

∣
∣
∣ + C7. I (x) = ∫ ex sin xdx =

∫

exd (− cosx) = −ex cosx+

∫

cosxd (ex)Poniamo:
J (x) =

∫

ex cosxdx

=

∫

exd (sin x) = ex sin x− I (x) ,da ui:
I (x) =

ex

2
(sin x− cosx) + C



3.8 Integrazione per parti 698. I (x) = ∫ 3x cosxdx =

∫

3xd (sin x) = 3x sin x−
∫

sin xd (3x) = 3x sin x− 1
ln 3

∫

3x sin xdxPoniamo:
J (x) =

∫

3x sin xdx =

∫

3xd (− cosx)

= −3x cos x+
1

ln 3

∫

3x cosxdxQuindi
I (x) = 3x sin x− ln 3 [−3x cosx+ I (x) ln 3]Risolvendo rispetto a I (x):

I (x) =
3x (cos x ln 3 + sin x)

1 + ln3 + C9. Ia,b (x) = ∫ eax sin bxdxAbbiamo
Ia,b (x) =

∫

eaxd

(

−1

b
cos bx

)

= −1

b
eax cos bx+

a

b

∫

eax cos bxdxPoniamo:
Ja,b (x) =

∫

eax cos bxdx =

∫

eaxd

(
1

b
sin bx

)

=
1

b
eax sin bx− a

b
Ia,b (x) ,donde:

Ia,b (x) =
eax (a sin bx− b cos bx)

a2 + b2
+ C10. I (x) = ∫ sin (ln x) dx = x sin (ln x)−

∫
cos (ln x) dx = x sin (ln x)− J (x)essendo:

J (x) =

∫

cos (ln x) dx

= x cos (ln x) + I (x) ,quindi:
I (x) =

x

2
[x sin (ln x)− cos (ln x)] + C



70 Integrali inde�niti3.8.5 Calolare i seguenti integrali appliando il metodo più oppor-tuno1) ∫ x3 sin xdx 7) ∫ ln2 x
x2 dx 13) ∫ arcsin

√
x√

1−x
dx2) ∫ √

x ln (2x) dx 8) ∫ ln(lnx)
x

dx 14) ∫ x tan2 2xdx3) ∫ x3e−x2

dx 9) ∫ x2 arctan 3xdx 15) ∫ sin2 x
ex

dx4) ∫ e
√
xdx 10) ∫ x (arctanx)2 dx5) ∫ (x2 − 2x+ 3) ln xdx 11) ∫ (arcsin x)2 dx6) ∫ x ln
(
1−x
1+x

)
dx 12) ∫ arcsinx

x2 dx3.8.6 Soluzioni1. I (x) = ∫ x3 sin xdxPoniamo:
∫

x3 sin xdx = sin x
3∑

k=1

bkx
k + cosx

3∑

k=1

ckx
kDerivando primo e seondo membro, e risolvendo rispetto ai oe�ienti bk, ck:

∫

x3 sin xdx = −x
(
x2 − 6

)
cosx+ 3

(
x2 − 2

)
sin x+ C2. I (x) = ∫ √

x ln (2x) dx =

∫

ln (2x) d
(
2
3
x3/2

)
= 2

3
x3/2 ln (2x)− 2

3

∫

x1/2dx

= 2
3
x3/2 ln (2x)− 4

9

√
x3 + C,donde:

I (x) =
2

9

√
x3 [3 ln (2x)− 2] + C3. I (x) = ∫ x3e−x2

dx =

∫

x2xe−x2

dx = 1
2

∫

x2xe−x2

dx = 1
2

∫

x2e−x2

d (x2)

=
ξ=x2

∫

ξe−ξdξ. Caloliamo a parte quest'integrale utilizzando il metodo dei oe�ientiindeterminati: ∫

ξe−ξdξ = (b0 + b1ξ) e
−ξ + CDerivando primo e seondo membro:

ξe−ξ = (b0 + b1ξ) e
−ξ,da ui:

(b0, b1) = (−1,−1) =⇒
∫

ξe−ξdξ = − (1 + ξ) e−ξ + CRipristinando la variabile x:
I (x) = −1

2

(
1 + x2

)
e−x2

+ C



3.9 Integrali ontenenti un trinomio di seondo grado 714. I (x) = ∫ e
√
xdx. Eseguiamo il ambio di variabile:

ξ =
√
x =⇒ dx = 2ξdξ,donde:

I (ξ) = 2

∫

ξeξdξ = 2

(

ξeξ −
∫

eξdξ

)

= 2 (ξ − 1) eξ + C,ripristinando la variabile x:
I (x) = 2

(√
x− 1

)
e
√
x + C5. ∫ (x2 − 2x+ 3) ln xdx = 1

3
x3 ln x− 1

9
x3 − (ln x) x2 + 1

2
x2 + 3x ln x− 3x+ C6. ∫ x ln

(
1−x
1+x

)
dx = x2−1

2
ln
(
1−x
1+x

)
+ C7. ∫ ln2 x

x2 dx = −− 1
x

(
ln2 x+ 2 lnx+ 2

)
+ C8. ∫ ln(lnx)

x
dx = ln x [ln (ln x)− 1] + C9. ∫ x2 arctan 3xdx = 1

3
x3 arctan 3x− 1

18

[
x2 − 1

9
ln (1 + 9x2)

]
+ C10. ∫ x (arctanx)2 dx = x2+1

2
(arctan x)2 − x arctan x+ 1

2
ln (1 + x2) + C11. ∫ (arcsin x)2 dx = arcsin x

(
x arcsin x+ 2

√
1− x2

)
− 2x+ C12. ∫ arcsinx

x2 dx = − 1
x
arcsin x+ ln

∣
∣
∣

x
1+

√
1−x2

∣
∣
∣+ C13. ∫ arcsin

√
x√

1−x
dx = −2

√
1− x arcsin

√
x+ 2

√
x+ C14. ∫ x tan2 2xdx = 1

2
x tan 2x− 1

2
x2 − 1

8
ln (1 + tan2 2x) + C15. ∫ sin2 x

ex
dx = 1

5
− sinx−2 cos x

ex
sin x− 2

5ex
+ C3.9 Integrali ontenenti un trinomio di seondo gradoConsideriamo gli integrali del tipo:

F (x) =

∫
mx+ n

ax2 + bx+ c
dx, (3.12)essendo m,n, a, b, c ∈ R. Senza perdita di generalità, onsideriamo a > 0.Poniamo:

mx+ n = A (2ax+ b) +B, (3.13)



72 Integrali inde�nitida ui:
A =

m

2a
, B = n− mb

2a
, (3.14)donde:

∫
mx+ n

ax2 + bx+ c
dx =

m

2a

∫
2ax+ b

ax2 + bx+ c
dx+

(

n− mb

2a

)∫
dx

ax2 + bx+ c

=
m

2a
ln
∣
∣ax2 + bx+ c

∣
∣ + C1 +

(

n− mb

2a

)

G (x) ,essendo:
G (x) =

∫
dx

ax2 + bx+ cPer alolare G (x) proediamo nel modo seguente:
ax2 + bx+ c = a (x+ k)2 + l, (3.15)da ui si riava:
k =

b

2a
, l = c− b2

4a
= −∆

4a
, (3.16)essendo

∆ = b2 − 4ac, (3.17)il disriminante del trinomio.Distinguiamo i tre asi:1. ∆ < 02. ∆ > 03. ∆ = 0Iniziamo on il aso 1:
G (x) =

1

l

∫
dx

1 +
[√

a
l
(x+ k)

]2Eseguiamo il ambio di variabile:
√

a

l
(x+ k) = ξ =⇒ dx =

√

l

a
dξ (3.18)L'integrale G (ξ) diventa:

G (ξ) =

√

1

al

∫
dξ

1 + ξ2
=

1√
al

arctan ξ + C2Ripristinando la variabile x:
G (x) =

1√
al

arctan

[√
a

l

(

x+
b

2a

)]

+ C2



3.9 Integrali ontenenti un trinomio di seondo grado 73Osserviamo he:
a

l
= −4a2

∆
a · l = −∆

4
, (3.19)quindi:

G (x) =
2√
−∆

arctan

(
2ax+ b√

−∆

)

+ C2 (3.20)Finalmente l'integrale (3.12):
F (x) =

m

2a
ln
(
ax2 + bx+ c

)
+

2√
−∆

(

n− mb

2a

)

arctan

(
2ax+ b√

−∆

)

+ C (3.21)Esempio 7. Caloliamo:
F (x) =

∫
x+ 2

x2 − 3x+ 10
dxQui è ∆ = −31, quindi applihiamo la (3.21):

F (x) =
1

2
ln
(
x2 − 3x+ 10

)
+

7√
31

arctan

(
2x− 3√

31

)

+ CNel aso speiale m = 0, n = 1:
F (x) =

∫
dx

ax2 + bx+ c
=

2√
−∆

arctan

(
2ax+ b√

−∆

)

+ C (3.22)***Nel aso 2, la (3.15) si srive:
ax2 + bx+ c = a (x+ k)2 − |l| , (3.23)giahé l < 0. Quindi

G (x) =

∫
dx

a (x+ k)2 − |l|

=
1

a

∫
d (x+ k)

(x+ k)2 − |l|
a

=
1

2
√

a |l|
ln

∣
∣
∣
∣
∣
∣

x+ k −
√

|l|
a

x+ k +
√

|l|
a

∣
∣
∣
∣
∣
∣

+ C2

=
1√
∆

ln

∣
∣
∣
∣
∣

2ax+ b−
√
∆

2ax+ b+
√
∆

∣
∣
∣
∣
∣
+ C2,Esempio 8.

G (x) =

∫
dx

x2 − 2x− 3Qui è: ∆ = 16, quindi:
G (x) =

1

4
ln

∣
∣
∣
∣

x− 3

x+ 1

∣
∣
∣
∣
+ Cioè:

F (x) =
m

2a
ln
∣
∣ax2 + bx+ c

∣
∣+

1√
∆

(

n− mb

2a

)

ln

∣
∣
∣
∣
∣

2ax+ b−
√
∆

2ax+ b+
√
∆

∣
∣
∣
∣
∣
+ C (3.24)



74 Integrali inde�niti***Caso 3 (∆ = 0): l = 0, per ui
G (x) =

∫
dx

a (x+ k)2

=
1

a

∫
d (x+ k)

(x+ k)2

= − 2

2ax+ b
+ C2,ioè:

F (x) =
m

2a
ln
(
ax2 + bx+ c

)
−
(

n− mb

2a

)
2

2ax+ b
+ C (3.25)Esempio 9.

F (x) =

∫
3x+ 2

x2 − 4x+ 4
dx

=
3

2
ln
(
x2 − 4x+ 4

)
− 8

x− 2
+ CRiassumendo:

∆ < 0 =⇒ F (x) =
m

2a
ln
(
ax2 + bx+ c

)
+

2√
−∆

(

n− mb

2a

)

arctan

(
2ax+ b√

−∆

)

+ C

∆ > 0 =⇒ F (x) =
m

2a
ln
∣
∣ax2 + bx+ c

∣
∣+

1√
∆

(

n− mb

2a

)

ln

∣
∣
∣
∣
∣

2ax+ b−
√
∆

2ax+ b+
√
∆

∣
∣
∣
∣
∣
+ C

∆ = 0 =⇒ F (x) =
m

2a
ln
(
ax2 + bx+ c

)
−
(

n− mb

2a

)
2

2ax+ b
+ C3.9.1 Calolare gli integrali:1) ∫ x2−1

x2−x−1
dx 4) ∫ 3x−2

x2−4x+5
dx 7) ∫ dx

3x2−x+12) ∫ dx
x2+2x+5

5) ∫ (x−2)2

x2+3x+4
dx3) ∫ dx

x2+2x
6) ∫ x2

x2−6x+10
dx3.9.2 Soluzioni1. F (x) =

∫

x2−1
x2−x−1

dx =
∫ (

1 + x
x2−x−1

)
dx = x+

∫
x

x2−x−1
dx

= x+ 1
2

[

ln |x2 − x− x|+ 1√
5
ln
∣
∣
∣
2x−1−

√
5

2x−1+
√
5

∣
∣
∣

]

+ C2. F (x) =

∫

dx
x2+2x+5

= 1
2
arctan

(
x+1
2

)
+ C3. F (x) =

∫

dx
x2+2x

= 1
2
ln
∣
∣ x
x+2

∣
∣+ C4. F (x) =

∫

3x−2
x2−4x+5

dx = 3
2
ln (x2 − 4x+ 5) + 4 arctan (x− 2) + C



3.9 Integrali ontenenti un trinomio di seondo grado 755. F (x) =

∫

(x−2)2

x2+3x+4
dx = x− 7

2

[

ln (x2 + 3x+ 4)− 6√
7
arctan

(
2x+3√

7

)]

+ C6. F (x) =

∫

x2

x2−6x+10
dx = x+ 3 ln (x2 − 6x+ 10) + 8 arctan (x− 3) + C7. F (x) =

∫

dx
3x2−x+1

= 2
√
11

11
arctan

(
6x−1√

11

)

+ C***Consideriamo integrali del tipo:
H (x) =

∫
mx+ n√

ax2 + bx+ c
dx, (3.26)Qui vanno distinti i asi:1. a > 02. a < 0Consideriamo a > 0Appliando l'arti�io (3.13):

H (x) =
m

2a

∫
2ax+ b√

ax2 + bx+ c
dx+

(

n− mb

2a

)∫
dx√

ax2 + bx+ c

=
m

a

√
ax2 + bx+ c+ C1 +

(

n− mb

2a

)

K (x) ,essendo:
K (x) =

∫
dx√

ax2 + bx+ cPer alolare K (x) applihiamo l'arti�io (3.15):
K (x) =

∫
dx

√

a (x+ k)2 + l
,osihè vanno distinti i tre asi:1. ∆ < 02. ∆ > 03. ∆ = 0Iniziamo on il aso 1:

K (x) =
1√
l

∫
dx

√

1 +
[√

a
l
(x+ k)

]2Eseguendo il ambio di variabile x → ξ =
√

a
l
(x+ k):

K (ξ) =
1√
a

∫
dξ

√

1 + ξ2
=

1√
a
ln
∣
∣
∣ξ +

√

ξ2 + 1
∣
∣
∣ + C2Ripristinando la variabile x:
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K (x) =

1√
a
ln

∣
∣
∣
∣

√
a

l
(x+ k) +

√

1 +
a

l
(x+ k)2

∣
∣
∣
∣
+ C2Per le (3.19):

ξ =
2ax+ b√

−∆
,donde:

K (x) =
1√
a
ln

∣
∣
∣
∣
∣
∣

2ax+ b√
−∆

+

√

1 +
(2ax+ b)2

|∆|

∣
∣
∣
∣
∣
∣

+ C2Finalmente l'integrale (3.26):
H (x) =

m

a

√
ax2 + bx+ c+

1√
a

(

n− mb

2a

)

ln

∣
∣
∣
∣
∣
∣

2ax+ b√
−∆

+

√

1 +
(2ax+ b)2

|∆|

∣
∣
∣
∣
∣
∣

+ C (3.27)Ad esempio:
H (x) =

∫
x+ 3√

x2 + 2x+ 2
dx

=
√
x2 + 2x+ 2 + 2 ln

∣
∣
∣x+ 1 +

√
x2 + 2x+ 2

∣
∣
∣+ CCaso 2 (∆ > 0) vale la (3.23), donde:

K (x) =
1
√

|l|

∫
dx

√
[
√

a
|l| (x+ k)

]2

− 1Eseguiamo il ambio di variabile:
ξ =

√
a

|l| (x+ k)

K (ξ) =
1√
a

∫
dx

√

ξ2 − 1

=
1√
a
ln
∣
∣
∣ξ +

√

ξ2 − 1
∣
∣
∣+ C2Per le (3.19):

ξ =
2ax+ b√

∆
,donde:

K (x) =
1√
a
ln

∣
∣
∣
∣
∣
∣

2ax+ b√
∆

+

√

(2ax+ b)2

∆
− 1

∣
∣
∣
∣
∣
∣

+ C2
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H (x) =

m

a

√
ax2 + bx+ c+

(

n− mb

2a

)
1√
a
ln

∣
∣
∣
∣
∣
∣

2ax+ b√
∆

+

√

(2ax+ b)2

∆
− 1

∣
∣
∣
∣
∣
∣

+ C (3.28)Caso 3 (∆ = 0):
K (x) =

∫
dx

√

a (x+ k)2

=
1√
a
ln |x+ k|+ C2

=
1√
a
ln

∣
∣
∣
∣

2ax+ b

2a

∣
∣
∣
∣
+ C2Quindi:

H (x) =
m

a

√
ax2 + bx+ c+

(

n− mb

2a

)
1√
a
ln

∣
∣
∣
∣

2ax+ b

2a

∣
∣
∣
∣
+ C (3.29)Consideriamo a < 0

H (x) =
m

a

√
ax2 + bx+ c+ C1 +

(

n− mb

2a

)

K (x)Qui è:
K (x) =

∫
dx

√

− |a| (x+ k)2 + lon k e l dati dalla (3.16). Consideriamo solo il aso ∆ > 0, giahé per ∆ ≤ 0 l'integrandoè immaginario.
K (x) =

1√
l

∫
dx

√

1−
[√

|a|
l
(x+ k)

]2Eseguendo il ambio di variabile
ξ =

√

|a|
l
(x+ k)otteniamo:

K (ξ) =
1

√

|a|
arcsin ξ + C2Ripristinando la variabile x:

ξ =

√

4a2

∆

2ax+ b

2a
= −2ax+ b√

∆
=⇒ (3.30)

=⇒ K (x) = − 1
√

|a|
arcsin

(
2ax+ b√

∆

)

+ C2,



78 Integrali inde�nitidonde:
H (x) =

m

a

√
ax2 + bx+ c− 1

√

|a|

(

n− mb

2a

)

arcsin

(
2ax+ b√

∆

)

+ C (3.31)Esempi1. H (x) =

∫

2x−3√
−2x2+3x+2

dx = −
√
−2x2 + 3x+ 2− 3

4

√
2 arcsin

(
4x−3
5

)
+ C2. H (x) =

∫

dx√
−x2+2x+5

= arcsin
(

x−1√
6

)

+ C3.9.3 Calolare gli integrali1) ∫ dx√
x−x2

4) ∫ −x+2√
2−x−x2

dx2) ∫ 2x−8√
1−x−x2

dx 5) ∫ 10x−4√
2+5x−7x2

dx3) ∫ 3x+2√
1−4x−6x2

dx 6) ∫ −2x+3√
14+5x−7x2

dx3.9.4 Soluzioni1. H (x) =

∫

dx√
x−x2

= arcsin (2x− 1) + C2. H (x) =

∫

2x−8√
1−x−x2

dx = −2
√
1− x− x2 − 9 arcsin

(
2x+1√

5

)

+ C3. H (x) =

∫

3x+2√
1−4x−6x2

dx = −1
2

√
1− 4x− 6x2 +

√
6
6
arcsin

[√
10
5

(3x+ 1)
]

+ C4. H (x) =

∫

−x+2√
2−x−x2

dx =
√
2− x− x2 + 5

2
arcsin

(
2x+1
3

)
+ C5. H (x) =

∫

10x−4√
2+5x−7x2

dx = −10
7

√
2 + 5x− 7x2 − 3

√
7

49
arcsin

(
14x−5

9

)
+ C6. H (x) =

∫

−2x+3√
14+5x−7x2

dx

= 2
7

√

(14 + 5x− 7x2) + 16
49

√
7 arcsin 14

417

√
417

(
x− 5

14

)
+ CEserizio 10. Calolare:

K (x) =

∫
dx

√

x2 + px+ qSoluzione 11. x2 + px+ q =
(
x+ p

2

)2
+ 4q−p2

4Risulta ∆ = p2 − 4q, per ui se ∆ < 0 abbiamo:
K (x) =

∫
dx

√
√
√
√4q−p2

4

{

1 +

[

2√
4q−p2

(
x+ p

2

)
]2
}

Poniamo:
ξ =

2
√

4q − p2

(

x+
p

2

)

,
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K (ξ) = ln

∣
∣
∣ξ +

√

1 + ξ2
∣
∣
∣Cioè:

K (x) = ln

[

2
√

4q − p2

∣
∣
∣x+

p

2
+
√

x2 + px+ q
∣
∣
∣

]

+ C1

= ln
∣
∣
∣x+

p

2
+
√

x2 + px+ q
∣
∣
∣ + C,essendo C = ln

[

2√
4q−p2

]

+ C1.Se ∆ > 0:
x2 + px+ q =

(

x+
p

2

)2

− |4q − p2|
4

,donde:
K (x) =

∫
dx

√
√
√
√ |4q−p2|

4

{[

2√
|4q−p2|

(
x+ p

2

)
− 1

]2
}Eseguendo il ambio di variabile:

ξ =
2

√

|4q − p2|
(

x+
p

2

)

,otteniamo:
K (ξ) = ln

∣
∣
∣ξ +

√

ξ − 1
∣
∣
∣+ C1In funzione di x:

K (x) = ln

[

2
√

|4q − p2|

∣
∣
∣x+

p

2
+
√

x2 + px+ q
∣
∣
∣

]

+ C1

= ln
∣
∣
∣x+

p

2
+
√

x2 + px+ q
∣
∣
∣+ C,essendo C = ln

[

2√
|4q−p2|

]

+ C1.Se ∆ = 0:
x2 + px+ q =

(

x+
p

2

)2

,donde:
K (x) =

∫
dx

(
x+ p

2

)2 = ln
∣
∣
∣x+

p

2

∣
∣
∣+ C***Consideriamo gli integrali del tipo:

L (x) =

∫
dx

(mx+ n)
√
ax2 + bx+ c

, (3.32)essendo m,n, a, b, c ∈ R tali he (m,n) 6= (0, 0).Gli integrali di questo tipo si riduono a quelli del tipo (3.26) eseguendo il ambio di variabile:
ξ =

1

mx+ nEsempio
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L (x) =

∫
dx

(x+ 1)
√
x2 + 1Esegiamo il ambio di variabile:

x+ 1 =
1

ξ
=⇒ dx = −dξ

ξ2
,donde:

L (ξ) = −
∫

dξ
√

2ξ2 − 2ξ + 1

= − 1√
2
ln
∣
∣
∣2ξ − 1 +

√

4ξ2 − 4ξ + 2
∣
∣
∣+ CRipristinando la variabile indipendente:

L (x) = − 1√
2
ln

∣
∣
∣
∣
∣

1− x+
√

2 (1 + x2)

1 + x

∣
∣
∣
∣
∣
+ C3.9.5 Calolare gli integrali1) ∫ dx

x
√
1−x2

3) ∫ dx
(x−1)

√
x2−22) ∫ dx

x
√
x2+x−1

4) ∫ dx
(x+1)

√
x2+2x3.9.6 Soluzioni1. L (x) =

∫

dx
x
√
1−x2

. Eseguiamo il ambio di variabile:
x =

1

ξ
,donde:

L (ξ) = −
∫

dξ
√

ξ2 − 1

= − ln
∣
∣
∣ξ +

√

ξ2 − 1
∣
∣
∣+ CRipristinando la variabile x:

L (x) = ln

∣
∣
∣
∣

x

1 +
√
1− x2

∣
∣
∣
∣
+ C2. L (x) =

∫

dx
x
√
x2+x−1

. Eseguiamo il ambio di variabile:
x =

1

ξ
,donde:

L (ξ) = −
∫

dξ
√

−ξ2 + ξ + 1



3.9 Integrali ontenenti un trinomio di seondo grado 81Appliando la (3.30):
L (ξ) = arcsin

(−2ξ + 1√
5

)

+ CRipristinando la variabile x:
L (x) = arcsin

(
x− 2

x
√
5

)

+ C3. L (x) =

∫

dx
(x−1)

√
x2−2

. Eseguiamo il ambio di variabile:
x− 1 =

1

ξ
,donde:

L (ξ) = −
∫

dξ
√

−ξ2 + 2ξ + 1Appliando la (3.30):
L (ξ) = arcsin

(−ξ + 1√
2

)

+ CRipristinando la variabile x:
L (x) = arcsin

[
x− 2√
2 (x− 1)

]

+ C4. L (x) =

∫

dx
(x+1)

√
x2+2x

. Eseguiamo il ambio di variabile:
x+ 1 =

1

ξ
,donde:

L (ξ) = −
∫

dξ
√

1− ξ2

= − arcsin ξ + CRipristinando la variabile x:
L (x) = − arcsin

(
1

x+ 1

)

+ C***Consideriamo gli integrali del tipo:
M (x) =

∫ √
ax2 + bx+ cdx (3.33)Qui vanno distinti i asi:1. a > 02. a < 0



82 Integrali inde�nitiConsideriamo a > 0Riaviamo dal trinomio un quadrato ompleto applihando l'arti�io (3.15):
M (x) =

∫ √

a (x+ k)2 + ldxEseguiamo il ambio di variabile:
ξ = x+ k (3.34)Quindi:

M (ξ) =
√
a

∫ √

ξ2 +
l

a
dξ (3.35)Caloliamo l'integrale a seondo membro della (3.35), ponendo α = l/a. Integrando perparti:

∫
√

ξ2 + αdξ = ξ
√

ξ2 + α−
∫

ξ2dξ
√

ξ2 + α

= ξ
√

ξ2 + α−
∫

(ξ2 + α)− α
√

ξ2 + α
dξ

= ξ
√

ξ2 + α−
∫
√

ξ2 + αdξ + α

∫
dξ

√

ξ2 + α
,donde:

∫
√

ξ2 + αdξ =
ξ

2

√

ξ2 + α +
α

2

∫
dξ

√

ξ2 + α

=
ξ

2

√

ξ2 + α +
α

2
ln
∣
∣
∣ξ +

√

ξ2 + α
∣
∣
∣+ C1Osserviamo he:

ξ = x+ k =
2ax+ b

2a

α = − ∆

4a2
=⇒ ξ2 + α =

ax2 + bx+ c

aQuindi:
M (x) =

2ax+ b

4a

√
ax2 + bx+ c− ∆

√
a

8a2
ln

∣
∣
∣
∣
∣

2ax+ b

2a
+

√

ax2 + bx+ c

a

∣
∣
∣
∣
∣
+ C2

=
2ax+ b

4a

√
ax2 + bx+ c− ∆

√
a

8a2

[

ln

∣
∣
∣
∣

√
a
2ax+ b

2a
+
√
ax2 + bx+ c

∣
∣
∣
∣
− ln

√
a

]

+ C2Inorporando ln
√
a nella ostante di integrazione:

C = C2 +
∆
√
a

8a2
ln
√
a,otteniamo:

M (x) =
2ax+ b

4a

√
ax2 + bx+ c− ∆

√
a

8a2
ln

∣
∣
∣
∣

√
a
2ax+ b

2a
+
√
ax2 + bx+ c

∣
∣
∣
∣
+ C (3.36)



3.9 Integrali ontenenti un trinomio di seondo grado 83Esempi
M (x) =

∫ √
x2 + 2x− 3dx = x+1

2

√
x2 + 2x− 3− 2 ln

(
1 + x+

√
x2 + 2x− 3

)
+ C

M (x) =

∫ √
3x2 + x+ 2dx

= 1
72

[

6 (6x+ 1)
√
3x2 + x+ 2 + 23

√
3 ln

∣
∣
∣
1+6x
2
√
3
+
√
3x2 + x+ 2

∣
∣
∣

]

+ C

M (x) =

∫ √
25x2 + 4x+ 7dx

= 1
250

[
5 (2 + 25x)

√
25x2 + 4x+ 7 + 171 ln

∣
∣ 2
5
+ 5x+

√
25x2 + 4x+ 7

∣
∣
]
+ CConsideriamo a < 0L'integrale diventa (3.33)

M (x) =
√

|a|
∫ √

β2 − (x+ k)2dx,essendo
β2 =

l

|a| =
∆

4a2da iò segue a�nhè l'integrando sia reale, deve essere ∆ > 0. Eseguendo il ambio divariabile (3.34):
M (ξ) =

√

|a|
∫
√

β2 − ξ2dξ (3.37)Integriamo per parti:
∫
√

β2 − ξ2dξ = ξ
√

β2 − ξ2 +

∫
ξ2

√

β2 − ξ2
dξ

= ξ
√

β2 − ξ2 −
∫

(β2 − ξ2)− β2

√

β2 − ξ2
dξ

= ξ
√

β2 − ξ2 −
∫
√

β2 − ξ2dξ + β2

∫
dξ

√

β2 − ξ2

= ξ
√

β2 − ξ2 −
∫
√

β2 − ξ2dξ + β2 arcsin

(
ξ

β

)

,da ui:
∫
√

β2 − ξ2dξ =
ξ

2

√

β2 − ξ2 +
β2

2
arcsin

(
ξ

β

)

+ C1Sostituendo nella (3.37) e ripristinando la variabile x:
M (x) =

2ax+ b

4a

√
ax2 + bx+ c− ∆

√

|a|
8a2

arcsin

(
2ax+ b√

∆

)

+ CEsempi
M (x) =

∫ √
−x2 − 2x+ 1dx = x+1

2

√
−x2 − 2x+ 1 + arcsin

(
1+x√

2

)

+ C

M (x) =

∫ √
x− x2dx = 2x−1

4

√
x− x2 + 1

8
arcsin (2x− 1) + C

M (x) =

∫ √
2− x− x2dx = 2x+1

4

√
2− x− x2 + 9

8
arcsin

(
2x+1
3

)
+ C***



84 Integrali inde�nitiRiassumendo:
∫

mx+ n

ax2 + bx+ c
dx (3.38)

=
m

2a
ln
∣
∣ax2 + bx+ c

∣
∣ +







+ 2√
−∆

(
n− mb

2a

)
arctan

(
2ax+b√

−∆

)

+ C, se ∆ < 0

+ 1√
∆

(
n− mb

2a

)
ln
∣
∣
∣
2ax+b−

√
∆

2ax+b+
√
∆

∣
∣
∣+ C, se ∆ > 0

− 2
2ax+b

+ C, se ∆ = 0

∫
mx+ n√

ax2 + bx+ c
dx (3.39)

=
m

a

√
ax2 + bx+ c+







1√
a

(
n− mb

2a

)
ln

∣
∣
∣
∣
2ax+b√

−∆
+
√

1 + (2ax+b)2

|∆|

∣
∣
∣
∣
+ C, se a > 0,∆ < 0

(
n− mb

2a

)
1√
a
ln

∣
∣
∣
∣
2ax+b√

∆
+
√

4a(ax2+bx+c)
∆

∣
∣
∣
∣
+ C, se a > 0,∆ > 0

(
n− mb

2a

)
1√
a
ln
∣
∣2ax+b

2a

∣
∣ + C, se a > 0,∆ = 0

− 1√
|a|

(
n− mb

2a

)
arcsin

(
2ax+b√

∆

)

+ C, se a < 0,∆ > 0

∫
dx

(mx+ n)
√
ax2 + bx+ c

(3.40)si riondue alla forma (3.39)mediante la sostituzione
ξ =

1

mx+ n

∫ √
ax2 + bx+ cdx (3.41)

=
2ax+ b

4a

√
ax2 + bx+ c+







−∆
√
a

8a2
ln
∣
∣
√
a2ax+b

2a
+
√
ax2 + bx+ c

∣
∣ + C, se a > 0

−∆
√

|a|
8a2

arcsin
(

2ax+b√
∆

)

+ C, se a < 03.10 Coppia di integrali notevoliDai aloli preedenti segue l'esistenza della oppia di integrali notevoli:
∫ √

x2 + αdξ =
x

2

√
x2 + α +

α

2
ln
∣
∣
∣x+

√
x2 + α

∣
∣
∣ + C (3.42)

∫
√

β2 − x2dξ =
x

2

√

β2 − x2 +
β2

2
arcsin

(
x

β

)

+ C



3.11 Eserizi riepilogativi sugli integrali ontenenti un trinomio di seondogrado 853.11 Eserizi riepilogativi sugli integrali ontenenti untrinomio di seondo grado3.11.1 Calolare i seguenti integrali1) ∫ dx
x
√
x2−1

11) ∫ x+2√
4x−x2

dx 21) ∫ √
4x2 − 4x+ 5dx2) ∫ dx

2x2+2x+5
12) ∫ x+2√

x2+9
dx 22) ∫ dx

x
√
x2−53) ∫ x+1

x2−4x+8
dx 13) ∫ 2x−3

4x2−11
dx 23) ∫ 2x−3

x2+6x+13
dx4) ∫ dy

y2+10y+30
14) ∫ x+2√

x2+2x−3
dx 24) ∫ x−1

3x2−4x+3
dx5) ∫ x+3√

1−x2
dx 15) ∫ 2−x

4x2+4x−3
dx 25) ∫ x√

27+6x−x2
dx6) ∫ 2x−7

x2+9
dx 16) ∫ √

25− x2dx 26) ∫ 5−4x√
12x−4x2−8

dx7) ∫ dx√
20+8x−x2

17) ∫ √
3− 4x2dx 27) ∫ √

16− 9x2dx8) ∫ dx√
28−12x−x2

18) ∫ √
x2 − 36dx 28) ∫ √

x2 − 16dx9) ∫ x+3√
5−4x−x2

dx 19) ∫ √
3x2 + 5dx 29) ∫ √

4x2 + 9dx10) ∫ 2x+3
9x2−12x+8

dx 20) ∫ √
3− 2x− x2dx 30) ∫ √

x2 − 2x− 3dx3.11.1.1 Soluzioni1. I (x) = ∫ dx
x
√
x2−1

. Eseguiamo il ambio di variabile:
x =

1

ξ
,donde:

I (ξ) = −
∫

dξ
√

1− ξ2
= − arcsin ξ + CRipristinando la variabile x:

I (x) = − arcsin

(
1

x

)

+ C2. ∫ dx
2x2+2x+5

= 1
3
arctan

(
2x+1
3

)3. ∫ x+1
x2−4x+8

dx = 1
2
ln |x2 − 4x+ 8|+ 3

2
arctan

(
x−2
2

)
+ C4. ∫ dy

y2+10y+30
= 1√

5
arctan

(
y+5√

5

)

+ C5. ∫ x+3√
1−x2

dx = −
√
1− x2 + 3 arcsinx+ C6. ∫ 2x−7

x2+9
dx = ln (x2 + 9)− 7

3
arctan

(
x
3

)
+ C



86 Integrali inde�niti7. ∫ dx√
20+8x−x2

= arcsin
(
x−4
6

)
+ C8. ∫ dx√

28−12x−x2
= arcsin

(
x+6
8

)
+ C9. ∫ x+3√

5−4x−x2
dx = −

√
5− 4x− x2 + arcsin

(
x+2
3

)
+ C10. ∫ 2x+3

9x2−12x+8
dx = 1

9
ln |9x2 − 12x+ 8|+ 13

18
arctan

(
3
2
x− 1

)
+ C11. ∫ x+2√

4x−x2
dx = 4 arcsin

(
1
2
x− 1

)
−
√
4x− x2 + C12. ∫ x+2√

x2+9
dx =

√
x2 + 9 + 2 ln

∣
∣x+

√
x2 + 9

∣
∣ + C13. ∫ 2x−3

4x2−11
dx = 1

4
ln |4x2 − 11| − 3

4
√
11
ln
∣
∣
∣
2x−

√
11

2x+
√
11

∣
∣
∣+ C14. ∫ x+2√

x2+2x−3
dx = ln

∣
∣1 + x+

√
x2 + 2x− 3

∣
∣+

√
x2 + 2x− 3 + C15. ∫ 2−x

4x2+4x−3
dx =

= −1
8
ln |4x2 + 4x− 3|+ 5

16
ln
∣
∣2x−1
2x+3

∣
∣+ C

= −1
8
(ln |2x+ 3|+ ln |2x− 1|) + 5

16
(ln |2x− 1| − ln |2x+ 3|) + C

= − 7
16
ln |2x+ 3|+ 3

16
ln |2x− 1|+ C16. ∫ √

25− x2dx = x
2

√
25− x2 + 25

2
arcsin x

5
+ C17. ∫ √

3− 4x2dx = x
2

√
3− 4x2 + 3

4
arcsin

(
2x√
3

)

+ C18. ∫ √
x2 − 36dx = x

2

√
x2 − 36− 18 ln

∣
∣x+

√
x2 − 36

∣
∣ + C19. ∫ √

3x2 + 5dx = x
2

√
3x2 + 5 + 5

√
3

6
ln
∣
∣
√
3x+

√
3x2 + 5

∣
∣ + C20. ∫ √

3− 2x− x2dx = x+1
2

√
3− 2x− x2 + 2 arcsin

(
1+x
2

)
+ C21. ∫ √

4x2 − 4x+ 5dx = 2x−1
4

√
4x2 − 4x+ 5 + ln

∣
∣2x− 1 +

√
4x2 − 4x+ 5

∣
∣ + C22. ∫ dx

x
√
x2−5

= 1√
5
arcsin

(√
5
x

)

+ C23. ∫ 2x−3
x2+6x+13

dx = ln |x2 + 6x+ 13| − 9
2
arctan

(
x+3
2

)
+ C24. ∫ x−1

3x2−4x+3
dx = 1

6
ln |3x2 − 4x+ 3| −

√
5

15
arctan

(
3x−2√

5

)

+ C25. ∫ x√
27+6x−x2

dx = −
√
27 + 6x− x2 + 3 arcsin

(
x−3
6

)
+ C



3.11 Eserizi riepilogativi sugli integrali ontenenti un trinomio di seondogrado 8726. ∫ 5−4x√
12x−4x2−8

dx = 1
2
arcsin (3− 2x) + 2

√
3x− x2 − 2 + C27. ∫ √

16− 9x2dx = x
2

√
16− 9x2 + 8

3
arcsin

(
3
4
x
)
+ C28. ∫ √

x2 − 16dx = 1
2
x
√
x2 − 16− 8 ln

∣
∣x+

√
x2 − 16

∣
∣ + C29. ∫ √

4x2 + 9dx = 1
2
x
√

(4x2 + 9) + 9
4
ln
∣
∣2x+

√
4x2 + 9

∣
∣+ C30. ∫ √

x2 − 2x− 3dx = x−1
2

√
x2 − 2x− 3− 2 ln

∣
∣−1 + x+

√
x2 − 2x− 3

∣
∣+ C3.11.2 Calolare i seguenti integrali1) ∫ √

12 + 4x− x2dx 5) ∫ dx√
4−9x22) ∫ √

x2 + 4xdx 6) ∫ sin 8x
9+sin4 4x

dx3) ∫ √
x2 − 8xdx 7) ∫ xdx

x4−4x2+34) ∫ √
6x− x2dx 8) ∫ cos x

sin2 x−6 sinx+12
dx3.11.3 Soluzioni1. ∫ √

12 + 4x− x2dx = x−2
2

√
12 + 4x− x2 + 8 arcsin

(
x−2
4

)
+ C2. ∫ √

x2 + 4xdx = x+2
2

√
x2 + 4x− 2 ln

∣
∣2 + x+

√
x2 + 4x

∣
∣+ C3. ∫ √

x2 − 8xdx = x−4
2

√
x2 − 8x− 8 ln

∣
∣x− 4 +

√
x2 − 8x

∣
∣+ C4. ∫ √

6x− x2dx = x−3
2

√
6x− x2 + 9

2
arcsin

(
−1 + 1

3
x
)
+ C5. ∫ dx√

4−9x2
= 1

3
arcsin 3

2
x+ C6. I (x) = ∫ sin 8x

9+sin4 4x
dx = 2

∫

sin 4x cos 4x
9+sin4 4x

dx. Eseguiamo il ambio di variabile:
ξ = sin 4x,donde:

I (ξ) =
1

2

∫
ξdξ

9 + (ξ2)2

=
1

4

∫
d (ξ2)

9 + (ξ2)2

=
1

36

∫
d (ξ2)

1 +
(

ξ2

3

)2

=
1

12
arctan

(
ξ2

3

)

+ C



88 Integrali inde�nitiRipristinando la variabile x:
I (x) =

1

12
arctan

(
sin2 4x

3

)

+ C7. I (x) = ∫ xdx
x4−4x2+3

. Eseguiamo il ambio di variabile:
ξ = x2,donde:

I (ξ) =
1

2

∫
dξ

ξ2 − 4ξ + 3

=
1

4
ln

∣
∣
∣
∣

ξ − 3

ξ − 1

∣
∣
∣
∣
+ CRipristinando la variabile x:

I (x) =
1

4
ln

∣
∣
∣
∣

x2 − 3

x2 − 1

∣
∣
∣
∣
+ C8. I (x) = ∫ cos x

sin2 x−6 sinx+12
dx. Eseguiamo il ambio di variabile:

ξ = sin x,donde:
I (ξ) =

1

2

∫
dξ

ξ2 − 6ξ + 12

=
1√
3
arctan

(
ξ − 3√

3

)

+ CRipristinando la variabile x:
I (x) =

1√
3
arctan

∣
∣
∣
∣

sin x− 3√
3

∣
∣
∣
∣
+ C3.12 Integrazione delle funzioni razionaliConsideriamo l'integrale inde�nito:

∫

f (x) dx, (3.43)essendo:
f (x) =

p (x)

q (x)
, (3.44)on p (x), q (x) polinomi in x di grado m e n rispettivamente:

p (x) =
m∑

k=0

akx
k, q (x) =

n∑

k=0

bkx
k (3.45)De�nizione. La funzione f (x) espressa dalla (3.44) è una funzione razionale. Piùpreisamente, è una funzione razionale propria se m < n; una funzione razionaleimpropria se m ≥ n.



3.12 Integrazione delle funzioni razionali 893.12.1 Funzioni razionali proprieSotto ragionevoli ipotesi, la funzione (3.44) ammette una deomposizione in frazioniparziali, ioè somme di fattori del tipo:
Ai

x− ξi
, Ai,j

(x− ξi)
νj , Ax+B

ax2 + bx+ c
, Aix+Bi

(ax2 + bx+ c)iAd esempio, se q (x) ha r radii reali distinte:
ξ1, ξ2, ..., ξrSe νk la molteiplità di ξk:
r∑

k=1

νk = n,donde:
q (x) =

r∏

k=1

(x− ξk)
νk (3.46)In tal aso la deomposizione in frazioni parziali è

f (x) =
r∑

i=1

νi∑

j=1

Ai,j

(x− ξi)
j , (3.47)essendo Ai,j oe�ienti indeterminati. Espliitando il seondo membro della (3.47):

f (x) =
A1,1

x− ξ1
+

A1,2

(x− ξ1)
2 + ... +

A1,ν1

(x− ξ1)
ν1 (3.48)

+
A2,1

x− ξ2
+

A2,2

(x− ξ2)
2 + ... +

A2,ν2

(x− ξ1)
ν2

... +
Ar,1

x− ξr
+

Ar,2

(x− ξr)
2 + ...+

Ar,νr

(x− ξr)
νrNel aso speiale r = n (ioè q (x) ammette n radii reali e distinte iasuna di moltepliità

1), la deomposizione (3.47) è:
f (x) =

n∑

i=1

Ai

x− ξi
=

A1

x− ξ1
+

A2

x− ξ2
+ ...+

An

x− ξn
(3.49)La (3.49) esprime una deomposizione in fattori lineari distinti.Esempio 12.

f (x) =
1

x2 − 4
=

1

(x− 2) (x+ 2)

=
A1

x− 2
+

A1

x− 2

=
(A1 + A2)x+ 2 (A1 −A2)

x2 − 4Per il prinipio di identità dei polinomi:
A1 + A2 = 0 (3.50)

2 (A1 − A2) = 1



90 Integrali inde�nitiLa soluzione del sistema (3.50) è:
(A1, A2) =

(
1

4
,−1

4

)

,donde la demposizione in fattori lineari distinti è:
f (x) =

1

4 (x− 2)
− 1

4 (x+ 2)Nel aso generale r ∈ {1, 2, ...n− 1}, si applia la (3.47) he esprime una deomposizione infattori lineari ripetuti.Esempio 13.
p (x) = x, q (x) = x3 + x2 − x− 1Cerhiamo le radii reali di q (x):

q (x) = 0 ⇐⇒ x = 1,−1Preisamente:
ξ1 = 1, (ν1 = 1)

ξ2 = −1, (ν2 = 2) ,per ui:
q (x) = (x− 1) (x+ 1)2La deomposizione si srive:

x

(x− 1) (x+ 1)2
=

A1,1

x− 1
+

A2,1

x+ 1
+

A2,2

(x+ 1)2Per non appesantire la notazione, ride�niamo i oe�ienti della deomposizione:
x

(x− 1) (x+ 1)2
=

A

x− 1
+

B1

x+ 1
+

B2

(x+ 1)2Abbiamo:
(A+B1) x

2 + (2A +B2 − 1)x+ A− B1 − B2 = 0da ui il sistema lineare:
A +B1 + 0 = 0

2A+ 0 +B2 = 1

A−B1 − B2 = 0he è ompatibile e determinato:
(A,B1, B2) =

(
1

4
,−1

4
,
1

2

)Periò:
x

(x− 1) (x+ 1)2
=

1

4 (x− 1)
− 1

4 (x+ 1)
+

1

2 (x+ 1)2Quindi l'integrale:
∫

x

(x− 1) (x+ 1)2
=

1

4
ln

∣
∣
∣
∣

x− 1

x+ 1

∣
∣
∣
∣
− 1

2 (x+ 1)
+ C



3.12 Integrazione delle funzioni razionali 91Esempio 14.
I (x) =

∫
p (x)

q (x)
dx,essendo:

p (x) = 1, q (x) = x3 − 2x2 + x = x (x− 1)2 ,donde:
p (x)

q (x)
=

A

x
+

B1

x− 1
+

B2

(x− 1)2Ciò implia:
A+B1 + 0 = 0

2A+B1 −B2 = 0

A+ 0 + 0 = 1La soluzione è
(A,B1, B2) = (1,−1, 1)Quindi I (x) = ln

∣
∣ x
x−1

∣
∣− 1

x−1
+ CSe q (x) ontiene dei fattori irriduibili ax2+bx+c, a iasuno di essi orrisponde una frazioneparziale propria:

Ax+B

ax2 + bx+ c
,on A,B oe�ienti indeterminati. In tal aso si ha una deomposizione in fattori qua-dratii distinti.Esempio 15. Sia:

f (x) =
x3 + x2 + x+ 2

x4 + 3x2 + 2La deomposizione è:
f (x) =

Ax+B

x2 + 2
+

Cx+D

x2 + 1Deve essere:
A+ 0 + C + 0 = 1

0 +B + 0 +D = 1

A+ 0 + 2C + 0 = 1

0 +B + 0 + 2D = 2Tale sistema lineare è ompatibile e determinato:
(A,B,C,D) = (1, 0, 0, 1)Quindi:
f (x) =

x

x2 + 1
+

1

x2 + 1L'integrale vale: ∫

f (x) dx =
1

2
ln
(
x2 + 1

)
+ arctanx+ CSe q (x) ontiene dei fattori irriduibili (ax2 + bx+ c)

β, a iasuno di essi orrisponde unasomma di β frazioni parziali proprie:
β
∑

i=1

Aix+Bi

(ax2 + bx+ c)i
,on Ai, Bi oe�ienti indeterminati. In tal aso si ha una deomposizione in fattori qua-dratii ripetuti.



92 Integrali inde�nitiEsempio 16. Sia:
f (x) =

2x2 + 3

(x2 + 1)2Abbiamo:
f (x) =

Ax+B

x2 + 1
+

Cx+D

(x2 + 1)2Otteniamo il sistema di equazioni lineari:
A + 0 + 0 + 0 = 0

0 +B + 0 + 0 = 2

A+ 0 + C + 0 = 0

0 +B + 0 +D = 3,he è ompatibile e determinato, on soluzione:
(A,B,C,D) = (0, 2, 0, 1)donde:
f (x) =

2

x2 + 1
+

1

(x2 + 1)2Ciò implia he l'integrale è:
I (x) =

∫

f (x) dx = 2 arctanx+

∫
dx

(x2 + 1)2Caloliamo l'integrale a seondo membro attraverso il ambio di variabile:
x = tan ξ,per ui: ∫

dx

(x2 + 1)2
=

∫

cos2 ξdξ =
1

2
(ξ + sin ξ cos ξ) + CPer ripristinare la variabile x è neessario espliitare:

sin (arctanx) , cos (arctanx)A tale sopo osserviamo he:
cos x =

√

1

tan2 x+ 1
,quindi:

cos (arctan x) =
1√

x2 + 1
(3.51)

sin (arctan x) =
√

1− cos2 (arctan x)

=
x√

x2 + 1Dalle (3.51) otteniamo:
sin ξ cos ξ =

x

x2 + 1
,quindi l'integrale: ∫

dx

(x2 + 1)2
=

1

2
arctan x+

x

2 (x2 + 1)
+ C1 (3.52)Finalmente: ∫

f (x) dx =
5

2
arctanx+

x

2 (x2 + 1)
+ C



3.12 Integrazione delle funzioni razionali 93Esempio 17. Sia:
f (x) =

x5 − x4 + 4x3 − 4x2 + 8x− 4

(x2 + 2)3Abbiamo:
f (x) =

Ax+B

x2 + 2
+

Cx+D

(x2 + 2)2
+

Ex+ F

(x2 + 2)3Eseguendo i aloli:
A + 0 + 0 + 0 + 0 + 0 = 1

0 +B + 0 + 0 + 0 + 0 = −1

4A+ 0 + C + 0 + 0 + 0 = 4

0 + 4B + 0 +D + 0 + 0 = −4

4A+ 0 + 2C + 0 + E + 0 = 8

0 + 4B + 0 + 2D + 0 + F = −4,la ui unia soluzione è:
(A,B,C,D,E, F ) = (1,−1, 0, 0, 4, 0)Quindi:

f (x) =
x− 1

x2 + 2
+

4x

(x2 + 2)3L'integrale:
∫

f (x) dx =

∫
x

x2 + 2
dx−

∫
dx

x2 + 2
+ 4

∫
xdx

(x2 + 2)3

=
1

2
ln
(
x2 + 2

)
− 1√

2
arctan

(
x√
2

)

− 1

(x2 + 2)2
+ CLa tabella seguente riassume i vari asi:Fattore Frazioni parziali N

ax+ b A
ax+b

1

(ax+ b)α A
(ax+b)i

, i = 1, 2, ..., α α

ax2 + bx+ c Ax+B
ax2+bx+c

1

(ax2 + bx+ c)
β Ax+B

(ax2+bx+c)i
, i = 1, 2, ..., β βSe il polinomio q (x) ha radii reali e omplesse multiple, per il alolo dell'integrale (3.43)si applia la seguente formula di riduzione:

∫
p (x)

q (x)
dx =

X (x)

q1 (x)
+

∫
Y (x)

q2 (x)
dx (3.53)Nella (3.53) q1 (x) è il massimo omune denominatore di q (x) e q′ (x) = d

dx
q (x), mentre

X (x), Y (x) sono polinomi a oe�ienti indeterminati di grado r − 1, essendo r il grado di
q1 (x). Il polinomio q2 (x) è:

q2 (x) =
q (x)

q1 (x)



94 Integrali inde�nitiEsempio 18. p (x) = 1, q (x) = (x3 − 1)
2. Abbiamo q′ (x) = 6x2 (x3 − 1), per ui q1 (x) =

q2 (x) = x3 − 1. Per la (3.53)
∫

dx

(x3 − 1)2
=

Ax2 +Bx+ C

x3 − 1
+

∫
Dx2 + Ex+ F

x3 − 1Derivando primo e seondo membro:
1

(x3 − 1)2
=

(2Ax+B) (x3 − 1)− 3x2 (Ax2 +Bx+ C)

(x3 − 1)2
+

Dx2 + Ex+ F

x3 − 1

=
Dx5 + (E − A) x4 + (F − 2B)x3 + (−D − 3C) x2 + (−E − 2A)x− F − B

(x3 − 1)2Da ui:
0 + 0 + 0 +D + 0 + 0 = 0 (3.54)

−A + 0 + 0 + 0 + E + 0 = 0

0− 2B + 0 + 0 + 0 + F = 0

0 + 0− 3C −D + 0 + 0 = 0

−2A+ 0 + 0 + 0− E + 0 = 0

0−B + 0 + 0 + 0− F = 1Dalla prima e dalla quarta equazione del sistema (3.54):
D = C = 0,donde otteniamo il sistema:

−A + 0 + E + 0 = 0 (3.55)
0− 2B + 0 + F = 0

−2A+ 0− E + 0 = 0

0−B + 0− F = 1Dalla prima e dalla terza:
A = E = 0Quindi:

B = −1

3
, F = −2

3Riassumendo:
A = 0, B = −1

3
, C = 0, D = 0, E = 0, F = −2

3donde:
I (x) = −1

3

x

x3 − 1
− 2

3

∫
dx

x3 − 1Poniamo:
J (x)

def
=

∫
dx

x3 − 1

def
=

∫
p̃ (x)

q̃ (x)
dxDove:

p̃ (x) = 1, q̃ (x) = x3 − 1 = (x− 1)
(
x2 + x+ 1

)



3.12 Integrazione delle funzioni razionali 95ioè q̃ (x) ha radii omplesse. In tal aso la riduzione è:
∫

dx

(x− 1) (x2 + x+ 1)
=

L

x− 1
+

Mx+N

x2 + x+ 1Da ui:
(L,M,N) =

(
1

3
,−1

3
,−2

3

)

,ioè:
J (x) =

1

3
ln |x− 1| − 1

3

∫
x+ 2

x2 + x+ 1
dxL'integrale a seondo membro si alola on la (3.38):

∫
x+ 2

x2 + x+ 1
dx =

1

2
ln
(
x2 + x+ 1

)
+
√
3 arctan

(
2x+ 1√

3

)

+ C2Quindi l'integrale J (x):
J (x) =

1

3
ln |x− 1| − 1

6
ln
(
x2 + x+ 1

)
−

√
3

3
arctan

(
2x+ 1√

3

)

+ C1L'integrale I (x):
I (x) =

x

3 (1− x3)
+

1

9
ln

[
x2 + x+ 1

(x− 1)2

]

+
2
√
3

9
arctan

(
2x+ 1√

3

)

+ C3.12.2 ∫

dx

(x2+1)
2Dai aloli preedenti segue un integrale he ompare spesso:

∫
dx

(x2 + 1)2
=

1

2

[
x

x2 + 1
+ arctanx

]

+ C (3.56)***3.12.3 Calolare i seguenti integrali1) ∫ dx
(x+a)(x+b)

, (a 6= b) 5) ∫ 5x2+6x+9
(x−3)2(x+1)2

dx 9) ∫ dx
(x2−4x+3)(x2+4x+5)2) ∫ dx

(x−1)(x+2)(x+3)
6) ∫ x2−8x+7

(x2−3x−10)2
dx 10) ∫ dx

x3+13) ∫ 2x2+41x−91
(x−1)(x+3)(x−4)

dx 7) ∫ 2x−3
(x2−3x+2)3

dx 11) ∫ dx
x4+14) ∫ dx

x(x+1)2
8) ∫ x5−7x+1

(x2−3x+2)3
dx 12) ∫ dx

x4+x2+13.12.4 Soluzioni1. I (x) = ∫ dx
(x+a)(x+b)

. Abbiamo:
1

(x+ a) (x+ b)
=

A

x+ a
+

B

x+ b

=
(A+B) x+ (Ab+Ba)

(x+ a) (x+ b)
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(A,B) =

(
1

b− a
,− 1

b− a

)Quindi:
I (x) =

1

b− a
ln

∣
∣
∣
∣

x+ a

x+ b

∣
∣
∣
∣
+ C2. I (x) =

∫

dx
(x−1)(x+2)(x+3)

. Abbiamo:
1

(x− 1) (x+ 2) (x+ 3)
=

A

x− 1
+

B

x+ 2
+

C

x+ 3Quindi il sistema di equazioni lineari:
A+B + C = 0

5A+ 2B − C = 0

6A− 3B − 2C = 1,he è ompatibile e determinato:
(A,B,C) =

(
1

12
,−1

3
,
1

4

)Quindi:
I (x) =

1

12
ln |x− 1| − 1

3
ln |x+ 2|+ 1

4
ln |x+ 3|+ C3. I (x) =

∫

2x2+41x−91
(x−1)(x+3)(x−4)

dx. Abbiamo:
2x2 + 41x− 91

(x− 1) (x+ 3) (x− 4)
=

A

x− 1
+

B

x+ 2
+

C

x+ 3Quindi il sistema di equazioni lineari:
A+B + C = 2

−A− 5B + 2C = 41

−12A+ 4B − 3C = −91,he è ompatibile e determinato:
(A,B,C) = (4,−7, 5)Quindi:

I (x) = 4 ln |x− 1| − 7 ln |x+ 3|+ 5 ln |x− 4|+ C4. I (x) = ∫ dx
x(x+1)2

. Qui è:
p (x) ≡ 1, q (x) ≡ x (x+ 1)La (3.47) porge:
1

x (x+ 1)
=

A1,1

x
+

A2,1

x+ 1
+

A2,2

(x+ 1)2

def
=

A

x
+

B1

x+ 1
+

B2

(x+ 1)2



3.12 Integrazione delle funzioni razionali 97Otteniamo il sistema di equazioni lineari:
A+B1 + 0 = 0

2A+B1 +B2 = 0

A + 0 + 0 = 1,la ui soluzione è:
(A,B1, B2) = (1,−1,−1)Quindi:

I (x) =
1

x+ 1
+ ln

∣
∣
∣
∣

x

x+ 1

∣
∣
∣
∣
+ C5. I (x) = ∫ 5x2+6x+9

(x−3)2(x+1)2
dx. Qui è:

p (x) ≡ 5x2 + 6x+ 9, q (x) ≡ (x− 3)2 (x+ 1)2La (3.47) porge:
p (x)

q (x)
=

A1,1

x− 3
+

A1,2

(x− 3)2
+

A2,1

x+ 1
+

A2,2

(x+ 1)2

def
=

A

x− 3
+

B

(x− 3)2
+

C

x+ 1
+

D

(x+ 1)2Otteniamo il sistema di equazioni lineari:
A + 0 + C + 0 = 0

−A +B − 5C +D = 5

−5A+ 2B + 3C − 6D = 6

−3A +B + 9C + 9D = 9,Tale sistema è ompatibile e determinato, on soluzione
(A,B,C,D) =

(

0,
9

2
, 0,

1

2

)Quindi:
I (x) = − 5x+ 3

(x− 3) (x+ 1)
+K6. I (x) = ∫ x2−8x+7

(x2−3x−10)2
dx. Qui è:
p (x) ≡ x2 − 8x+ 7, q (x) ≡

(
x2 − 3x− 10

)2Le radii di q (x) = 0 e le relative moltepiità sono:
ξ1 = 5, (ν1 = 2)

ξ2 = −2, (ν2 = 2)donde:
q (x) = (x− 5)2 (x+ 2)2



98 Integrali inde�nitiLa (3.47) porge:
p (x)

q (x)
=

2∑

i=1

νi∑

j=1

Ai,j

(x− ξi)
j

=
2∑

i=1

(
Ai,1

x− ξi
+

Ai,2

(x− ξi)
2 + ... +

Ai,νi

(x− ξi)
νi

)

=
A1,1

x− ξ1
+

A1,2

(x− ξ1)
2 +

A2,1

x− ξ2
+

A2,2

(x− ξ2)
2Per non appesantire la notazione, ride�niamo:

(A1,1, A1,2, A2,1, A2,2)
def
= (A,B,C,D)per ui:

p (x)

q (x)
=

=
A (x− 5) (x+ 2)2 +B (x+ 2)2 + C (x− 5)2 (x+ 2) +D (x− 5)2

(x− 5)2 (x+ 2)2ioè:
(A+ C) x3 + (−A+B − 8C +D)x2 + (−16A + 4B + 5C − 10D)x

+ (−20A + 4B + 50C + 25D)

= x2 − 8x+ 7Per il prinipio di identità dei polinomi deve essere:
A+ 0 + C + 0 = 0

−A +B − 8C +D = 1

−16A+ 4B + 5C − 10D = −8

−20A + 4B + 50C + 25D = 7Tale sistema è ompatibile e determinato. La soluzione è:
(A,B,C,D) =

(
30

343
,− 8

49
,− 30

343
,−27

49

)Quindi:
p (x)

q (x)
=

30

343

(
1

x− 5
− 1

x+ 2

)

− 1

49

[
8

(x− 5)2
+

1

(x+ 2)2

]L'integrale:
I (x) =

30

343
ln

∣
∣
∣
∣

x− 5

x+ 2

∣
∣
∣
∣
− 19x− 151

49 (x2 − 3x− 10)
+K7. I (x) = ∫ 2x−3

(x2−3x+2)3
dx. L'integrazione è immediata:

I (x) =
1

2

∫
d (x2 − 3x+ 2)

(x2 − 3x+ 2)3
dx

= − 1

2 (x2 − 3x+ 2)2
+K



3.12 Integrazione delle funzioni razionali 998. I (x) = ∫ x5−7x+1
(x2−3x+2)3

dx. Qui è:
p (x) ≡ x5 − 7x+ 1, q (x) ≡

(
x2 − 3x+ 2

)3Le radii di q (x) = 0 e le relative moltepiità sono:
ξ1 = 2, (ν1 = 3)

ξ2 = 1, (ν2 = 3)donde:
q (x) = (x− 2)3 (x− 1)3La (3.47) porge:

p (x)

q (x)
=

2∑

i=1

νi∑

j=1

Ai,j

(x− ξi)
j

=

2∑

i=1

(
Ai,1

x− ξi
+

Ai,2

(x− ξi)
2 + ...+

Ai,νi

(x− ξi)
νi

)

=
A1,1

x− ξ1
+

A1,2

(x− ξ1)
2 +

A1,3

(x− ξ1)
3 +

A2,1

x− ξ2
+

A2,2

(x− ξ2)
2 +

A2,3

(x− ξ2)
3Per non appesantire la notazione, ride�niamo:

(A1,1, A1,2, A1,3, A2,1, A2,2, A2,3)
def
= (A,B,C,D,E, F )per ui:

p (x)

q (x)
=

=
1

q (x)
· {A (x− 2)2 (x− 2)3 +B (x− 2) (x− 1)3 + C (x− 1)3

+D (x− 1)2 (x− 2)3 + E (x− 1) (x− 2)3 + F (x− 2)3}Da ui:
p (x)

q (x)
=

19

(x− 2)3
+

16

(x− 2)2
− 25

x− 2
+

5

(x− 1)3
+

17

(x− 1)2
+

26

x− 1L'integrale:
I (x) =

9− 14x

2 (x2 − 3x+ 2)2
+

38− 33x

x2 − 3x+ 2
− 25 ln |−2 + x|+ 26 ln |x− 1|+K9. I (x) = ∫ 1

(x2−4x+3)(x2+4x+5)
. Qui è:

p (x) ≡ 1, q (x) ≡
(
x2 − 4x+ 3

) (
x2 + 4x+ 5

)Le radii reali di q (x) sono:
ξ1 = 3, ξ2 = 1



100 Integrali inde�nition moltepliità:
ν1 = ν2 = 1Quindi:

p (x)

q (x)
=

A

x− 3
+

B

x− 1
+

Cx+D

x2 + 4x+ 5
, (3.57)giahé x2 + 4x+ 5 ha radii omplesse oniugate. La (3.57) implia

A +B + C + 0 = 0

3A+B − 4C +D = 0

A− 7B + 3C − 4D = 0

−5A− 15B ++0 + 3d = 1,la ui unia soluzione è:
(A,B,C,D) =

(
1

52
,− 1

20
,
2

65
,
3

26

)onde:
I (x) =

1

52
ln |x− 3| − 1

20
ln |x− 1|+ J (x) ,essendo:

J (x) =
1

130

∫
4x+ 15

x2 + 4x+ 5
,he si alola attraverso la (3.38), ottenendo:

J (x) =
1

65
ln
∣
∣x2 + 4x+ 5

∣
∣+

7

130
arctan (x+ 2) +K1Finalmente:

I (x) =
1

52
ln |x− 3| − 1

20
ln |x− 1|+ 1

65
ln
∣
∣x2 + 4x+ 5

∣
∣ +

7

130
arctan (x+ 2)10. I (x) = ∫ dx

x3+1
. Qui è:

p (x) ≡ 1, q (x) ≡ x3 + 1Risulta:
q (x) = (x+ 1)

(
x2 − x+ 1

)
,donde:

p (x)

q (x)
=

A

x+ 1
+

Bx+ C

x2 − x+ 1
,he ondue al sistema:

A +B + 0 = 0

−A +B + C = 0

A+ 0 + C = 1ompatibile e determinato:
(A,B,C) =

(
1

3
,−1

3
,
2

3

)



3.12 Integrazione delle funzioni razionali 101ioè
p (x)

q (x)
=

1

3

1

x+ 1
− 1

3

x− 2

x2 − x+ 1Quindi l'integrale:
I (x) =

1

3
ln |x+ 1| − 1

3
J (x) ,essendo:

J (x) =

∫
x− 2

x2 − x+ 1
dx,he si alola attraverso la (3.38), ottenendo:

J (x) =
1

2
ln
(
x2 − x+ 1

)
−

√
3 arctan

(
2x− 1√

3

)

+K1Finalmente:
I (x) =

1

3
ln |x+ 1| − 1

6
ln
(
x2 − x+ 1

)
+

1√
3
arctan

(
2x− 1√

3

)

+K11. I (x) = ∫ dx
x4+1

. Qui è:
p (x) = 1, q (x) = x4 + 1 =

(

x2 +
√
2x+ 1

)(

x2 −
√
2x+ 1

)Quindi:
p (x)

q (x)
=

(Ax+B)
(
x2 −

√
2x+ 1

)
+ (Cx+D)

(
x2 +

√
2x+ 1

)

q (x)da ui il sistema:
A + 0 + C + 0 = 0

−
√
2A +B +

√
2C +D = 0

A−
√
2B + C +

√
2D = 0

0 + B + 0 +D = 1ompatible e determinato
(A,B,C,D) =

(
1

2
√
2
,
1

2
,− 1

2
√
2
,
1

2

)Quindi l'integrale:
I (x) =

1

2
√
2
[J1 (x)− J2 (x)] ,essendo:

J1 (x) =

∫
x+

√
2

x2 +
√
2x+ 1

dx, J2 (x) =

∫
x−

√
2

x2 −
√
2x+ 1

dxhe si alolano attraverso la (3.38), ottenendo:
J1 (x) =

1

2
ln
(

x2 +
√
2x+ 1

)

+ arctan
(√

2x+ 1
)

+ C1

J2 (x) =
1

2
ln
∣
∣
∣x2 −

√
2x+ 1

∣
∣
∣− arctan

(√
2x− 1

)

+ C2
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I (x) =

1

4
√
2

[

ln
x2 +

√
2x+ 1

∣
∣x2 −

√
2x+ 1

∣
∣
+ 2 arctan

(√
2x+ 1

)

− 2 arctan
(√

2x− 1
)
](3.58)12. I (x) = ∫ dx

x4+x2+1
. Qui è:

p (x) = 1, q (x) = x4 + x2 + 1 =
(
x2 + x+ 1

) (
x2 − x+ 1

)Quindi:
p (x)

q (x)
=

(Ax+B) (x2 − x+ 1) + (Cx+D) (x2 + x+ 1)

q (x)da ui il sistema:
A+ 0 + C + 0 = 0

−A +B + C +D = 0

A− B + C +D = 0

0 +B + 0 +D = 1ompatible e determinato
(A,B,C,D) =

(
1

2
,
1

2
,−1

2
,
1

2

)Quindi l'integrale:
I (x) =

1

2
[J1 (x)− J2 (x)] ,essendo:

J1 (x) =

∫
x+

√
2

x2 +
√
2x+ 1

dx, J2 (x) =

∫
x−

√
2

x2 −
√
2x+ 1

dxhe si alolano attraverso la (3.38), ottenendo:
J1 (x) =

1

2
ln
(
x2 + x+ 1

)
+

1√
3
arctan

(
2x+ 1√

3

)

+K1

J2 (x) =
1

2
ln
(
x2 − x+ 1

)
− 1√

3
arctan

(
2x− 1√

3

)

+K2Finalmente:
I (x) =

1

2

[

ln

√

x2 + x+ 1

x2 − x+ 1
+

1√
3

(

arctan
2x+ 1√

3
+ arctan

2x− 1√
3

)]

+K***3.12.5 Calolare i seguenti integrali1) ∫ x+1
x2−5x+6

dx 5) ∫ x+1
x2−3x+2

dx 9) ∫ x2+1
x3−4x2+5x−2

dx2) ∫ x2+1
x3−x2−x+1

dx 6) ∫ x2

(x+2)(x−1)2
dx 10) ∫ 2x2+1

x3−2x2+x−2
dx3) ∫ (x+2)2

x3−1
dx 7) ∫ x2+2

(x−1)3
dx 11) ∫ x+1

x3−1
dx4) ∫ x3+2x2+1

x5−x4+2x3−2x2+x−1
dx 8) ∫ x2−1

(x−2)(x2+1)
dx 12) ∫ x2−2x

(2x−1)(x2+1)
dx



3.12 Integrazione delle funzioni razionali 1033.12.6 Soluzioni1. I (x) = ∫ x+1
x2−5x+6

dx. Qui è:
p (x) = 1, q (x) = x2 − 5x+ 6 = (x− 3) (x− 2)Quindi:

p (x)

q (x)
=

A

x− 3
+

B

x− 2da ui
(A,B) = (4,−3)L'integrale:

I (x) = 4 ln |x− 3| − 3 ln |x− 2|+ C2. I (x) = ∫ x2+1
x3−x2−x+1

dx. Qui è:
p (x) = x2 + 1, q (x) = x3 − x2 − x+ 1 = (x− 1)2 (x+ 1)Le radii di q (x) = 0 e le relative moltepiità sono:

ξ1 = 1, (ν1 = 2)

ξ2 = −1, (ν2 = 1)La (3.47) porge:
p (x)

q (x)
=

2∑

i=1

νi∑

j=1

Ai,j

(x− ξi)
j

=
2∑

i=1

(
Ai,1

x− ξi
+

Ai,2

(x− ξi)
2 + ...+

Ai,νi

(x− ξi)
νi

)

=
A1,1

x− ξ1
+

A1,2

(x− ξ1)
2 +

A2,1

x− ξ2Per non appesantire la notazione, ride�niamo:
(A1,1, A1,2, A2,1)

def
= (A,B,C)per ui:

p (x)

q (x)
=

A

x− 1
+

B

(x− 1)2
+

C

x+ 1he ondue al sistema
A+ 0 + C = 1

0 +B − 2C = 0

−A +B + C = 1,ompatibile e determinato:
(A,B,C) =

(
1

2
, 1,

1

2

)L'integrale:
I (x) = ln

√

|x2 − 1| − 1

x− 1
+K



104 Integrali inde�niti3. I (x) = ∫ (x+2)2

x3−1
dx. Qui è:

p (x) = x2 + 4x+ 4, q (x) = (x− 1)
(
x2 + x+ 1

)Quindi:
p (x)

q (x)
=

A

x− 1
+

Bx+ C

x2 + x+ 1da ui
A+B + 0 = 1

A− B + C = 4

A+ 0− C = 4La soluzione è
(A,B,C) = (3,−2,−1)Periò:

p (x)

q (x)
=

3

x− 1
− 2x+ 1

x2 + x+ 1

=
3

x− 1
−

d
dx

(x2 + x+ 1)

x2 + x+ 1Quindi:
I (x) = 3 ln |x− 1| − ln

(
x2 + x+ 1

)
+K

= ln

(

|x− 1|3
x2 + x+ 1

)

+K4. I (x) = ∫ x3+2x2+1
x5−x4+2x3−2x2+x−1

dx. Qui è:
p (x) = x3 + 2x2 + 1, q (x) = x5 − x4 + 2x3 − 2x2 + x− 1 =

(
x2 − 1

) (
x2 + 1

)2Quindi:
p (x)

q (x)
=

A

x− 1
+

Bx+ C

x2 + 1
+

Dx+ E

(x2 + 1)2da ui il sistema:
A +B + 0 + 0 + 0 = 0

0− B + C + 0 + 0 = 1

2A+B − C +D + 0 = 2

0−B − C −D + E = 0

A+ 0− C + 0− E = 1ompatibile e determinato
(A,B,C,D + E) = (1,−1, 0, 1, 0)Ciò implia:
p (x)

q (x)
=

1

x− 1
− x

x2 + 1
+

x

(x2 + 1)2Quindi l'integrale:
I (x) = ln |x− 1| − 1

2
ln
(
x2 + 1

)
− 1

2 (x2 + 1)
+K



3.12 Integrazione delle funzioni razionali 1055. I (x) = ∫ x+1
x2−3x+2

dx. Qui è:
p (x) = x+ 1, q (x) = x2 − 3x+ 2 = (x− 2) (x− 1)Quindi:

p (x)

q (x)
=

A

x− 2
+

B

x− 1A�nhé iò sia vero, deve essere:
A = 3, B = −2Ciò implia:

I (x) = 3 ln |x− 2| − 2 ln |x− 1|+K6. I (x) = ∫ x2

(x+2)(x−1)2
dx. Qui è:

p (x) = x2, q (x) = (x+ 2) (x− 1)2Quindi:
p (x)

q (x)
=

A

x+ 2
+

B1

x− 1
+

B2

(x− 1)2A�nhé iò sia vero, deve essere:
A+B1 + 0 = 1

−2A+B1 +B2 = 0

A− 2B1 + 2B2 = 0L'unia soluzione di tale sistema è
A =

4

9
, B =

5

9
, C =

1

3Ciò implia:
I (x) =

4

9
ln |x+ 2|+ 5

9
ln |x− 1| − 1

3 (x− 1)
+ C7. I (x) = ∫ x2+2

(x−1)3
dx. Qui è:

p (x) = x2 + 2, q (x) = (x− 1)3Quindi:
p (x)

q (x)
=

A

x− 1
+

B

(x− 1)2
+

C

(x− 1)3A�nhé iò sia vero, deve essere:
A+ 0 + 0 = 1

−2A +B + 0 = 0

A− B + C = 2L'unia soluzione di tale sistema è
A = 1, B = 2, C = 3Ciò implia:

I (x) = ln |x− 1| − 2

x− 1
− 3

2 (x− 1)2
+K



106 Integrali inde�niti8. I (x) = ∫ x2−1
(x−2)(x2+1)

dx. Qui è:
p (x) = x2 − 1, q (x) = (x− 2)

(
x2 + 1

)Quindi:
p (x)

q (x)
=

A

x− 2
+

Bx+ C

x2 + 1A�nhé iò sia vero, deve essere:
A+B + 0 = 1

0− 2B + C = 0

A+ 0− 2C = −1L'unia soluzione di tale sistema è
(A,B,C) =

(
3

5
,
2

5
,
4

5

)Ciò implia:
I (x) = −3

5
ln |x− 2|+ 1

5
ln
(
x2 + 1

)
+

4

5
artanx+ C9. I (x) = ∫ x2+1

x3−4x2+5x−2
dx. Qui è:

p (x) = x2 + 1, q (x) = x3 − 4x2 + 5x− 2 = (x− 1)2 (x− 2)Quindi:
p (x)

q (x)
=

A

x− 2
+

B

x− 1
+

C

(x− 1)2A�nhé iò sia vero, deve essere:
A+B + 0 = 1

−2A− 3B + C = 0

A+ 2B − 2C = 1L'unia soluzione di tale sistema è
(A,B,C) = (5,−4,−2)Ciò implia:

I (x) = 5 ln |x− 2|+ 2

x− 1
− 4 ln |x− 1|+K10. I (x) = ∫ 2x2+1

x3−2x2+x−2
dx. Qui è:

p (x) = 2x2 − 1, q (x) = x3 − 2x2 + x− 2 = (x− 2)
(
x2 + 1

)Quindi:
p (x)

q (x)
=

A

x− 2
+

Bx+ C

x2 + 1



3.12 Integrazione delle funzioni razionali 107da ui
A+B + 0 = 2

0− 2B + C = 0

A + 0− 2C = 1La soluzione è
(A,B,C) =

(
9

5
,
1

5
,
2

5

)Periò:
p (x)

q (x)
=

9

5 (x− 2)
+

1

5
· x+ 2

x2 + 1L'integrale:
I (x) =

9

5
ln |x− 2|+ 1

5
J (x) ,essendo:

J (x) =

∫
x+ 2

x2 + 1
dx

=

∫
x

x2 + 1
dx+ 2

∫
dx

x2 + 1

=
1

2
ln
∣
∣x2 + 1

∣
∣+ 2 arctanx+ C1,donde:

I (x) =
9

5
ln |x− 2|+ 1

10
ln
(
x2 + 1

)
+

2

5
arctanx+ C11. I (x) = ∫ x+1

x3−1
dx. Qui è:

p (x) = x+ 1, q (x) = x3 − 1 = (x− 1)
(
x2 + x+ 1

)Quindi:
p (x)

q (x)
=

A

x− 1
+

Bx+ C

x2 + x+ 1da ui
A +B + 0 = 0

A− B + C = 0

A+ 0− C = 1La soluzione è
(A,B,C) = (1,−1, 0)Periò:

p (x)

q (x)
=

1

x− 1
− x

x2 + x+ 1L'integrale:
I (x) = ln |x− 1| − J (x) ,



108 Integrali inde�nitiessendo:
J (x) =

∫
x

x2 + x+ 1
dx

=
1

2
ln
(
x2 + x+ 1

)
− 1√

3
arctan

(
2x+ 1√

3

)

+K1,Si onlude he:
I (x) = ln

|x− 1|√
x2 + x+ 1

+
1√
3
arctan

(
2x+ 1√

3

)

+K12. I (x) = ∫ x2−2x
(2x−1)(x2+1)

dx. Qui è:
p (x) = x2 − 2x, q (x) = (2x− 1)

(
x2 + 1

)Quindi:
p (x)

q (x)
=

A

2x− 1
+

Bx+ C

x2 + 1da ui
A+ 2B + 0 = 1

0−B + 2C = −2

A+ 0− C = 0La soluzione è
(A,B,C) =

(

−3

5
,
4

5
,−3

5

)Periò:
p (x)

q (x)
= − 3

5 (2x− 1)
+

1

5
· 4x− 3

x2 + 1L'integrale:
I (x) = − 3

10
ln |2x− 1|+ 1

5
J (x) ,essendo:

J (x) =

∫
4x− 3

x2 + 1
dx

= 2 ln
(
x2 + 1

)
− 3 arctanx+ C1,Si onlude he:

I (x) = − 3

10
ln |2x− 1|+ 2

5
ln
(
x2 + 1

)
− 3

5
arctanx+ C***3.12.7 Calolare i seguenti integrali1) ∫ 5x2+11x−2

(x+5)(x2+9)
dx 5) ∫ x2−2x+3

(x−1)2(x2+1)
dx 9) ∫ 2x2+12

x4+12x2+16
dx2) ∫ x−1

9x2−18x+7
dx 6) ∫ x−3

(x−2)(x2+x+1)2
dx 10) ∫ dx

x3+x3) ∫ x3+x+1
x4+x2 dx 7) ∫ dx

x(x2+1)
11) ∫ 2x3

(x2+1)2
dx4) ∫ dx

(x2−1)2
8) ∫ x3+2x2−2x

x4+4
dx 12) ∫ x3+x−1

(x2+1)2
dx



3.12 Integrazione delle funzioni razionali 1093.12.8 Soluzioni1. I (x) = ∫ 5x2+11x−2
(x+5)(x2+9)

dx. Qui è:
p (x) = 5x2 + 11x− 2, q (x) = (x+ 5)

(
x2 + 9

)Quindi:
p (x)

q (x)
=

A

x+ 5
+

Bx+ C

x2 + 9da ui
A +B + 0 = 5

0 + 5B + C = 11

9A+ 0 + 5C = −2La soluzione è
(A,B,C) = (2, 3,−4)Periò:
p (x)

q (x)
=

2

x+ 5
+

3x− 4

x2 + 9L'integrale:
I (x) = 2 ln |x+ 5|+ J (x) ,essendo:

J (x) =

∫
3x− 4

x2 + 9
dx

=
3

2
ln
(
x2 + 9

)
− 4

3
arctan

(x

3

)

+K1,Si onlude he:
I (x) = 2 ln |x+ 5|+ 3

2
ln
(
x2 + 9

)
− 4

3
arctan

(x

3

)

+K2. I (x) = ∫
x−1

9x2−18x+7
dx. Anzihé proedere per deomposizione in frazioni semplii, èpreferibile proedere nel modo seguente

I (x) =
1

18

∫
d (9x2 − 18x+ 7)

9x2 − 18x+ 7

=
1

18
ln
∣
∣9x2 − 18x+ 7

∣
∣+K3. I (x) = ∫ x3+x+1

x4+x2 dx. Qui è:
p (x) = x3 + x+ 1, q (x) = x4 + x2 = x2

(
x2 + 1

)Quindi:
p (x)

q (x)
=

A

x
+

B

x2
+

Cx+D

x2 + 1



110 Integrali inde�nitida ui
A+ 0 + C + 0 = 1

0 +B + 0 +D = 0

A+ 0 + 0 + 0 = 1

0 +B + 0 + 0 = 1La soluzione è
(A,B,C,D) = (1, 1, 0,−1)Periò:
p (x)

q (x)
=

1

x
+

1

x2
− 1

x2 + 1L'integrale:
I (x) = ln |x| − 1

x
− arctanx+K,4. I (x) = ∫ dx

(x2−1)2
. Qui è:

p (x) = 1, q (x) =
(
x2 − 1

)2
= (x− 1)2 (x+ 1)2Quindi:

p (x)

q (x)
=

A

x− 1
+

B

(x− 1)2
+

C

x+ 1
+

D

(x+ 1)2da ui
A+ 0 + C + 0 = 0

A+B − C +D = 0

−A + 2B − C − 2D = 0

−A +B + C +D = 1La soluzione è
(A,B,C,D) =

(

−1

4
,
1

4
,
1

4
,
1

4

)Periò:
p (x)

q (x)
= − 1

4 (x− 1)
+

1

4 (x− 1)2
+

1

4 (x+ 1)
+

1

4 (x+ 1)2L'integrale:
I (x) =

1

4

[

ln

∣
∣
∣
∣

x+ 1

x− 1

∣
∣
∣
∣
− 2x

x2 − 1

]

+K5. I (x) = ∫ x2−2x+3
(x−1)2(x2+1)

dx. Qui è:
p (x) = x2 − 2x+ 3, q (x) = (x− 1)2

(
x2 + 1

)Quindi:
p (x)

q (x)
=

A

x− 1
+

B

(x− 1)2
+

Cx+D

(x2 + 1)



3.12 Integrazione delle funzioni razionali 111da ui
A+ 0 + C + 0 = 0

−A +B − 2C +D = 1

A+ 0 + C − 2D = −2

−A +B + 0 +D = 3La soluzione è
(A,B,C,D) = (−1, 1, 1, 1)Periò:

p (x)

q (x)
= − 1

x− 1
+

1

(x− 1)2
+

x+ 1

(x2 + 1)L'integrale:
I (x) = − ln |x− 1|+ 1

1− x
+ J (x) ,essendo:

J (x) =

∫
x+ 1

x2 + 1
dx

=

∫
x

x2 + 1
dx+

∫
dx

x2 + 1

=
1

2
ln
(
x2 + 1

)
+ arctan xQuindi:

I (x) =
1

1− x
+ ln

√
x2 + 1

|x− 1| + arctan x+K6. I (x) = ∫ x−3
(x−2)(x2+x+1)2

dx. Qui è:
p (x) = x− 3, q (x) = (x− 2)

(
x2 + x+ 1

)2Quindi:
p (x)

q (x)
=

A

x− 2
+

Bx+ C

x2 + x+ 1
+

Dx+ E

(x2 + x+ 1)2da ui
A+B + 0 + 0 + 0 = 0

2A− B + C + 0 + 0 = 0

3A−B − C +D + 0 = 0

2A− 2B − C − 2D + E = 1

A+ 0− 2C + 0− 2E = −2La soluzione è
(A,B,C,D,E) =

(

− 1

49
,
1

49
,
3

49
,
1

7
,
10

7

)Periò:
p (x)

q (x)
= − 1

49

1

x− 2
+

1

49

x+ 3

x2 + x+ 1
+

1

7

x+ 10

(x2 + x+ 1)2



112 Integrali inde�nitiL'integrale:
I (x) = − 1

49
ln |x− 2|+ 1

49
J1 (x) +

1

7
J2 (x) ,essendo:

J1 (x) =

∫
x+ 3

x2 + x+ 1
dx =

1

2
ln
(
x2 + x+ 1

)
+

5√
3
arctan

(
2x+ 1√

3

)

+K1

J2 (x) =

∫
x+ 10

(x2 + x+ 1)2
dx =

19x+ 8

3 (x2 + x+ 1)
+

38

3
√
3
arctan

(
2x+ 1√

3

)

+K2Quindi:
I (x) = 1

882

[
42(19x+8)
x2+x+1

+ 562
√
3 arctan

(
2x+1√

3

)

− 18 ln |x− 2|+ 9 ln (x2 + x+ 1)
]

+

+K7. I (x) = ∫ dx
x(x2+1)

. Qui è:
p (x) = 1, q (x) = x

(
x2 + 1

)Quindi:
p (x)

q (x)
=

A

x
+

Bx+ C

x2 + 1da ui
A+B + 0 = 0

0 + 0 + C = 0

A+ 0 + 0 = 1La soluzione è
(A,B,C) = (1,−1, 0)Periò:
p (x)

q (x)
=

1

x
− x

x2 + 1L'integrale:
I (x) = ln |x| − 1

2
ln
(
x2 + 1

)
+K8. I (x) = ∫ x3+2x2−2x

x4+4
dx. Abbiamo:

I (x) =

∫
x3

x4 + 4
dx+

∫
2x2 − 2x

x4 + 4
dx (3.59)

=
1

4
ln
(
x4 + 4

)
+ J (x) ,essendo:

J (x) =

∫
2x2 − 2x

x4 + 4
dxAbbiamo:

2x2 − 2x

x4 + 4
=

Ax+B

x2 − 2x+ 2
+

Cx+D

x2 + 2x+ 2



3.12 Integrazione delle funzioni razionali 113da ui:
A + 0 + C + 0 = 0

2A+B − 2C +D = 1

2A+ 2B + 2C − 2D = −1

0 + 2B + 0 + 2D = 0La soluzione di tale sistema è:
A =

1

4
, B = −1

4
, C = −1

4
, D =

1

4Quindi:
J (x) =

1

4
[G1 (x)−G2 (x)] ,essendo:

G1,2 =

∫
x− 1

x2 ± 2x+ 2
dxCalolando i due integrali:

G1 (x) =
1

2
ln
∣
∣x2 − 2x+ 2

∣
∣+ C1

G2 (x) =
1

2
ln
(
x2 + 2x+ 2

)
− 2 arctan (x+ 1) + C2Finalmente:

I (x) =
1

4
ln
(
x4 + 4

)
+

1

4
ln

|x2 − 2x+ 2|
x2 + 2x+ 2

+ arctan (x+ 1) + C9. I (x) = ∫ 2x2+12
x4+12x2+16

dx = 2
∫

x2+6
x4+12x2+16

dx. Qui è:
p (x) = x2 + 6, q (x) = x4 + 12x2 + 16 =

(

x2 + 6 + 2
√
5
)(

x2 + 6− 2
√
5
)Quindi:

p (x)

q (x)
=

Ax+B

x2 + 6 + 2
√
5
+

Cx+D

x2 + 6− 2
√
5da ui il sistema:

A+ 0 + C + 0 = 0

0 +B + 0 +D = 1
(

6− 2
√
5
)

A+ 0 +
(

6 + 2
√
5
)

C + 0 = 0

A+
(

6− 2
√
5
)

B + 0 +
(

6 + 2
√
5
)

D = 6La soluzione è:
(A,B,C,D) =

(

0,
1

2
, 0,

1

2

)

,donde:
I (x) =

∫
dx

6 + 2
√
5 + x2

+

∫
dx

6− 2
√
5 + x2



114 Integrali inde�nitiCaloliamo (α > 0)
∫

dx

α + x2
=

1

α

∫
dx

1 +
(

x√
α

)2

=
1√
α

∫ d
(

x√
α

)

1 +
(

x√
α

)2

=
1√
α
arctan

(
x√
α

)

+ onstQuindi:
I (x) =

1
√

2
(
3 +

√
5
)
arctan




x

√

2
(
3 +

√
5
)



+
1

√

2
(
3−

√
5
)
arctan




x

√

2
(
3−

√
5
)



10. I (x) = ∫ dx
x3+x

. Qui è:
p (x) = 1, q (x) = x3 + xQuindi:
p (x)

q (x)
=

A

x
+

Bx+ C

x2 + 1da ui il sistema:
A+B + 0 = 0

0 + 0 + C = 0

A+ 0 + 0 = 1La soluzione è:
(A,B,C) = (1,−1, 0) ,donde:

I (x) =

∫
dx

x
−
∫

x

x2 + 1
dx

= ln
|x|√
x2 + 1

+ C11. I (x) = ∫ 2x3

(x2+1)2
dx. Qui è:

p (x) = 2x3, q (x) = (x2 + 1
)2Quindi:

p (x)

q (x)
=

Ax+B

x2 + 1
+

Cx+D

(x2 + 1)2da ui il sistema:
A+ 0 + 0 + 0 = 2

0 +B + 0 + 0 = 0

A+ 0 + C + 0 = 0

0 +B + 0 +D = 0



3.12 Integrazione delle funzioni razionali 115La soluzione è:
(A,B,C,D) = (2, 0,−2, 0) ,donde:

I (x) =

∫
2x

x2 + 1
dx−

∫
2x

(x2 + 1)2
dx

=

∫
d (x2 + 1)

x2 + 1
−
∫

d (x2 + 1)

(x2 + 1)2

= ln
(
x2 + 1

)
+

1

x2 + 1
+ C12. I (x) = ∫ x3+x−1

(x2+1)2
dx. Proedendo ome nel n. 11:

A + 0 + 0 + 0 = 1

0 +B + 0 + 0 = 0

A + 0 + C + 0 = 1

0 +B + 0 +D = −1,la ui soluzione è:
(A,B,C,D) = (1, 0, 0,−1) ,donde:

I (x) = ln
√
x2 + 1−

∫
dx

(x2 + 1)2L'integrale a seondo membro è dato dalla (3.56), he risriviamo:
∫

dx

(x2 + 1)2
=

1

2

(
x

x2 + 1
+ arctanx

)

+ C1 (3.60)per ui:
I (x) = ln

√
x2 + 1− 1

2

(
x

x2 + 1
+ arctan x

)

+ C3.12.9 Calolare i seguenti integrali1) ∫ x4+8x3−x2+2x+1
(x2+x)(x3+1)

dx 5) ∫ x3+x2+x+3
(x2+1)(x2+3)

dx 9) ∫ dx
(x4−1)22) ∫ x3+x2−5x+15

(x2+5)(x2+2x+3)
dx 6) ∫ xdx

(x−2)2
10) ∫ dx

(x+1)2(x2+1)3) ∫ dx
e2x−ex

7) ∫ x2−3x−1
x3+x2−2x

dx4) ∫ sinx
cos x(1+cos2 x)

dx 8) ∫ dx
(x+1)2(x2−1)23.12.10 Soluzioni1. I (x) = ∫ x4+8x3−x2+2x+1

(x2+x)(x3+1)
dx. Qui è:

p (x) = x4 + 8x3 − x2 + 2x+ 1, q (x) =
(
x2 + x

) (
x3 + 1

)
= x (x+ 1)2

(
x2 − x+ 1

)Quindi:
p (x)

q (x)
=

A

x
+

B

x+ 1
+

C

(x+ 1)2
+

Dx+ E

x2 − x+ 1
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A+B + 0 +D + 0 = 1

A+ 0 + C + 2D + E = 8

0 + 0− C +D + 2E = −1

A+B + C + 0 + E = 2

A+ 0 + 0 + 0 + 0 = 1La soluzione è
(A,B,C,D,E) = (1,−2, 3, 2, 0)Periò:

p (x)

q (x)
=

1

x
− 2

x+ 1
+

3

(x+ 1)2
+

2x

x2 − x+ 1L'integrale:
I (x) = ln |x| − 2 ln |x+ 1| − 3

x+ 1
+

∫
2x

x2 − x+ 1
dxCaloliamo a parte l'integrale a seondo membro:

∫
2x

x2 − x+ 1
dx =

∫
2x− 1 + 1

x2 − x+ 1
dx

= ln
∣
∣x2 − x+ 1

∣
∣+

∫
1

x2 − x+ 1
dx

= ln
∣
∣x2 − x+ 1

∣
∣+

4

3

∫
1

1 +
[

2√
3

(
x− 1

2

)]dx

= ln
(
x2 − x+ 1

)
+

2√
3
arctan

(
2x− 1√

3

)

+ C1,donde:
I (x) = ln

|x3 − x2 + x|
(x+ 1)2

− 3

x+ 1
+

2√
3
arctan

(
2x− 1√

3

)

+ C2. I (x) = ∫ x3+x2−5x+15
(x2+5)(x2+2x+3)

dx. Qui è:
p (x) = x3 + x2 − 5x+ 15, q (x) =

(
x2 + 5

) (
x2 + 2x+ 3

)Quindi:
p (x)

q (x)
=

Ax+B

x2 + 5
+

Cx+D

(x2 + 2x+ 3)da ui
A+ 0 + C + 0 = 1

2A+B + 0 +D = 1

3A+ 2B + 5C + 0 = −5

0 + 3B + 0 + 5D = 15La soluzione è
(A,B,C,D) = (0,−5, 1, 6)Da iò segue:

I (x) = −5

∫
dx

x2 + 5
+

∫
x+ 6

x2 + 2x+ 3
dx



3.12 Integrazione delle funzioni razionali 117Caloliamo a parte i due integrali:
∫

dx

x2 + 5
=

1√
5

∫ d
(

x√
5

)

1 +
(

x√
5

)2

=
1√
5
arctan

(
x√
5

)

+ CIl seondo integrale si alola on la (3.38):
∫

x+ 6

x2 + 2x+ 3
dx = ln

√
x2 + 2x+ 3 +

5√
2
arctan

(
x+ 1√

2

)

+ CFinalmente:
I (x) = ln

√
x2 + 2x+ 3 +

5√
2
arctan

(
x+ 1√

2

)

− 1√
5
arctan

(
x√
5

)

+ C3. I (x) = ∫ dx
e2x−ex

. Eseguiamo il ambio di variabile:
y = ex =⇒ dx =

dy

y
,per ui:

I (y) =

∫
dy

y2 (y − 1)Proediamo per deomposizione in frazioni semplii:
1

y2 (y − 1)
=

A

y
+

B

y2
+

C

y − 1Il prinipio di identità dei polinomi ondue al sistema di Cramer:
A+ 0 + C = 0

−A +B + 0 = 0

0− B + 0 = 1,on soluzione:
(A,B,C) = (−1,−1, 1)Quindi:

I (y) =
1

y
+ ln

∣
∣
∣
∣

y − 1

y

∣
∣
∣
∣
+ CRipristinando la variabile x:

I (x) = e−x + ln
∣
∣1− e−x

∣
∣+ C4. I (x) = ∫ sinx

cos x(1+cos2 x)
dx. Eseguiamo il ambio di variabile:

y = cosx =⇒ dy = − sin xdx,donde:
I (y) = −

∫
dy

y (1 + y2)



118 Integrali inde�nitiProediamo per deomposizione in frazioni semplii:
1

y2 (1 + y2)
=

A

y
+

By + C

y2 + 1Il prinipio di identità dei polinomi ondue al sistema di Cramer:
A+B + 0 = 0

0 + 0 + C = 0

A+ 0 + 0 = 1,on soluzione:
(A,B,C) = (1,−1, 0)Quindi:

−I (y) = ln
|y|

√

1 + y2
+ CRipristinando la variabile x:

I (x) = ln

√
1 + cos2 x

|cos x| + C5. I (x) = ∫ x3+x2+x+3
(x2+1)(x2+3)

dx. Qui è:
p (x) = x3 + x2 + x+ 3, q (x) =

(
x2 + 1

) (
x2 + 3

)Quindi:
p (x)

q (x)
=

Ax+B

x2 + 1
+

Cx+D

x2 + 3da ui
A+ 0 + C + 0 = 1

0 +B + 0 +D = 1

3A+ 0 + C + 0 = 1

0 + 3B + 0 +D = 3La soluzione è
(A,B,C,D) = (0, 1, 1, 0)Da iò segue:

I (x) = arctan x+
1

2
ln
(
x2 + 3

)
+ C6. I (x) = ∫ xdx

(x−2)2
. Qui è:

p (x) = x, q (x) = (x− 2)2Quindi:
p (x)

q (x)
=

A

x− 2
+

B

(x− 2)2da ui
A = 1

B − 2A = 0



3.12 Integrazione delle funzioni razionali 119La soluzione è
(A,B) = (1, 2)Da iò segue:

I (x) = ln |x− 2| − 2

x− 2
+ C7. I (x) = ∫ x2−3x−1

x3+x2−2x
dx. Qui è:

p (x) = x2 − 3x− 1, q (x) = x3 + x2 − 2x = x (x+ 2) (x− 1)Quindi:
p (x)

q (x)
=

A

x
+

B

x+ 2
+

C

x− 1da ui
A+B + C = 1

A−B + 2C = −3

2A+ 0 + 0 = 1La soluzione è
(A,B,C) =

(
1

2
,
3

2
,−1

)Da iò segue:
I (x) = ln

√

x (x+ 2)3

|x− 1| + C8. I (x) = ∫ dx
(x+1)2(x2−1)2

. Qui è:
p (x) = 1, q (x) = (x+ 1)2

(
x2 − 1

)2
= (x+ 1)4 (x− 1)2Quindi:

p (x)

q (x)
=

A

x+ 1
+

B

(x+ 1)2
+

C

(x+ 1)3
+

D

(x+ 1)4
+

E

(x+ 1)4
+

F

(x− 1)2da ui
(A+ E) x5 + (A+B + 3E + F ) x4

+ (−2A+ C + 2E + 4F )x3+

+ (−2A− 2B − C +D − 2E + 6F )x2+

+ (A− C − 2D − 3E + 4F )x+

+ (A+B + C +D − E + F )

= 1Per il prinipio di identità dei polinomi:
A+ 0 + 0 + 0 + E + 0 = 0

A+B + 0 + 0 + 3E + F = 0

−2A + 0 + C + 0 + 2E + 4F = 0

−2A− 2B − C +D − 2E + 6F = 0

A+ 0− C − 2D − 3E + 4F = 0

A+B + C +D −E + F = 1



120 Integrali inde�nitiLa soluzione è
(A,B,C,D,E, F ) =

(
1

8
,
3

16
,
1

4
,
1

4
,−1

8
,
1

16

)Da iò segue:
I (x) =

1

8

∫
dx

x+ 1
+

3

16

∫
dx

(x+ 1)2
+

1

4

∫
dx

(x+ 1)3

+
1

4

∫
dx

(x+ 1)4
− 1

8

∫
dx

x− 1
+

1

16

∫
dx

(x− 1)2

=
1

8
ln

∣
∣
∣
∣

x+ 1

x− 1

∣
∣
∣
∣
− 3x3 + 6x2 + x− 4

12 (x+ 1)3 (x− 1)
+ C9. I (x) = ∫ dx

(x4−1)2
. Qui è:

p (x) = 1, q (x) = (x− 1)2 (x+ 1)2
(
x2 + 1

)2Quindi:
p (x)

q (x)
=

A

x− 1
+

B

(x− 1)2
+

C

x+ 1
+

D

(x+ 1)2
+

Ex+ F

x2 + 1
+

Gx+H

(x2 + 1)2da ui
A+ 0 + C + 0 + E + 0 + 0 + 0 = 0

A+B − C +D + 0 + F + 0 + 0 = 0

A+ 2B + C − 2D −E + 0 +G+ 0 = 0

A+ 3B − C + 3D + 0− F + 0 +H = 0

−A + 4B − C − 4D − E + 0− 2G+ 0 = 0

−A + 3B + C + 3D + 0− F + 0− 2H = 0

−A + 2B − C − 2D + E + 0 +G+ 0 = 0

−A + 2B + C +D + 0 + F + 0 +H = 1La soluzione è
(A,B,C,D,E, F,G,H) =

(−3

16
,
1

16
,
3

16
, 0,

1

4
, 0,

1

4

)Da iò segue:
I (x) = − 3

16

∫
dx

x− 1
+

1

16

∫
dx

(x− 1)2
+

3

16

∫
dx

x+ 1

+
1

16

∫
dx

(x+ 1)2
+

1

4

∫
dx

x2 + 1
+

1

4

∫
dx

(x2 + 1)2

=
3

16
ln

∣
∣
∣
∣

x+ 1

x− 1

∣
∣
∣
∣
+

1

4
arctan x− 1

16

1

x− 1
− 1

16

1

x+ 1
+

1

4

∫
dx

(x2 + 1)2
+ onstL'integrale ∫ dx

(x2+1)2
è dato dalla (3.56) donde:

I (x) =
1

16

[

3 ln

∣
∣
∣
∣

1 + x

1− x

∣
∣
∣
∣
+ 6 arctanx− 4x

x4 − 1

]

+ onst



3.12 Integrazione delle funzioni razionali 12110. I (x) = ∫ dx
(x+1)2(x2+1)

. Qui è:
p (x) = 1, q (x) = (x+ 1)2

(
x2 + 1

)Quindi:
p (x)

q (x)
=

A

x+ 1
+

B

(x+ 1)2
+

Cx+D

x2 + 1Per il prinipio di identità dei polinomi:
A+ 0 + C + 0 = 0

A+B + 2C +D = 0

A + 0 + C + 2D = 0

A+B + 0 +D = 1,la ui soluzione è:
(A,B,C,D) =

(
1

2
,
1

2
,−1

2
, 0

)Quindi:
p (x)

q (x)
=

1

2 (x+ 1)
+

1

2 (x+ 1)2
− x

2 (x2 + 1)
,da ui l'integrale:

I (x) =
1

2
ln |x+ 1| − 1

2 (x+ 1)
+

1

4
ln
(
x2 + 1

)
+ C3.12.11 Funzioni razionali improprieQui il grado del numeratore è ≥ di quello del denominatore.Esempio

∫
x3 + 8

x− 2
dxEseguendo la divisione dei polinomi, otteniamo:

x3 + 8

x− 2
= x2 + 2x+ 4 +

16

x− 2
,donde:

∫
x3 + 8

x− 2
dx =

x3

3
+ x2 + 4x+ 16 ln |x− 2|+ C3.12.12 Calolare i seguenti integrali1) ∫ x6−x5+x4−x2+x

x4−1
dx 5) ∫ 5x3+2

x3−5x2+4x
dx 9) ∫ x4

(1−x)3
dx2) ∫ x4−2x3+3x2−x+3

x3−2x2+3x
dx 6) ∫ x3−1

4x3−x
dx3) ∫ x2+3x−4

x2−2x−8
dx 7) ∫ x4−6x3+12x2+6

x3−6x2+12x−8
dx4) ∫ x2−5x+9

x2−5x+6
dx 8) ∫ x4

x4−1
dx



122 Integrali inde�niti3.12.13 Soluzioni1. I (x) = ∫ x6−x5+x4−x2+x
x4−1

dx. Eseguendo la divisione tra polinomi:
x6 − x5 + x4 − x2 + x

x4 − 1
= x2 − x+ 1 +

1

x4 − 1
,donde:

I (x) =
1

3
x3 − 1

2
x2 + x+ I1 (x) ,essendo:

I1 (x) =

∫
dx

x4 − 1Per alolare I1 (x) oorre appliare il metodo dei oe�ienti indeterminati:
1

x4 − 1
=

A

x− 1
+

B

x+ 1
+

Cx+D

x2 + 1
,da ui il sistema:

A+B + C + 0 = 0

A− B + 0 +D = 0

A +B − C + 0 = 0

A− B + 0−D = 1La ui unia soluzione è:
(A,B,C,D) =

(
1

4
,−1

4
, 0,−1

2

)

,per ui:
I1 (x) =

1

4

∫
dx

x− 1
− 1

4

∫
dx

x+ 1
− 1

2

∫
dx

x2 + 1

=
1

4
ln

∣
∣
∣
∣

x− 1

x+ 1

∣
∣
∣
∣
− 1

2
arctan x+ CFinalmente:

I (x) =
1

3
x3 − 1

2
x2 + x+

1

4
ln

∣
∣
∣
∣

x− 1

x+ 1

∣
∣
∣
∣
− 1

2
arctanx+ C2. I (x) = ∫ x4−2x3+3x2−x+3

x3−2x2+3x
dx. Risulta:

x4 − 2x3 + 3x2 − x+ 3

x3 − 2x2 + 3x
= x+

3− x

x3 − 2x2 + 3x
,per ui:

I (x) =
1

2
x2 + I1 (x) ,essendo:

I1 (x) =

∫
3− x

x3 − 2x2 + 3x
dx



3.12 Integrazione delle funzioni razionali 123Applihiamo il metodo dei oe�ienti indeterminati:
3− x

x3 − 2x2 + 3x
=

A

x
+

Bx+ C

x2 − 2x+ 3
,ottenendo il sistema:

A +B + 0 = 0

−2A+ 0 + C = −1

3A+ 0 + 0 = 3,he ammette l'unia soluzione:
(A,B,C) = (1,−1, 1)Quindi:

I1 (x) =

∫
dx

x
−
∫

x− 1

x2 − 2x+ 3
dx

= ln |x| − 1

2

∫
d (x2 − 2x+ 3)

x2 − 2x+ 3

= ln |x| − 1

2
ln
(
x2 − 2x+ 3

)
+ C

Si onlude he:
I (x) =

1

2
x2 + ln |x| − 1

2
ln
(
x2 − 2x+ 3

)
+ C3. I (x) = ∫ x2+3x−4

x2−2x−8
dx. Risulta:

x2 + 3x− 4

x2 − 2x− 8
= 1 +

5x+ 4

x2 − 2x− 8Periè:
I (x) = x+ I1 (x) ,essendo:

I1 (x) =

∫
5x+ 4

x2 − 2x− 8
dxTale integrale si alola on la (3.38):

I1 (x) =
5

2
ln
∣
∣x2 − 2x− 8

∣
∣+

3

2
ln

∣
∣
∣
∣

x− 4

x+ 2

∣
∣
∣
∣
+ C

= ln
∣
∣(x+ 2) (x− 4)4

∣
∣ + C,donde:

I (x) = x+ ln
∣
∣(x+ 2) (x− 4)4

∣
∣ + C



124 Integrali inde�niti4. I (x) = ∫ x2−5x+9
x2−5x+6

dx. Abbiamo:
I (x) =

∫
x2 − 5x+ 6 + 3

x2 − 5x+ 6
dx

=

∫

dx+ 3

∫
dx

x2 − 5x+ 6L'integrale a seondo membro si alola on la (3.38):
∫

dx

x2 − 5x+ 6
= ln

∣
∣
∣
∣

x− 3

x− 2

∣
∣
∣
∣
+ C,per ui:

I (x) = x+ 3 ln

∣
∣
∣
∣

x− 3

x− 2

∣
∣
∣
∣
+ C5. I (x) =

∫
5x3+2

x3−5x2+4x
dx = 5

∫
dx +

∫
2+25x2−20x
x3−5x2+4x

dx. Caloliamo a parte il seondointegrale:
J (x)

def
=

∫
25x2 − 20x+ 2

x3 − 5x2 + 4x
dxMetodo dei oe�ienti indeterminati:

25x2 − 20x+ 2

x3 − 5x2 + 4x
=

A

x
+

B

x− 4
+

C

x− 1
,da ui il sistema lineare:

A+B + C = 25

5A+B + 4C = 20

4A+ 0 + 0 = 2,he ammette l'unia soluzione:
(A,B,C) =

(
1

2
,
161

6
,−7

3

)

,periò:
I (x) = 5x+

1

2
ln |x|+ 161

6
ln |x− 4| − 7

3
ln |x− 1|+ C6. I (x) = ∫ x3−1

4x3−x
dx = 1

4

∫
dx+

∫ 1

4
x−1

4x3−x
dx = 1

4

∫
dx + 1

4

∫
x−4

4x3−x
dx. Caloliamo a parte ilseondo integrale:

J (x)
def
=

∫
x− 4

4x3 − x
dxMetodo dei oe�ienti indeterminati:

J (x) =

∫
4

x
dx−

∫
7

2 (2x− 1)
dx−

∫
9

2 (2x+ 1)
dx

= 4 ln x− 7

4
ln (2x− 1)− 9

4
ln (2x+ 1) + CQuindi:

I (x) =
1

4
x+ ln x− 7

16
ln (2x− 1)− 9

16
ln (2x+ 1) + C



3.12 Integrazione delle funzioni razionali 1257. I (x) = ∫ x4−6x3+12x2+6
x3−6x2+12x−8

dx. Abbiamo:
x4 − 6x3 + 12x2 + 6

x3 − 6x2 + 12x− 8
= x+

6 + 8x

x3 − 6x2 + 12x− 8
,per ui:

I (x) =
1

2
x2 + 2

∫
4x+ 3

x3 − 6x2 + 12x− 8
dx (3.61)Appliando il metodo dei oe�ienti indeterminati

4x+ 3

x3 − 6x2 + 12x− 8
=

11

(x− 2)3
+

4

(x− 2)2Quindi ∫
4x+ 3

x3 − 6x2 + 12x− 8
dx =

5− 8x

2 (x− 2)2
+ CSostituendo nella (3.61):

I (x) =
x4 − 4x3 + 4x2 − 16x+ 10

2 (x− 2)2
+ C8. I (x) = ∫ x4

x4−1
dx. Abbiamo:

x4

x4 − 1
= 1 +

1

x4 − 1
,donde:

I (x) = x+

∫
dx

x4 − 1
(3.62)Caloliamo l'integrale a seondo membro della (3.62) on il metodo dei oe�ientiindeterminati:

1

x4 − 1
=

A

x− 1
+

B

x+ 1
+

Cx+D

x2 + 1
,da ui il sistema lineare:

A+B + C + 0 = 0

A− B + 0 +D = 0

A+B − C + 0 = 0

A−B + 0−D = 1,la ui unia soluzione è:
(A,B,C,D) =

(
1

4
,−1

4
, 0,−1

2

)Quindi:
1

x4 − 1
=

1

4 (x− 1)
− 1

4 (x+ 1)
− 1

2 (x2 + 1)Periò: ∫
dx

x4 − 1
=

1

4
ln

∣
∣
∣
∣

x− 1

x+ 1

∣
∣
∣
∣
− 1

2
arctanx+ CSostituendo nella (3.62):

I (x) = x+
1

4
ln

∣
∣
∣
∣

x− 1

x+ 1

∣
∣
∣
∣
− 1

2
arctan x+ C



126 Integrali inde�niti9. I (x) = ∫ x4

(1−x)3
dx. Abbiamo:

x4

(1− x)3
= −x− 3 +

−8x+ 6x2 + 3

(1− x)3
,da ui l'integrale:

I (x) =

∫ [

−x− 3− 6x2 − 8x+ 3

(x− 1)3

]

dx (3.63)
= −1

2
x2 − 3x−

∫
6x2 − 8x+ 3

(x− 1)3
dxCaloliamo l'integrale a seondo membro della (3.63) on il metodo dei oe�ientiindeterminati:

6x2 − 8x+ 3

(x− 1)3
=

A

x− 1
+

B

(x− 1)2
+

C

(x− 1)3
,da qui il sistema lineare:

A+ 0 + 0 = 6

−2A+B + 0 = −8

A− B + C = 3,he ammette l'unia soluzione:
(A,B,C) = (6, 4, 1)Quindi

∫
6x2 − 8x+ 3

(x− 1)3
dx = 6 ln |x− 1| − 4

x− 1
− 1

2 (x− 1)2
+

1

(x− 1)3
+ CSostituendo nella (3.63)

I (x) = −1

2
x2 − 3x− 6 ln |x− 1|+ 8x− 7

2 (x− 1)2
+ C3.13 In (x) =

∫

dx

(x2−1)
n , Jn (x) = ∫ dx

(x2+1)
nIniziamo on il primo eseguendo il ambio di variabile (anzihé appliare il metodo deioe�ienti indeterminati):

t =
x− 1

x+ 1
(3.64)Dalla (3.64) otteniamo:

x =
1 + t

1− t
, dx =

2

(1− t)2
dt,donde:

In (t) =
1

22n−1

∫
(1− t)2(n−1)

tn
dt (3.65)



3.13 ∫ , ∫ 127La (3.65) può essere utilizzata solo per pioli valori di n. Ad esempio, per n = 1:
I1 (t) =

1

2

∫
dt

t
=

1

2
ln |t|+ CRipristinando la variabile x:

I1 (x) =
1

2
ln

∣
∣
∣
∣

x− 1

x+ 1

∣
∣
∣
∣
+ COsservazione. Il risultato preedente è equivalente a:

∫
dx

x2 − 1
= − arctanh x+ CPer n = 2:

I2 (x) =
1

8

∫
(1− t)2

t2
dt

=
1

8

(∫
dt

t2
− 2

∫
dt

t
+

∫

dt

)

=
1

8

(

−1

t
− 2 ln |t|+ t + C1

)Ripristinando la variabile x:
I2 (x) =

1

8

(

−x+ 1

x− 1
− 2 ln

∣
∣
∣
∣

x− 1

x+ 1

∣
∣
∣
∣
+

x− 1

x+ 1

)

+ C

=
x

2 (1− x2)
− 1

4
ln

∣
∣
∣
∣

x− 1

x+ 1

∣
∣
∣
∣
+ CPer n = 3:

I3 (x) =
1

32

∫
(1− t)4

t3
dt

=
1

32

(∫
dt

t3
− 4

∫
dt

t2
+ 6

∫
dt

t
− 4

∫

dt+

∫

tdt

)

=
1

32

(

− 1

2t2
+

4

t
+ 6 ln |t| − 4t+

1

2
t2
)

+ CRipristinando la variabile x:
I3 (x) =

1

32

[

−1

2

(x+ 1)2

(x− 1)2
+ 4

x+ 1

x− 1
+ 6 ln

∣
∣
∣
∣

x− 1

x+ 1

∣
∣
∣
∣
− 4

x− 1

x+ 1
+

1

2

(x− 1)2

(x+ 1)2

]

+ C

=
x (3x2 − 5)

8 (x2 − 1)2
+

3

16
ln

∣
∣
∣
∣

x− 1

x+ 1

∣
∣
∣
∣
+ CI rimanenti integrali (n > 3) sono riportati in Appendie A.Passiamo a Jn (x); per n = 1 è un integrale fondamentale:

J1 (x) = arctan x+ CPer n = 2, abbiamo già alolato (vedi eq.3.52):
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J2 (x) =

1

2
arctanx+

x

2 (x2 + 1)
+ CÈ possibile giungere al medesimo risultato attraverso un'integrazione per parti. Per ogni n:

Jn (x) =

∫
x2 + 1− x2

(x2 + 1)n
dx

=

∫
x2 + 1

(x2 + 1)n
dx−

∫
x2

(x2 + 1)n
dx,ioè:

Jn (x) = Jn−1 (x)− Jn (x) , (3.66)essendo:
Jn (x)

def
=

∫
x2

(x2 + 1)n
dx (3.67)Per n = 2:

J2 (x) = J1 (x)− J2 (x)Qui è:
J2 (x) =

∫
x2

(x2 + 1)2
dxPer alolare tale integrale, proediamo per parti osservando he:

d

(
1

x2 + 1

)

= − 2xdx

(x2 + 1)2
,donde:

J2 (x) = −1

2

∫

xd

(
1

x2 + 1

)

= −1

2

(

x
1

x2 + 1
−
∫

dx

x2 + 1

)

= −1

2

[
x

x2 + 1
− J1 (x)

]Quindi:
J2 (x) =

1

2
J1 (x) +

x

2 (x2 + 1)Ma J1 (x) =
∫

dx
x2+1

= arctan x+onst, per ui:
J2 (x) =

1

2
arctanx+

x

2 (x2 + 1)
+ C (3.68)Passiamo a n = 3; per la (3.66):

J3 (x) = J2 (x)− J3 (x)Qui è:
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J3 (x) =

∫
x2

(x2 + 1)3
dxAnhe in questo aso proediamo per parti osservando he:

d

[
1

(x2 + 1)2

]

= − 4xdx

(x2 + 1)3
,donde:

J3 (x) = −1

4

∫

xd

[
1

(x2 + 1)2

]

= −1

4

x

(x2 + 1)2
+

1

4
J2 (x)Quindi:

J3 (x) =
3

4
J2 (x) +

1

4

x

(x2 + 1)2L'integrale J2 (x) è dato dalla (3.68), per ui:
J3 (x) =

3

8
arctanx+

3

8

x

x2 + 1
+

1

4

x

(x2 + 1)2
+ C (3.69)

=
3

8
arctanx+

x (3x2 + 5)

8 (x2 + 1)2
+ CIterando il proedimento, si trova:

Jn (x) =
2n− 3

2 (n− 1)
Jn−1 (x) +

x

2 (n− 1) (x2 + 1)n−1 + C (3.70)Ad esempio per n = 4:
J4 (x) =

5

6
J3 (x) +

x

6 (x2 + 1)3
(3.71)

=
5

16
arctan x+

5

16

x

x2 + 1
+

5

24

x

(x2 + 1)2
+

x

6 (x2 + 1)3
+ CPer n = 5:

J5 (x) =
7

8
J4 (x) +

x

8 (x2 + 1)4
(3.72)

=
35

128
arctan x+

35

128

x

x2 + 1
+

35

192

x

(x2 + 1)2
+

7

48

x

(x2 + 1)3
+

x

8 (x2 + 1)4
+ CUna tabella di valori di Jn (x) è riportata in Appendie A.



130 Integrali inde�niti3.14 Integrali di funzioni irrazionali3.14.1 Integrali del �tipo 1�Hanno un espressione generale:
∫

R

[

x,

(
ax+ b

cx+ d

) p1
q1

,

(
ax+ b

cx+ d

) p2
q2

, ...,

(
ax+ b

cx+ d

) pn
qn

]

dx,essendo R una funzione razionale, mentre pi, qi ∈ N − {0}. Gli integrali di questo tipo sirionduono ad integrali di funzioni razionali attraverso la sostituzione:
ax+ b

cx+ d
= tk (3.73)Qui k è il m..m. di q1, q2, ...qn. Ad esempio, aloliamo l'integrale:

I (x) =

∫
dx√

2x− 1− 4
√
2x− 1La (3.73) è:

2x− 1 = t4,donde:
dx = 2t3dtQuindi l'integrale:

I (t) = 2

∫
t2

t− 1
dt

= 2

∫ (

t+ 1 +
1

t− 1

)

dt

= (t+ 1)2 + 2 ln |t− 1|+ CRipristinando la variabile x:
I (x) =

(
1 + 4

√
2x− 1

)2
+ 2 ln

∣
∣ 4
√
2x− 1− 1

∣
∣ + C3.14.2 Calolare i seguenti integrali1) ∫ x3√

x−1
dx 5) ∫ √

x−1
3
√
x+1

dx 9) ∫ x
√

x−1
x+1

dx2) ∫ xdx
3
√
ax+b

6) ∫ √
x+1+2

(x+1)2−
√
x+1

dx 10) ∫ 3

√
x+1
x−1

dx3) ∫ dx√
x+1+

√
(x+1)3

7) ∫ √
x

x+2
dx 11) ∫ x+3

x2
√
2x+3

dx4) ∫ dx√
x+ 3

√
x

8) ∫ dx
(2−x)

√
1−x

12) ∫ 2− 3
√

2x+1

x−1

x+4
√

2x+1

x−1

dx3.14.3 Soluzioni1. I (x) = ∫ x3√
x−1

dx. Qui è q1 = 2, n = 1, periò: k = 2. La (3.73) porge:
x− 1 = t2Ciò implia:
dx = 2tdt



3.14 Integrali di funzioni irrazionali 131Quindi l'integrale in funzione di t:
I (t) = 2

∫
(
t2 + 1

)3
dt

=
2

7
t7 +

6

5
t5 + 2t3 + 2t+KRipristinando la variabile x:

I (x) =
2

7

√

(x− 1)7 +
6

5

√

(x− 1)5 + 2

√

(x− 1)3 + 2
√
x− 1 + C1

= 2
√
x− 1

[
1

7
(x− 1)3 +

3

5
(x− 1)2 + x

]

+ C2. I (x) = ∫ xdx
3
√
ax+b

. Qui è q1 = 3, n = 1, periò: k = 3. La (3.73) porge:
ax+ b = t3Ciò implia:

x =
1

a

(
t3 − b

)

dx =
3t2

a
dtQuindi l'integrale in funzione di t:

I (t) =

∫
1

a

(
t3 − b

) 3t

a
dt

=
3

a2

∫

t
(
t3 − b

)
dt

=
3

a2

(
1

5
t5 − b

2
t2
)

+ onstRipristinando la variabile x:
I (x) =

3

a2

[
1

5
3

√

(ax+ b)5 − b
3

√

(ax+ b)2
]

+ onst3. I (x) = ∫ dx√
x+1+

√
(x+1)3

=
∫
R
[

(x+ 1)
1

2 , (x+ 1)
3

2

]. Qui è q1 = q2 = 2, periò: k = 2.La (3.73) porge:
x+ 1 = t2Ciò implia:
dx = 2tdtQuindi l'integrale in funzione di t:
I (t) =

∫
2tdt

t + t3

= 2

∫
dt

1 + t2

= 2 arctan t + onstRipristinando la variabile x:
I (x) = 2 arctan

√
x+ 1 + onst



132 Integrali inde�niti4. I (x) = ∫
dx√

x+ 3
√
x
=
∫
R
(

x
1

2 , x
1

3

)

dx. Qui è q1 = 2, q2 = 3, periò: k = 6. La (3.73)porge:
x = t6Ciò implia:

dx = 6t5dtQuindi l'integrale in funzione di t:
I (t) =

∫
6t5dt

t3 + t2

= 6

∫
t3

1 + t
dt

= 6

∫ (

t2 − t + 1− 1

t+ 1

)

= 2t3 − 3t2 + 6t− ln |t+ 1|+ onstRipristinando la variabile x:
I (x) = 2

√
x− 3 3

√
x+ 6 6

√
x− 6 ln

∣
∣ 6
√
x+ 1

∣
∣+ onst5. I (x) = ∫ √

x−1
3
√
x+1

dx =
∫
R
(

x
1

2 , x
1

3

)

dx. Qui è q1 = 2, q2 = 3, periò: k = 6. La (3.73)porge:
x = t6Ciò implia:

dx = 6t5dtQuindi l'integrale in funzione di t:
I (t) =

∫
t3 − 1

t2 + 1
6t5dt

= 6

∫
t5 (t3 − 1)

t2 + 1
dt

= 6

∫ (

t6 − t4 − t3 + t2 + t− 1− t− 1

t2 + 1

)

= 6

(
1

7
t7 − 1

5
t5 − 1

4
t4 +

1

3
t3 +

1

2
t2 − t−

∫
t− 1

t2 + 1

)

= 6

(
1

7
t7 − 1

5
t5 − 1

4
t4 +

1

3
t3 +

1

2
t2 − t− 1

2
ln
∣
∣t2 + 1

∣
∣+ arctan t+ onst)Ripristinando la variabile x:

I (x) =
6

7
x 6
√
x− 6

5

6
√
x5 − 3

2

3
√
x2 + 2

√
x

+3 3
√
x− 6 6

√
x− 3 ln

∣
∣ 3
√
x+ 1

∣
∣+ 6 arctan 6

√
x+ onst6. I (x) = ∫ √

x+1+2

(x+1)2−
√
x+1

dx =
∫
R
[

(x+ 1)2 , (x+ 1)
1

2 , (x+ 1)
1

2

]

dx. Qui è:
p1 = 2, q1 = 1

p2 = 1, q1 = 2

p3 = 1, q3 = 2,
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k = 2Il ambio di variabile è:

x+ 1 = t2Ciò implia:
dx = 2tdtL'integrale:

I (t) = 2

∫
t2 + 2t

t4 − t
dtL'integrando è una funzione razionale propria:

t+ 2

(t− 1) (t2 + t + 1)
=

1

t− 1
− t + 1

t2 + t+ 1
,per ui:

I (t) = 2

(∫
dt

t− 1
−
∫

t+ 1

t2 + t+ 1
dt

) (3.74)
= 2

[

ln |t− 1| −
∫

t+ 1

t2 + t + 1
dt

]L'integrale al seondo termine del seondo membro della (3.74) si alola attraverso la(3.38) ottenendo:
∫

t + 1

t2 + t+ 1
dt =

1

2
ln
(
t2 + t+ 1

)
+

1√
3
arctan

(
2t+ 1√

3

)

+ CSostituendo nella (3.74):
I (t) = 2 ln |t− 1| − ln

(
t2 + t + 1

)
− 2√

3
arctan

(
2t+ 1√

3

)

+ CRipristinando la variabile x:
I (x) = ln

(√
x+ 1− 1

)2

x+ 2 +
√
x+ 1

− 2√
3
arctan

(
2
√
x+ 1 + 1√

3

)

+ C7. I (x) = ∫ √
x

x+2
dx =

∫
R
(

x, x
1

2

)

dx. Qui è k = 2. La (3.73) porge:
x = t2Ciò implia:

dx = 2tdtQuindi l'integrale in funzione di t:
I (t) =

∫
t2

t2 + 2
dt

= 2

(∫

dt− 2

∫
dt

t2 + 2

)

= 6




t−

√
2

∫ d
(

t√
2

)

1 +
(

t√
2

)2






= 2

(

t−
√
2 arctan

t√
2

)



134 Integrali inde�nitiRipristinando la variabile x:
I (x) = 2

(√
x−

√
2 arctan

√
x

2

)

+ onst8. I (x) =
∫

dx
(2−x)

√
1−x

=
∫
R
[

x, (1− x)
1

2

]

dx. Qui è q1 = 2, periò: k = 2. La (3.73)porge:
1− x = t2Ciò implia:
dx = −2tdtQuindi l'integrale in funzione di t:

I (t) = −2

∫
dt

1 + t2

= −2 arctan t + onstRipristinando la variabile x:
I (x) = −2 arctan

(√
1− x

)
+ onst9. I (x) = ∫ x

√
x−1
x+1

dx =
∫
R
[

x,
(
1−x
1+x

) p1
q1

]

dx. Qui è:
p1 = 1, q1 = 2,donde:

k = 2La (3.73) porge:
x− 1

x+ 1
= t2Risolvendo rispetto a x:

x =
1 + t2

1− t2da ui il di�erenziale:
dx =

4t

(1− t2)
dtQuindi l'integrale in funzione di t:

I (t) = 4

∫
t2 (t2 + 1)

(1− t2)3
dtAppliando il metodo dei oe�ienti indeterminati:

I (t) =
1

2
ln

∣
∣
∣
∣

t+ 1

t− 1

∣
∣
∣
∣
+

t+ 3t2

(t2 − 1)2
+ CRipristinando la variabile x:

I (x) =
1

2
ln

∣
∣
∣
∣

√
x− 1 +

√
x+ 1√

x− 1−
√
x+ 1

∣
∣
∣
∣
+

+
(x+ 1)2

4

3 (x− 1)
√
x+ 1 + (x+ 1)

√
x− 1

√

(x+ 1)3
+ C
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√
x+1
x−1

dx =
∫
R
[(

x+1
x−1

) p1
q1

]. Qui è:
p1 = 1, q1 = 3,donde:

k = 3La (3.73) porge:
x+ 1

x− 1
= t3Risolvendo rispetto a x:

x =
t3 − 1

t3 − 1da ui il di�erenziale:
dx = − 6t2

(t3 − 1)
dtQuindi l'integrale in funzione di t:

I (t) = −6

∫
t3

(t3 − 1)2
dtSviluppiamo l'integrando in frazioni parziali:

t3

(t3 − 1)2
=

1

9 (t− 1)2
+

1

9 (t− 1)
− t+ 3

9 (t2 + t+ 1)
+

t+ 1

3 (t2 + t+ 1)2Quindi:
∫

t3

(t3 − 1)2
dt =

1

9
ln |t− 1| − 1

9

1

t− 1
− 1

9

∫
t+ 3

t2 + t + 1
dt− 1

3

∫
t + 1

(t2 + t + 1)2
dtRisulta:

∫
t+ 3

t2 + t + 1
dt =

1

2
ln
(
t2 + t+ 1

)
+

5√
3
arctan

(
1 + 2t√

3

)

+ C1

∫
t + 1

(t2 + t+ 1)2
dt =

t− 1

3 (t2 + t+ 1)
+

2

3
√
3
arctan

(
1 + 2t√

3

)

+ C2donde:
I (t) =

1

3

[

ln
t2 + t+ 1

(t− 1)2
+ 2

√
3 arctan

(
1 + 2t√

3

)

+
6t

t3 − 1

]

+ CRipristinando la variabile x:
I (x) =

1

3

[

ln

3

√

(x+ 1)2 + 3

√

(x− 1)2 − 2 3
√
x2 − 1

3

√

(x+ 1)2 + 3
√
x2 − 1− 3

√

(x− 1)2
+

− 2
√
3 arctan

(
3
√
x− 1 + 2 3

√
x+ 1

3
√

3 (x− 1)

)

− 3 3
√

(x2 − 1) (x− 1)

]

+ C



136 Integrali inde�niti11. I (x) = ∫ x+3
x2

√
2x+3

dx. Qui è:
p1 = 1, q1 = 2,donde:

k = 2La (3.73) porge:
2x+ 3 = t2Risolvendo rispetto a x:

x =
1

2

(
t2 − 3

)da ui il di�erenziale:
dx = tdtQuindi l'integrale in funzione di t:

I (t) = 2

∫
t2 + 3

(t2 − 3)2
dtSviluppiamo l'integrando in frazioni parziali:

t2 + 3

(t2 − 3)2
=

1

t2 − 3
+

6

(t2 − 3)2L'integrale in funzione di t
I (t) = − 2t

t2 − 3
+ CRipristinando la variabile x:

I (x) = −
√
2x+ 3

x
+ C12. I (x) = ∫ 2− 3

√

2x+1

x−1

x+4
√

2x+1

x−1

dx =
∫
R
[

x,
(
2x+1
x−1

)1/3
,
(
2x+1
x−1

)1/4
]

dx. Qui è k = 6, per ui il ambiodi variabile è:
2x+ 1

x− 1
= t6Risolvendo rispetto a x:

x =
t6 + 1

t6 − 2Di�erenziando rispetto a t:
dx = −18

t5dt

(t6 − 2)L'integrale diventa:
I (t) = 18

∫
t7 − 2t5

(t6 − 2) (4t9 + t6 − 8t3 + 1)
dt,he è l'integrale di una funzione razionale propria. Riduendo:

I (t) = 18

[
2

3

∫
t5 − t

t6 − 2
dt+

∫
8t8 + 2t5 − 8t4 + t

3 (4t9 + t6 − 8t3 + 1)
dt

]



3.14 Integrali di funzioni irrazionali 137Il primo integrale a seondo membro è:
∫

t5 − t

t6 − 2
dt =

1

24

[

2
3
√
2
√
3 arctan

(

1 + 3
√
4t2√
3

)

+
3
√
2 ln

∣
∣
∣
∣
∣

2 + 3
√
4t2 + 3

√
2t4

3
√
4t2 − 2

∣
∣
∣
∣
∣
+ 4 ln

∣
∣t6 − 2

∣
∣

]

+ C1Il seondo integrale non si esprime in forma hiusa. Utilizzando il software Mathematia:
∫

8t8 + 2t5 − 8t4 + t

4t9 + t6 − 8t3 + 1
dt =

1

6

∑

ρ

ln (t− ρ)− 8ρ3 ln (t− ρ) + 2ρ4 ln (t− ρ) + 8ρ7 ln (t− ρ)

6ρ7 + ρ4 − 4ρ
,dove la somma è estesa a tutte le radii reali ρ del polinomio 4t9 + t6 − 8t3 + 1.3.14.4 Integrali del �tipo 2�Hanno un espressione generale:

In (x) =

∫
pn (x)√

ax2 + bx+ c
dx, (3.75)essendo pn (x) un assegnato polinomio di grado n:

pn (x) =
n∑

k=0

akx
kQui è n ≥ 2, poihè per n = 0, 1 l'integrale si alola on i metodi visti nelle sezionipreedenti.Proposizione. L'integrale (3.75) è:

In (x) = qn−1 (x)
√
ax2 + bx+ c + λ

∫
dx√

ax2 + bx+ c
, (3.76)essendo λ ∈ R, mentre qn−1 (x) è un polinomio di grado n− 1 a oe�ienti indeterminati:

qn−1 (x) =

n−1∑

k=0

bkx
kDimostrazione. OmessaI oe�ienti indeterminati e il numero reale λ si ottengono derivando primo e seondomembro della (3.76):

n∑

k=0

akx
k

√
ax2 + bx+ c

=
√
ax2 + bx+ c

n−2∑

k=0

(k + 1) bk+1x
k +

2ax+ b

2
√
ax2 + bx+ c

n−1∑

k=0

bkx
k+

+
λ√

ax2 + bx+ c
,da ui:

2

n∑

k=0

akx
k = 2

(
ax2 + bx+ c

)
n−2∑

k=0

(k + 1) bk+1x
k + (2ax+ b)

n−1∑

k=0

bkx
k + 2λ (3.77)Per il prinipio di identità dei polinomi la n-pla (bn−1, bn−2, ..., b0, λ) è la soluzione di unsistema di Cramer.



138 Integrali inde�nitiEsempio
I4 (x) =

∫
x4 + 4x2

√
x2 + 4La (3.76) è:

I4 (x) = q3 (x)
√
x2 + 4 + λ

∫
dx√
x2 + 4Derivando:

x4 + 4x2

√
x2 + 4

=
(
3b3x

2 + 2b2x+ b1
)√

x2 + 4 +
x (b3x

3 + b2x
2 + b1x+ b0)√

x2 + 4
+

λ√
x2 + 4Segue il sistema:

4b3 + 0 + 0 + 0 + 0 = 1

0 + 3b2 + 0 + 0 + 0 = 0

12b3 + 0 + 2b1 + 0 + 0 = 4

0 + 8b2 + 0 + b0 + 0 + 0 = 0

0 + 0 + 4b1 + 0 + λ = 0,la ui unia soluzione è:
(b3, b2, b1, b0, λ) =

(
1

4
, 0,

1

2
,−2

)

,donde:
I4 (x) =

x3 + 2x

4

√
x2 + 4− 2

∫
dx√
x2 + 4

=
x3 + 2x

4

√
x2 + 4− 2 ln

(

x+
√
x2 + 4

)

+ C3.14.5 Calolare i seguenti integrali1) ∫ x2√
x2−x+1

dx 2) ∫ x5√
1−x2

dx 3) ∫ x6√
1+x2

dx4) ∫ 4x√
x2−4x+2

dx1. I (x) = ∫ x2√
x2−x+1

dx. La (3.76) è:
∫

x2

√
x2 − x+ 1

dx = (b1x+ b0)
√
x2 − x+ 1 + λ

∫
dx√

x2 − x+ 1
(3.78)Derivando primo e seondo membro e riordinando i termini:

2x2 = 4b1x
2 + (2b0 − 3b1)x+ (−b0 + 2b1 + 2λ)Per il prinipio di identità dei polinomi:

2b1 + 0 + 0 = 1 (3.79)
−3b1 + 2b0 + 0 = 0

2b1 − b0 + λ = 0



3.14 Integrali di funzioni irrazionali 139La soluzione del sistema (3.79) è:
(b1, b0, λ) =

(
1

2
,
3

4
,−1

8

)Sostituendo nella (3.78):
I (x) =

1

4
(2x+ 3)− 1

8
J (x) ,essendo:

J (x) =

∫
dx√

x2 − x+ 1
(3.80)L'integrale (3.80) si alola attraverso la (3.39), e si ottiene:

J (x) = ln

∣
∣
∣
∣

2x− 1 + 2
√
x2 − x+ 1√
3

∣
∣
∣
∣
+ C1

= ln
∣
∣
∣2x− 1 + 2

√
x2 − x+ 1

∣
∣
∣+ C2,avendo inorporato ln

√
3 nella ostante di integrazione. In de�nitiva:

I (x) =
1

4
(2x+ 3)− 1

8
ln
∣
∣
∣2x− 1 + 2

√
x2 − x+ 1

∣
∣
∣+ C2. I (x) = ∫ x5√

1−x2
dx. La (3.76) è:

∫
x5

√
1− x2

dx = q4 (x)
√
1− x2 + λ

∫
dx√
1− x2Appliando direttamente la (3.77):

2x5 = 2
(
1− x2

)
3∑

k=0

(k + 1) bk+1x
k+1 − 2x

4∑

k=0

bkx
k + 2λSi ottiene:

b4 = −1

5
, b3 = 0, b2 = − 4

15
, b1 = 0, b0 = − 8

15
, λ = 0da ui:

I (x) = − 1

15

(
3x4 + 4x2 + 8

)√
1− x2 + C3. I (x) = ∫ x6√

1+x2
dx. La (3.76) è:

∫
x6

√
1 + x2

dx = q6 (x)
√
1 + x2 + λ

∫
dx√
1 + x2Appliando direttamente la (3.77):

x6 =
(
x2 + 1

)
4∑

k=0

(k + 1) bk+1x
k + x

5∑

k=0

bkx
k + λ



140 Integrali inde�nitiPer il prinipio di identità dei polinomi:
6b5 + 0 + 0 + 0 + 0 + 0 + 0 = 1

0 + 5b4 + 0 + 0 + 0 + 0 + 0 = 0

5b5 + 0 + 4b3 + 0 + 0 + 0 + 0 = 0

0 + 4b4 + 0 + 3b2 + 0 + 0 + 0 = 0

0 + 0 + 3b3 + 0 + 2b1 + 0 + 0 = 0

0 + 0 + 0 + 2b2 + 0 + b0 + 0 = 0

0 + 0 + 0 + 0 + b1 + 0 + λ = 0Tale sistema ammette l'unia soluzione:
(b5, b4, b3, b2, b1, b0, λ) =

(
1

6
, 0,− 5

24
, 0,

5

16
, 0,− 5

16

)

,donde:
q5 (x) =

5

16
x− 5

24
x3 +

1

6
x5Riordando he ∫ dx√

x2+1
= ln

∣
∣x+

√
x2 + 1

∣
∣+ C1, si ottiene:

I (x) =
1

48

(
8x5 − 10x3 + 15x

)√
x2 + 1− 5

16
ln
∣
∣
∣x+

√
x2 + 1

∣
∣
∣+ C4. I (x) = ∫ 4x√

x2−4x+2
dx. Si alola on la (3.39):

I (x) = 4
√
x2 − 4x+ 2 + 8 ln

∣
∣
∣x− 2 +

√
x2 − 4x+ 2

∣
∣
∣+ onst3.14.6 Integrali del �tipo 3�Hanno un espressione generale:

Jn (x) =

∫
dx

(x− x0)
n
√
ax2 + bx+ c

(3.81)Si osservi he per n = 0, 1 l'integrale (3.81) è del tipo (3.39)-(3.40) rispettivamente, dondeassumiamo n ∈ N− {0, 1}.Eseguiamo il ambio di variabile:
1

x− x0

= t (3.82)L'integrale diventa:
Jn (t) = −

∫
tn−1

√

αt2 + βt+ γ
dt = −In−1 (t) , (3.83)essendo:

α = ax2
0 + bx0 + c (3.84)

β = 2ax0 + b

γ = ae
In−1 (t) =

∫
tn−1

√

αt2 + βt+ γ
dt



3.14 Integrali di funzioni irrazionali 141Abbiamo quindi riondotto l'integrale al tipo 2, per ui è n ≥ 3. Quindi:
In−1 (t) = qn−2 (t)

√

αt2 + βt+ γ + λ

∫
dt

√

αt2 + βt+ γ
(3.85)

2tn−1 = 2
(
αt2 + βt+ γ

)
n−3∑

k=0

(k + 1) bk+1t
k + (2αt+ β)

n−2∑

k=0

bkt
k + 2λ3.14.7 Calolare i seguenti integrali1) ∫ dx

(x+1)3
√
x2+2x

2) ∫ dx
x5

√
x2−1

3) ∫ x2+x+1
x
√
x2−x+1

dx3.14.8 Soluzioni1. ∫ dx
(x+1)3

√
x2+2x

. Qui è:
α = −1, β = 0, γ = 1Quindi:

J3 (t) = −I2 (t) = −
∫

t2dt√
1− t2

(3.86)Caloliamo I2 (t):
I2 (t) = q1 (t)

√
1− t2 + λ

∫
dt√
1− t2Per la seonda delle (3.85):

2t2 = 2
(
1− t2

)
b1 + (−2t) (b0 + b1t) + 2λCiò implia:

−2b1 + 0 + 0 = 1

0− b0 + 0 = 0

b1 + 0 + λ = 0,la ui unia soluzione è:
(b1, b0, λ) =

(

−1

2
, 0,

1

2

)Osservando he ∫ dt√
1−t2

= arcsin t si ottiene:
I2 (t) =

1

2

(

−t
√
1− t2 + arcsin t

)

+ C2Per la (3.86):
J3 (x) =

1

2

[√
x2 + 2x

(x+ 1)2
− arcsin

1

x+ 1

]

+ C2. ∫ dx
x5

√
x2−1

. Qui è:
α = 0, β = 0, γ = 1Quindi:

J5 (t) = −I4 (t) = −
∫

t4dt√
1− t2

(3.87)



142 Integrali inde�nitiCaloliamo I4 (t):
I4 (t) = q3 (t)

√
1− t2 + λ

∫
dt√
1− t2Per la seonda delle (3.85):

2t4 = 2
(
1− t2

) (
b1 + 2b2t + 3b3t

2
)
+ (−2t)

(
b0 + b1t+ b2t

2 + b3t
3
)
+ 2λCiò implia:

−4b3 + 0 + 0 + 0 + 0 = 1

0− 3b2 + 0 + 0 + 0 = 0

3b3 + 0− 2b1 + 0 + 0 = 0

0 + 2b2 + 0− b0 + 0 = 0

0 + 0 + b1 + 0 + λ = 0,la ui unia soluzione è:
(b3, b2, b1, b0, λ) =

(

−1

4
, 0,−3

8
, 0,

3

8

)Osservando he ∫ dt√
1−t2

= arcsin t+onst, si ottiene:
I4 (t) =

1

8

[

−
(
3t+ 8t3

)√
1− t2 + arcsin t

]

+ C1Per la (3.87):
J5 (x) =

1

8

(
2 + 3x2

x4

√
x2 − 1− arcsin

1

x

)

+ C3. ∫ x2+x+1
x
√
x2−x+1

dx. Spezziamo l'integrale:
F (x) =

∫
x2 + x+ 1

x
√
x2 − x+ 1

dx

=
3∑

k=1

Fk (x) ,essendo:
F1 (x) =

∫
xdx√

x2 − x+ 1
(3.88)

F2 (x) =

∫
dx√

x2 − x+ 1

F3 (x) =

∫
dx

x
√
x2 − x+ 1Caloliamo separatamente i tre integrali (3.88). Per la (3.39):

F1 (x) =
√
x2 − x+ 1 +

1

2
ln
∣
∣
∣2x− 1 + 2

√
x2 − x+ 1

∣
∣
∣+ C1

F2 (x) = ln
∣
∣
∣2x− 1 + 2

√
x2 − x+ 1

∣
∣
∣+ C2
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F3 (x) si alola on la sostituzione x = t−1 ottenendo

F (t) = −
∫

dt√
t2 − t+ 1

,he a parte il segno, è pari a F2 (x), quindi:
F3 (t) = − ln

∣
∣
∣2t− 1 + 2

√
t2 − t+ 1

∣
∣
∣ + C3,essendo t = x−1. Ripristinando la variabile x:

F3 (x) = ln |x| − ln
∣
∣
∣2− x+ 2

√
x2 − x+ 1

∣
∣
∣+ C3Quindi:

F (x) =
√
x2 − x+ 1 +

3

2
ln
∣
∣
∣2− x+ 2

√
x2 − x+ 1

∣
∣
∣+

+ ln |x| − ln
∣
∣
∣2− x+ 2

√
x2 − x+ 1

∣
∣
∣+ onst3.14.9 Integrali del �tipo 4�Hanno un espressione generale:

Im,n,p (x) =

∫

xm (a + bxn)p dx, (3.89)essendo m,n, p ∈ Q.Proposizione (Teorema di Cebysev) 19. L'integrale (3.89) è esprimibile attraverso unaombinazione �nita di funzioni elementari se e solo se è veri�ata una delle ondizioni:1. p ∈ Z2. m+1
n

∈ Z3. (m+1
n

+ p
)
∈ ZNel aso 1 il ambio di variabile è:

x = tq, (3.90)essendo q il m..m. dei denominatori di m e n.Nel aso 2 il ambio di variabile è:
a + bxn = tk, (3.91)essendo k il denominatore di p.Nel aso 3 il ambio di variabile è:
ax−n + b = tk (3.92)Dimostrazione. Omessa.



144 Integrali inde�nitiEsempio:
I− 1

2
, 1
4
, 1
3
(x) =

∫
3
√

1 + 4
√
x√

x
dxQui è:

m = −1

2
, n =

1

4
, p =

1

3
, a = b = 1Siamo nel aso 2:

1 + x
1

4 = t3 =⇒ dx = 12t2
(
t3 − 1

)3
dtCiò implia:

I− 1

2
, 1
4
, 1
3
(t) = 12

∫
(
t6 − t3

)
dt =

12

7
t7 − 3t4 + onstRipristinando la variabile x:

I− 1

2
, 1
4
, 1
3
(x) =

12

7
3

√
(
1 + 4

√
x
)7 − 3

3

√
(
1 + 4

√
x
)4

+ onst3.14.10 Calolare i seguenti integrali1) ∫ x3 (1 + 2x2)
−3/2

dx 2) Fm (x) =

∫

xmdx
4
√
1+x4

per m = −1, 4 3) ∫ dx
x4

√
1+x24) ∫ dx

x 3
√
1+x5

5) ∫ dx

x2(2+x3)5/3
6) ∫ dx√

x3
3
√

1+
4
√
x37) ∫ √

x (1 + 3
√
x)

2
dx 8) ∫ 3

√
x

4
√

1 +
3
√
x2dx 9) ∫ 3

√
1+ 4

√
x√

x
dx3.14.11 Soluzioni1. ∫ x3 (1 + 2x2)

−3/2
dx. Qui è m = 3, n = 2, p = −3

2
:

I3,2,− 3

2
(x) =

∫

x3
(
1 + 2x2

)−3/2
dx,quindi:

a + bxn = tk ⇐⇒ 1 + 2x2 = t2 =⇒ dx =
1√
2

tdt√
t2 − 1L'integrale diventa:

I3,2,− 3

2
(t) =

1

4

∫ (

1− 1

t2

)

dt

=
1

4

t2 + 1

t
+ onstRipristinando la variabile x:

I3,2,− 3

2
(x) =

1 + x2

2
√
1 + 2x2

+ onst2. F−1 (x) =
∫

dx

x 4
√
1+x4

. Qui è m+1
n

= 0, per ui il ambio di variabile:
1 + x4 = t4,



3.14 Integrali di funzioni irrazionali 145per ui:
F−1 (t) =

∫
t2

(t4 − 1)
dtProedendo per deomposizione in frazioni semplii:

F−1 (t) =
1

4
ln

∣
∣
∣
∣

t + 1

t− 1

∣
∣
∣
∣
+

1

2
arctan t + CRipristinando la variabile x:

F−1 (t) =
1

4
ln

∣
∣
∣
∣
∣

4
√
x−4 + 1 + 1

4
√
x−4 + 1− 1

∣
∣
∣
∣
∣
+

1

2
arctan

4
√
x−4 + 1 + CProedendo in maniera simile per m = 4:

F4 (x) =
1

16



ln

∣
∣
∣
∣
∣

4
√
x−4 + 1− 1

4
√
x−4 + 1 + 1

∣
∣
∣
∣
∣
+ 2 arctan

4
√
x−4 + 1 +

4 4

√

(x−4 + 1)3

4

√

(x−4 + 1)3 − 1



+ C3. ∫ dx
x4

√
1+x2

. Qui è m = −4, n = 2, p = −1
2

I−4,2,− 1

2
(x) =

∫
dx

x4
√
1 + x2

,quindi:
ax−n + b = tk ⇐⇒ x−2 + 1 = t2 =⇒ dx = − tdt

(t2 − 1)3/2L'integrale diventa:
I1,4,− 1

4
(t) = −

∫
(
t2 − 1

)
dt

= −1

3
t3 + t+ onstRipristinando la variabile x:

I1,4,− 1

4
(x) = −

√

(1 + x2)3

3x2
+

√
1 + x2

x
+ onst

=

√
1 + x2

3x2

(
2x2 − 1

)
+ onst4. ∫ dx

x 3
√
1+x5

. Qui è m = −1, n = 5, p = −1
3

I−1,5,− 1

3
(x) =

∫
dx

x 3
√
1 + x5

,quindi:
a+ bxn = tk ⇐⇒ 1 + x5 = t3 =⇒ dx =

3

5

t2dt

(t3 − 1)4/5L'integrale diventa:
I−1,5,− 1

3
(t) =

3

5

∫
tdt

t3 − 1



146 Integrali inde�nitiAbbiamo quindi riondotto l'integrale 4 all'integrale di una funzione razionale propria.Riduiamo l'integrando in frazioni semplii:
t

t3 − 1
=

A

t− 1
+

Bt+ C

t2 + t+ 1Si ottiene:
A+B + 0 = 0

A− B + C = 1

A+ 0− C = 0,la ui unia soluzione è:
(A,B,C) = (0, 1, 0)Quindi:

I−1,5,− 1

3
(t) =

3

5

(
1

3
ln |t− 1| − 1

3

∫
t− 1

t2 + t+ 1

)

+ onstCaloliamo l'integrale a seondo membro on la (3.38):
∫

t− 1

t2 + t+ 1
=

1

2
ln
(
t2 + t+ 1

)
−

√
3 arctan

(
2t+ 1√

3

)

+ onstRipristinando la variabile x:
I−1,5,− 1

3
(x) =

1

5






ln

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

3
√
1 + x5 − 1

√

3

√

(1 + x5)2 + 3
√
1 + x5 + 1

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

+
√
3 arctan

(

2 3
√
1 + x5 + 1√

3

)






+C5. ∫ dx

x2(2+x3)5/3
. Qui è m = −2, n = 3, p = −5

3

I−2,3,− 5

3
(x) =

∫
dx

x2 (2 + x3)5/3
,quindi:

ax−n + b = tk ⇐⇒ 2x−3 + 1 = t3 =⇒
(

x =
21/3

(t3 − 1)1/3
, dx = −21/3

t2dt

(t3 − 1)4/3

)L'integrale diventa:
I−2,3,− 5

3
(t) = −

∫
[

(t3 − 1)
2/3

22/3
· 1

25/3
(t3 − 1)

5/3

t5
· 21/3 t2

(t2 − 1)4/3

]

dt

= −1

4

∫
t3 − 1

t3
dt

= −1

4

(

t+
1

2
t−2

)

+ CRipristinando la variabile x:
I−2,3,− 5

3
(x) = −1

4

[

(2 + x3)
1/3

x
+

1

2

x2

(2 + x3)2/3

]

+ C

= − 4 + 3x3

8x (2 + x3)2/3
+ C



3.14 Integrali di funzioni irrazionali 1476. ∫ dx√
x3

3
√

1+
4
√
x3
. Qui è m = −3

2
, n = 3

4
, p = −1

3

I− 3

2
, 3
4
,− 1

3
(x) =

∫
dx

√
x3 3
√

1 +
4
√
x3

,quindi:
ax−n + b = tk ⇐⇒ x−3/4 + 1 = t3 =⇒ dx = −4

t2dt

(t3 − 1)7/3L'integrale diventa:
I−2,3,− 5

3
(t) = −4

∫

tdt

= −2t2 + CRipristinando la variabile x:
I−2,3,− 5

3
(x) = −2

3

√
(

4
√
x3 + 1

)2

√
x

+ C7. ∫ √
x (1 + 3

√
x)

2
dx. Qui è m = 1

2
, n = 1

3
, p = 2

I 1

2
, 1
3
,2 (x) =

∫ √
x
(
1 + 3

√
x
)2

dx,quindi:
x = t6 =⇒ dx = 6t5dtL'integrale diventa:

I 1

2
, 1
3
,2 (t) = 6

∫
(
t12 + 2t10 + t8

)
dt

= 6

(
1

13
t13 +

2

11
t11 +

1

9
t9
)

+ onstRipristinando la variabile x:
I 1

2
, 1
3
,2 (x) = 6

(
1

13
x13/6 +

2

11
x11/6 +

1

9
x3/2

)

+ onst8. ∫ 3
√
x

4
√

1 +
3
√
x2dx. Qui è m = 1

3
, n = 2

3
, p = 1

4

I 1

3
, 2
3
, 1
4
(x) =

∫

3
√
x

4

√

1 +
3
√
x2dx,Abbiamo:

m+ 1

n
= 1,donde il ambio di variabile è

a+ bxn = tk ⇐⇒ 1 + x2/3 = t4 =⇒
(

x =
(
t4 − 1

)3/2
, dx = 6t3

(
t4 − 1

)1/2
dt
)



148 Integrali inde�nitiL'integrale diventa:
I 1

2
, 1
3
,2 (t) = 6

∫

t4
(
t4 − 1

)
dt

= 6

(
1

9
t9 − 1

5
t5
)

+ onstRipristinando la variabile x:
I 1

2
, 1
3
,2 (x) = 6

[

1

9
4

√
(

1 +
3
√
x2
)9

− 1

5
4

√
(

1 +
3
√
x2
)5
]

+ C

= 6
4

√
(

1 +
3
√
x2
)5 5

3
√
x2 − 4

45
+ C9. ∫ 3

√
1+ 4

√
x√

x
dx. Qui è m = −1

2
, n = 1

4
, p = 1

3

I− 1

2
, 1
4
, 1
3
(x) =

∫
3
√

1 + 4
√
x√

x
dx,Abbiamo:

m+ 1

n
= 2,donde il ambio di variabile è

a + bxn = tk ⇐⇒ 1 + x1/4 = t3 =⇒
(

x =
(
t3 − 1

)4
, dx = 12t2

(
t3 − 1

)3
dt
)L'integrale diventa:

I 1

2
, 1
3
,2 (t) = 12

∫

t3
(
t3 − 1

)
dt

= 12

(
1

7
t7 − 1

4
t4
)

+ CRipristinando la variabile x:
I 1

2
, 1
3
,2 (x) = 12

[
1

7
3

√
(
1 + 4

√
x
)7 − 1

4
3

√
(
1 + 4

√
x
)4
]

+ C

=
3

7
3

√
(
1 + 4

√
x
)7 (

4 4
√
x− 3

)
+ C3.15 Eserizi riepilogativi sugli integrali di funzioni irra-zionali3.15.1 Calolare i seguenti integrali1) ∫ √

x2+4x+4+x2

x+1
dx 2) ∫ dx

x−2 3
√
x+4

3) ∫ x−3 (1 + x4)
1/2

dx 4) ∫ dx
3
√
x+x35) ∫ √

x
1+x

dx 6) ∫ dx√
x(1+

√
x)

7) ∫ dx
3+

√
x+2

8) ∫ 1−√
3x+2

1+
√
3x+2

dx9) ∫ dx√
x2−x+1

10) ∫ dx
x
√
x2+x−1

11) ∫ dx√
6+x−x2

12) ∫ √
4x−x2

x3 dx13) ∫ dx

(x+1)1/2+(x+1)1/4
14) ∫ dx

x2
√
4−x2

15) ∫ √1 +
√
xdx 16) ∫ x2

√
1− xdx17) ∫ 1− 3

√
x√

x+ 4
√
x
dx 18) ∫ 1− 3

√
x+1√

x+1+ 3
√
x+1

dx 19) ∫ dx√
x2−3x+2

20) ∫ xdx√
−x2+x+2



3.15 Eserizi riepilogativi sugli integrali di funzioni irrazionali 149***21) ∫ √
x2 + 4x+ 13dx 22) ∫ √

−x2 − x+ 1dx 23) ∫ x3+x√
−x4+3x2−2

dx24) ∫ x+ 4
√
x+2

3
√
x+2

dx 25) ∫ √
x√

x+1+x
dx 26) ∫ √

−x2 − 14x+ 17dx27) ∫ 6x−5√
x2−12x+52

dx 28) ∫ √ x
x−2

dx 29) ∫ dx
x
√
x2+x+13.15.2 Soluzioni1. I (x) =

∫ √
x2+4x+4+x2

x+1
dx. Si ridue failmente all'integrale di una funzione razionaleimpropria:

I (x) =

∫
(x+ 2) + x2

x+ 1
dx

=

∫ (

x+
2

x+ 1

)

dx

=
1

2
x2 + 2 ln |x+ 1|+ onst2. I (x) = ∫ dx

x−2 3
√
x+4

=
∫
R
(
x, x1/3

)
dx, ioè è del tipo 1 on (p1, q1) = (1, 3), donde:

x = t3L'integrale diventa:
I (t) = 3

∫
t2dt

t3 − 2t+ 4

= 3

∫
t2dt

(t + 2) (t2 − 2t+ 2)Riduiamo in frazioni semplii:
t2

(t+ 2) (t2 − 2t+ 2)
=

A

t+ 2
+

Bt + C

t2 − 2t+ 2ioè:
(A +B) t2 + (−2A+ 2B + C) t+ 2A+ 2C = t2Per il prinipio di identità dei polinomi:

A+B + 0 = 1 (3.93)
−2A+ 2B + C = 0

2A+ 0 + 2C = 0Il sistema (3.93) è di Cramer, e risolvendo:
(A,B,C) =

(
2

5
,
3

5
,−2

5

)Quindi:
I (t) = 3

[
2

5

∫
dt

t + 2
+

1

5
J (t)

]

,essendo:
J (t) =

∫
3t− 2

t2 − 2t+ 2
dt,



150 Integrali inde�nitihe si alola on la (3.38):
J (t) =

3

2
ln
(
t2 − 2t+ 2

)
+ arctan (t− 1) + onstQuindi:

I (t) = 3

[
2

5
ln |t + 2|+ 3

10
ln
(
t2 − 2t+ 2

)
+

1

5
arctan (t− 1)

]

+ onstRipristinando la variabile x:
I (x) =

3

5

[

2 ln
∣
∣ 3
√
x+ 2

∣
∣+

3

2
ln
(

3
√
x2 − 2 3

√
x+ 2

)

+ arctan
(

3
√
x− 1

)
]

+ onst3. ∫ x−3 (1 + x4)
1/2

dx. È del tipo 4 on m = −3, n = 4, p = 1
2

I−3,4, 1
2
(x) =

∫

x−3
(
1 + x4

)1/2
dx,Abbiamo:

m+ 1

n
+ p = 0,donde il ambio di variabile è

ax−n + b = tk ⇐⇒ x−4 + 1 = t2 =⇒
(

x =
(
t2 − 1

)1/4
, dx = −1

2
t
(
t2 − 1

)−5/4
dt

)L'integrale diventa:
I3,4, 1

2
(t) = −1

2

∫
t2

t2 − 1
dt

= −1

2

[

t +

∫
dt

t2 − 1

]

dt

= −1

2

(

t+
1

2
ln

∣
∣
∣
∣

t + 1

t− 1

∣
∣
∣
∣

)

+ CRipristinando la variabile x:
I−3,4, 1

2
(x) = −1

2

(√
x4 + 1

x2
− 1

2
ln

∣
∣
∣
∣
∣

√
x4 + 1 + x2

√
x4 + 1− x2

∣
∣
∣
∣
∣

)

+ C4. ∫ dx
3
√
x+x3

=
∫
x−1/3 (1 + x2)

−1/3
dx. È del tipo 4 on m = −1

3
, n = 2, p = −1

3

I− 1

3
,2,− 1

3
(x) =

∫

x−1/3
(
1 + x2

)
dx,Abbiamo:

m+ 1

n
+ p = 0,donde il ambio di variabile è

ax−n + b = tk ⇐⇒ x−2 + 1 = t3 =⇒
(

x =
(
t3 − 1

)−1/2
, dx = −3

2
t2
(
t3 − 1

)−3/2
dt

)



3.15 Eserizi riepilogativi sugli integrali di funzioni irrazionali 151L'integrale diventa:
I− 1

3
,2,− 1

3
(t) = −3

2

∫
t

t3 − 1
dtRiduiamo in frazioni semplii:

t

t3 − 1
=

A

t− 1
+

Bt+ C

t2 + t+ 1

=
A (t2 + t+ 1) + (Bt+ C) (t− 1)

t3 − 1

=
(A+B) t2 + (A− B + C) t + A− C

t3 − 1Per il prinipio di identità dei polinomi:
A +B + 0 = 0 (3.94)
A− B + C = 1

A+ 0− C = 0Il sistema (3.94) è di Cramer, quindi risolviamolo on l'omonima regola:
∆ =

∣
∣
∣
∣
∣
∣

1 1 0
1 −1 1
1 0 −1

∣
∣
∣
∣
∣
∣

= 3

∆A =

∣
∣
∣
∣
∣
∣

0 1 0
1 −1 1
0 0 −1

∣
∣
∣
∣
∣
∣

= 1

∆B =

∣
∣
∣
∣
∣
∣

1 1 0
1 −1 1
1 0 0

∣
∣
∣
∣
∣
∣

= −1

∆C =

∣
∣
∣
∣
∣
∣

1 1 0
1 −1 1
1 0 0

∣
∣
∣
∣
∣
∣

= 1Quindi:
A =

∆A

∆
=

1

3

B =
∆B

∆
= −1

3

C =
∆C

∆
=

1

3L'integrale diventa:
I− 1

3
,2,− 1

3
(t) = −1

2

(

ln |t− 1|+ C1 −
∫

t− 1

t2 + t + 1

)L'integrale a seondo membro si alola on la (3.38), ottenendo:
∫

t− 1

t2 + t+ 1
=

1

2
ln
(
t2 + t+ 1

)
−
√
3 arctan

(
2t+ 1√

3

)

+ C2Sostituendo nella preedente:
I− 1

3
,2,− 1

3
(t) = −1

2
ln |t− 1|+ 1

4
ln
(
t2 + t+ 1

)
−

√
3

2
arctan

(
2t + 1√

3

)

+ onst



152 Integrali inde�nitiRipristinando la variabile x:
I− 1

3
,2,− 1

3
(x) = −1

2
ln
∣
∣
∣

3
√
x−2 + 1− 1

∣
∣
∣+

1

4
ln

[

3

√

(x−2 + 1)2 +
√

(x−2 + 1) + 1

]

−
√
3

2
arctan

(

2 3
√
x−2 + 1 + 1√

3

)

+ C5. I (x) = ∫ √
x

1+x
dx. Il ambio di variabile è

√
x = t =⇒ dx = 2tdtdonde:

I (t) = 2

∫
t2

t2 + 1
dt

= 2

∫
t2 + 1− 1

t2 + 1
dt

= 2

(∫

dt−
∫

dt

t2 + 1

)

= 2 (t− arctan t) + onstRipristinando la variabile x:
I (x) = 2

(√
x− arctan

√
x
)
+ onst6. I (x) = ∫ dx√

x(1+
√
x)
. Il ambio di variabile è

√
x = t =⇒ dx = 2tdtdonde:

I (t) = 2

∫
dt

t+ 1

= 2 ln |t + 1|+ onstRipristinando la variabile x:
I (x) = 2 ln

∣
∣
√
x+ 1

∣
∣ + onst7. I (x) = ∫ dx

3+
√
x+2

. Eseguiamo il ambio di variabile:
√
x+ 2 = t =⇒ dx = 2tdtdonde:

I (t) = 2

∫
tdt

t+ 3

= 2 (t− 3 ln |t + 3|) + onstRipristinando la variabile x:
I (x) = 2

[√
x+ 2− 3 ln

(√
x+ 2 + 3

)]

+ onst



3.15 Eserizi riepilogativi sugli integrali di funzioni irrazionali 1538. I (x) = ∫ 1−√
3x+2

1+
√
3x+2

dx. Eseguiamo il ambio di variabile:
√
3x+ 2 = t =⇒

(

x =
1

3

(
t2 − 2

) , dx =
2

3
tdt

)donde:
I (t) =

2

3

∫
t− t2

1 + t
dt

=
2

3

∫ (

−t + 2− 2

1 + t

)

dt+ C1

=
2

3

(

−1

2
t2 + 2t− 2 ln |1 + t|

)

+ C1Ripristinando la variabile x:
I (x) = −x +

4

3

[√
3x+ 2− ln

(

1 +
√
3x+ 2

)]

+ C9. I (x) = ∫ dx√
x2−x+1

. Si alola direttamente on la (3.39):
I (x) = ln

∣
∣
∣2x− 1 + 2

√
x2 − x+ 1

∣
∣
∣+ onst10. I (x) = ∫ dx

x
√
x2+x−1

. Eseguiamo il ambio di variabile:
t =

1

x
,ottenendo:

I (t) = −
∫

dt√
−t2 + t+ 1

,on la (3.39):
I (t) = arcsin

1− 2t√
5

+ onstRipristinando la variabile x:
I (x) = arcsin

x− 2

x
√
5

+ onst11. I (x) = ∫ dx√
6+x−x2

. Si alola direttamente on la (3.39):
I (x) = − arcsin

1− 2x

5
+ onst

= arcsin
2x− 1

5
+ onst12. I (x) = ∫ √

4x−x2

x3 dx. Può essere sritto ome:
I (x) =

∫

x−5/2
√
4− xdx

=

∫

x−m (a+ bxn)p dx



154 Integrali inde�nitiRisulta:
m+ 1

n
+ p = −1,per ui il ambio di variabile è:

4x−1 − 1 = t2,da ui:
x =

4

t2 + 1
, dx = − 8tdt

(t2 + 1)L'integrale diventa:
I (t) =

∫

4−5/2
(
t2 + 1

)5/2 2t

(t2 + 1)1/2
(−8) · t
(t2 + 1)2

dt

= −16 · 4−5/2

∫

t2dt

=
16

3
· 4−5/2t3 + onstRipristinando la variabile x:

I (x) = −

√

(4x− x2)3

6x3
+ onst13. I (x) = ∫ dx

(x+1)1/2+(x+1)1/4
=
∫
R
[

(x+ 1)1/2 , (x+ 1)1/4
], quindi è del tipo 1 on q1 = 2,

q2 = 4, donde è k = 4. Il ambio di variabile è:
(x+ 1)4 = tL'integrale diventa:

I (t) = 4

∫
t2dt

t+ 1

= 4

∫ (

t− 1 +
1

t+ 1

)

dt

= t

(
1

2
t2 − t+ ln |t+ 1|

)

+ onstRirpristinando la variabile x:
I (x) = 4

[
1

2
(x+ 1)1/2 − (x+ 1)1/4 + ln

∣
∣
∣(x+ 1)1/4 + 1

∣
∣
∣

]

+ onst14. I (x) = ∫ dx
x2

√
4−x2

. Eseguiamo il ambio di variabile:
x =

2

tL'integrale diventa:
I (t) = −1

4

∫
tdt√
t2 − 1

= −1

4

√
t2 − 1 + onstRipristinando la variabile x:

I (x) = −
√
4− x2

4x
+ onst



3.15 Eserizi riepilogativi sugli integrali di funzioni irrazionali 15515. I (x) = ∫ √1 +
√
xdx. È del tipo 4 on m = 0, n = 1/2, p = 1/2, per ui il ambio divariabile è:

1 + x1/2 = t2,di�erenziando:
dx = 4t

(
t2 − 1

)
dtL'integrale diventa:

I (t) = 4

∫

t2
(
t2 − 1

)
dt

= 4

(
1

5
t5 − 1

3
t3
)

+ onstRipristinando la variabile x:
I (x) = 4

[
1

5

(
1 + x1/2

)5/2 − 1

3

(
1 + x1/2

)3/2
]

+ onst
=

4

15

√
(
1 +

√
x
)3 (

3
√
x− 2

)
+ onst16. I (x) = ∫ x2

√
1− xdx. È del tipo 4 on m = 2, n = 1, p = 1/2, per ui:

√
1− x = t2L'integrale diventa:

I (t) = −2

∫
(
t6 − 2t4 + t2

)
dt

= −2

(
1

7
t7 − 2

5
t5 +

1

3
t3
)

+ onstRipristinando la variabile x:
I (x) = − 2

105

√

(1− x)3
(
15x2 + 12x+ 8

)
+ onst17. I (x) = ∫ 1− 3

√
x√

x+ 4
√
x
dx =

∫
R
(
x1/3, x1/2, x1/4

), quindi il ambio di variabile è:
x = t12L'integrale diventa:

I (t) = 12

∫
t8 (1− t4)

t3 + 1
dt

= 12

∫ (

1− t2 − t3 + t5 + t6 − t9 +
t− 1

t2 − t+ 1

)

dt

= 12

[

t− 1

3
t3 − 1

4
t4 +

1

6
t6 +

1

6
t6 +

1

7
t7 − 1

10
t10 + J (t)

]

,essendo:
J (t) =

∫
t− 1

t2 − t+ 1

=
1

2
ln
(
t2 − t+ 1

)
− 1√

3
arctan

(
2t− 1√

3

)

+ C1



156 Integrali inde�nitiSostituendo nella preedente e ripristinando la variabile x:
I (x) = 12 12

√
x− 4 4

√
x− 3 3

√
x+ 2

√
x+

12

7
12
√
x7

− 6

5

6
√
x5 + 6 ln

(
6
√
x− 12

√
x+ 1

)
− 12√

3
arctan

2 12
√
x− 1√
3

+ C18. I (x) = ∫ 1− 3
√
x+1√

x+1+ 3
√
x+1

dx =
∫
R
[

(x+ 1)1/2 , (x+ 1)1/3
]

dx, quindi il ambio di variabileè:
x+ 1 = t6L'integrale diventa:

I (t) = 6

∫
(
t3 − t4

)
dt = 6

(
1

4
t4 − 1

5
t5
)

+ onstRirpristinando la variabile x:
I (x) =

3

2
3

√

(x+ 1)2 − 6

5
6

√

(x+ 1)5 + onst19. I (x) = ∫ dx√
x2−3x+2

. Si alola direttamente on la (3.39), ottenendo:
I (x) = ln

∣
∣
∣2x− 3 + 2

√
x2 − 3x+ 2

∣
∣
∣20. I (x) = ∫ xdx√

−x2+x+2
. Si alola direttamente on la (3.39), ottenendo:
I (x) =

1

2
arcsin

1− 2x

3
−

√
−x2 + x+ 2 + onst21. I (x) = ∫ √

x2 + 4x+ 13dx. Si alola direttamente on la (3.41), ottenendo:
I (x) =

x+ 2

2

√
x2 + 4x+ 13 +

9

2
ln
∣
∣
∣x+ 2 +

√
x2 + 4x+ 13

∣
∣
∣+ onst22. I (x) = ∫ √

−x2 − x+ 1dx. Si alola direttamente on la (3.41), ottenendo:
I (x) =

2x+ 1

4

√
−x2 − x+ 1 +

5

8
arcsin

2x+ 1√
5

+ onst23. I (x) = ∫ x3+x√
−x4+3x2−2

dx. Può essere sritto ome:
I (x) =

1

2

∫
x2 + 1√

−x4 + 3x2 − 2
d
(
x2
)
,per ui è onveniente eseguire il ambio di variabile:

y = x2,donde:
I (y) =

1

2

∫
y + 1

√

−y2 + 3y − 2
dy,he si alola on la (3.39), ottenendo:

I (y) =
5

4
arcsin (2y − 3)− 1

2

√

−y2 + 3y − 2 + onstRipristinando la variabile x:
I (x) =

5

4
arcsin

(
2x2 − 3

)
− 1

2

√
−x4 + 3x2 − 2 + onst



3.15 Eserizi riepilogativi sugli integrali di funzioni irrazionali 15724. I (x) = ∫ x+ 4
√
x+2

3
√
x+2

dx =
∫
R
[

x, (x+ 2)1/3 , (x+ 2)1/4
]

dx, per ui il ambio di variabileè:
x+ 2 = t12Di�erenziando rispetto a t:
dx = 12t11dtL'integrale diventa:

I (t) = 12

∫
(
t19 + t10 − 2t7

)
dt

= 12

(
t20

20
+

t11

11
− 1

4
t8
)

+ onstRipristinando la variabile x:
I (x) = 12 (x+ 2)2/3

[
1

20
(x− 1) +

1

11
(x+ 2)1/11

]

+ onst25. I (x) = ∫ √
x√

x+1+x
dx. Indiando on f (x) la funzione integranda:

f (x) =

√
x√

x+ 1 + 1
·
√
x+ 1− 1√
x+ 1− 1

=

√
x
(√

x+ 1− 1
)

x

=

√

x+ 1

x
− 1√

x
,donde:

I (x) =

∫ √

x+ 1

x
dx−

∫
dx√
x

(3.95)
= J (x)− 2

√
x+ onst,essendo:

J (x) =

∫ √

x+ 1

x
dxPer il alolo di J (x) eseguiamo il ambio di variabile:

√

x+ 1

x
= t,da ui:

x =
1

t2 − 1
, dx = − 2tdt

(t2 − 1)2Quindi:
J (t) = −2

∫
t2

(t2 − 1)2
dtRiduiamo l'integrando in frazioni semplii:

t2

(t2 − 1)2
=

t2

(t− 1)2 (t2 + 1)

=
1

4

[
1

(t− 1)2
+

1

t− 1
+

1

(t + 1)2
− 1

t+ 1

]
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J (t) =

1

2

(

ln

∣
∣
∣
∣

t+ 1

t− 1

∣
∣
∣
∣
+

2t

t2 − 1

)

+ onstRipristinando la variabile x e sostituendo nella (3.95):
I (x) = x

√

x+ 1

x
− 2

√
x+

1

2
ln

∣
∣
∣
∣

√
x+ 1 +

√
x√

x+ 1−√
x

∣
∣
∣
∣
+ onst26. I (x) = ∫ √

−x2 − 14x+ 17dx. Si alola direttamente on la (3.41):
I (x) =

x+ 7

2

√
−x2 − 14x+ 17 + 33 arcsin

x+ 7√
66

+ onst27. I (x) = ∫ 6x−5√
x2−12x+52

dx. Si alola direttamente on la (3.39):
I (x) = 6

√
x2 − 12x+ 52 + 31 ln

∣
∣
∣
∣

x− 6 +
√
x2 − 12x+ 52

4

∣
∣
∣
∣
+ onst28. I (x) = ∫ √ x

x−2
dx. Eseguiamo il ambio di variabile:

x

x− 2
= t2donde:

x =
2t2

t2 − 1
, dx = − 4t

t2 − 1
dtL'integrale diventa:

I (t) = −4

∫
t2dt

(t2 − 1)2Sviluppiamo l'integrando in frazioni semplii:
t2

(t2 − 1)2
=

1

4

[
1

t− 1
+

1

(t− 1)2
+

1

(t+ 1)2
− 1

t+ 1

]Da ui l'integrale:
I (t) =

2t

t2 − 1
+ ln

∣
∣
∣
∣

t + 1

t− 1

∣
∣
∣
∣
+ onstRipristinando la variabile x:

I (x) =
√

x (x− 2) + ln

∣
∣
∣
∣

√
x+

√
x− 2√

x−
√
x− 2

∣
∣
∣
∣
+ onst29. I (x) = ∫ dx

x
√
x2+x+1

. Si alola on la (3.40). Il ambio di variabile è:
ξ =

1

x
,da ui:

I (ξ) = −
∫

dξ
√

ξ2 + ξ + 1

= −
(

ln
∣
∣
∣2ξ + 1 + 2

√

ξ2 + ξ + 1
∣
∣
∣− ln

√
3
)

+ onstRipristinando la variabile x e inorporando ln
√
3 nella ostante di integrazione:

I (x) = ln

∣
∣
∣
∣

x

x+ 2 + 2
√
x2 + x+ 1

∣
∣
∣
∣
+ onst



3.16 Integrali di funzioni trigonometrihe 1593.16 Integrali di funzioni trigonometrihe3.16.1 Integrali del �tipo 1�Hanno la seguente espressione:
In1,n2

(x) =

∫

(sin x)n1 (cosx)n2 dx, (3.96)essendo n1, n2 ∈ Z.Consideriamo ni entrambi positivi. Lo shema di alolo per In1,n2
(x) è legato alla partitàdi n1, n2. Più preisamente, il aso più immediato è quello in ui ni è dispari. Senza perditadi generalità, supponiamo he n1 sia dispari:

∃k ∈ N : n1 = 2k + 1,donde:
In1(k),n2

(x) =

∫

(sin x)2k (cosx)n2 sin xdx

= −
∫
(
1− cos2 x

)k
(cos x)n2 d (cos x)Eseguiamo il ambio di variabile:

y = cosx (3.97)Quindi:
In1(k),n2

(y) = −
∫
(
1− y2

)k
yn2dy,he si risolve failmente. Ad esempio:

I (x) =

∫

sin3 x cos4 xdx

= −
∫
(
1− cos2 x

)
cos4 xd (cosx)Il ambio di variabile (3.97):

I (y) = −
∫
(
1− y2

)
y4dy

= −1

5
y5 +

1

7
y7 + onstRipristinando la variabile x:

I (x) = −1

5
cos5 x+

1

7
cos7 x+ onstNel aso n2 = 2k + 1, il ambio di variabile è y = sin x:

In1,n2(k) (x) =

∫

(sin x)n1 (cosx)2k cosxdx

=

∫

(sin x)n1
(
1− sin2 x

)k
d (sin x)



160 Integrali inde�nitiCambiando la variabile:
In1,n2(k) (y) =

∫

yn1
(
1− y2

)k
dy,he si risolve failmente. ***Se n1 e n2 sono entrambi pari, si era di trasformare l'integrando utilizzando le formuletrigonometrihe:

sin2 x =
1

2
(1− cos 2x)

cos2 x =
1

2
(1 + cos 2x)

sin x cosx =
1

2
sin 2xAd esempio:

I (x) =

∫

cos2 3x sin4 3xdx

=

∫

(cos 3x sin 3x)2 sin2 3xdx

=

∫
sin2 6x

4
· 1− cos 6x

2
dx

=
1

8

∫
(
sin2 6x− sin2 6x cos 6x

)
dx

=
1

2

∫ (
1− cos 12x

2
− sin2 6x cos 6x

)

dx

=
1

2

(
x

2
− 1

24
sin 12x− 1

18
sin3 6x

)

+ C

=
1

576

(
36x− 3 sin 12x− 4 sin3 6x

)
+ C***Consideriamo ora il aso in ui n1, n2 ≤ 0 : (n1, n2) 6= (0, 0). L'integrale (3.96) si srive:

In1,n2
(x) =

∫
dx

(sin x)|n1| (cos x)|n2| (3.98)Riordiamo le formule:
1

sin2 x
= 1 +

1

tan2 x
(3.99)

1

cos2 x
= 1 + tan2 x,da ui:

(sin x)|n1| =
1

(
1 + 1

tan2 x

) |n1|
2

dx

(cosx)|n2| =
(
1 + tan2 x

) |n2|−2

2 d (tan x)



3.16 Integrali di funzioni trigonometrihe 161Sostituendo in (3.98):
In1,n2

(x) =

∫ (

1 +
1

tan2 x

) |n1|
2 (

1 + tan2 x
) |n2|−2

2 d (tanx)Eseguiamo il ambio di variabile:
y = tanxQuindi:

In1,n2
(y) =

∫
(y2 + 1)

|n1|+|n2|
2

−1

y|n1| dy (3.100)Osservazione. La (3.100) è valida anhe se n1, n2 sono numeri razionali.Aluni esempi:
I (x) =

∫
dx

cos4 xQui è:
|n1| = 0, |n2| = 4,donde la (3.100):

I (y) =

∫
(
y2 + 1

)
dy

=
y3

3
+ y + CRipristinando la variabile x:

I (x) =
1

3
tan3 x+ tan x+ CConsideriamo ora:

I (x) =

∫
dx

sin3 xConviene risrivere I (x) nella forma:
I (x) =

1

8

∫
dx

sin3 x
2
cos3 x

2Poniamo:
ξ =

x

2Ciò implia:
I (ξ) =

1

4

∫
dξ

sin3 ξ cos3 ξQui è:
|n1| = |n2| = 3,per ui:
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I (y) =

1

4

∫
(y2 + 1)

2

y3
dy

=
1

4

(∫

ydy +

∫
2y2 + 1

y3
dy

)

=
1

4

(
y2

2
+ 2 ln |y| − 1

2y2

)

+ CRipristinando la variabile x:
I (x) =

1

8

[

tan2 x

2
+ 4 ln

∣
∣
∣tan

x

2

∣
∣
∣− cot2

(x

2

)]

+ C3.16.1.1 ∫

dx
(sinx)n

, ∫ dx
(cos x)nQuesti integrali possono essere alolati attraverso un proedimento riorsivo (qui è n ≥ 2).Iniziamo on il primo integrale:

Fn (x) =

∫
dx

(sin x)n

=

∫
sin2 x+ cos2 x

(sin x)n
dx

= Fn−2 (x) +Hn (x) ,essendo:
Hn (x) =

∫
cos2 x

(sin x)n
dxOsserviamo he

d

dx

[
1

(sin x)n−1

]

= − (n− 1)
cosx

(sin x)nQuindi:
Hn (x) =

∫

cosx
cosx

(sin x)n
dx

= − 1

n− 1

∫

cosxd

[
1

(sin x)n−1

]

dxEseguendo un'integrazione per parti nell'ultimo integrale:
Hn (x) = − 1

n− 1

cosx

(sin x)n−1 − 1

n− 1
Fn−2 (x)Finalmente:

Fn (x) =
1

n− 1

[

(n− 2)Fn−2 (x)−
cos x

(sin x)n−1

] (3.101)Attraverso la formula riorrente (3.101) è possibile determinare Fn (x) per assegnati valoridi n (ved. Appendie). Passiamo all'integrale ontenente il oseno. Poniamo:
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Gn (x) =

∫
dx

(cosx)n

=

∫
sin2 x+ cos2 x

(cosx)n
dx

= Gn−2 (x) +Kn (x) ,essendo:
Kn (x) =

∫
sin2 x

(cosx)n
dxOsserviamo he

d

dx

[
1

(cosx)n−1

]

= (n− 1)
sin x

(cos x)nQuindi:
Kn (x) =

∫

sin x
sin x

(cosx)n
dx

=
1

n− 1

∫

sin xd

[
1

(cosx)n−1

]

dxEseguendo un'integrazione per parti nell'ultimo integrale:
Kn (x) =

1

n− 1

sin x

(cosx)n−1 − 1

n− 1
Gn−2 (x)Finalmente

Gn (x) =
1

n− 1

[

(n− 2)Gn−2 (x) +
sin x

(cosx)n−1

] (3.102)Attraverso la formula riorrente (3.102) è possibile determinare Gn (x) per assegnati valoridi n (ved. Appendie).Osservazione. Le (3.101)-(3.102) sono inappliabili per n = 1. A tale valore orrispondonodue integrali notevoli:
F1 (x) = ln

∣
∣
∣tan

(x

2

)∣
∣
∣ + C

G1 (x) = ln
∣
∣
∣tan

(x

2
+

π

4

)∣
∣
∣ + C3.16.1.2 Metodo pratioQuesto metodo si applia ad integrali del tipo:

∫
dx

sinn x
, ∫ dx

cosn xSe n è pari si appliano le (3.99). Per n dispari, invee, si trasforma l'integrando on unarti�io.Ad esempio:
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I (x) =

∫
dx

sin3 x
=

∫
sin xdx

sin4 x

= −
∫

d (cosx)

(1− cos2 x)2Poniamo t = cosx, quindi:
I (t) = −

∫
dt

(1− t2)2
= −

∫
dt

(1− t)2 (1 + t)2Riduendo l'integrando in frazioni semplii e proedendo per deomposizione:
I (t) =

1

4

[
2t

t2 − 1
− ln

∣
∣
∣
∣

t+ 1

t− 1

∣
∣
∣
∣

]

+ CRipristinando la variabile x:
I (x) = −1

4

[
2 cosx

sin2 x
+ ln

∣
∣
∣
∣

cos x+ 1

cosx− 1

∣
∣
∣
∣

]

+ C3.16.2 Integrali del �tipo 2�Per de�nizione:
In (x) =

∫

(tan x)n dx, (3.103)essendo n ∈ N. Per n = 0, 1 il alolo è immediato:
I0 (x) = x+ C

I1 (x) = − ln |cos x|+ C

=
1

2
ln
(
1 + tan2 x

)
+ CPer n ≥ 2:

In (x) =

∫

(tan x)n−2 tan2 xdx (3.104)Sostituendo la seonda delle (3.99) nella (3.104):
In (x) =

∫

(tanx)n−2

(
1

cos2 x
− 1

)

dxCioè:
In (x) =

1

n− 1
(tanx)n−1 − In−2 (x) (3.105)Proedendo in maniera analoga per l'integrale:

Jn (x) =

∫

(cot x)n dx,si giunge:
Jn (x) =

1

1− n
(cot x)n−1 − Jn−2 (x) (3.106)In Appendie 5 sono espliitati gli integrali In (x), Jn (x) per aluni valori di n.



3.16 Integrali di funzioni trigonometrihe 1653.16.3 Eserizi1) ∫ cos3 xdx 2) ∫ sin5 xdx 3) ∫ sin2 x cos3 xdx 4) ∫ sin3 x
2
cos5 x

2
dx5) ∫ cos5 x

sin3 x
dx 6) ∫ sin4 xdx 7) ∫ cos4 xdx 8) ∫ sin2 x cos2 xdx9) ∫ sin2 x cos4 xdx 10) ∫ cos6 3xdx 11) ∫ dx

sin4 x
12) ∫ dx

cos6 x13) ∫ cos2 x
sin6 x

dx 14) ∫ dx
sin2 x cos4 x

15) ∫ dx
sin5 x cos3 x

16) ∫ dx
sin x

2
cos3 x

217) ∫ sin(x+π
4 )

sinx cos x
dx 18) ∫ dx

sin5 x
19) ∫ tan2 5xdx 20) ∫ dx

cos5 4x21) ∫ cos3 x
sin4 x

dx 22) ∫ x sin2 x2dx 23) ∫ sin5 x 3
√
cos xdx 24) ∫ dx√

sinx cos3 x3.16.4 Soluzioni1. I (x) = ∫ cos3 xdx =
∫
cos2 x cos xdx =

∫ (
1− sin2 x

)
d (sin x)

= sin x− 1
3
sin3 x+ C2. I (x) = ∫ sin5 xdx. Abbiamo:

I (x) =

∫

sin4 x sin xdx

= −
∫
(
1− cos2 x

)2
d (cosx)Il ambio di variabile y = cosx implia:

I (y) = −
∫
(
1− y2

)2
dy

= −
(

y − 2

3
y3 +

1

5
y5
)

+ CRipristinando la variabile x:
I (x) =

2

3
cos3 x− cos x− 1

5
cos5 x+ C3. I (x) = ∫ sin2 x cos3 dx. Abbiamo:

I (x) =

∫

sin2 x cos2 x cosxdx

=

∫

sin2 x
(
1− sin2 x

)
d (sin x)Il ambio di variabile y = sin x implia:

I (y) =

∫

y2
(
1− y2

)
dy

=
1

3
y3 − 1

5
y5 + CRipristinando la variabile x:

I (x) =
1

3
sin3 x− 1

5
sin5 x+ C



166 Integrali inde�niti4. I (x) = ∫ sin3 x
2
cos5 x

2
dx. Poniamo:

y =
x

2Quindi:
I (ξ) = 2

∫

sin3 y cos5 ydy

= 2

∫

sin3 y
(
1− sin2 y

)
d (sin y)Il ambio di variabile ξ = sin y implia:

I (ξ) =

∫

ξ3
(
1− ξ2

)2
dξ

= 2

(
1

8
ξ8 − 1

3
ξ6 +

1

4
ξ4
)

+ CRipristinando la variabile x:
I (x) =

1

12

[

3 sin8
(x

2

)

− 8 sin6
(x

2

)

+ 6 sin4
(x

2

)]

+ C5. I (x) = ∫ cos5 x
sin3 x

dx. Abbiamo:
I (x) =

∫
cos4 x

sin3 x
d (sin x)

=

∫ (
1− sin2 x

)2

sin3 x
d (sin x)Ponendo y = sin x:

I (y) =

∫
(1− y2)

2

y3
dy

=

∫ (

y − 2

y
+

1

y3

)

dy

=
1

2
y2 − 2 ln |y| − 1

2y2
+ CRipristinando la variabile x:

I (x) =
1

2
sin2 x− 2 ln |sin x| − 1

2 sin2 x
+ C6. I (x) = ∫ sin4 xdx. Abbiamo:

sin4 x =
1

4
(1− cos 2x)2Sostituendo:

I (x) =
1

4
[x− sin 2x+ J (x)] ,essendo:

J (x) =

∫

cos2 2xdx =
1

2

∫

cos2 2xd (2x)



3.16 Integrali di funzioni trigonometrihe 167Dalla seonda delle (3.5):
J (x) =

1

8
(4x+ sin 4x) + onstQuindi:

I (x) =
1

32
(12x− 8 sin 2x+ sin 4x) + onst7. I (x) = ∫ cos4 xdx. Abbiamo:
cos4 x =

1

4
(1 + cos 2x)2Sostituendo:

I (x) =
1

4
[x+ sin 2x+ J (x)] ,essendo:

J (x) =

∫

cos2 2xdx =
1

8
(4x+ sin 4x) + onstQuindi:

I (x) =
1

32
(12x+ 8 sin 2x+ sin 4x) + C8. I (x) = ∫ sin2 x cos2 xdx. Abbiamo:

sin2 x cos2 x =
1

4
sin2 2x,donde:

I (x) =
1

8

∫

sin2 2xd (2x)Dalla prima delle (3.5):
I (x) =

1

32
(4x− sin 4x) + C9. I (x) = ∫ sin2 x cos4 xdx. Risulta:

∫

sin2 x cos4 xdx =

∫
sin2 2x

4
· 1
2
(1 + cos 2x) dx

=
1

8

(∫

sin2 2xdx+

∫

sin2 2x cos 2xdx

)Poniamo:
I1 (x) =

∫

sin2 2xdx, I2 (x) =

∫

sin2 2x cos 2xdxCaloliamo I1 (x):
I1 (ξ) =

1

2

∫

sin2 ξdξ, on ξ = 2xQuindi:
I1 (ξ) =

1

4

∫

(1− cos 2ξ) =
1

4

(

ξ − 1

2
sin 2ξ

)

+ C1

I1 (x) =
1

2
x− 1

8
sin 4x+ C1



168 Integrali inde�nitiCaloliamo I2 (x):
I2 (x) =

1

2

∫

sin2 2xd (sin 2x) =
1

6
sin3 2x+ C2da ui:

I (x) =
1

192

(
12x− 3 sin 4x+ 4 sin3 2x

)10. I (x) = ∫ cos6 3xdx. Poniamo y = 3x:
I (y) =

1

3

∫

cos6 ydySviluppiamo l'integrando:
cos6 y =

1

8
(1 + cos 2y)3

=
1

8

(
cos3 2y + 3 cos2 2y + 3 cos 2y + 1

)Quindi:
I (y) =

1

24

[

y +
3

2
sin 2y + 3F1 (y) + F2 (y) + C ′

]

,essendo:
F1 (y) =

∫

cos2 (2y)dy

=
y

2
+

1

8
sin 4y + C1

F2 (y) =

∫

cos3 (2y)dy

=
1

2

(

sin 2y − 1

3
sin3 2y

)

+ C2Sempli�ando e ripristinando la variabile x:
I (x) =

1

576

[
48 sin 6x+ 180x+ 9 sin 12x− 4 sin3 6x

]
+ C11. I (x) =

∫
dx

sin4 x
. Si alola attraverso una formula di riorrenza (ved. Appendie).Alternativamente, proediamo nel seguente modo:

I (x) = −
∫

1

sin2 x
d (cot x)Dalla prima delle (3.99):

1

sin2 x
= 1 + cot2 x,donde:

I (y) = −
∫
(
1 + y2

)
dy

= −y − 1

3
y3 + C,essendo y = cot x.

I (x) = − cot x− 1

3
cot3 x+ C
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cos6 x

. Abbiamo:
I (x) =

∫
1

cos4 x
d (tan x)Dalla seonda delle (3.99):

1

cos4 x
=
(
1 + tan2 x

)2
,donde:

I (y) =

∫
(
1 + y2

)2
dy

=
1

5
y5 +

2

3
y3 + y + C,essendo y = tanx.

I (x) =
1

5
tan5 x+

2

3
tan3 x+ tan x+ C13. I (x) = ∫ cos2 x

sin6 x
dx. Abbiamo:

I (x) = −
∫

cos2 x

sin4 x
d (cotx)

= −
∫ (cosx

sin x

)2 1

sin2 x
d (cotx)Tenendo onto della prima delle (3.99):

I (y) = −
∫
(
y2 + y4

)
dy

= −1

3
y3 − 1

5
y5 + C,essendo y = cot x.

I (x) = −1

3
cot3 x− 1

5
cot5 x+ C14. I (x) = ∫ dx

sin2 x cos4 x
. Appliando la (3.100):

I (y) =

∫
(y2 + 1)

2

y2
dy

=

∫ (

y2 + 2 +
1

y2

)

dy

=
1

3
y3 − 1

y
+ 2y + C

I (x) =
1

3
tan3 x− 1

tanx
+ 2 tanx+ C15. I (x) = ∫ dx

sin5 x cos3 x
. Appliando la (3.100):

I (y) =

∫
(y2 + 1)

3

y5
dy

=

∫ (

y +
3

y
+

3

y3
+

1

y5

)

dy

=
1

2
y + 3 ln |y| − 3

2y2
− 1

4y4
+ C

I (x) =
1

2
tan2 x+ 3 ln |tan x| − 3

2 tan2 x
− 1

4 tan4 x
+ C



170 Integrali inde�niti16. I (x) = ∫ dx
sin x

2
cos3 x

2

. Prima di appliare la (3.100) eseguiamo il ambio di variabile:
ξ =

x

2
,per ui:

I (ξ) = 2

∫
dξ

sin ξ cos3 ξLa (3.100) si srive:
I (y) =

∫
(y2 + 1)

y
dy

= 2 ln
∣
∣
∣tan

(x

2

)∣
∣
∣ + tan2

(x

2

)

+ C17. I (x) =
∫ sin(x+π

4 )
sinx cos x

dx. Sviluppando il numeratore on le formule di addizione degliarhi:
I (x) =

√
2

2

∫
sin x+ cosx

sin x cos x
dx

=

√
2

2

(∫
dx

cosx
+

∫
dx

sin x

)Gli integrali a seondo membro dell'equazione preedente, ompongono una oppia diintegrali notevoli dati dalla (2.4) he qui risriviamo:
∫

dx

sin x
= ln

∣
∣
∣
∣

1

sin x
− cot x

∣
∣
∣
∣
+ C1

∫
dx

cosx
= ln

∣
∣
∣
∣

1

cos x
+ tan x

∣
∣
∣
∣
+ C1Quindi:

I (x) =

√
2

2

(

ln

∣
∣
∣
∣

1

cosx
+ tanx

∣
∣
∣
∣
+ ln

∣
∣
∣
∣

1

sin x
− cotx

∣
∣
∣
∣

)

+ C18. I (x) = ∫ dx
sin5 x

. Abbiamo:
I (x) = −

∫
(
1 + cot2 x

)3/2
d (cot x)Con l'usuale ambio di variabile y = cot x:

I (y) = −
∫ √

(1 + y2)3dyEseguiamo la sostituzione y = sinh t:
I (t) =

∫

cosh4 tdtUtilizzando la nota relazione:
cosh2 t =

1

2
(cosh 2t+ 1)



3.16 Integrali di funzioni trigonometrihe 171si ha:
I (t) =

1

4

∫

(cosh 2t+ 1)2

=
1

4

[∫

cosh2 (2t) dt+ sinh (2t) + t

]

+ CCaloliamo a parte l'integrale a seondo membro:
∫

cosh2 (2t) dt =
1

2

[∫

(cosh (4t) dt+ t)

]

=
1

8
sinh (4t) +

t

2
+ C1Quindi:

I (t) =
1

32
sinh (4t) +

1

4
sinh (2t)

3

8
t+ C,Ripristiniamo la variabile y = sinh t. A tale sopo osserviamo he

sinh 2t = 2 sinh t cosh t = 2 sinh t
√

1 + sinh2 t = 2y
√

1 + y2

sinh 4t = 2 sinh 2t cosh 2tma:
cosh 2t = 1 + 2 sinh2 t = 1 + 2y2Sostituendo nella preedente:
sinh 4t = 4y

(
1 + 2y2

)√

1 + y2,onde:
I (y) =

y

8

(
1 + 2y2

)√

1 + y2 +
y

2

√

1 + y2 +
3

8
ln
∣
∣
∣y +

√

y2 + 1
∣
∣
∣+ CRipristinando la variabile x:

I (x) =
cot x

8

(
1 + 2 cot2 x

)√

1 + cot2 x+

+
cot x

2

√

1 + cot2 x+
3

8
ln
∣
∣
∣cotx+

√

1 + cot2 x
∣
∣
∣+ C19. I (x) = ∫ tan2 5xdx. Poniamo:

ξ = 5x,per ui:
I (ξ) =

1

5

∫

tan2 ξdξ

=
1

5

∫ (
1

cos2 ξ
− 1

)

dξ

=
1

5
tan 5x− x+ C20. I (x) = ∫ dx

cos5 4x
. Dopo aver eseguito il ambio di variabile ξ = 4x onviene appliarela formula riorsiva espliitata in Appendie 4, ottenendo:

I (x) =
1

16

[
3

2

(

ln
∣
∣
∣tan

(

2x+
π

4

)∣
∣
∣ +

sin 4x

cos2 4x

)

+
sin 4x

cos4 4x

]

+ C



172 Integrali inde�niti21. I (x) = ∫ cos3 x
sin4 x

dx =
∫
cos2 x cos x

sin4 x
dx =

∫
cos2 xd

(
−1

3
1

sin3 x

); integrando per parti:
I (x) = − cos2 x

3 sin3 x
+

2

3

1

sin x
+ C22. I (x) = ∫ x sin2 x2dx. Abbiamo:

I (x) =
1

2

∫

sin2 x2d
(
x2
)Eseguendo il ambio di variabile y = x2:

I (y) =
1

2

∫

sin2 ydy,he è un integrale notevole (eq. 3.5):
I (y) =

1

8
(2y − sin 2y) + CRipristinando la variabile x:

I (x) =
1

8

(
2x2 − sin 2x2

)
+ C23. I (x) =

∫
sin5 x 3

√
cosxdx = −

∫
(1− cos2 x)

2 3
√
cosxd (cosx). Eseguendo il ambio divariabile y = cosx:

I (y) = −
∫

y1/3
(
1− y2

)2
dy

=
3

5
y10/3 − 3

16
y16/3 − 3

4
y4/3 + CQuindi:

I (x) = −3

4

3
√
cos4 x+

3

5

3
√
cos10 x− 3

16

3
√
cos16 x+ C24. Qui è:

I (x) =

∫
1

(sin x)1/2 (cosx)−1/2
d (tanx)

=

∫ (

1 +
1

tan2 x

)1/4
1

(1 + tan2 x)
1/4

d (tan x)

=

∫

(tan x)−1/2 d (tan x)

= 2
√
tan x+ C3.16.5 Integrali del �tipo 3�Sono integrali del tipo:
∫

fm (x) fn (x) dx, (3.107)essendo fm (x) una funzione sin, cos
fm (x) = sinmx, cosmx



3.16 Integrali di funzioni trigonometrihe 173Si trasforma l'integrando della (3.107) in una somma proedendo poi per deomposizione.A tale sopo si utilizzano le note formule trigonometrihe:
sinmx cosnx =

1

2
[sin (m+ n)x+ sin (m− n) x] (3.108)

sinmx sinnx =
1

2
[cos (m− n) x− cos (m+ n)x]

cosmx cosnx =
1

2
[cos (m− n) x+ cos (m+ n) x]Ad esempio:

I (x) =

∫

sin 4x cos 12xdx

=
1

2

(∫

sin 16xdx−
∫

sin 8xdx

)

=
1

32
(2 cos 8x− cos 16x) + C3.16.6 Eserizi1) ∫ sin 3x cos 5xdx 2) ∫ sin 10x sin 15xdx 3) ∫ cos

(
x
2

)
cos
(
x
3

)
dx4) ∫ sin

(
x
3

)
cos
(
2
3
x
)
dx 5) ∫ cos (ax+ b) cos (ax− b) dx 6) ∫ sin (ωt) sin (ωt+ φ) dt7) ∫ cosx cos2 3xdx 8) ∫ sin x sin 2x sin 3xdx3.16.7 Soluzioni1. I (x) = ∫ sin 3x cos 5xdx = 1

2

(∫
sin 8xdx−

∫
sin 2xdx

)

= 1
16
(4 cos 2x− cos 8x) + C2. I (x) = ∫ sin 10x sin 15xdx = 1

2

(∫
cos 5xdx−

∫
cos 25xdx

)

= 1
50
(5 sin 5x− sin 25x) + C3. I (x) = ∫ cos

(
x
2

)
cos
(
x
3

)
dx = 3 sin 1

6
x+ 3

5
sin 5

6
x+ C4. I (x) = ∫ sin

(
x
3

)
cos
(
2
3
x
)
dx = 1

2

(
3 cos x

3
− cosx

)
+ C5. I (x) =

∫
cos (ax+ b) cos (ax− b) dx. Poniamo: α = ax + b, β = ax − b, dondel'integrando:

cosα cos β =
1

2
[cos (α− β) + cos (α+ β)]

=
1

2
[cos (2b) + cos (2ax)]Quindi:

I (x) =
1

4a
[2ax cos (2b) + sin (2ax)] + C6. I (t) = ∫ sin (ωt) sin (ωt+ φ) dt. Poniamo: α = ωt, β = ωt+ φ, donde l'integrando:

sinα sin β =
1

2
[cos (α− β)− cos (α+ β)]

=
1

2
[cosφ− cos (2ωt+ φ)]
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I (t) =

1

2

[

t cosφ− 1

2ω
sin (2ωt+ φ)

]

+ C

=
1

4ω
[2ωt cosφ− sin (2ωt+ φ)] + C7. I (x) = ∫ cos x cos2 3xdx

I (x) =

∫

cosx cos 3x cos 3xdx

=
1

2

∫

(cos 2x+ cos 4x) cos 3xdx

=
1

2

(∫

cos 2x cos 3xdx+

∫

cos 4x cos 3xdx

)

=
1

2

(

sin x+
1

5
sin 5x

)

+ C1 +
1

2

(

sin x+
1

7
sin 7x

)

+ C2

=
1

140
(70 sinx+ 7 sin 5x+ 5 sin 7x) + C8. I (x) = ∫ sin x sin 2x sin 3xdx

I (x) =

∫
1

2
(cosx− cos 3x) sin 3xdx

=
1

2

(∫

cosx sin 3xdx−
∫

cos 3x sin 3xdx

)

=
1

2

[
1

2

∫

(sin 4x+ sin 2x) dx− 1

2

∫

sin 6xdx

]

=
1

48
(2 cos 6x− 3 cos 4x− 6 cos 2x) + C3.16.8 Integrali del �tipo 4�Sono integrali del tipo:
∫

R (sin x, cosx) dx, (3.109)essendo R una funzione razionale. Il ambio di variabile è:
x → t = tan

x

2
, (3.110)da ui:

R (sin x, cosx) → R
(

2t

1 + t2
,
1− t2

1 + t2

)

,e il di�erenziale:
dx =

2dt

1 + t2Ad esempio:
I (x) =

∫
dx

sin x+ cosx+ 1
,diventa:
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I (t) =

∫
dt

1 + t
= ln |1 + t|+ CRipristinando x:

I (x) = ln
∣
∣
∣1 + tan

x

2

∣
∣
∣+ C***Se R è una funzione pari:

R (− sin x,− cos x) ≡ R (sin x, cos x) ,il ambio di variabile è
x → t = tanx, (3.111)donde:

R (sin x, cos x) → R
(

t√
1 + t2

,
1√

1 + t2

)

,e il di�erenziale:
dx =

dt

1 + t2Ad esempio:
I (x) =

∫
dx

1 + cos2 x
,diventa:

I (t) =

∫
dt

2 + t2
=

√
2

2
arctan

(
t√
2

)

+ Cioè:
I (x) =

√
2

2
arctan

(
tan x√

2

)

+ C3.16.9 Eserizi1) ∫ dx
3+5 cos x

2) ∫ dx
sinx+cos x

3) ∫ cos x
1+cos x

dx4) ∫ sinx
1−sinx

dx 5) ∫ dx
8−4 sinx+7 cos x

6) ∫ dx
cos x−2 sinx+37) ∫ 3 sinx+2cos x

2 sinx+3cos x
dx 8) ∫ 1+tanx

1−tanx
dx 9) ∫ dx

1+3 cos2 x10) ∫ dx
3 sin2 x+5 cos2 x

11) ∫ dx
sin2 x+3 sinx cos x−cos2 x

12) ∫ dx
sin2 x−5 sinx cos x13) ∫ sinx

(1−cos x)3
dx 14) ∫ sin 2x

1+sin2 x
dx 15) ∫ cos 2x

cos4 x+sin4 x
dx16) ∫ cos x

sin2 x−6 sinx+5
dx 17) ∫ dx

(2−sinx)(3−sinx)
18) ∫ 1−sinx+cos x

1+sinx−cos x
dx



176 Integrali inde�niti3.16.10 Soluzioni1. I (x) = ∫ dx
3+5 cos x

. Qui è:
R (cosx) =

1

3 + 5 cosx
,donde il ambio di variabile è (3.110). L'integrale diventa:

I (t) =

∫
dt

4− t2
=

1

4
ln

∣
∣
∣
∣

2 + t

2− t

∣
∣
∣
∣
+ CCioè:

I (x) =
1

4
ln

∣
∣
∣
∣
∣

2 + tan
(
x
2

)

2− tan
(
x
2

)

∣
∣
∣
∣
∣
+ C2. ∫ dx

sinx+cos x
.

x → t = tan
x

2
=⇒ I (t) = −

∫
dt

t2 − 2t− 1Appliando direttamente la (3.38) troviamo:
I (t) =

1

2
√
2
ln

∣
∣
∣
∣
∣

t+ 1 +
√
2

t− 1−
√
2

∣
∣
∣
∣
∣
+ CCioè:

I (x) =
1

2
√
2
ln

∣
∣
∣
∣
∣

tan x
2
+ 1 +

√
2

tan x
2
− 1−

√
2

∣
∣
∣
∣
∣
+ C3. I (x) = ∫ cos x

1+cos x
dx.

I (x) =

∫ (

1− 1

1 + cos x

)

dx

= x− J (x) + onst,essendo:
J (x) =

∫
dx

1 + cos xEseguiamo il ambio di variabile:
x → t = tan

x

2
,donde:

J (t) =

∫
1

1 + 1−t2

1+t2

2
dt

1 + t2

=

∫

dt = t+ onst,quindi:
J (x) = tan

x

2
+ onstCosihé l'integrale vale:

I (x) = x− tan
x

2
+ onst



3.16 Integrali di funzioni trigonometrihe 1774. I (x) = ∫ sinx
1−sinx

dx =
∫

sinx−1+1
1−sinx

dx = −x+ J (x), essendo:
J (x) =

∫
dx

1− sin xEseguiamo il ambio di variabile:
x → t = tan

x

2
,donde:

J (t) =

∫
1

1− 2t
1+t2

2dt

1 + t2

= 2

∫
dt

(t− 1)2
= − 2

t− 1
+ onst,quindi:

J (x) = − 2

tan x
2
− 1

+ onstCosihé l'integrale vale:
I (x) = −x− 2

tan x
2
− 1

+ onst5. I (x) = ∫ dx
8−4 sinx+7 cos x

. Eseguiamo il ambio di variabile:
x → tan

x

2Quindi:
I (t) = 2

∫
dt

t2 − 8t+ 15L'integrale suddetto si risolve on la (3.38):
I (t) = ln

∣
∣
∣
∣

t− 5

t− 3

∣
∣
∣
∣
+ C,da ui:

I (x) = ln

∣
∣
∣
∣

tan x
2
− 5

tan x
2
− 3

∣
∣
∣
∣
+ C6. I (x) = ∫ dx

cos x−2 sinx+3
. Eseguiamo il ambio di variabile:

x → tan
x

2Quindi:
I (t) =

∫
dt

t2 − 2t+ 2L'integrale suddetto si risolve on la (3.38):
I (t) = arctan (t− 1) + C,da ui:

I (x) = arctan
(

tan
x

2
− 1
)

+ C



178 Integrali inde�niti7. I (x) = ∫ 3 sinx+2 cos x
2 sinx+3 cos x

dx. Osserviamo he il numeratore si può esprimere ome ombi-nazione lineare del denominatore e della sua derivata prima:
3 sin x+ 2 cosx = A (2 sin x+ 3 cosx) +B

d

dx
(2 sin x+ 3 cosx) (3.112)Quindi:

I (x) = Ax+B ln |2 sin x+ 3 cosx| + C,essendo C l'usuale ostante di integrazione.Dalla (3.112) si ottiene il sistema:
2A− 3B = 3

3A+ 2B = 2,quindi i oe�ienti indeterminati A e B:
A =

12

13
, B = − 5

13e l'integrale:
I (x) =

12

13
x− 5

13
ln |2 sin x+ 3 cosx| + C8. I (x) = ∫ 1+tan x

1−tan x
dx =

∫
sinx+cos x
cos x−sinx

dx = −
∫ d(cos x−sinx)

cos x−sinx

= − ln |cosx− sin x| + C9. I (x) = ∫ dx
1+3 cos2 x

. Osserviamo he:
I (x) =

∫
dx

1 + 3 cos2 x

=

∫
1

1
cos2 x

+ 3

dx

cos2 xMa:
1

cos2 x
= 1 + tan2 x

dx

cos2 x
= d (tan x) ,donde eseguendo il ambio di variabile x → y = tanx:

I (x) =

∫
dy

4 + y2

=
1

2

∫
d
(
y
2

)

1 +
(
y
2

)2

=
1

2
arctan

(
tanx

2

)

+ C10. I (x) = ∫ dx
3 sin2 x+5 cos2 x

. Osserviamo he:
I (x) =

∫
dx

3 sin2 x+ 5 cos2 x

=

∫
dx

3 tan2 x+ 5

1

cos2 x

=

∫
1

5 + 3 tan2 x
d (tanx) ,



3.16 Integrali di funzioni trigonometrihe 179donde eseguendo il ambio di variabile x → y = tanx:
I (x) =

∫
dy

5 + 3y2

=
1

√
15

∫ d
(√

3
5
y
)

1 +
(√

3
5
y
)2

=
1√
15

arctan

(√

3

5
tanx

)

+ C11. I (x) = ∫ dx
sin2 x+3 sinx cos x−cos2 x

. Risulta:
I (x) =

∫
dx

cos2 x (tan2 x+ 3 tanx− 1)Eseguendo il ambio di variabile x → y = tanx:
I (y) =

∫
dy

y2 + 3y − 1

=
1√
13

ln

∣
∣
∣
∣
∣

2y + 3−
√
13

2y + 3 +
√
13

∣
∣
∣
∣
∣
+ C,ioè:

I (x) =
1√
13

ln

∣
∣
∣
∣
∣

2 tanx+ 3−
√
13

2 tanx+ 3 +
√
13

∣
∣
∣
∣
∣
+ C12. I (x) = ∫ dx

sin2 x−5 sinx cos x
. Risulta:

I (x) =

∫
dx

sin2 x (1− 5 cotx)Eseguendo il ambio di variabile x → y = cotx:
I (y) =

∫
dy

5y − 1

=
1

5
ln |5y − 1|+ C,ioè:

I (x) =
1

5
ln

∣
∣
∣
∣

5− tan x

tanx

∣
∣
∣
∣
+ C13. I (x) = ∫ sinx

(1−cos x)3
dx. Risulta:

I (x) = −
∫

d (cosx)

(1− cosx)3Eseguendo il ambio di variabile x → y = cosx:
I (y) =

∫
d (1− y)

(1− y)3

= − 1

2 (1− y)2
+ CCioè:

I (x) = − 1

2 (1− cos x)2
+ C



180 Integrali inde�niti14. I (x) = ∫ sin 2x
1+sin2 x

dx. Risulta:
I (x) = 2

∫
sin x cos x

1 + sin2 x
dx

= 2

∫
sin x

1 + sin2 x
d (sin x)Eseguendo il ambio di variabile x → y = sin x:

I (y) = 2

∫
ydy

1 + y2

=

∫
d (1 + y2)

1 + y2

= ln
(
1 + y2

)
+ CCioè:

I (x) = ln
(
1 + sin2 x

)
+ C15. ∫ cos 2x

cos4 x+sin4 x
dx. Risulta:

I (x) =

∫
cos2 x− sin2 x

cos4 x+ sin4 x
dx

=

∫
1− tan2 x

1 + tan2 x
d (tanx)Eseguendo il ambio di variabile x → y = tanx:

I (y) =

∫
1− y2

1 + y4
dy (3.113)

= I1 (y)− I2 (y) ,essendo:
I1 (y) =

∫
dy

1 + y4

I2 (y) =

∫
y2dy

1 + y4L'integrale I1 (y) è stato già alolato preedentemente (eq. 3.58):
I1 (y) =

1

4
√
2

[

−2 arctan
(

1−
√
2y
)

+ 2 arctan
(

1 +
√
2y
)

+ ln

∣
∣
∣
∣
∣

y2 +
√
2y + 1

y2 −
√
2y + 1

∣
∣
∣
∣
∣

]

+onstPer il seondo integrale proediamo per deomposizione in frazioni semplii:
y2

1 + y4
=

Ay +B

y2 +
√
2y + 1

+
Cy +D

y2 −
√
2y + 1Risolvendo il onseguente sistema di Cramer:

(A,B,C,D) =

(

− 1

2
√
2
, 0,

1

2
√
2
, 0

)

,



3.16 Integrali di funzioni trigonometrihe 181donde:
I2 (y) = − 1

2
√
2
J1 (y) +

1

2
√
2
J2 (y) ,essendo:

J1 (y) =

∫
ydy

y2 +
√
2y + 1

J2 (y) =

∫
ydy

y2 −
√
2y + 1

,he si alolano on la (3.38):
J1 (y) =

1

2
ln
∣
∣
∣y2 +

√
2y + 1

∣
∣
∣− arctan

(√
2y + 1

)

+ onst
J1 (y) =

1

2
ln
∣
∣
∣y2 −

√
2y + 1

∣
∣
∣+ arctan

(√
2y − 1

)

+ onstQuindi:
I2 (y) = − 1

4
√
2
ln

∣
∣
∣
∣
∣

y2 +
√
2y + 1

y2 −
√
2y + 1

∣
∣
∣
∣
∣
+

1

2
√
2

[

arctan
(

1 +
√
2y
)

− arctan
(

1−
√
2y
)]

+onstSostituendo nella (3.113):
I (y) =

1

2
√
2
ln

∣
∣
∣
∣
∣

y2 +
√
2y + 1

y2 −
√
2y + 1

∣
∣
∣
∣
∣
+ onstCioè:

I (x) =
1

2
√
2
ln

∣
∣
∣
∣
∣

tan2 x+
√
2 tanx+ 1

tan2 x−
√
2 tanx+ 1

∣
∣
∣
∣
∣
+ onst

=
1

2
√
2
ln

∣
∣
∣
∣
∣

√
2 + sin 2x√
2− sin 2x

∣
∣
∣
∣
∣
+ onst16. ∫ cos x

sin2 x−6 sinx+5
dx =

∫ d(sinx)

sin2 x−6 sinx+5
. Eseguendo il ambio di variabile x → y = sin x:

I (y) =

∫
dy

y2 − 6y + 5

=
1

4
ln

∣
∣
∣
∣

y − 5

y − 1

∣
∣
∣
∣
+ CDa ui:

I (x) =
1

4
ln

∣
∣
∣
∣

sin x− 5

sin x− 1

∣
∣
∣
∣
+ C17. I (x) = ∫ dx

(2−sinx)(3−sinx)
. Riduiamo l'integrando in frazioni semplii (rispetto a sin x):

1

(2− sin x) (3− sin x)
=

A

2− sin x
+

B

3− sin x

=
(3A+ 2B) + (−A−B) sin x

(2− sin x) (3− sin x)



182 Integrali inde�nitiDeve essere:
A+B = 0

3A+ 2B = 1Risolvendo:
(A,B) = (1,−1)Quindi:

1

(2− sin x) (3− sin x)
=

1

2− sin x
− 1

3− sin xL'integrale:
I (x) = I1 (x)− I2 (x) ,essendo:
I1 (x) =

∫
dx

2− sin x

I2 (x) =

∫
dx

3− sin xRisolviamo I1 (x):
x → t = tan

x

2
=⇒ I1 (t) =

∫
dt

t2 − t + 1
=

2√
3
arctan

(
2t− 1√

3

)

+ onstPeriò:
I1 (x) =

2√
3
arctan

(
2 tan x

2
− 1√

3

)

+ onstRisolviamo I2 (x):
x → t = tan

x

2
=⇒ I2 (t) = 2

∫
dt

3t2 − 2t+ 3
=

1√
2
arctan

(
3t− 1

2
√
2

)

+ onstPeriò:
I1 (x) =

1√
2
arctan

(
3 tan x

2
− 1

2
√
2

)

+ onstL'integrale I (x):
I (x) =

2√
3
arctan

(
2 tan x

2
− 1√

3

)

+
1√
2
arctan

(
3 tan x

2
− 1

2
√
2

)

+ C18. I (x) =
∫

1−sinx+cos x
1+sinx−cos x

dx. Prima di eseguire il ambio di variabile x → t = tan x
2
,sempli�hiamo l'integrando:

I (x) =

∫ (

−1 +
2

1 + sin x− cosx

)

dx

= −x+ 2J (x) ,essendo:
J (x) =

∫
dx

1 + sin x− cos x



3.16 Integrali di funzioni trigonometrihe 183Cambiando la variabile:
J (t) =

∫
dt

t (t + 1)

=

∫ (
1

t
− 1

t + 1

)

dt

= ln

∣
∣
∣
∣

t

t + 1

∣
∣
∣
∣
+ Cda ui I (x):

I (x) = −x+ 2 ln

∣
∣
∣
∣

tan x
2

tan x
2
+ 1

∣
∣
∣
∣
+ C3.16.11 Eserizi riepilogativi sugli integrali trigonometrii1) ∫ cos4 2x sin3 2xdx 2) ∫ sin3 3x cos5 3xdx 3) ∫ sin2 3x cos5 3xdx4) ∫ cosn x

n
dx (n > 1) 5) ∫ sin4 3x cos2 3xdx 6) ∫ sin 3x sin 2xdx7) ∫ √

1− cos xdx 8) ∫ (1 + cos 3x)3/2 dx 9) ∫ dx√
1−sin 2x10) ∫ tan3 3x sec4 3xdx 11) ∫ tan2 x sec3 xdx 12) ∫ tan3 2x sec3 2xdx13) ∫ cot 3x csc4 3xdx 14) ∫ cot3 x csc5 xdx 15) ∫ sin4 2xdx16) ∫ sin7 xdx1. I (x) = ∫ cos4 2x sin3 2x. Abbiamo:

I (x) = −1

2

∫

cos4 2x
(
1− cos2 2x

)
d (cos 2x)Poniamo y = cos 2x:

I (y) =
1

2

∫

y4
(
y2 − 1

)
dy

=
1

2

(
1

7
y7 − 1

5
y5
)

+ CCioè:
I (x) =

1

14
cos7 2x− 1

10
cos5 2x+ C2. I (x) = ∫ sin3 3x cos5 3xdx. Abbiamo:

I (x) =

∫
(
1− sin2 3x

)
cos5 3x sin 3xdxPoniamo y = cos 3x:

I (y) = −1

3

∫

y5
(
1− y2

)
dy

= −1

3

(
1

6
y6 − 1

8
y8
)

+ CCioè:
I (x) =

1

24
cos8 3x− 1

18
cos6 3x+ C



184 Integrali inde�niti3. I (x) = ∫ sin2 3x cos5 3xdx. Abbiamo:
I (x) =

1

3

∫

sin2 3x
(
1− sin2 3x

)2
d (sin 3x)Poniamo y = sin 3x:

I (y) =
1

3

∫

y2
(
1− y2

)2
dy

=
1

3

(
1

3
y3 − 2

5
y5 +

1

7
y7
)

+ CCioè:
I (x) =

1

3

(
1

3
sin3 3x− 2

5
sin5 3x+

1

7
sin7 3x

)

+ C4. In (x) = ∫ cosn x
n
dx.

In (x) = n

∫ (

cos
x

n

)n−1

cos
x

n
dx

= n

∫ (

1− sin2 x

n

)n−1

2

d
(

sin
x

n

)Eseguendo il ambio di variabile x → y = sin x
n
:

In (y) = n

∫
(
1− y2

)n−1

2 dyAd esempio, per n = 3:
I3 (y) = 3

∫
(
1− y2

)
dy

= 3

(

y − 1

3
y3
)

+ C,per ui:
I3 (x) = 3 sin

x

3
− sin3 x

3
+ C5. I (x) = ∫ sin4 3x cos2 3xdx. Abbiamo:

I (x) =

∫

(sin 3x cos 3x)2 sin2 3xdxOsservando he:
sin 3x cos 3x =

1

2
sin 6x

sin2 3x =
1

2
(1− cos 6x) ,si ha:

I (x) =
1

8

∫

sin2 6x (1− cos 6x) dx

=
1

8
[I1 (x)− I2 (x)] ,



3.16 Integrali di funzioni trigonometrihe 185essendo:
I1 (x) =

∫

sin2 6xdx =
1

2

∫

(1− cos 12x) dx =
1

2

(

x− 1

12
sin 12x

)

+ C1

I2 (x) =

∫

sin2 6x cos 6xdx =
1

6

∫

sin2 6xd (sin 6x) =
1

18
sin3 6x+ C2,per ui:

I (x) =
x

16
− 1

144
sin 12x− 1

192
sin3 6x+ C6. I (x) = ∫ sin 3x sin 2xdx . Per le (3.108):

sin 3x sin 2x =
1

2
(cosx− cos 5x) ,donde:

I (x) =
1

2
sin x− 1

10
sin 5x+ C7. I (x) = ∫ √

1− cosxdx. Osservando he:
cosx = 1− 2 sin2 x

2
, (3.114)segue:

1− cosx = 2 sin2 x

2
,donde:

I (x) =
√
2

∫

sin
x

2
dx = −2

√
2 cos

x

2
+ C8. I (x) = ∫ (1 + cos 3x)3/2 dx. Dalla (3.114):

cos y = 2 cos2
y

2
− 1Se poniamo y = 3x:

cos 3x = 2 cos2
(
3

2
x

)

− 1,donde:
(1 + cos 3x)3/2 = 2

√
2 cos3

(
3

2
x

)L'integrale diventa:
I (x) = 2

√
2

∫

cos2
(
3

2
x

)

cos

(
3

2
x

)

dx

=
4

3

√
2

∫ [

1− sin2

(
3

2
x

)]

d

[

sin

(
3

2
x

)]

=
4

9

√
2 sin

(
3

2
x

)[

3− sin2

(
3

2
x

)]

+ C



186 Integrali inde�niti9. I (x) = ∫ dx√
1−sin 2x

=
∫

dx
√

1−cos(π
2
−2x)

. Poniamo:
y =

π

2
− 2xdonde:

I (y) = −1

2

∫
dy√

1− cos y

= − 1

2
√
2

∫
dy

sin y
2

= − 1√
2
ln

∣
∣
∣
∣

1

sin y
2

− cot y

∣
∣
∣
∣
+ CRipristinando la variabile x:

I (x) = −
√
2

2
ln

∣
∣
∣
∣
∣

1

sin
(
π
4
− x
) − cot

(π

4
− x
)
∣
∣
∣
∣
∣
+ C10. I (x) = ∫ tan3 3x sec4 3xdx. Poniamo 3x = ξ:

I (ξ) =
1

3

∫

tan3 ξ
dξ

cos4 ξ
(3.115)

=
1

3

∫

tan3 ξ
1

cos2 ξ
d (tan ξ)Ma

1

cos2 ξ
=

sin2 ξ + cos2 ξ

cos2 ξ

= tan2 ξ + 1Quindi la (3.115) diventa:
I (ξ) =

1

3

∫

tan3 ξ
(
tan2 ξ + 1

)
d (tan ξ)Esegiamo il ambio di variabile ξ → y = tan ξ:

I (y) =
1

3

∫

y3
(
y2 + 1

)
dy

=
1

3

(
1

6
y6 +

1

4
y4
)

+ onstRitornando alla variabile x:
I (x) =

1

6

(
1

3
tan6 3x+

1

2
tan4 3x

)

+ C11. I (x) = ∫ tan2 x sec3 xdx =
∫

dx
cos5 x

−
∫

dx
cos3 x

= G5 (x) − G2 (x), essendo Gn (x) espressodalla (3.102). Abbiamo:
G3 (x) =

1

2

[

G1 (x) +
sin x

cos2 x

]

+ onst
=

1

2

[

ln
∣
∣
∣tan

(x

2
+

π

4

)∣
∣
∣+

sin x

cos2 x

]

+ onst
G5 (x) =

1

4

[

3G3 (x) +
sin x

cos4 x

]

+ onst,



3.16 Integrali di funzioni trigonometrihe 187donde:
I (x) = −1

4
G3 (x) +

sin x

4 cos4 x
+ C12. I (x) = ∫ tan3 2x sec3 2xdx. Poniamo ξ = 2x:

I (ξ) =
1

2

∫

tan3 ξ
dξ

cos3 ξ

= −1

2

∫
1− cos2 ξ

cos6 ξ
d (cos ξ)Eseguiamo il ambio di variabile y = cos ξ:

I (y) =
1

2

(∫

y−4dy −
∫

y−6dy

)

=
1

2

(

−1

3
y−3 +

1

5
y−5

)

+ CRitornando alla variabile x:
I (x) =

1

2

(
1

5 cos5 2x
− 1

3 cos3 2x

)

+ C13. I (x) = ∫ cot 3x csc4 3xdx = −1
3

∫
cot 3x
sin2 3x

d (cot 3x). Osservando he:
1

sin2 3x
= 1 + cot2 3x,si ha:

I (x) = −1

3

∫

cot 3x
(
1 + cot2 3x

)
d (cot 3x)

= − 1

12
cot2 3x

(
2 + cot2 3x

)
+ C14. I (x) = ∫ cot3 x csc5 xdx. Sviluppiamo l'integrando:

cot3 x csc5 xdx =
cos2 x

sin8 x
dx

=
d (sin x)

sin8 x
− d (sin x)

sin6 x
,donde:

I (x) =

∫
d (sin x)

sin8 x
−
∫

d (sin x)

sin6 x

= − 1

7 sin7 x
+

1

5 sin5 x
+ C15. I (x) = ∫ sin4 2xdx. Abbiamo (ξ = 2x):

I (ξ) =
1

2

∫

sin4 ξdξ

=
1

2

∫

sin2 ξd

[
1

4
(2ξ − sin 2ξ)

]

=
1

8

[

2ξ sin2 ξ − sin2 ξ sin 2ξ + ξ cos 2ξ − 1

2
cos 2ξ − 1

2
sin 2ξ +

1

2
ξ − 1

8
sin 4ξ

]

+ C



188 Integrali inde�nitiRipristinando la variabile x:
I (x) =

1

8

(

4x sin2 2x− sin2 2x sin 4x+ 2x cos 4x− 1

2
sin 4x+ x− 1

8
sin 8x

)

+ C

= −1

8
sin3 2x cos 2x− 3

16
cos 2x sin 2x+

3

8
x+ C16. I (x) = ∫ sin7 xdx = −

∫
(1− cos2 x)

3
d (cosx). Eseguiamo il ambio di variabile x →

y = cosx:
I (y) =

1

7
y7 − 3

5
y5 + y3 − y + CRipristinando la variabile x:

I (x) =
1

7
cos7 x− 3

5
cos5 x+ cos3 x− cosx+ C3.17 Integrazione delle funzioni iperboliheIl punto di partenza è la relazione fondamentale:

cosh2 x− sinh2 x = 1 (3.116)La prima relazione utile si ottiene dalla formula di dupliazione:
cosh 2x = 2 sinh2 x+ 1, (3.117)risolvendo rispetto a sinh2 x:
sinh2 x =

1

2
(cosh 2x− 1) (3.118)La (3.118) è utilizzabile quando l'integrando ontiene sinh2 x.Tenendo onto della (3.116), la (3.118) diventa:

cosh2 x =
1

2
(cosh 2x+ 1) (3.119)In�ne dalla:

sinh 2x = 2 sinh x cosh x,si ottiene:
sinh x cosh x =

1

2
sinh 2x, (3.120)utilizzabile quando l'integrando ontiene sinh x cosh x.Esempio 1Caloliamo:

I (x) =

∫

cosh2 xdx

=
1

2

∫

(cosh 2x+ 1) dx

=
1

2

[
1

2

∫

cos 2xd (2x) +

∫

dx

]

=
1

2

(
1

2
sinh 2x+ x

)

+ C

=
1

2
x+

1

4
sinh 2x+ C



3.17 Integrazione delle funzioni iperbolihe 189Esempio 2Caloliamo:
I (x) =

∫

cosh3 xdx

=

∫

cosh2 xd (sinh x)

=

∫
(
sinh2 x+ 1

)
d (sinh x)

=
1

3
sinh3 x+ sinh x+ C3.17.1 Eserizi1) ∫ sinh3 xdx 2) ∫ cosh4 xdx 3) ∫ sinh3 x cosh xdx4) ∫ sinh2 x cosh2 xdx

1. I (x) = ∫ sinh3 xdx =
∫
sinh2 xd (cosh x) =

∫ (
cosh2 x− 1

)
d (cosh x)

= 1
3
cosh3 x− cosh x+ C2. I (x) = ∫ cosh4 xdx = 1

4

∫
(cosh 2x+ 1)2 dx = 1

4

(∫
cosh2 2xdx+ 2

∫
cosh 2x+ x

)

= 1
4

[
1
8
sinh (4x) + x

2
+ 1

2
sinh (2x) + c

]
+ C

= 1
32
sinh (4x) + 1

4
sinh (2x) + 3

4
x+ C.3. I (x) = ∫ sinh3 x cosh xdx =

∫
sinh3 xd (sinh x) = 1

4
sinh4 x+ C4. I (x) = ∫ sinh2 x cosh2 xdx =

∫
(sinh x cosh x)2 dx = 1

4

∫
sinh2 2xdxCaloliamo a parte ∫ sinh2 2xdx:

∫

sinh2 2xdx =
t=2x

1

2

∫

sinh2 tdt

=
1

4

∫

(cosh 2t− 1) dt

=
1

8
sinh 2t− 1

4
t+ C1

=⇒ I (x) =
1

32
sinh (4x)− 1

8
x+ C
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Capitolo 4Integrali de�niti
4.1 Somme integraliSi hiede di alolare i seguenti integrali onsiderandoli ome il limite delle orrispondentisomme integrali.1) b∫

0

x2dx 2) b∫

a

dx 3) T∫

0

(v0 + gt) dt, on v0, g =onst4) 1∫

−2

x2dx 5) 10∫

0

2xdx 6) f (x) =

x∫

0

sin tdt

4.1.1 Soluzioni1. Eseguiamo una equipartizione Dn di [0, b]:
xk = k

b

n
, k ∈ N = {0, 1, ..., n− 1}L'ampiezza è

δn =
b

nLa somma integrale:
σDn =

n−1∑

k=0

f (ξk) (xk+1 − xk)Prendiamo ξk = xk:
σDn =

(
b

n

)3 n−1∑

k=0

k2Ma:
n−1∑

k=0

k2 =
n (2n− 1) (n− 1)

6
,donde:

σDn =
b3

6

(2n− 1) (n− 1)

n2
,da ui l'integrale:

b∫

0

x2dx = lim
δn→0

σDn = lim
n→+∞

σDn =
b3

3



192 Integrali de�niti2. Eseguiamo unequipartizione Dn di [a, b]:
xk = a+

k (b− a)

n
, k ∈ N = {0, 1, 2, ..., n− 1}L'ampiezza di Dn è:
δn =

b− a

nAssumendo ξk = xk+1

σDn =

n−1∑

k=0

f (xk+1) (xk+1 − xk)

=
b− a

n

n∑

k=1

f (xk)

= b− a,quindi:
b∫

a

dx = lim
δn→0

σδn = lim
n→+∞

σn = b− a3. Quest'integrale ha una semplie interpretazione �sia, se poniamo:
y (T ) =

T∫

0

(v0 + gt) dtQui y (T ) è al tempo T la quota di un punto materiale in aduta libera in un am-po gravitazionale (g è l'aelerazione di gravità) on veloità iniziale v0. L'asse y èorientato verso il basso e si trasura la resistenza dell'aria. L'integrando è la veloitàistantanea:
v (t) = v0 + gtEseguiamo un'equipartizione Dn di [0, T ]:

tk = k
T

n
, on k ∈ N = {0, 1, 2, ..., n− 1}L'ampiezza è
δn = max

k∈N
(tk+1 − tk) =

T

nLa somma integrale è
σDn =

n−1∑

k=0

v (τk) (tk+1 − tk)Assumendo τk = tk+1:
σDn =

T

n

n∑

k=1

(

v0 + g
T

n
k

)

= Tv0 +
n+ 1

n

gT

2



4.1 Somme integrali 193Quindi l'integrale:
y (T ) = lim

δn→0
σDn

= lim
n→+∞

σDn

= v0T +
1

2
gT 24. Eseguiamo una equipartizione Dn di [−2, 1]:

xk = −2 +
3

n
k, on k = 0, 1, ..., n− 1di ampiezza:

δn =
3

nAssumendo ξk = xk+1:
σDn =

3

n

n∑

k=1

x2
k

=
3

n

n∑

k=1

(
3

n
k − 2

)2

=
3

2

2n2 − 3n+ 3

nda ui:
1∫

−2

x2dx = lim
n→+∞

σDn = 35. Eseguiamo una equipartizione Dn di [0, 10]:
xk =

10

n
k, on k = 0, 1, ..., n− 1di ampiezza:

δn =
10

nAssumendo ξk = xk+1:
σDn =

10

n

n∑

k=1

2k
10

n

=
52

10+n
n

(

−1 + (1024)1/n
)n

(−1 + 10241/n)
nda ui:

10∫

0

2xdx = lim
n→+∞

σDn =
10230

ln (1024)



194 Integrali de�niti6. Eseguiamo l'equipartizione:
tk = k

x

n
, on k ∈ N = {0, 1, ..., n− 1}L'ampiezza dell'intervallo [tk, tk+1] è:
δk,n = tk+1 − tk =

x

n
,donde l'ampiezza della partizione:

δn = max
k∈N

(δk) =
x

nAssumendo τk = tk+1 e ponendo g (t) = sin t:
σDn =

n−1∑

k=0

g (tk+1)
x

n

=
x

n

n∑

k=1

sin
(

k
x

n

)Per il alolo della sommatoria utilizziamo una nota relazione trigonometria:
n∑

k=1

sin (ky) =
cos
(
y
2

)
− cos

[(
n+ 1

2

)
y
]

2 sin
(
y
2

) ,donde:
σDn =

x
{
cos
(
y
2

)
− cos

[(
n+ 1

2

)
y
]}

2n sin
(
y
2

)Passiamo al limite per n → +∞:
lim
n→∞

σDn = lim
n→∞

x
{
cos
(

x
2n

)
− cos

[(
1 + 1

2n

)
x
]}

2n sin
(

x
2n

)

=
x (1− cos x)

2 lim
n→+∞

n sin
(

x
2n

)Caloliamo a parte il limite a denominatore:
lim

n→+∞
n sin

( x

2n

)

=
m=n−1

lim
m→0+

sin
(
mx
2

)

m
=

x

2
,Quindi

f (x) = lim
n→∞

σDn = 1− cosx4.2 Teorema fondamentale del alolo integrale.1. Calolare dI
da
, dI

db
, essendo:

I =

b∫

a

dx

ln (sin x)



4.2 Teorema fondamentale del alolo integrale. 195sia F (x) una qualunque primitiva di [ln (sin x)]−1:
F (x) =

∫
dx

ln (sin x)
,per ui:

I = F (b)− F (a)Quindi le derivate:
dI

da
= −F ′ (a) = − 1

ln (sin a)

dI

db
= F ′ (b) =

1

ln (sin b)2. Calolare la derivata della funzione:
F (x) =

x∫

1

ln tdtPoniamo:
G (t) =

∫

ln tdtQuindi:
F (x) = G (x)−G (1) =⇒ F ′ (x) = G′ (x) = ln x3. Calolare la derivata della funzione:

F (x) =

x2
∫

x

e−t2dtPoniamo:
G (t) =

∫

e−t2dtQuindi:
F (x) = G

(
x2
)
−G (x)La derivata è:

F ′ (x) =
d

dx
G
(
x2
)
− d

dx
G (x)

= 2xG′ (x2
)
−G′ (x)

= 2xe−x4 − e−x24. Calolare la derivata della funzione:
F (x) =

0∫

x

√
1 + t4dtPoniamo:

G (t) =

∫ √
1 + t4dtQuindi:

F (x) = G (0)−G (x) =⇒ F ′ (x) = −
√
1 + x4



196 Integrali de�niti5. Calolare la derivata della funzione:
F (x) =

√
x∫

1/x

cos
(
t2
)
dtPoniamo:

G (t) =

∫

cos
(
t2
)
dtQuindi:

F (x) = G
(√

x
)
−G

(
1

x

)La derivata è:
F ′ (x) =

d

dx
G
(√

x
)
− d

dx
G

(
1

x

)

=
1

2
√
x
cos x+

1

x2
cos

(
1

x2

)6. Determinare i punti estremali della funzione seno integrale:
F (x) =

x∫

0

sin t

t
dtPoniamo:

G (t) =

∫
sin t

t
dt,donde:

F (x) = G (x)−G (0)Segue:
F ′ (x) = G′ (x) =

sin x

xI punti estremali di F (x) sono le radii dell'equazione:
F ′ (x) = 0 ⇐⇒ sin x

x
= 0Cioè:

xk = kπ, ∀k ∈ Z− {0}In �gura 4.1 è riportato il gra�o di F (x).***Calolare:1) 1∫

0

dx
1+x

2) −1∫

−2

dx
x33) x∫

−x

etdt 4) x∫

0

cos tdtSoluzioni
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Figura 4.1: Gra�o della funzione seno integrale e degli asintoti orizzontali: y = ±π/2.



198 Integrali de�niti1. I =
∫ 1

0
dx
1+x

. Poniamo:
F (x) =

∫
dx

1 + x
= ln |1 + x| + C,donde:

I = F (1)− F (0) = ln 22. I =
∫ −1

−2
dx
x3 = − 1

2x2

∣
∣−1

−2
= −3

8
.3. I =

∫ x

−x
etdt = et|x−x = ex − e−x4. I (x) = ∫ x

0
cos tdt = sin t|x0 = sin x ***Calolare i seguenti limiti attraverso gli integrali de�niti.1. lim

n→+∞

(
1
n2 +

2
n2 + ...+ n−1

n2

)2. lim
n→+∞

(
1

n+1
+ 1

n+2
+ ...+ 1

n+n

)3. λp = lim
n→+∞

1p+2p+...+np

np+1 (p > 0)Soluzioni1. È il limite di una somma integrale relativa a f (x) = x in [0, 1]. Infatti, eseguiamo unaequipartizione Dn di [0, 1]:
xk =

k

n
, on k ∈ N = {0, 1, 2, ..., n− 1}La norma è:
δn = max

k∈N
(xk − xk−1) =

1

nAssumendo ξk = xk:
σDn =

n−1∑

k=0

f (ξk) (xk − xk−1)

=
1

n2

n−1∑

k=0

k

=
1

n2
+

2

n2
+ ...+

n− 1

n2
,donde:

lim
n→+∞

(
1

n2
+

2

n2
+ ... +

n− 1

n2

)

= lim
n→+∞

σDn =

1∫

0

xdx =
1

2



4.2 Teorema fondamentale del alolo integrale. 1992. Poniamo:
σDn =

1

n+ 1
+

1

n+ 2
+ ...+

1

n + n

=
n∑

k=1

1

n + kessendo Dn una equipartizione di [0, 1]. Deve essere:
σDn =

n∑

k=1

f (xk) (xk − xk−1)

=
1

n

n∑

k=1

f

(
k

n

)Confrontando on la preedente:
f

(
k

n

)

=
n

n+ k

=
1

1 + k
n

,ioè:
f (x) =

1

1 + x
,per ui σDnè una somma integrale relativa a f (x) = x. Da iò segue:

lim
n→+∞

(
1

n + 1
+

1

n + 2
+ ...+

1

n+ n

)

=

1∫

0

dx

1 + x
= ln 23. Poniamo:

σDn =
1p + 2p + ...+ np

np+1

=
1

np+1

n∑

k=1

kpessendo Dn una equipartizione di [0, 1]. Deve essere:
σDn =

n∑

k=1

f (xk) (xk − xk−1)

=
1

n

n∑

k=1

f

(
k

n

)Confrontando on la preedente:
f

(
k

n

)

=

(
k

n

)p

,ioè:
f (x) = xpQuindi:

λp =

1∫

0

xpdx =
1

p + 1



200 Integrali de�niti***Calolare:1) 2∫

1

(x2 − 2x+ 3) dx 2) 8∫

0

(√
2x+ 3

√
x
)
dx 3) 4∫

1

1+
√
y

y2
dy 4) 6∫

2

√
x− 2dx5) −3∫

0

dx√
25+3x

6) −3∫

−2

dx
x2−1

7) 1∫

0

xdx
x2+3x+2

8) 1∫

−1

y5dy
y+29) 1∫

0

dx
x2+4x+5

10) 4∫

5

dx
x2−3x+2

11) 1∫

0

s3ds
s8+1

12) √
2/2∫

0

dx√
1−x213) 7/2∫

2

dx√
−x2+4x+5

14) 1∫

0

y2dy√
y6+4

15) π/2∫

0

sin3 xdx 16) e2∫

e

dx
x lnxSoluzioni1. I =

∫ 2

1
(x2 − 2x+ 3) dx =

(
1
3
x3 − x2 + 3x

)∣
∣
x=2

x=1
= 7

32. I =
∫ 8

0

(√
2x+ 3

√
x
)
dx =

√
2
∫ 8

0
x1/2dx+

∫ 8

0
x1/3dx

=
√
2 · 2

3
· 83/2 + 3

4
· 84/3 = 100

33. I =
∫ 4

1

1+
√
y

y2
dy =

∫ 4

1
y−2dy +

∫ 4

1
y−3/2dy =

[

− 1
y

]4

1
+
[
−2y−1/2

]4

1

= −1
4
+ 1 +

(
−2 · 1

2
+ 2 · 1

)
= 7

44. I =
∫ 6

2

√
x− 2 = F (6)− F (2), essendo

F (x) =

∫ √
x− 2dx

=

∫

(x− 2)1/2 d (x− 2)

=
2

3
(x− 2)3/2 + C,donde:
I =

16

35. I =
∫ −3

0
dx√
25+3x

= F (−3)− F (0), essendo:
F (x) =

∫
dx√

25 + 3x

=
1

3

∫

(25 + 3x)−1/2 d (25 + 3x)

=
2

3

√
25 + 3x+ C,donde:

I =
2

3

√
16− 2

3

√
25 = −2

3



4.2 Teorema fondamentale del alolo integrale. 2016. I =
∫ −3

−2
dx

x2−1
= F (−3)− F (−2), essendo:

F (x) =

∫
dx

x2 − 1
=

1

2
ln

∣
∣
∣
∣

x− 1

x+ 1

∣
∣
∣
∣
+ C,donde:

F (−3) =
1

2
ln 2 + C

F (−2) =
1

2
ln 3 + CQuindi:

I =
1

2
ln

2

37. I =
∫ 1

0
xdx

x2+3x+2
= F (1)− F (0), essendo:

F (x) =

1∫

0

xdx

x2 + 3x+ 2

=
1

2
ln
∣
∣x2 + 3x+ 2

∣
∣− 3

2
ln

∣
∣
∣
∣

x+ 1

x+ 2

∣
∣
∣
∣
+ C

= − ln |x+ 1|+ 2 ln |x+ 2|+ C,donde:
F (1) = − ln 2 + 2 ln 3 + C

F (0) = 2 ln 2 + CQuindi:
I = ln

9

88. I =
∫ 1

−1
y5dy
y+2

= F (1)− F (−1), essendo:
F (y) =

∫
y5dy

y + 2

=

∫ (

y4 − 2y3 + 4y2 − 8y + 16− 32

y + 2

)

dy

=
1

5
y5 − 1

2
y4 +

1

5
y3 − 4y2 + 16y − 32 ln |y + 2|+ C,donde:

I =
526

15
− 32 ln 39. I =

∫ 1

0
dx

x2+4x+5
= F (1)− F (0), essendo:

F (x) =

∫
dx

x2 + 4x+ 5Per la (3.38):
F (x) = arctan (x+ 2) + C,



202 Integrali de�nitidonde:
I = arctan 3− arctan 2,he può eesere sempli�ata:

tan I = tan (α− β) , on α = arctan 3, β = arctan 2Come è noto:
tan (α− β) =

tanα− tanβ

1 + tanα tan β
,da ui:

tan I =
1

7
=⇒ I = arctan

1

710. I =
∫ 1

0
dx

x2−3x+2
= F (4)− F (5), essendo:

F (x) =

∫
dx

x2 − 3x+ 2Per la (3.38):
F (x) = ln

∣
∣
∣
∣

x− 2

x− 1

∣
∣
∣
∣
+ C,donde:

I = ln
2

3
− ln

3

4
= ln

8

911. I =
∫ 1

0
s3ds
s8+1

= F (1)− F (0), essendo:
F (s) =

∫
s3ds

s8 + 1Eseguendo il ambio di variabile s → y = s4:
F (y) =

1

4

∫
dy

y2 + 1
=

1

4
arctan yRipristinando la variabile s:

F (s) =
1

4
arctan

(
s4
)
,donde:

I =
π

1612. I =
∫

√
2

2

0
dx√
1−x2

= [arcsin x]

√
2

2

0 = π
413. I =

∫ 7/2

2
dx√

−x2+4x+5
= F

(
7
2

)
− F (2), essendo:
F (x) =

∫
dx√

−x2 + 4x+ 5Dalla (3.39):
F (x) = arcsin

(
x− 2

3

)

+ C,donde:
I = arcsin

(
1

2

)

=
π

6



4.2 Teorema fondamentale del alolo integrale. 20314. I =
∫ 1

0
y2dy√
y6+4

= F (1)− F (0), essendo:
F (y) =

∫
y2dy

√

y6 + 4Eseguendo il ambio di variabile y → x = y3:
F (x) =

1

3

∫
dx√
x2 + 4

=
1

3
ln
∣
∣
∣x+

√
x2 + 4

∣
∣
∣+ CCioè:

F (y) =
1

3
ln
∣
∣
∣y3 +

√

y6 + 4
∣
∣
∣+ Cdonde:

I =
1

3
ln

(

1 +
√
5

2

)15. I (x) = ∫ π/3

0
sin3 xdx =

∫ π/2

0
sin2 xd (− cosx). Integriamo per parti:

∫ π/2

0

sin2 xd (− cosx) = − cosx sin2 x
∣
∣
π/2

0
+ 2

∫ π/2

0

sin x cos2 xdx

= 2
[

F
(π

2

)

− F (0)
]

,essendo:
F (x) =

∫

sin x cos2 xdx

=

∫

cos2 xd (− cosx)

= −1

3
cos3 x+ C,donde:

I =
2

316. I =
∫ e2

e
dx

x lnx
= F (e2)− F (e), essendo:

F (x) =

∫
dx

x ln x

=

∫
d (lnx)

ln x

= ln (ln x) + C,donde:
F
(
e2
)
= ln 2 + C

F (e) = CQuindi:
I = ln 2Calolare:



204 Integrali de�niti1) π/4∫

−π/4

tan xdx 2) π/3∫

π/6

cot4 xdx 3) 1∫

0

ex

1+e2x
dx 4) 6∫

2

√
x− 2dx5) −3∫

0

dx√
25+3x

6) −3∫

−2

dx
x2−1

7) 1∫

0

xdx
x2+3x+2

8) 1∫

−1

y5dy
y+29) 1∫

0

dx
x2+4x+5

10) 4∫

5

dx
x2−3x+2

11) 1∫

0

s3ds
s8+1

12) √
2/2∫

0

dx√
1−x213) 7/2∫

2

dx√
−x2+4x+5

14) 1∫

0

y2dy√
y6+4

15) π/2∫

0

sin3 xdx 16) e2∫

e

dx
x lnxSoluzioni1. I =

∫ π
4

−π
4

tanx. Risulta I = 0. Infatti se f (x) è una funzione dispari e per ogni
a ∈ (0,+∞):

Ia =

a∫

−a

f (x) dx

=

0∫

−a

f (x) dx+

a∫

0

f (x) dxNel seondo integrale eseguiamo il ambio di variabile x → x′ = −x, per ui:
0 ≤ x = −x′ ≤ a =⇒ 0 ≥ x′ ≥ −aioè:
Ia =

0∫

−a

f (x) dx−
−a∫

0

f (x′) dx′

=

0∫

−a

f (x) dx+

0∫

−a

f (x′) dx′ = 02. I =
∫ π

3
π
6

cot4 xdx =
[
−1

3
cot3 x+ cot x+ x

]π
3
π
6

= 8
9
√
3
+ π

6
.3. I =

∫ 1

0
ex

1+e2x
dx = F (1)− F (0), essendo:

F (x) =

∫
ex

1 + e2x
dxEseguendo il ambio di variabile x → y = ex:

F (y) =

∫
dy

1 + y2
= arctan y + CCioè:

F (x) = arctan (ex) + C,donde:
I = arctan e− π

4



Capitolo 5Estensione del onetto di integrale
5.1 IntroduzioneNel apitolo 1 abbiamo introdotto la nozione di integrale de�nito di una funzione ontinuain un intervallo hiuso e limitato [a, b]. Ci si può hiedere se tale nozione possa essere estesaal aso di una funzione he abbia punti di disontinuità e/o he sia de�nita in un intervalloillimitato. Sotto opportune ipotesi, la risposta è a�ermativa. Per rendere operativa taleestensione della nozione di integrale, riordiamo la seguenteDe�nizione. Una funzione reale di variabile reale f (x) de�nita in un intervallo A ⊆
R, si die generalmente ontinua , se l'insieme dei suoi punti di disontinuità è al piùnumerabile.Senza perdita di generalità, supponiamo he f (x) generalmente ontinua sia non negati-va nell'intervallo A ⊆ R. È faile rendersi onto he è omunque possibile ostruire unasuessione �nita di intervalli:

[a1, b1] , [a2, b2] , ..., [an, bn]tali he:
[ak, bk] ⊂ A, on k = 1, 2, ..., n

[ak, bk] ∩ [ak′, bk′] = ∅, ∀k 6= k′

∀k, f (x) è ontinua in [ak, bk]Si osservi he tale proprietà ontinua a valere anhe se A è illimitato. Ad esempio se A =
[a,+∞), �ssiamo A′ = [a, b] ⊂ A e ripetiamo il proedimento per l'intervallo A′.Poniamo per de�nizione:

D
def
=

n⋃

k=1

[ak, bk] (5.1)Chiamiamo l'insieme (5.1) dominio limitato e misurabile di ontinuità per f (x).Osservazione. Assegnato l'intervallo A ⊆ R, esistono in�niti domini (5.1).Esempio 20. Consideriamo la seguente funzione non negativa in A = [0, 3]:
f (x) =

1

x
+ (x− 2)2 se x ∈ [0, 1) (5.2)

f (x) = −x2 + 4x se x ∈ [1, 3]L'insieme delle disontinuità di f (x) è:
S = {ξ0 = 0, ξ1 = 1} ,



206 Estensione del onetto di integraledonde f (x) è generalmente ontinua. Costruiamo gli intervalli:
[a1, b1] , [a2, b2]essendo a1 = 0.2, b1 = 0.8, a2 = 1.2, b2 = 3 (�gura 5.1).

a1 b1 Ξ1 a2 b2
x

y

Figura 5.1: Gra�o della funzione (5.2)Si onlude he un dominio limitato di ontinuità per f (x) è D = [a1, b1] ∪ [a2, b2].***Costruiamo quindi la famiglia:
F = {D | D è un dominio limitato e mis di ontinuità per f (x)}Ciò posto, indihiamo on il simbolo:

∫

X

f (x) dxl'integrale di f (x) esteso ad un intervallo hiuso e limitato X in ui f (x) è ontinua.Evidentemente:
∀D ∈ F , ∫

D

f (x) dx =

n∑

k=1

bk∫

ak

f (x) dx ≥ 0,poihé è f (x) ≥ 0 per ipotesi. Inoltre:
∀D ∈ F , ∫

D

f (x) dx = λ ∈ Λ ⊆ [0,+∞) ,



5.2 Rettangoloide generalizzato 207De�nizione. Si hiama integrale della funzione generalmente ontinua f (x) ≥ 0esteso all'intervallo A, l'estremo superiore dell'insieme Λ:
∫

A

f (x) dx = supΛ ≤ +∞ (5.3)5.2 Rettangoloide generalizzatoLa de�nizione (5.3) non si presta ad un alolo diretto dell'integrale di una funzione gene-ralmente ontinua esteso ad un intervallo limitato o illimitato. Ciò può essere realizzatoattraverso un'operazione di passaggio al limite. Iniziamo on l'osservare he:
D ∈ F =⇒ ∃D′ ∈ F | D′ ⊇ D,per ui possiamo ostruire una suessione di domini:

{Dn}n∈N | D1 ⊆ D2 ⊆ ...Dn ⊆ ... (5.4)Inoltre:
∀D ∈ F , D ⊆ A− Sessendo S l'insieme (numerabile) dei punti di disontinuità di f (x).De�nizione. Al resere inde�nito di n, la suessione (5.4) tende all'insieme A − S serisulta:

∀D ⊆ A− S, ∃Dν | Dν ⊇ DEsprimiamo iò srivendo:
lim

n→+∞
Dn = A− STeorema 21. Nelle ipotesi poste:

lim
n→+∞

∫

Dn

f (x) dx = supΛ =

∫

A

f (x) dxDimostrazione. Omessa.Questo teorema i die he nelle ipotesi poste:
∫

A

f (x) dx = lim
n→+∞

∫

Dn

f (x) dx (5.5)Diamo ora un'interpretazione geometria alla (5.5). A tale sopo onsideriamo il sottoinsiemedi R2:
U

def
=
{
(x, y) ∈ R2 | x ∈ A− S, 0 ≤ y ≤ f (x)

}Tale insieme di punti si hiama rettangoloide generalizzato di base A− S, relativo a
f (x).Si osservi he U è illimitato in uno dei seguenti asi: 1) A è limitato e f (x) non limitata (ioèdotata di singolarità); 2) A illimitato e f (x) limitata (dotata al più di punti di disontinuitàeliminabili o di prima speie); 3) A e f (x) non limitati.Ciò premesso, sussiste il



208 Estensione del onetto di integraleTeorema 22. Nelle ipotesi poste:
misU =

∫

A

f (x) dxDimostrazione. Omessa.Osserviamo he la misura di U può essere �nita anhe se U è illimitato, ome nel aso dellafunzione:
f (x) =

1√
1− x2

on x ∈ A = [−1, 1]Tale funzione è generalmente ontinua in A:
S = {−1, 1} =⇒ A− S = (−1, 1)Più preisamente:

lim
x→1−

f (x) = +∞

lim
x→−1+

f (x) = +∞Il rettangoloide generalizzato è:
U =

{

(x, y) ∈ R2 | −1 < x < 1, 0 ≤ x ≤ 1√
1− x2

}Costruiamo la suessione {Dn}n∈N:
Dn =

[

−1 +
1

n
, 1− 1

n

]

ome mostrato in �gura 5.2.

y

x
-1+1/n 1-1/nFigura 5.2: Gra�o della funzione f (x) = 1√

1−x2
.
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1∫

−1

dx√
1− x2

= lim
n→+∞

1− 1

n∫

−1+ 1

n

dx√
1− x2

= lim
n→+∞

[

arcsin

(

1− 1

n

)

− arcsin

(

−1 +
1

n

)]

= arcsin (1)− arcsin (−1) = π,donde:
misU = πUn esempio di insieme illimitato di misura in�nita è dato dal rettangoloide generalizzatorelativo alla seguente funzione:

f (x) =
1

ex − 1
on x ∈ A = [0, 1]

f (x) è non negativa, inoltre:
lim
x→0+

f (x) = +∞,donde:
A− S = (0, 1]Costruiamo la suessione di domini:
Dn =

[
1

n
, 1

]

,ome mostrato in �gura 5.3.

0

2

4

6

8

10

12

14

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

y

x
1/nFigura 5.3: Gra�o della funzione f (x) = 1

ex−1
.Evidentemente:

lim
n→+∞

Dn = (0, 1]
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1∫

0

dx

ex − 1
= lim

n→+∞

1∫

1/n

dx

ex − 1

= lim
n→+∞

[
ln
∣
∣1− e−x

∣
∣
]1

1/n

= ln
∣
∣1− e−1

∣
∣− ln 0+

= +∞,donde:
misU = +∞Riportiamo di seguito un esempio di integrale di una funzione ontinua esteso ad un intervalloillimitato.

f (x) =
1

1 + x2
per x ∈ A = (−∞,+∞) (5.6)La funzione (5.6) è manifestamente ontinua ed in�nitesima all'in�nito:

lim
|x|→+∞

1

1 + x2
= 0+Costruiamo la suessione (5.4) assumendo:

Dn = [−n, n]ome mostrato in �g. 5.2.
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y

xFigura 5.4: Gra�o della funzione f (x) = 1
1+x2 .donde:
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∫

A

dx

1 + x2
= lim

n→+∞

n∫

−n

dx

1 + x2

= lim
n→+∞

[arctan (n)− arctan (−n)]

=
π

2
−
(

−π

2

)

= πQuindi anhe in questo aso abbiamo un insieme illimitato di misura �nita:
U =

{
(x, y) ∈ R2 : −∞ < x < +∞, 0 ≤ y ≤ f (x)

}

misU = π ***Caloliamo l'integrale:
I =

x0+h∫

x0−h

f (x) dx,essendo:
f (x) =

1

|x− x0|α
(5.7)Qui è A = [x0 − h, x0 + h], essendo per ipotesi x0 ∈ R, e h, α > 0. L'integrando ha unasingolarità in x0:

lim
x→x0

1

|x− x0|α
= +∞,donde A− S = A− {x0}.Costruiamo la suessione (5.4) assumendo:

Dn =

[

x0 − h, x0 −
1

n

]

∪
[

x0 +
1

n
, x0 + h

]ome mostrato in �g. 5.5.Quindi:
I = lim

n→+∞






x0− 1

n∫

x0−h

dx

|x− x0|α
+

x0+h∫

x0+
1

n

dx

|x− x0|α




 (5.8)Poniamo:

I1 =

x0− 1

n∫

x0−h

dx

|x− x0|α

I2 =

x0+h∫

x0+
1

n

dx

|x− x0|α
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0
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x0x0-h x0+hFigura 5.5: Gra�o della funzione f (x) = 1
|x−x0|α .Eseguendo il ambio di variabile x → ξ = x− x0:

I1 = −
− 1

n∫

−h

dξ

ξα

I2 =

h∫

1

n

dξ

ξαIn virtù della simmetria di Γ)y = f (ξ) rispetto all'asse delle ordinate: I1 = I2, per ui:
I = 2 lim

n→+∞

h∫

1

n

dξ

ξαSe α 6= 1:
I =

2

1− α

(
1

hα−1
− 0

)

=
2h1−α

1− α
, se α ∈ (0, 1)

I = − 2

1− α

(
1

hα−1
+ (+∞)

)

= +∞, se α ∈ (1,+∞)Se α = 1

I = 2 lim
n→+∞

ln (nh) = +∞Cioè:
I =

{
2h1−α

1−α
, se α ∈ (0, 1)

+∞, se α ∈ [1,+∞)In �g. 5.6 sono riportati i gra�i della funzione (5.7) per x0 = 5, h = 2, nei due asi:
a = 0.4, 2.



5.2 Rettangoloide generalizzato 213
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x0Figura 5.6: Gra�o della funzione (5.7).Per quanto visto l'integrale (5.8) onverge solo per α ∈ (0, 1):
lim

α→1−
I (α) = +∞In �g. 5.7 è riportato l'andamento di I in funzione del parametro α.
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αFigura 5.7: Andamento dell'integrale I in funzione di α.***Caloliamo gli integrali:
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I =

+∞∫

x0+h

f (x) dx (5.9)
J =

x0−h∫

−∞

g (x) dx,essendo
f (x) =

1

(x− x0)
α (5.10)

g (x) =
1

(x0 − x)αNella (5.10) x0 è un punto arbitrario dell'asse x, mentre α, h parametri positivi. Il gra�o èriportato in �g. (5.8).

0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

y

xx0+h x0+nFigura 5.8: Gra�o della funzione (5.10).Costruiamo i domini Dn:
Dn = [x0 + h, x0 + n]Quindi:

I = lim
n→+∞

In,essendo:
In =

x0+n∫

x0+h

dx

(x− x0)
αRisulta:
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In =

n1−α − h1−α

1− α
, se α 6= 1

In = ln
n

h
, se α = 1Quindi:

I (α 6= 1) = lim
n→+∞

n1−α − h1−α

1− α
=

{
+∞, se 0 < α < 1

h1−α

α−1
, se α > 1

I (α = 1) = lim
n→+∞

ln
n

h
= +∞Si onlude he l'integrale onverge solo per α > 1.

0

20

40

60

80

100

y

x
x0+h x0+hL'integrale J (seondo degli integrali (5.9)) assume lo stesso valore di I, in virtù dellasimmetria dell'integrando. Infatti possiamo srivere:

I =

+∞∫

x0+h

f (x) dx

J =

x0−h∫

−∞

f (x) dx,avendo ride�nito la funzione integranda:
f (x) =

1

|x− x0|αTale funzione è manifestamente simmetria rispetto alla retta x− x0 = 0, per ui:
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I =

+∞∫

h

dξ

ξα

J = −
−h∫

−∞

dξ

ξα***Caloliamo l'integrale:
I =

+∞∫

−∞

e−|x|dxProediamo per deomposizione:
I =

0∫

−∞

e−|x|dx+

+∞∫

0

e−|x|dx

def
= I1 + I2,essendo:

I1 =

0∫

−∞

e−|x|dx =

0∫

−∞

exdx

I2 =

+∞∫

0

e−|x|dx =

+∞∫

0

e−xdxEseguiamo in I2 il ambio di variabile: x → x′ = −x. Osserviamo he:
0 ≤ x = −x′ ≤ +∞,per ui:

0 ≥ x′ ≥ −∞Quindi:
I2 = −

−∞∫

0

ex
′
dx′

=

0∫

−∞

ex
′
dx′ = I1,donde:

I = 2

+∞∫

0

e−xdx
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Dn = [0, n] ,si ha:

I = 2 lim
n→+∞

n∫

0

e−xdx

= −2 lim
n→+∞

(
1− e−n

)

= 2he è la misura del rettangoloide generalizzato:
U =

{
(x, y) ∈ R2 : −∞ < x < +∞, 0 ≤ y ≤ e−|x|} ,ome riportato in �gura (5.9).
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xFigura 5.9: Gra�o di f (x) = e−|x|.
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Appendie AIntegrali notevoli
A.1 ∫

sin2 xdx, ∫ cos2 xdx

∫

sin2 xdx =
1

2
(x− sin x cosx) + C =

1

4
(2x− sin 2x) + C (A.1)

∫

cos2 xdx =
1

2
(x+ sin x cosx) + C =

1

4
(2x+ sin 2x) + CA.2 ∫

dx

(x2−1)
n1. ∫ dx

x2−1
= − arctanhx+onst2. ∫ dx

(x2−1)2
= x

2(1−x2)
− 1

4
ln
∣
∣x−1
x+1

∣
∣+onst3. ∫ dx

(x2−1)3
=

x(3x2−5)
8(x2−1)2

+ 3
16
ln
∣
∣x−1
x+1

∣
∣+onst4. ∫ dx

(x2−1)4
= − 1

48(−1+x)3
+ 1

16(−1+x)2
− 5

32(−1+x)
− 5

32
ln (−1 + x) − 1

48(1+x)3
− 1

16(1+x)2
−

5
32(1+x)

+ 5
32
ln (1 + x)5. ∫ dx

(x2−1)5
= − 1

128(−1+x)4
+ 5

192(−1+x)3
− 15

256(−1+x)2
+ 35

256(−1+x)
+ 35

256
ln (−1 + x)+ 1

128(1+x)4
+

5
192(1+x)3

+ 15
256(1+x)2

+ 35
256(1+x)

− 35
256

ln (1 + x)6. ∫ dx
(x2−1)6

= − 1
320(−1+x)5

+ 3
256(−1+x)4

− 7
256(−1+x)3

+ 7
128(−1+x)2

− 63
512(−1+x)

− 63
512

ln (−1 + x)−
1

320(1+x)5
− 3

256(1+x)4
− 7

256(1+x)3
− 7

128(1+x)2
− 63

512(1+x)
+ 63

512
ln (1 + x)7. ∫ dx

(x2−1)7
= − 1

768(−1+x)6
+ 7

1280(−1+x)5
− 7

512(−1+x)4
+ 7

256(−1+x)3
− 105

2048(−1+x)2
+ 231

2048(−1+x)
+

231
2048

ln (−1 + x) + 1
768(1+x)6

+ 7
1280(1+x)5

+ 7
512(1+x)4

+ 7
256(1+x)3

+ 105
2048(1+x)2

+ 231
2048(1+x)

−
231
2048

ln (1 + x)8. ∫ dx
(x2−1)8

= − 1
1792(−1+x)7

+ 1
384(−1+x)6

− 9
1280(−1+x)5

+ 15
1024(−1+x)4

− 55
2048(−1+x)3

+ 99
2048(−1+x)2

−
429

4096(−1+x)
− 429

4096
ln (−1 + x)− 1

1792(1+x)7
− 1

384(1+x)6
− 9

1280(1+x)5
− 15

1024(1+x)4
− 55

2048(1+x)3
−

99
2048(1+x)2

− 429
4096(1+x)

+ 429
4096

ln (1 + x)
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dx

(x2+1)
n1. ∫ dx

x2+1
= arctanx+onst2. ∫ dx

(x2+1)2
= 1

2
x

x2+1
+ 1

2
arctanx+onst3. ∫ dx

(x2+1)3
= 1

4
x

(x2+1)2
+ 3

8
x

x2+1
+ 3

8
arctan x4. ∫ dx

(x2+1)4
= 1

6
x

(x2+1)3
+ 5

24
x

(x2+1)2
+ 5

16
x

x2+1
+ 5

16
arctan x+onst5. ∫ dx

(x2+1)5
= 1

8
x

(x2+1)4
+ 7

48
x

(x2+1)3
+ 35

192
x

(x2+1)2
+ 35

128
x

x2+1
+ 35

128
arctanx+onst6. ∫ dx

(x2+1)6
= 1

10
x

(x2+1)5
+ 9

80
x

(x2+1)4
+ 21

160
x

(x2+1)3
+ 21

128
x

(x2+1)2
+ 63

256
x

x2+1
+ 63

256
arctanx+onst7. ∫ dx

(x2+1)7
= 1

12
x

(x2+1)6
+ 11

120
x

(x2+1)5
+ 33

320
x

(x2+1)4
+ 77

640
x

(x2+1)3
+ 77

512
x

(x2+1)2
+ 231

1024
x

x2+1
+

231
1024

arctan x8. ∫ dx
(x2+1)8

= 1
14

x
(x2+1)7

+ 13
168

x
(x2+1)6

+ 143
1680

x
(x2+1)5

+ 429
4480

x
(x2+1)4

+ 143
1280

x
(x2+1)3

+ 143
1024

x
(x2+1)2

+

429
2048

x
x2+1

+ 429
2048

arctanx9. ∫ dx
(x2+1)9

= 1
16

x
(x2+1)8

+ 15
224

x
(x2+1)7

+ 65
896

x
(x2+1)6

+ 143
1792

x
(x2+1)5

+ 1287
14 336

x
(x2+1)4

+ 429
4096

x
(x2+1)3

+

2145
16 384

x
(x2+1)2

+ 6435
32 768

x
x2+1

+ 6435
32 768

arctan x10. ∫ dx
(x2+1)10

= 1
18

x
(x2+1)9

+ 17
288

x
(x2+1)8

+ 85
1344

x
(x2+1)7

+ 1105
16 128

x
(x2+1)6

+ 2431
32 256

x
(x2+1)5

+ 2431
28 672

x
(x2+1)4

+ 2431
24 576

x
(x2+1)3

+ 12 155
98 304

x
(x2+1)2

+ 12 155
65 536

x
x2+1

+ 12 155
65 536

arctan x11. ∫ dx
(x2+1)11

= 1
20

x
(x2+1)10

+ 19
360

x
(x2+1)9

+ 323
5760

x
(x2+1)8

+ 323
5376

x
(x2+1)7

+ 4199
64 512

x
(x2+1)6

+ 46 189
645 120

x
(x2+1)5

+ 46 189
573 440

x
(x2+1)4

+ 46 189
491 520

x
(x2+1)3

+ 46 189
393 216

x
(x2+1)2

+ 46 189
262 144

x
x2+1

+ 46 189
262 144

arctanx

A.4 ∫

dx
(sin x)n

;

∫

dx
(cosx)nAppliando le (3.101)-(3.102) per valori resenti di n = 3, 4, 5:
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∫

dx

sin3 x
=

1

2

[

ln
∣
∣
∣tan

(x

2

)∣
∣
∣− cosx

sin2 x

]

+ C

∫
dx

cos3 x
=

1

2

[

ln
∣
∣
∣tan

(x

2
+

π

4

)∣
∣
∣+

sin x

cos2 x

]

+ C

∫
dx

sin4 x
= −1

3

[

2 cotx+
cosx

sin3 x

]

+ C

∫
dx

cos4 x
=

1

3

[

tan x+
sin x

cos3 x

]

+ C

∫
dx

sin5 x
=

1

4

[
3

2

(

ln
∣
∣
∣tan

(x

2

)∣
∣
∣− cosx

sin2 x

)

− cosx

sin4 x

]

+ C

∫
dx

cos5 x
=

1

4

[
3

2

(

ln
∣
∣
∣tan

(x

2
+

π

4

)∣
∣
∣+

sin x

cos2 x

)

+
sin x

cos4 x

]

+ CA.5 ∫

(tanx)n dx;

∫

(cot x)n dxAppliando le (3.105)-(3.106) per n = 2, 3, ..., 8:
∫

tan2 xdx = tan x− x+ C
∫

cot2 xdx = − cot x− x+ C
∫

tan3 xdx =
1

2
tan2 x− 1

2
ln
(
1 + tan2 x

)
+ C

∫

cot3 xdx = −1

2
cot2 x+

1

2
ln
(
1 + cot2 x

)

∫

tan4 xdx =
1

3
tan3 x− tanx+ x+ C

∫

cot4 xdx = −1

3
cot3 x+ cotx+ x+ C

∫

tan5 xdx =
1

4
tan4 x− 1

2
tan2 x+

1

2
ln
(
1 + tan2 x

)
+ C

∫

cot5 xdx = −1

4
cot4 x+

1

2
cot2 x− 1

2
ln
(
1 + cot2 x

)
+ C

∫

tan6 xdx =
1

5
tan5 x− 1

3
tan3 x+ tan x− x+ C

∫

cot6 xdx = −1

5
cot5 x+

1

3
cot3 x− cot x− x+ C

∫

tan7 xdx =
1

6
tan6 x− 1

4
tan4 x+

1

2
tan2 x− 1

2
ln
(
1 + tan2 x

)
+ C

∫

cot7 xdx = −1

6
cot6 x+

1

4
cot4 x− 1

2
cot2 x+

1

2
ln
(
1 + cot2 x

)
+ C

∫

tan8 xdx =
1

7
tan7 x− 1

5
tan5 x+

1

3
tan3 x− tanx+ x+ C

∫

cot8 xdx = −1

7
cot7 x+

1

5
cot5 x− 1

3
cot3 x+ cot x+ x+ C
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