Generalizzazione dell’equazione di Thomas-Fermi. 1l
metodo di Majorana

Marcello Colozzo

Definizione 1 L’equazione di Thomas-Fermi ¢ la sequente equazione differenziale del
secondo ordine:

y'="= M
e va integrata impostando il sequente problema ai limiti:
y(0)=1, y(c0)=0 (2)

Definizione 2 Un'equazione del tipo di Thomas-Fermi ¢ un’equazione differenziale del
secondo ordine che in forma normale si scrive:

y' = f(z.y) (3)
1l corrispondente problema ai limiti e
y(0)=1, y(c0)=0 (4)

Supponendo che per un’assegnata funzione f (x,y), il predetto problema ai limiti si com-
patibile e determinato, denotiamo con y (x) I'unica soluzione. Ritenendo che y (z) sia ci
classe C* in [0, +00), i.e. analitica, la corrispondente curva integrale

y:y=y(x), x€l0,+00) (5)

e regolare di ordine k, Vk € N.
Denotiamo con ¢ (x) una funzione scalare della variabile vettoriale

X = ze; + yes

tale che la sua inversa x (¢) € una rappresentazione parametrica regolare della curva integrale
~. Abbiamo quindi
t=t(zy), V(z,y) € RCR? (6)

Fissiamo ad arbitrio una funzione u delle variabili (y,3’) di classe C! in un assegnato
sottoinsieme A di R2.

u:A—R (7)
w:(y,y)€A—u(y,y)eR

Il grafico di tale funzione ¢ una superficie regolare di rappresentazione cartesiana
Stu=u(y,y), V(yy)eA (8)
Una rappresentazione parametrica di tale superficie e
y=v, ¥y =w, u=u(,w), (v,w)€BCR?

come schematizzato in fig. 1.
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Figura 1: Rappresentazione parametrica della superficie S : u = u (y,y’).

Con la particolare scelta dei parametri per la rappresentazione di S, si ha che alla curva
integrale v che risolve la Thomas-Fermi, corrisponde univocamente nel piano (v, w) la curva
C' di rappresentazione parametrica:

v=ov(t),w=w(t), teX

avendo assunto come parametro il medesimo parametro della rappresentazione di 7. A tale
curva C' corrisponde a sua volta, una curva I' tracciata su S, e per un noto teorema, tale
curva e regolare giacché e regolare la curva C' (in virtu della regolarita di ).

Dal momento che abbiamo assunto y = v, ¥y’ = w, si ha che la predetta curva C altro
non e che la proiezione ortogonale della curva I' sul piano coordinato yy’ come mostrato in
fig. 2. In altri termini, la curva piana

C:y=y@t), vy =19, teX, (9)
¢ la proiezione ortogonale sul piano coordinato yy’ della curva di rappresentazione cartesiana:

Diu(t)=uly(t),y' @), teX (10)

L’equazione che ci interessa e

u(t)=uly @),y @), teX

che definisce la restrizione della funzione w (y,y’) sulla predetta curva I' che si proietta
ortogonalmente su C', e che a sua volta € univocamente determinata dalla curva integrale
della Thomas-Fermi. Derivando rispetto a t:

= ou . n ou .,
- ayy ay,y7
ove abbiamo utilizzato la notazione puntata per denotare la derivazione rispetto a t. D’altra
parte
y':j;y’ y’:i d_y ZdQ_yd_x:j:y,,
’ dt \ dz dx? dt ’
per cui
ou , Ou
0= |—y + = f(x, 11
o+ gt (5.0 (1)
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Figura 2: La curva C' :y =y (t), ¥ = ' (f) € la proiezione ortogonale di I'.

Noi conosciamo la funzione u (y,y’) in quanto assegnata ad arbitrio, ma non conosciamo
u (t) per la semplice ragione che non conosciamo la curva integrale della Thomas-Fermi.
Il problema che si apre consiste, dunque, nel ricavare un’equazione differenziale del primo
ordine nella u (t), ossia:

= F(t,u) (12)

che ci permette di determinare la funzione wu (¢), per poi tentare una determinazione di
y(t),y (t) e quindi, della curva integrale che risolve I'equazione assegnata.
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