Teorema 1 (Teorema di Green)
Sia D C R? un dominio regolare rispetto all’asse y. Se la funzione f é continua in D
assieme alla derivata %, st ha:

// g—idwdy = f(z,y)dy (1)
D +0D

Se, invece, D é un dominio regolare rispetto all’asse x e la funzione g (z,y) é continua in D
assieme alla derivata g—g, st ha:

I indy = - 75 g 2)

Dimostrazione. Osserviamo che gli integrali di circuitazione

7{ f(w,y)dy,ja{ g (z,y)dw,
+0D +0D

sono manifestamente integrali curvilinei di forma differenziale lineari. La prima forma e
f (z,y) dy per cui e nullo il coefficiente in dz, mentre nella seconda forma ¢ nullo il coefficiente
in dy. Cio premesso, iniziamo con il dimostrare la (1) assumendo D dominio normale rispetto
all’asse y (cfr. fig. 1):

D={(z,y) eR*|a(y) <z <B(y), a<y<b} (3)
y
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Figura 1: Dominio (3).

Per le formule di riduzione per gli integrali doppi:

| Gwin = / v mj’ % (1)

=/ {F18 W)yl — fla(y),yl}dy

:/abf[ﬁ(y),y]dy+/baf[a
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Calcoliamo ora l'integrale di circuitazione a secondo membro della (1). Nel caso in esame
(cfr. fig. 1) ¢

4 4
oD = | Jn = fl@y)dy =YL, (5)
k=1 +90D k=1

dove
I, = ,y) dy, 6

mentre i cammini di integrazione sono:

Nnir=at), y=t b>t>a, (7)
Y=t y=a, «afa)<t<pP(a),

virx=00t), y=t a<t<hb,
Nix=t y=>b  B(b)>t>a(b)

Segue
h:/f@@@:/?@@ﬂw (5)
I, = /f]:ydy—o
Iy = /fxydy—/f
Q=Af@w@=0
Sommando

ngf“””@F=Aﬂfh@%ﬂdr+lffwu»ﬂdt

cioe la (4). Dimostriamo ora la (2) per D dominio normale rispetto all’asse z (cfr. fig. 2):

D={(r,y) eR*|a<z<b a(@) <y<p(x)} (9)

Per le formule di riduzione degli integrali doppi:
dg b B(z) dg
—dxdy = / d:v/ —dy 10
//D ay a o(z) ay ( )
b
- [{lns@) - gla@))do
‘ a b
— [ gl s~ [ glna@)ds
b a

Calcoliamo ora l'integrale di circuitazione a secondo membro della (2). Nel caso in esame

(cfr. fig. 2) e:

4 4
oD = | Jnw — 7{ g (@ y)dy =Y J, (11)
k=1 +6D k=1
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Figura 2: Dominio (9).

/

dove
Jp = / g (z,y)dy, (12)
Tk
mentre i cammini di integrazione sono:
=t y=a(t), a<t<b, (13)
Yir=>by=t o) <t<3(b),
732I:t7yzﬁ(t), b>t>a,
")/431}:@,y:t, B(G)th@(a)
Segue
b
5= [ gegyde= [ gltat)a (14)
7 a
J :/ g(x,y)de=0
Y2
JZ/ g (x,y)dx =/ glt, B (t)dt
¥3 b
J4 :/ g(z,y)dx =0
Y4
Sommando
b a
$ o@wdy= [ gltawia+ [ glesw)a (15)
+0D a b

dg
— || Zdad
//Day Y

cioe la (4). Si tratta ora di dimostrare che la (1) (o la (2)) conservano la propria validita
quando D & un dominio regolare rispetto all’asse y (o rispetto all’asse x). Senza perdita di

3



generalita consideriamo la (1) riferendoci quindi a un dominio regolare rispetto all’asse y,

per cui
D= UDk:>// 5y —Z/Dkaxdxdy (16)

Per quanto appena dimostrato:

// gdxdy = 7{ flr,y)dy, k=1,2,..,n (17)
D, 0 +0Dy,

Z// (%da:dy Z fx,y)dy (18)

+0Dy,
// d:pdy

Nel termine della sommatoria a secondo membro sopravvivono solo gli integrali curvilinei
estesi a tratti non rettilinei i.e. appartenenti alla frontiera di D:

Sommando

J/

dy = d oD 19
+aDkf(ﬂﬂ,y) y %:Lhkf(x,y) y, 7 COD, (19)
per cui
) dy = ) dy = d 20
[ |



